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L chjectif de "hybridation étant de fusionner deux mes
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et optimisant feurs caractéristiques respectives dans ie domaine dans ie que

1is évoluent .
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N automatisme en générale, les sysiémes hybrid
T

eux, On rh&tl_g

sont définis comme des sous-sysiemes
n
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LLnt mus et discrets mteragissant ent nerale deuy grandes classes de
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La premuere esi mirsequenent hybride de par la présence de deux iypes de dyiiamigue
dans le méme systeme De tels systémes se rencontrent dans les industries du domaine
aéronautique (comme dans notre cas), spatial, automobile ct Pagro-alimentaire.
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Pour cc qui cst de cc que Fon appelic hybridation incrticlie, la combinaison des deux
systémes inertiel et satellitaire permet de palier les insuffisances de chacun d'eux. le GPS
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¢tant preécis a long

crmc mais qui peut avoir des bruits ct des msuffisances momentandes de
mesure alore que I'inertiel possede une tres bonne precision a court terme mais qui dérive

dans ie Iemps

Dans ma thése dont e but est obtention du diplome d’ingénjew d’état en Adronantique
option « TNS es deux sysiemes GPS{global posinommg sysiem) et TNS
(1nertial mvw{tmn system) deux systeines d? navipation pre épondérants anx caractéristiques
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wybridés par uin coupiage faible en bouc

Un g,uud h‘“I“ﬁ“le a it un jour  « C.cSi par la logigue gu'on démontie et C’est par
I"intuition qu’on invente »*, et comme ici, il n’est pas question d’ imenter mais de démontrer
Vapport dc Vhybr idalian INS/GPS pour la navigation adricnne | jai décidd de répartir mon
travail en cing chapitres en essavant de suivre une certaine logigue atin d’aboutir a des
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que leur composantes respectives en déiatilent beaucoup pius fe fonctionnement des centraies
mertielles « STRAP-DOWN » ; centrales gque 1'ai choist d’ubliser pour Uhvbridalion en

questran,

Te deuxiéine chapitre consiste compie & hu & déerire le sysicme de posiionnement par
satellites GPS {GILOBAL PO‘EITIONENG SY ‘%TFM] tout ses différentes composantes |

principes et modes de fonctionnement y sont décrits , se terminant par unc synthese de ses
avantages ¢f de ses inconvénients .
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GPS nécessite Vutihsation d’un outil mathématique puwissant et onginal quest le filtre de

KALMAN ( basé sur le filtra ":je mtist"q"d‘, et plus précisément le filtre de kalman étendu
pour Ics cas non lincaires (TKE ; détaill¢ dans Ic chapitre(IIT}) cn raison d¢ 1a non lincarité des
équations ¢'évolution des deux sy ut.,mes . Toutes les étapes de Ialgorithme de kalman seront

prnquccs cn détail dans ic chapitre (1)

q '1meme cmpnre cons1srera expucuer les lifférents types d’hybridation INS/GPS
lisations lors de Putilisation du filtre de
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Le ciiquiéme chapitie sera coimpie a a partic SimEations, résultats et

interprétations.
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I’ Iyl hridation TNS/GPS a pris une ampleor cnmiderahle durant cette derniére décennie,
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assairt d’abord par des applications typiquement militaifes COMINE Pour |
1 ¢ guidage des drones (UAV).
-l¢ guidage de missiles.

Timplémentation de cette fusion dans des avions de combats tels que les F-14, F-15 ¢t F-16
aimnéricains.

-Fonientation des robots utifisant une fusion multi capteurs pour l'au
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- Dassault aviation, pionnier de Phybridation INS/GPS et de son apphcation dans le domaine
de ia navigation aérienne.

“le laboratoire « smari sysiem research » de ia NASA a orieni¢ &’ énormes eiforis dans ceite
voie pour Famélioration du guidage des navettes spatiales

~les multiples publications de la « Navsys corporation » au sujet de I"hybridation du GPS eta
méme effectud des tests swr ucS T-16 en septembre 2003 ¢t a demontre des résuliais

-le laboratoire de recherche « ONERA » 3 Toulouse ne cesse de publier des articles sur le
theme de i*hybridation inerticlie empioyant différentes approches que ce soit par ja méthode
démdier les rotations et de les modsliser, ou par la diversite des methodes de filtrage
appiiquees.
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S/GPS de "écoie de surveiilance et d information spabiaies de
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« Unmanned Arial Vehicles » alin &’ augmenter le plus possible les chances de réussiie de

Ecurs missions
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-ainsi gue les wavaux menés par le département & ingénierie de institut indien de technologie

Sans oubiter ies applications civils, que ce sott en adronautique ou en lopom éirie, en
robotigue, agriculture ou en Photogrammélrie, le probleme de I'intégrations des syslemes

sateilitaires et inertiels est vite devenu un centre (iniérét commun, ce quw a4 amene
I'liybridation INS/GPS 4 se dévelonper au stade ou elle esi arrivé aujouwrd hin
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Pour ce qui est de Faviation civile | awourd hw presque tout les avions commerciaux de
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couplé INS/GPS pour réaliser des systémes rentableg
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Chapitre |

La navigation inertieile

Résumé :

Dans ce chapitre, les hases de la navigation inertielle ont été décrites en commengant par fa
notion de repéres de références, le repére imertiel (i), le repere terrestre(e), le repere de
navigation(n) ou nommé aussi repére TGL (iriedre géographique local) ;les différents types de
centrales inertielles(centrales inertielles a plate forme stabilisée :centrales inertielles a
composantes liées)leur composantes ainsi que les équations de mécanisation suivies des
équations d’erreurs des navigateurs inertiels « strap-down » y seront décrites, celles-ci seront
utilisées plus loin en simulation lors de I"utilisation du filtre de kalman.

Ce chapitre se terminera en citant les avantages et les inconvénients des navigateurs mertiels et
fora ressentir les insuffisances de telles centrales en maticre de navigation ou de vols long
courrier ; ce qui fera apparailre 4 son tour le besoin d’hybrider les centrales inertielles a d’autres
systémes de navigation aux caractéristiques aussi compiémentaires que différentes.
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1.La navigation inertieile :

i.il.ptreduciton :
L'objectif de la naw
véhicule par rapport a a terre a partyr d'une Unité de Mesure Inertielle (UM} qui comprend des
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inerticllc. Les centrales inerticlles a plate-forme ct les centrales merticlles a composants lics.

1.2.Definition d’une centrale inerticlle &

Une centrale inertieile {CI ou iMiLJ) est un dispositif muni de gyroscopes, et d accéiérometres. En
it un calenlatenr rJ,l_-_ permet 3 un véhicule de connaitre sa position et sp vitesse dans

itant v t sa
*espace i CI devienit un systéine de navigation inertiel SNI (ou INS}.
Le gyroscope esl un anualeﬂ gui permel de mesurer une variation d orienialion d urn »eimuie
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trois dimensions, fa centrale inertielle doit comporter trois accélérometres meaurant les

accélérations Hnéaircs sclon chague axe, cette aceclération conticnt {a pesanteur, {"aceéicration du
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vehlcme “ﬂccéiémtion centrifuge ‘1‘ accélération oe Coriolis et cm oruxt

}’espace

e \.u‘luu!auni" cftoctue los calouls gui pormcttent de passer des informations rotowrndes par les
gyroscopes et les accélérometres a Ia position et a Ia vitesse du véhicule. En fat, il dott faire une
intégration dc I’accélération pour trouver la vitcsse, puls une deuxiéme intégration de la witesse
pour en déduire ia position.

Les systémes de navi g"ticm iiierticls ont l'avantage de nc pas avoir besoin de références extemnes
« autonones » contrairement au GPS qui dépend des satellites disponibles.

Cependant, les donnges du capteur inertie! dérivent avec lz temps en ratson de la nécessits
dintégrer ies données brutes pour rapporter la ia position. N'importe quelie pefite erreur n constante
est amplifiée aprés ['intégration. Les captewrs inertiels sont pen convenables pour le

positionnement précis sur une longue période de temps, mats ia précision 4 court terme est bonne
et les fréquences d acquisition penvent étre trés élevées
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différents repéres iiés a la navigation mertlellc entre autre ; le repére inertickille repére

terrestre{e), le repére de na\_qgghnn (n} ot le repére lié a I'adronef « repére mobile » on noté

gncore repere « body » noi€ (b). Comme ie monire ia figure a ia page swivanic



CHAPITRE 1 : La navigation inertielle

Figurel.1 : relation entre les différents repéres liés au mouvement de I'aéronet

I.3.Repéres de Référence :

Quatre triédres sont concernés (L1} :

1.3.1.triédre inertiel [i] : Ce repére est centre sur la Terre, ses axes ayant une direction fixe par
rapport aux étotles. L'axe Xi, pointe vers I'équinoxe vernal, laxe Zi coincide avec laxe du
moment angulaire de la Terre, et Uaxe Yi complete Ie (riedre direct.

L.3.2. triédre Terrestre [e] : déduit du précédent par la rolation (wie) de la terre.

d © est un repere couramment
utilise en navigaiion ; il se deplace a la surface de Vellipsoide terrestre en meme femps que
I'aeronef. Son origine est situee en O projection de M (lieu du vehicule) sur Tellipsoide terrestre
et ses trois axes sont diriges respectivement vers le Nord, vers VEst et vers laverticale

descendante.

1.3.4. triedre lie au mobile [bj :

c'est le repere lie an vehicule porteur des accelerometres et des gyrometres. L'orientation des axes
est conventionnelle. L'axe x est dirige selon I'axe de symetrie longitudinal et vers l'avant de
T'aeronef, l'axe z est perpendiculaire au plan de la voilure est dirigé vers l'intrados du corps et
T'axe y contenu dans le plan de Ia voilure complete le triedre. II definit I'attitnde de I'engin par
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L 3 traditioninie] cette définition fait intervenir © un angle de
tacet . un angle de fangape i un an;J d rouhs |
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L4.Centrales inertielles :

les systémes mertiels de navigation (INS), dont le nom est di au fail quils ulilisent les proprigics
inert:'e!!es de 1a matiere ou de la lumiére, déterminent une trajectoire par discrétisation (dea

reckoning). Les lois de Ia mécanique classique, formulée par Sir Isaac Newton, sont a ia base du
caleul de vitesse par mh—*u‘rlhnn de 'accélération, Le p!bltmnnf-]nrnf duns un systeme de

référence nécessiie a conmaissance de orieniailon spatiale des accéléraiions ou viiesses,
Les systemes [NS sont donc composés d accélérométres que l'on oriente a ['aide de gyroscopes.
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mécaniques (fig.1.2). Leur attitude est conservee tixe dans le temm et le positionnement se fait

cimnlamant nar dr\nhln intéoration deo acedldratinns. Pour conserver uns atttuda fixe day dang a

l [ )
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temps, deux solutions sont posstbles. La premicre sc basc sur feifct gyroscopique d'unc massc cn
mouvement. Celle-ci va permelttre le maintien d'une direction fixe, pour autant qu ‘un syslems
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mouvements de rotation détectés par des £Yroscopes Dar une rotation inverse effectuée par un

mioicur. C-\.,n a_y:\mul\,n m\,\/mu(lu\m SOTH mdumuluum,f"m']t uuﬁyn(, XES, \.{;luuu,\ [ot1 vu\,uurb\'aun.
Les progrés technologigues et 'avénement de I'imformatique ont donné natssance a un autre type
de eystéme INS « STRAP DOWN »nqui est I'objet utilisé dans ce mémoire.
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L4.1.composapts d’une centrale inestielle :

Les centrales inerticlles se composent essenticlement de 3 gyroscopes et de 3 accélcrométres
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i syroscope est essentiellemeni coisiitué par un solide de révoluiion aniiné d’ui imouveneii de
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appelée aussi ettet gyroscopique, constitue la propriété fondamentaie des gyroscopes. It importe
tout d’abord de comprendre ce que mef:f- le mot « inertie ». 1} 8’agat d'un pg;_gr_-;p_ e selon leguel
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Paccéléraiion ou au changemeni de direciwon. {Far

Lorsquion parfc d’incrtic gyroscopique, on fait aliusion a Fincrtic quc posscde un corps qui
tourne. Tous les objels lournani autour d’un axe onl lendance a A maiplenir une oriepiation lixe,
4
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c’est-a-dire une direction de rotation et une position fixes, si aucune force n’intervient. En
d’autres mots, un abjet qui tourne a tendance i rester dans la méme position.

Sur terre, les gyroscopes en mouvement finissent par s’arréter en raison de 1a friction et de la
résistance de Uair. Toutefois, cela ne se produit pas dans un environnement idéal comme
I’espace. En voici deux illustrations en images :

Tigure L2: Gyroscope Mécanigue

I.4.1.b)-Accélérometre :
Un accélérométre est essenticllement constitué par une masselotte pouvant coulisser sans

frottement sur un rail parfaitement rigide et reliée a un boitier par un ressort de raideur K.
L’axc dc cc rail cst appclé : axc scnsible de 'accéicrométre.

-Principe de fonctionnement des accélérometres :

Considérons un accélérométre dont I'axe est orienté verticalement comme illustré par fa
figure(1.3 ) . Posé sur une table par exemple, Pappareil n’est pas accéléré et en équilibre on
trouve pour la force du ressort /7 (/* représentant les forces s’ appliquant sur le systéeme)

1= —W (1-1)
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Ou W est la force gravitationnelle, Et en ellet, Iaccéléromeétre donne = Fm

fest 1a force spécifique, et m est la masse.

Si maintenant I'appareil est accéléré vers le haut, le bilan de force selon la deuxieme loi de
Newton donne :

ma= F+W (-2)
Et la force spécifique fournie par Iaccélérométre est done la vrate accéléraon moms
I"accélération gravitationnelle, done ¢

fa—w (1-3)

Avee, w— H'm

En complétant notre eonsidération des cas particuliers, on remarque gu'en chute tibre (¢ —w }

la sortic du capicur scra z¢ro.

‘F

Figure 1.3: Principe d’un accélérometre

£n conclusion, pour connaitre « il faut connaitre w , qui malheureusement dépend de Vendroit de
la mesuse et peut changer considérablement, surtout dans les applications aéronantiques.

Un modéle de gravitation approprié doit donc étre développe.

Dans [HUL 981, [SAL 981, [FET 98}, on peut trouver plus d’informations et une description plus
détaillée sur les accélérométres et les différents types de gyrométres et de gyroscopes ainsi que
sur "association de ces capteurs (ce qui donne des centrales inertielies).

1.4.2.les types de centrales inertielles

1.4.2.a.centrale inertielle & plate forme stabilisée :

Dans cc genrc de centralc incrticllc, les acccleromcetres sont instalics sur unc platc-forme
mécanique isolée des mouvement angulaires du véhicule par des suspensions de cardan. La plate-
formc cst asscrvic ¢ position horizontalc grace a des gyroscopes. Ainsi, los accelerometres sont
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constamment dirigées selon les directions du Triedre Géographique Local (TGL). Leurs signaux
aprés intégration et prise en compte d'un modele de pesanteur permettent d'obtenir la vitesse et la
position de "aéronef..

Fig (1.5) : horizontalité de la plate forme en tout lieu

ies systémes « strap-down » :

Les accélérometres el les gyroscopes sont fixés nigidement & Pélément en mouvement.
L'attitude et la position se calculent & partir des informations gyroscopiques et accéléromeétriques.
Les cardans des plates-formes sont en quelque sorte remplacés par un ordinatenr qui effectue fa
transformation de coordonnées et fe calcul des composantes de I’accélération dans un repére local
{North, East, Down).
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Ces systémes «strapdown » sont des structures plus simples et sont plus résistants aux chocs, ils
sont fortement avantageux au niveau des coiits et de la taille de I'appareil et sont particuliérement
appropriés pour "application dans le domaine aéronautique.

In contrepartie, ils n’atteignent pas encore la précision des sysiémes a plate-forme, et
I"alignement est difficile et nécessite souvent, pour les gyroscopes de moindre qualité, un systéme
de navigation additionnel tel que le GPS. Cest ce qui est appel¢ alignement par transfert.

Cette ¢volution a ¢t¢ renduc possible par 'apparition de nouvelles méthades de mesure qui ont
permis de simplifier considérablement les capteurs. Les gyroscopes actuels utilisent des
tcchniques basées sur des principes optiques ou sur 1'analysc des vibrations ( [MOU 99] ct [FOX

95

Le principe de base des gyroscopes vibrants a ¢été¢ mis en évidence par Foucault au milieu du
19ame sidcle. 11 a démontré quun élément vibrant tendait 4 maintenir son plan de vibration
lorsd'unc rotation. La détermination de la vitesse angulaire s'cffectuc de la manicre suivante :
lemouvement vibratoire induit une vitesse oscillatoire. Si le capteur tourne autour dun
axcorthogonal a cettc vitesse, on rctrouve unc accélération de Coriolis. Cette acceélération
deCoriolis modifie fe mouvement vibratoire et c'est cette modification qui est détectée et qui serta
déterminer la vitesse angulaire.

Figure 1.6: Diagramme schématique simplifi¢ d’un systéme RLG INS de GEC Marconi

Avec le développement de la technologie et le dilemme rencontré entre « rapidité et cotit » les
gyroscopes mécaniques exposés au parl avant ne sont plus uiilisé malgré feur irés grande
précision et ont été remplacé par une nouvelle génération de gyrometres comme les « GYRO
LAZER » fonctionnant grice a ’effet SAGNAC.

il y a deux types de gyroscope « strapdown » disponibles, gyroscopes a fibre optique (FOG) ou
Gyrolasers (RLG). Le principe physique exploité pour les FOG et RLG emploie I'effet de Sagnac
- deux faisceaux laser sont introduits dans des directions opposées dans le chemin des faisceaux
du capteur. Des miroirs ou un cible a fibre optique sont employés pour le transfert de faisceaux.
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Figh7: GYRO-LAZER

Si le capteur est au repos, les deux faisceaux ont une fréquence identique. S7il est sujet a une
rotation angulaire autour d'un axe perpendiculaire au plan du capteur, la longueur du chemin d'un
des faisceaux augmente tandis que l'autre diminue, ayant pour résultat un décalage de fréquences
directement proportionnel a la vitesse angulaire. .es avantages de RLG sont les possibilités
d’obtenir une excellente fiabilité et stabilité.
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Pour les accéléromeétres (figl3), il w'est pas possible de mesurer Paccélération inerticlle
translative en utilisant de la lamiére comme dans les gyroscopes optiques. 1'effet de Sagnac ne
s'appliquant qu’aux rotations. Pour les accélérométres, il ne reste donc gue les systémes
électromécaniques ou, depuis une dizaine d’années, leurs pendants miniaturisés MEMS «
systémes « micro-électro-mécaniques ».

1.4.3.Classe d'une centrale inertielle :

La grandeur de la dérive limite la durée d'utilisation sans recalage de ia centrale mertielle. On
distinguc alors Ia qualit¢ tcchnologiquc par Ic nivean de cetic dérive :

-classe engins : 1€ 2 0.1 “/h

- classe aéronautique : 0,1 40,001 “/h.

L5.Modéles d’erreurs dans les capteurs inertiels :

Le capteur inertiel utilisé dans ce travail est de type « Strapdown » . Et comme pour tout capteur,
il y a des erreurs de mesure. Dans un premier temps, nous allons nous pencher sur les erreurs
typiques de mesure connues dans la théone ([GRE 0Ola] et [STO 97]). Une erreur de mesure est la
déviation de la valeur obtenue 4 la sortie du capteur par rapport 4 la vraie valeur de la grandeur &
Ientrée.

Sortie n/ Sortie 4 Sortie 4
Enirée Entrée ‘ Entrée
{(a1) Biais (1) Factewr {"clelle (o) Non-lindarice

Fig L8: type d’erreurs de mesures classiques

1.5.1.Biais :

Le biais est I'erreur la plus évidente. It s agit tout simplement d’une valeur additionnelle :

14



CHAPI'TRE 1 : La navigation mertielle

a =4a + (Sa hrais

sartic mtriie

(1.4)

o =@ + OO 40

sortie entree

Le biais peut étre facitement déterming quand I'enirée est nulle. Cependant, il est dilférent

oy v,

I 1 . ] [P T . te daba
CHAGUC 103 qu *on remc! on marchc la centrale. Les varialions POssHaCs F Trid(uc HiisC 30uUs

tension sont souvent données sous le nom de « stabilite de biais » dans les specmcahons

convant lacarament avec la temng Cette avalutinn
souvent legerement L tte avolution,

technigues d'une Cl, En outre Ia hiaig a\rn]ne

IS LA Lsdd LR ey LRt
:

nommeée dérive, est enire autre due aux variations de ia températre.
Par conséquent la dérive est particuliérenent forte € pes endait les premiéres niiuies apies la mise
sous lension quand les composants électronigues s*échaulTent (Crossbow indique 10 minutes de

temps de préchauffage).

Certains auteurs favorisent une marche aléatoire pour modéliser cette dérive de biais :

(‘i']hmm(l) = {h(l + dn[
0w, (1) = ow, +d 1

(1.5)

1318 ndals narmat da

c11q ‘a Asrivra n’act nnc constante At
=] i i 24 WOOTIC Pl Uv

o
T2 Wal U WWIIESR - W

déterminer facilement "ordre de sa grandeur pendant une période de temps
apres fa phase de préc chauffage

I"dl"lUlb lt:b CITeurs UUCb a ki UCIIVC Ull Uldl‘\ SO Ill{)(lt?llbt:t:b CUOINIIC Ui Processus de lvidrl\t!\’ de
premier ordre [MAI 79]. Nous avons préféré adopter pour ce travail ce modéle exprimé dans

Péquation suivante (Eq 1-6), ol 1/ 3 et le temps de corrélation de ia va wiable aidatomre 2. et wo
est un brnit blane par nssien {Annexe B).

A

s B

HltEE npotamment

BT FT_rn
G = —fp7 i, T W ti-irj
1.5.2.Facteur d’échelle :
Le facteur d’échelle est exprimé par le modéle swvant :
aa‘or.'."c - ‘k‘ aacnmﬁc (’[_7)

@ C o
T RO ST MTT SHIreY

T est surtout dii aux errears de fabrication et n’évolue pas considérablement. En conséquence, il
peut &ire calibré une fois pour toutes dans la plupart des cas.

i
17
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CHAPITRE | : La navigation iertielle

L.5.3.Non-linéariiés :
Les non-linéarités sont présentes dans presque tout captew existant. Elles sont souvent
modéiisées sous forme d’une série de type (avec les deux premiers termes étant le biais et le
facteur d’échelle) :
= A o B auld \ o——
e = Dog T8 U T otope T oo (1-5)
- e F L . _2
Yo = ‘[‘0 + ‘L‘lwcrdruc = LZU}unlfe:u

R 5 = 5
ures carnnt ﬂaﬁfa:nnw\pnf brultee N I 3(:11;_ d" }‘!tlf ri:ns !33

Toutes les mesures seront ainement bruitées. I s'agt du bruit dan somposants
¢lectronigucs, Ie bruit de quantification, cte. On le mod¢lisc comme bruit additif .

amm.* = a.,“nzr'.,‘. + ".1 !Igl
@ vortre = ("r‘,s'nfrr'z ‘I.’m

Finalement, 1l (aut 1--_-1_1i01u1-r une erreur aup niveay de l‘ensem le des capleyr IS ¢ ,1 ans Ia C1. Ceiie
errewr, Ui esi spectfique aux cenirales meuu:iic due & wne imprécision €veninelle
d’emplacement des capteurs individuels. En effet, mi art des cas spéciaux ]e repere nominal
SR P Tran zrondmpmeea A FA YA A e msved .1 ‘.-’..-. amd vwen ow .—.4,‘....... nnnnnn

l.l-(lhb 1c ]! €1 8 YECIWCUrs Q ﬂ\zbﬁlcidllk’“ Cl L% L l\_!ld\ll_itl SO QONNRCS, 37 un I¥MTHG l."UbU"(ll Cl
direc s axes sont normalement paralléles aux bords du bo i ¢ de ta Cl

Qdu..d m..xmenant les axes sensoricls des capteurs ne sont pas parfaitement a.igués avec le repére
nominal, ou quand ils ne sont pas cxactement orthogonaux 1'un par rapport a 'autre, des crcurs
vont évidemment apparaitre. Cependant, griice aux méthodes de fabrications modemes, ces eflets

soni pluldt mneurs

PR T O I 1 T dbmnc
1.5.6.0.es erveurs {Accéléromidtres

Avec les canteurs inertiels de précision faible, la source d'erreur prédominante est le biats qui est

les capteurs inert fa
indépendani de a graviié et ie bruit du signal du capieur.

Ainsi_ les expressions de I'acoélération et de la vitesse angulaire, mesurées par des accelerometres
el des gyroscopes respeciiveinent, peuvent anist élre \mlp} ét:\ et considérant seujemieni es
termes les plus dominants [SUK 00] ¢

Si=lr+d = +h, +0 (L.10)
W =@, +d0=a,+b,+1] (Lil)

oy 1, eslle bru

h , est le biais © é 1duel
f _est I'accélération mesurée

£ RO D, PPy I ST R s - T L o Imp mnn Al B e oo
f.: . est la viaie accélération qui deviait €ire MESUICE Par 185 aCCCICTOmEEs

12



CHAPITRE 1 La navigation inertielle

Tes mémes notations sont utilisées pour les gyroscopes, La vitesse, la position et I'oneniation
incrémentales sont alors obtenues par lintégration des équations Eq.1-10 et Eq.l-1 1
Vo=V bt | (112)
L 1
»
P=P + rall 1 £ (113}
0 =8, +bi+ [ (114

Dans ces équations, ie biais dans fes capteurs joue un role important en causant fa dérive dans ia
vitesse, la position et l'orientation fournies par Punité inertielle. Te biais cause une enem dans la

"ﬁGSSG &t l'orientation (}i“ Uiginene linéaireimient avec 1€ 1Eitips. alors que Perreut ;IGS' ioh
accroft quadratiquement. 1.7 intégration d”un bruit blane gaussien (Eq.I-13 —Fq.I-14)

méne a un effet appelé marche aléatoire.

Comme nous aiions voir les données gyroscopiques sont utilisées pour mettre a jour ia matrice
le rotation Re. . En cons ér_} ence, n'importe quelle dérive dans les données d° _\11___1_311;{;,1

provoquée par Finiégrailon des sorties gyroscopiques periurbers s inRtirice de rofaion, causarti

des calculs d'accélération incorrects

Par exemple, supposons qiie sur ung L4

accélérometres, aucun bruil dan les gyroscopes el
e "

Cronnnag anael Ane |
O500S5 aussl gue
o

I'accéi¢rométre ic long de Faxex duc dc

i
3
=
...D
§
=S
&
o
=
=
=
2
&
{]"’ <)
2
A
L7
5
o
@

ey c-tnnf alare Parranr rpr;ﬁl‘el 1 qU
RIEEGI i it ai0rs 1 SITOUT G alol:Tlaia o

C

E;_" . U-.!V\tpu ag

o
CI
=
w
m
::'.
O£

fv :f‘,Sln(b“‘,f) (1—15}

¢i pour de petlis mrerémenis dangle, on pourra stnpitier ceiie expression par :

S =5 AD L) (=16}
ainsi, i'crreur de vitcsse peut s'éerire
er _ i ;r‘ .l. ;-2
X 2 HT (l. 1 7)
ct, 'erreur de position s'éerira ¢
R (I-18)
v N (At
()

Par conséquent, un biais dans fe gyroscope cause une erreur dans ie caicul de postiion qui croit
cubiqgnement avec le femps. Ainsi, les hiais sur les gyroscopes ionent un role important en

causaiit la dérive en position et en vitesse. Incore faut-il souligner que la Gualité des gyroscopes
dans unc unité inerticlle cst un facteur déterminant dans V'estimation de la préeision globale de la

mnarfarm A ‘ +
PErioTance 4 navigat

—
(W]



CHAPITRE | [ La navigation inertielle

I1.6.Equations de Navigation Inertigiie et “Mécanisation™ :

Ceile partie est comsacrée au développeineni des équations de navigaiion mericlie, Elle présenie
I’algorithme d’évolution et d'intépration des d(mnée% mettielles. Pour mueux comprendre cetie

partie, se référer & Vannexe A qui déerit | les sv e c’e référencement of de conrdonnées.
On notera tout de méme que le reper ulﬂ is¢ comme sysiéme de réldrence pour 1a

. . o - - - . .

naviaatinnliarals act Ila cuctdima o t"l’lc e t nntammant Ath o Adrivatinn dac Aanatiang !ﬂr—\f‘flni inu‘

AP0 Y IECELIVALIILAAVARIWY WO LW O ¥ DWW d s Latlsl DOWININLIR Gadils e GOy bUud TAJVLIIV IS ALl LA,
£

Les équations derreur dérivées sont basées sur ces équations de navigation. a la fin de cette
partie, la mécanisation diseréte sera présentée,

1.6.1. Estimation de I’orientation :

Danﬁ iﬁ d ’el()ppemem }ucm(m\ lﬂﬂnlellﬂ"x {clppt:le mt:t:‘cml'%aﬁim } Oon commendce (] dnuru
nar In déterminaiion de l ce d’ortentation ou DCM, Re. g transforme le repére avion b

x
dans ie pian local de navigation » (cf. annexe A). Ceiile-c1 est effectivement une fonciion des trois
‘l 2

e [ ot lneat A mnion
oo

e analac A’Enlar’ rou 2 oronndg on
% 1% [A92 n S E LR ‘-{ £ WrEd LK ‘;_..‘ VL‘PUA’

-
..

1n vecteir o
On cherche mamienant la régle de caloul qui penet d'iniégrer les mesures fourmes par les
gyioscopes de fagon & obtemir Poricntation & chaque instant £ La promidre &ape cst la

PRI Sy Tuna PN S oS A raar e 4

wansformation du vocteur do rotation do I avﬁ;n d\, telle sorte {jii £ u,\[ﬁ"ﬁ‘u laromtion par TappoT:
i ia route (pius précisément le systéme #1) et non plus par rapport an systéme inertiel, comme

follﬂ“ mar ]FIQ ﬂtn"nc(‘ﬁf\ﬂ-’.‘
L e Lo L,

Les gyroscopes mesurent la vitesse angulaire @ entre le systéme b (body-avion)et 7 (inertiel)
exprimés dans le systéme b, qui comporle @f, plus la rotation du plan local » par rapport &
Vespace nertiel m, . Ce dernier est égal a la vitesse de rotation du plan local par rapport a la

terre@., , plus la vitesse de rotation de fa terre par rapport 4 "espace mertiel @,

5 N £ e

fry, = fr). +{.-) -{-n} 5 ST
b i {1-19}
E‘—‘ ‘F- N A Ao 7 ¥ .

), = m - 0+ m } = —-‘R"(m" + oY (1 2M
né = 7 ni=ie el YAy

Dans le cas oft fa qualité du gyroscope est si brute que nous puissions négliger le taux de rotation

de fa terre, @ peut &tre approximé par®., .

3.0 L TIL L e | oy P P A2 I suoad I
1O vl ey alipivy i CIir, 1 Lot Ilhb\xhball\z LTV

ol =[p q 1] etip 6 yi*
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CHAPITRE | : La navigation mertielle

Fd Y
) PN 7 PR 4
oy bl A [0l 4
S R | i P 197
(l =
bt o oA ol R(# xyR(O an lag £
"'m') —i {1 ]—l L= I_l' J|\W._‘A_4 LT 1‘1" Ll .l'll_,-/\"-'ll“t),_,»}i v I—\,u e
Y "y S RS
TS Y i i ur ; 74
L () ¥/ ¥
A
Ot p, g, r sont les vitesses angulaires (en radian/sec.} autour des axes x, v, = de la CI et fournies
directement par les gvroscopes :.prés! enlévement dP @ eto  donc
T
§¢ | PN 5 : NN
. [ P} ~ [coséd smgsm¥ cosgsind i p q
o i n i fa { I 1 I N s b B .t--_a” . ; “'I—z)
D= U | =k | G | 2 ® COS@ICOS &/ =Sii@oost || ¢ |
a5 g cos &
. AR T Tt smg cosp Ar )
R W * b ? AT
v/

Tl est évident dans cette équation gue fa mise a jour des angles de roufis et de lacet présente des
singularités quand Pangle de fangage de Vavion est égaie a =/ 2, mais cela ne pose pas de

nrobléme ponr la 10‘_‘3!_'58..!0!! d’un avion commerciale {civil).
Avee cecl, il cst facile d obtenir 1oricntation o par simplc intégration ¢t cn introduisant
I'¢quation Eq 122 on c’crlt.

by

-~
[
L3

e

1.6.2 Estimation de la nosition :

2 piry. MY awairae

I.a position pent &tre exprimée par des coordonnées géographignes ¢ Iatitnde, Tongimde hauteur)
r L o.oar
=@ 4 hj

Fi la vitesse dans ie pian local 1 est définie par

tha _ T . o1 ¥
B & {1-24)
£
Py . - NE2
NI M
V= v 1= {1 {r;+hjcose 0 | A (125}
[ 1 A 0 1 b
Wrad L@ i ! Al
7
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CHAPUIRE 1 : La navigation inertielle

[ lr"]

ji o % ((r,“, +h) ] 0 \"/":«\'{
|, L ¢ 0 -L Rve
AN

A

On, I est une mairice de transformation du repére iocai » ou repére géographique LLa.

1.6.3.1." éguation dvnamigue de fa vitesse :

Le derivé de 1a vitesse relative de Ia terre dans des coordonnées inertielles est donnée par :

d £t 1 NS [ oA
Ve S EE =, TSy
(f!

celle équation représenie le vectewr de la force ~.neml1q e (I accelération meriielle) compensé
par & vecieur de gravité local et accélération de Coriolis.
@ ic . @est I+ tntaces Aa rota -0“ de Ia ane
,Bst I ntatea garatabhion de 13 dem
Lorsque
e ome R
Ve MNive
Par I'application du théoréme de Coriolis :
n ¢hf1{,_ f YRS (129)
v, =M {w, v +¥, ) : C
_-':;"Iﬁi"}l ,: . I’]_ ’l_ 2 ,l P
=Ny, T K Ly, (_l-ju}
an " ra ” F Y Pl !i g E ‘
= f =g+ {w —m ] {1.2%)
n
=f"-g +{o] - log v, (132)
Dinne. Pannmation dvnamione de la vitecge ot eynrimée nar {iFAR QR}
one, Pegnation dynamigue de ta vitesse est exprimee par {MAR Ux
OF _ A" T AT YT L a T Y _a T om A
¢ an FRLEI R T AR M e {1-0))
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* i adsman T o e d g maammam b aan oae e Vnmn Al L wdinae mesar 1o cecabnn o tnsen ant Anala A
L’équation L£g.1-33 affirme simplemient Giie 1acCCISIation Sul 1a SUTiace O la {erre est €gaw a
£ rq.r . . s o .
Faccélération mesurée par les accélérometres (la force spéeifique ) apres avowr soustrait

a vitesse de FPaéronet et la rotabion de la ferre,

N ) [ POTT L JuS T I . - PN S
( o, T wf“ bt v) , €U atissi la sousitaction (ld cui‘!’ipcnaaﬁuu) ge V'accé cale En,
£

o B
[#]
i
0.
4
=
()
=]
jar T
4]
=
=)
s
o

O —
v
o
&
=
£
[ ¢
[¢']
B

ttation e gl

Acceélération g‘avilaiit)nnene =(r - elle est dirigge vers e centre de fa terre. Tlone -

Vo mpmg-idd RN - L RS UPIN: |, L1 SO PP a . [ oF P
ia giavite — gravitallof — acCCICiatiCnl ceiiti lfugc .

e % T n 7
g =10 0 g} =(-w xm R {1-34)

¢ , est la composante /7 (Down) du vecteur gravite dans le repere focal n. Elle ne se dirige pas
vers le centre de la terre, mais est plutdt déplacée 1égérement vers Véquateur. On voit dans la
* ¥
1 Q

figure 16 que la gravité est fonciion de fa position sur ia terre {zdra) ), pour pius de détails sur e
modéle de Ia gravité voir [FAR 98, p 2231

La Cl mesurera Facoélération de la gravilé el on ne peut pas connaitre la dillérence entre celle

n of la véritable accélération du vehicule, Pour wouver Vaccélration du mobile, nous

anndldrat
Wl LML 1% SN WA I LEL LS LEA ¥ ) W

uv\i\l'\/lulloll Wi A
devons soustraire (compenser) ies composantes de la gravité des accéierations mesuréees.
Comme I'aceélération [ournie par la centrale esi exprimée dans son repére local &, 1 faul alors

commencer par exprimer 1 aceélération de la gravii€ dans ce repere. Ceel nous donne 'équation

. — i ae e 1 " e fo B
suivantc [q.1-35. Oul g« gy g-) 4 , sont Ics composantcs MCSUTCCSs dc 1a grawvit¢ oxpronecs dans

s T S T Ll L L J e At 1
i TOMIATGUC UL 16 veduuw b 1a gravi Fia

11871

~

PP E s e T
t

"~

Adasianall.
I

Wi 7.

b voinm s o
I ovpuiy v

dépendant de Panple de lacet de I"aéronet.

{a ) f(— o emnf A
| 8x ) [~ 8osmE )
Lo |=W00 0 .V =) o cosfsind | v v
It‘lj ; ni Ok |L‘!u T | {!_3})
lg. ) g, cosdsing )

1.6.4 La mécanisation :

i.es centrales inertieties de fype « Strapdown » fonctionnent en mode discret et prodwsent
habifuellement en sortie des incréments d'angle et de vitesse dans le repére "hady™, c’est a dwe

Ad! et Av) . Tar conséquent, les algorithmes discrets d'integration sont habttuellement
appliqués pour transfonmer cex mesures en quanitiés de navigation.

1.6.4.4. Compensation o erreur :

Les sorties des gyroscopes seront corripées en utilisant le modele de biais, alors que les
accéléromeéires utilisent pour feur part ie modéie de biais et fe facteur d’échelle. Le biais et ie
factenr d’échelle ont été estimés par les essals experimentaux.
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CHAPITRE | . La navigation inertielle

AQL = A8 —b At (1-36)
0 i B 5 i N
(1A1+5.) 0 0 i
o |
AV}Q, =! U I/{l+b':,v,,,) 0 E(Av,,, - b, Al (1-37)
Lo 0 1+8,) )

La ol A Dae e A wvas sont les sorties corrigées des gyroscopes et des accéléromitres,
respectivement. h. et b, sont les vecteurs des biais de gyroscope et daccelérométre,
respectivement, & §u ef £ sont les facteurs d échelle des acegléromatres,
Ar= 11 tiot,est Iincrément de temps pour l'intervalle de temps ( £« «. f %) . La periode
P L T T | TSy N Py R R avm vk A irendshos marsise Flisandbt Efe = TS A g

Conanliniaoniage U5 llﬂ.biltlbl!b! [1 92718 U\Alt]t\u\x dVOC 1 UNeC 772 — #F G7F .

[.6.4.b. Intéoration d'attitude :

{’équation d’mtégration pour ['attitude s effectue dans le repére b parce que c’est dans ce repere

an'on exnloite les anglag dathimda [ imtéoration de la tntacce fn\cnﬂfnrp conformément a
qu ot eNpioite ang:es atttugde, Lomtegrahion 4e [a vitgsse anfuiawe conjormeaement 2

i’équation Eq.i-23 aboutit 4

Ty _exyybg o oH PO e v T y o
Vg = AR T O {1-3%)

L'incrément de vitesse dans le repére body est di 4 la force spécifique et peut étre expruné dans
Ia vanara naviantinn 1 { lo vandrs dnne laanal an avnlaita lac rdenliatel mar
2w lht}\dl\- m!z& [FA s \‘I.U l.\-!.l\-fl\.r ALy l\r\iuvl vl \-*{'LPIULW Lrd AW IRA1LLALT F l)ul

o3

;2o ro, v AT - g"AL { 1-407

r—_—
el
4
e
st
p—

L 3 [ G v e ¥i onfe Lo £t § 4
7 %3 £ AAN
thj'ﬂ Voue T o \i=11)
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CHAPITRE 1 : La navigation merticlle

et les positions sont intégrées en utilisant 1a méthode classique d’ mtegration :

(1ir, +H) ] 03
TAOIES AT 0 L/(r, + Hycosp ] E(v; AF)
. (143)
1 0 ] -1 :

1.”ohjectif pour un systéme de navigation inertiel est donc de résoudre, on de "mécaniser”, les
équations ci-dessus afin de déterminer les variables de posttion représentant e mouvement du
véhicule au-dessus de la surface de la terre. Pour ce faire, tous les termes dans les équations
doivent d'abord &ire exprimés dans le systeme de coordonnées commun (voir annexe Aj.

Le processus permettant de résoudre les éguations informatiqueinent se compose o une
initialisation des variables de position, de vitesse et d’orientation aux conditions initiales, en
lisant les gyroscopes et de calcul de Vorientation actuelle. Ensuite, en lisant les accéléroméires, il
s’agit de calculer la gravitation et les accélérations de Coriolis et centrifuge en utilisant la
position et 1a vitesse du dernier cycle, puis de transformer la force spéeifique dans le repére #1.

Fmalcment, i} faut faire 'micgration pour calculer la position ¢t la vitcsse pour ke cycle courant
en tenant en compte de I'orientation. La solution des équations décriles dans ¢etle section peut
&tre visualisée avee le schéma fonctionnel montré ci-dessous. Le schéma cn dessous réeapitule la
meécanisation globale de 'INS dans un repére local n.

g ] N

a &1
»» »
+ o
C#wfnr - I

gt

@y +dl
— L il gt
g ] - -
" : + Ten )
72 » ———-,—bQ——-«-r ---»*Q—wm-h j o ey [ >
L - =
o - l (2af +aig)x lg

E*(FY)

Figure L.9: Evaluation des données inertielles (mécanisation globale de I'INS)
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( M peul ainsi résumer les €qu wations de mécanisation de navigalion merfielle qui constifueront
hihriAda fEn i 4A¥

.
=1 11 r‘"‘l"ll" “
systéme pour la navigation hybnde

le modéle d’équations principales du

!v.n = Vlr u !;,-’,-'a'i = !.}V”
v =al, = Ry - (e ol ] - g (et
W= WS,

=

—
—

™ 1
L dic
. [n tenant compte dc. I’ oricntation, trdnbformdnon de ld forw :amufiuuu ddna. le rCpire 1.
La sousd racton { \m u\mlyunauu“i) de la gra\utat'lih“i de la foree wlm\nﬁt_[ux, HOSUTCC.

. Compensation de la force centr ifuge due a la posttion excentrée du véhicule par

3?{_'\(\:1' au centre de la terre, ”ac ’r}ntn,tc 3 etdgont nelug dans gﬁ{r AN

(.Ompensatl(m (Ie 13. Iorce de LOYIO”Q aLle au mouvement du Venlcuie Sur !3 ‘;Unace GC la terre
pent étre npuhgp‘i

A R )

d. eux i LR 5 = P 8 prn il T e ey
I\CdllbdllUll 4o Ucux i ttg U 115 !.uhUlpUld.lll uc:; LU].!.UIUUI].& llllll CS - poul ool ia pUbiEIUll

et la vilesse.

Chem L g
".J

1.7.Les avantages et les inconvénients du systéme inertiel ;

En résumé, on trouve ies propriétés suivantes pour les systémes a navigation inertiefie en vue
’une application dans un systeme hvbﬂde

Les avantages ;

__!_fe nrpcmlop a rgurt terme: la f\fPr‘1Cll‘\ﬂ du evcrpﬂm est trésg hr’mnp aur une courte durge

CETIINE, I8 PSR iaivi: Wil S Overiie wds s et ASGEIS

donc avant que les effets de dérive ne commencent a devenir trop forts. ii est évident qu on
suppose le sysiéme hien inialisé

H ute uispﬁiiimhté le :svmcmc est entidrement autonome, ¢'est & dire qu i ne uep nd pas G« de

dispositifs extérieurs. En outre, les centrales inertielles sont techniquement trés fiables.

Haut déhit de .inn..éw. Des centrales inertielles ont typiguement une fréquence

d’échantillonnage de l 0 Hz.

-1
Pas d'encomhrement ;- leg CT ont une talle rajgonnabhlement rédute n(\ roenvieager out typ
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d’ apphcanon feur I"tli'e est de pius en plus petite et ne nécessite pas de conframte de pzaccmem

'ﬁ

S

s du binis et de la marche aléatoire, bien que relativement faible dans les

gyroscopes, ménent a une tres forte dérive aprés la double intégration,
les chapitres suivants.

Pas d’information sulue' étant un systéeme de ndv'gjdtinn 4 VVestime, la position et a vitesse

sont foujours cale ulé a partir des conditions mmaieq qui dnwem étre fournies par un dispositif
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accéierometres et les
comme on va le voir dap
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extérieur. Un INS nie peut pas §'initia aliser seul. Un IN pc s'initialiser seul €n ce qu COomn
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i'angle de cap absol, qliauu &3 BVTOSCOpL
partir de h sohncn de Ta terre.

Sensibilité & la gravité: bien qu’er: ait pris des mesures pour compenser les affets de la gravité, il
en résuite wutelmb encore de s, notamment en conséquence des erreurs d’orientation.
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équations de ia navigation inertieiie, pms |e< equahom différeniielies qui régissent i'évoiution des

erreirs de navigation inertielle. Ces errenrs ont été modélisées ici a4 partir de cnnm‘lemhnns

Tianc re chanifre. leg nrincines de la navigation inerttelle sont décrite. Nous avong e acente loc
R g8 nrimcipes 4¢ 1a navigall glle sont JeCnts avong nrogonic 8
"

B S
1

ek graaabaa T S

:
ement mathématigues. Le défaut pIopic aux Capicuis ineiticls {acccs Ierometres et gyro l('i.le}

pureme

ot Ies crreurs dalignement (initialisation de la centrale incrticlle) produisent des crreurs de
navigation qui ne cessent d'augmenter avec le temps. Bien gue les errewrs des variables
horizontales soient atténuées par le phenomene de Schuier, F'erreur de navigation devient
rapidement incompatible deg objectifs de '1a mission dun asronef volant qup]nhpc dizaines de
minutes. D'ou la nécessité de faire appel aux mc)yens de recalage de navigation qui vont
permettre de corriger ces meswres inertielles T.es moyens de recaler la navigation inerfielle sont
Al e A M o vmmakimamdmen A o by e Shee TYIT AL .!,'...___..l‘..-hn'l— or i s basesadag q. - T TIC
CUHVENS. UM 5€ COTNSilielia Jdils 1© Llidiiic £ v uc dcull 1T 1Cwdld g UD HaviE .lU Itl pai' me T3 LIry.
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Chapitre I1

Le GPS (Global Positioning Svstem)

Résumé:

Ce chapitre est déstiné & expliciter le systéme de positionnement par satellites GPS (Global
Positionning Systcm), son fonctionnement, scs  différents types dc positionnement (absolus ct
relatif), ses avantages ef ses inconvénients qui justifieront justement la raison de vouloir
fusionner « hybrider » les données satellitaires aux données incrticlics déerites d&a dans Ic
chapitre(1). Nous verrons aussi dans ce chapitre les diverses améliorations apportées a ce systeme
en matiére d’intégrité et de continuité de fonctionnement. Dans ce qui suivra, j'ai supposé que

les données GPS était valides et intégres sans remettre en cause son infégnteé.

(S
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CHAPITRE 11 :Le GPS « Globai Positionning System »

1.1 .GENERALITES :

Les systemes de navigation par satellites actuels (GPS, Glonass) ou futur {Galileo) fournissent
une position et une date & chaque instant, partout dans le monde et quelles gue soient les
conditions météorologiques. Cette position et ce temps sont déterminés a partir de mesures de
distance entre le récepteur et plusieurs satellites dont la position est connue. Ces mesures de
distance sont cn réalité des mesures de temps de propagation du signal entre chaque satcllite ct
récepteur. Le signal, émis en continu par le satellite, est modulé par un code pseudo aléatoire qui
sert dc marque temporellc ct permet de dater Ie moment d'émission du si gnal.
La précision horizontale obtenue est inférieure a 25 m, 95 % du temps.

Dans le cadre de l'aviation civile, le systéme GPS est déja largement utilisé dans les phases de
non précision (cn routc, occaniguc, approche dc non précision). La précision fournic scrait
suffisante pour les phases en vol d'un drone de type avion, sauf apphication spécifique. Pour le
décollage ou latterrissage, l'utilisation de corrcctions différenticlles est plus que souhaitable,
méme dans le cas d'une hybridation avec une centrale inertielle. Ces corrections peuvent &tre
transmises par un systéme au sol (GBAS : yround Based Augmentation System) ou en orbite
(SBAS : Satellite Based Augmentation System). Le GPS différentief classique est basé sur une
station de référence au niveau du sol, composée d'un récepteur GPS connaissant parfaitement sa
position et d'un émetteur. Ayant sa propre position et la position des satellites, les biais affectant
le signal peuvent étre déterminés. En transmettant ces biais @ un autre récepteur se situant dans
une zone proche, celui-ci subissant le méme type de biais peut cormger ses propres mesures et
améliorer sa position. La précision est alors de quelques metres a quelques centimétres swivant la
mesure que Fon uiilise.

Fig 11.1 : GPS Satellite GPS Block Fig 11.2 :Représeniation de la constellation

Les corrections différentielles peuvent également étre fournies par des satetlites. Ces satellites
sont en orbite géostationnaire et ne couvrent qu'une zone spécifique (Efats Unis pour WAAS,
Japon pour MSAS, Curope pour Egnos a partir de 2004). Les transmissions sont néanmoins dans



CHAPITRE 1[I :Le GPS « Global Positionning System »

le méme format que celles des satellites GPS et les récepteurs SBAS peuvent suivre et traiter les
informations de chacun de ces systémes.

Figurell.3 : DGPS

Les signaux sont transmis par les satellites sur deux fréquences:L1 —1575.42 MHz et L2
1227.6 MHz. Lcur longucur d'onde respective cst {1 H19cm ct | 2 H24 4em. Ces signaux sont
constitués par modulation dc la portcusc. lls comprennent un message de navigation ct deux
codes pseudo-aléatoires, le code C/A et le code P. Le code C/A (Coarse/Acquisifion) est fransmis
sur L1 uniquement. Le code P (Precision) cst transmis sur L1 et L2, ec qui permet de déterminer
les biais ionosphériques et de les corriger. Habituellement, il est crypté en code Y ce qui le rend
inutilisable pour des usagers civils. Malgré tout, certains types de réceptewrs appeles codeless,
sont capables de traiter les mesures sans avorr la cl¢ de decryptage. Le message de navigation,
quant a lui, est modulé sur les deux porteuses. Il contient des mformations sur les éphémerides
des satellites, le comportement des horloges a bord et sur le statut du systéme. Le SPS (Standard
Positioning Service) est basé sur le code C/A tandis que le service PPS (Precise Positioning
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CHAPITRE 11 :Le GPS « Global Positionning System »

Service) dépend principalement du code P (crypte en code Y pour contrdler Yaccés). La précision
du positionnement fournit par fe SPS fut volontairement dégradée jusqu'en mai 2000. Une
fonction d'acces sélectif (Selective Availability- SA) était en effet implémentée de fagon a limiter
les capacités des récepteurs. Les utilisateurs PPS possédaient, en plus de la clé de décryptage, les
informations permettant de corriger ce SA. Cette fonction devrair éwe supprimée sur les
prochaines générations de satellites.

11.2.Principe des mesures GPS

Deux types de mesures sont disponibles pour l'utilisateur, chacune équivalente 4 1a distance entre
le récepteur et le satellite aux erreurs prés (biais dherloges, atmosphériques, multitrajets, bruits
récepteurs).

11.2.1. Mesure par le code :

Si on peut mesurer fa durée de propagation d'an signal ¢imis par un satetiitc 7 jusqu'a son arrivée a un
yécepieur /, on pent alors esiimer fa distance du satelbie au récepicur. ans ce bui, lessatethies pénerent
des codes pscudo-aléatoires {C/A ot (ou) P (ou Y)) qu'ils ¢mettent on conting.

o | NN

at

¥igure 11.4 : mesure par le code

Le récepteur génére une réplique de ce code en synchronisation avec le satelhite ot ta compare au
signal requ. Le décalage en temps 8t correspond afors au temps de parcours satellite-récepteur.
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Les horloges satellite et récepteur n'étant pas parfaitement synchronisées, la mesure Py n’est
g'une mesure de pseudodistance. Elle vaut :

M 1 " - ,’!‘4- — y132 y - )2 . — yl)2
r=p, +ed = J(x, —x'P+(y, -y P+(x, - x ) (I1.1)

Ou

- Xi— (xi, yi, zi) " est la position connue du satellite 1.
- Xi=(x;, y;, 2 " est la position du récepleur /.

- ot est 'erreur d'horloge du récepteur.

Figurell 5 :principe de positiomnement Figurell.6 : deduction du point dans I'espace

Pour se positionner a l'aide de cette mesure, 4 satellites sont done nécessaires (3 mnconnues de
position et T de temps).

i1.2.2. La mesure par ia phase ;

I.a seconde mesure provient directement de la porteuse du signal ou plus précisément de la
différence entre la phase du signal regu et la phase de l'oscillatenr du réceptewr. Le suivi en
continu de I'évolution de cette phase permet d'évaluer la variation de distance entre un satellite et
le récepteur avec une grande précision. Cette mesure de phase @ est également équivalente 2 la
distance couverte modulo la longueur d'onde; il existe une ambiguité N sur le nombre entier de

cycles parcourus .
$, =—p, + AN, (1L.2)

Ot A est la longueur d'onde du signal observe.
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ab+ At
suivi de la phase

Figure IL7 : mesure par la phase

La longueur d'onde des signaux civils GP'S étant de lordre de 20 cm, si cette ambiguité est
déterminée, la précision sur la position sera centimétrique. Ce type de positionnement n'est pas
instantané, il nécessite de traiter les informations sur plusieurs époques. Un compteur mcrémente
la phase mesurée de fagon & conserver I'ambiguité entiére constante et égale a celle du premier
instant dc mesurc. Cc nombre reste constant a condition que lo récepteur capte o signal du
satellite en permanence. Si un saut de cycle se produit d cause d'une perte momentanée du signal,
la valour de I'ambiguité eaticre change. Deés que le récepteur aceroche a nouveau lc signal, 1l peut
reprendre son comptage mais un nombre entier de cycles est manquant. Les causes physiques a
l'origine des pertes de signal sont nombreuses : obstruction, affaiblissement du signal pour un
satellite bas sur I'horizon, activité géomagnétique, scintilfation 1onosphérique, multitrajets...

L'ensemble des biais affectant la mesure étant trés supérieur a la longueur d'onde du signal, une
station de référence dans une zone proche (moms de 10 km) est nécessawre. Pour rédutre au
maximum les erreurs sur 1a mesure, un satellite de référence doit également étre consideré,

5 satellites au minimum sont alors nécessaires. Aucune technique actuelle de résolution

d'ambiguités en vol n'est totalement sfire.

11.2.3.Bruits de mesures, erreurs, biais :

Différentes erreurs perturbent les mesures, Dans le tableau ci-dessous (outes ces erreurs ¢l biais
sont regroupés suivant le lieu ot ils se manifestent.
Sources d'erreurs sur les mesures GPS ¢

Satellite :

-erreurs d'orbite.

-biais d'horloges.

-centre de phase de l'antenne.

Trajet .

-réfraction ionosphérique.
-réfraction troposphéniquc.
-multitrajets
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Récepteur ;
-erreur d'horloge.

~centre de phase de ['antenne.

~brnt récepteur,

-sauis de L}’th‘b.
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I1.3.1. ¢ Positionnement absolu de navigation @

C'est ic positionmement de basc que donne un réecpteur de navigation qui 1 capic que ic CiA
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11.3.2.1Le positionnement différentiel DGPS :

i.e GPS différentiel classique correspond 4 des simples différences des mesures de code par
TAPDROT A une siation de rélérence  Pour aue ces différences atent yn sens it ol lex effectier an
méme instaint. O, u’u‘ne part les horloges du récepteur de Pusager et de celui de {a station de
référence ne soat pas synchronisées, d'autre part la station de référence doit réémetire ses propres

mesures ou baw & anty A aneartar ” apt  AAanas madnacanira vt data aoaoahanniean
MESUTEs O 88 LOiToClivnh 4 dpfpnact . WOE MGEIA HILWLONAREL . LAV AR LFLE

référence. Les cartes DGPS actuclies ont toutes unc fonction interne
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I.es errewrs d'horloges satellite se compensent pow des lighes de hase {distance usaper- -station de
ch(’.ltzﬁCc) inférieures a4 20 ki Les emreurs de pfﬁpagauuu xuﬁuapucﬁqut: et t—upospuerlque
diminucnt fortement pour des distances nféricures 4 10 km, mais la corrélation troposphérigue



CHAPITRE 11 :Le GPS « Global Positionning System »
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Une variante de la méthode est le lissage par des mesures Doppler, celles-ci pouvant étre
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fermps réel 1 vithse des methodes de résolution dlammbipuiiés « en vol » (AROF . Ambiguity

Resolution On the Fly) trés performantes sur des temps d observation relativement courts.

Cing %atel“"‘s A% minimin sont nécessaites pour ce type de positionnement, 1.6 {Cmps
derdsolution est Hié au nombre de satellites vmb!e% il peut passer de guelques minutes a quelques
secondes suivar .t leur nombre et leur distribution spatiale.

Cc type de positionnement reste maigré tout limit¢ a unc dizainc de kiloméires autour de ia

e rélérence. 15 km « les deux [réquences somn { dispombles, St on veut metire en place
des fechniques d'inidgnié du peme nm‘vi (Receiver Auvionomous Infeprsdy Muoniorting),
sixiéme satellite est nécessaire pour détecter un probléme et ii en faut encore un sentleme pour
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solution d'ambisités. L'écart-type sur la position déterminée est de quelques centimétres mem
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s 'la résolution s'avére &tre erronée. i existe encore peu de cartes GPS pouvant traiter ies
arbiguilés en tem }_5 réel. Cellec-ot forrnissent un résulial avec une nrnlnhﬂﬂe associée (95 %,
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fournir une posmon. On est obligé, en général, de faire un compromis entre sécurité et rapidite.

11.3.5.Bi-frégucncee :

Si les mesures sont disponibies sur ies deux fre'quences on peut former des combinaisons
lineaires permettant d'éliminer oy de réduire certaines sonrces derrenrs. Les combinaisons

SUivamies peuvcm etre inté€ressaiies dans notre cas.
Combinaison indépendante des cffets ionosphéngues
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De plus, la différence @; - P peut &tre utilisée pour la détection des multitrajets.

i = 5
po_ £ £ 0 § e TR E .
e 2 1‘.2\.!1‘; _I:P:) \11"1’;
/1 J2
Wide-laning :
1e principe du Wide-laning est de combiner les mesures pour augmenler les longueurs dionde
tout en limitant la propagation des erreurs systématigues et stochastigues. La combinaison
optimale est :
I T SR SN S A Y 11 &
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11,4 24 alilep

Te systeme Galileo est un systéme européen civil dont fa mise en place est prévue pour 2008, T
est ceng:u pour étre i dcpcnuant des autres svstémes de navigation par satellites, tout én étant
interopérable avee ces derniers. 11 fournira des myeaux de performanees comparables aux autres
systemes, avec un haut niveau de redondance pour les applications de séeurnité

- Trois signaux de navigation pour les services suivants

- Sﬁf\’l ouvert : deux H]gﬂdll‘( pt‘rmcnrum (_'IO'DICTHI' “Td[l.l'llemtil'ﬂ pﬂsmun ot Ie,mps avel une
précision comparable a celle obtenue 4 partir des GPS hlmk IE.

- Service de sécurité {Safety of Life) : ce service procurera uiie intégriié avec un temps d'alarme

delini.

ouvert. De plus, ce service procurera une troisieme fréquence g p ermettra d'utiliser les
e régoluty nnddmb_ uités sur trois porteuses TCAR, afin r|"a iwmenter la Precision.

- Dt'll\ lgﬂdll\ d dl.:Lt?b LUIlll ‘ pUllI 1C b(:‘l\’lbti Iﬂ‘-’lllt? i ii‘\' UUIlllt‘.'Iltﬂ'Ulli Ut’b LUUEb ei LIBS
informations cryptées, acuesslhles a des utilisatenrs spécifiques nécessitant une continuité de

- e Y

By

- Des unm)mames locales alin de répondre aux besoins particuliers des usagers
(précision, intégrité, ré-acquisition du signal ...}
Le systéme Galil a constitué de différentes composantes globale, régionales ef locales

t—-Composante g olobale *
La composanic globale esi formée d'une constellation de sadelies, jusqud trenie, placés en
orbitc moycnne dc, manicre a fourmir un¢ couverture mOIldldl(.- dduuuatc Cllc comprend

Thre e 7l R e
Lai B OO Survei

e Al e st o o d Ml A vl
P au di, o or ootic constenalian ¢l dc l_uuuuuu

gl.ll\..lll de contr

vy oen d

o | i
\-‘bﬂl\.‘lu\u’.lll ‘.l
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les informations d' ntem“lte.

2—-Composante reg;on ale:

Les composantes régionales non-européennes sont composees de segment au sol f nrnissant des
informations d'mtéperiié dans ifeur 7ones Lpecrweq Chaque zone aura fa r bﬂn‘é du

développement ef des opérations si elle ne désire pas adopter le service d' mres_rm l hale

P -

EgﬁOa fournira des informations &' ég‘n‘iié ¢t des corrections différentielies pout
GPS ¢t GLONASS, a partir de satellites géostationnaires couviant la zone Europe.

Yoo co;odlaanaa
Ty D_YDI.CLHU‘_‘»

3- Composante locale:

Certains utilisateurs ont des exigences supérieures & celles disponibles 3 partir du systome glcbai.
Les composantes localcs scront chargées de remplir ccs cxigences en fournissant par cxcmpie des

C
~orrections. des carles. des bases de données, des g_'gg-as__x J}I)ll;"_!_!jl-_‘ﬂl_jﬂ‘:j; in;.e:_:_:_lglgl_e;)"_

LIRS, VU Wikl i, e

11.4.3.Egnos :

Pour ameéhorer la précision tout autant que 'mtégriie du positionnement fourn

3PS at Glonase dec anmmantatiang rl:a cas c-vcl'ptnnc gont artnallamant micac an n
pw e . \lelauus}_ R g ““b AW LELLE AN AALY LE=AS YA R NE g i1l CAW LA W AN AW RIL LERLLIWA? Wk y

p ar les systémes
la



CHAPITRE 11 :Le GPS « Global Positionning System »

Tous les systémes d'amélioration SBAS (Satellite Based Augmentation System) reposent sur la
méme architecture qui est composée d'un segment spatial et d'un segment sol. Le segment spatial
est constitué de satellites géostationnaires (GEO). Le segment sol est constitué de stations de
référence vérifiant les performances du systéme. I détermine les messages de navigation, de
corrections et d'intéprité et les transmet aux satellites géostationnaires.

Le systéme européen LGNOS est mis en place afin de fournir un service amélioré de GPS et
Glonass ct dc répondre aux besoins de la communauté aéronautique.

Trojectoire des satellites géostationnaires INMARSAT
EGNOS utilise les mtgkuos AOR-E ot IOR

o A

Limite de couverture 5 deg
-150 -%00 -50 0 50 100 150

Figurell.8 : trajectoire des satellites INMARSAT

Les services qui seront offerts par EGNOS sont les suivants

- un signal de type GPS émis par les satellites géostationnaires afin d'améliorer la disponibilite
la continuité de service du positionnement

- un canal d'intégrité (GIC) pour améliorer I'intégrité de la navigation basée sur GPS et Glonass.
- des corrections différentielles large zone pour améliorer la précision des utilisateur de GPS-5PS
et de Glonass.
- une émission d'un temps précis synchronisé avec 'UTC.

Tt répondra ainsi aux besoins de l'aviation civile comme moyen uaique de navigation pour
toutes les phases de vol jusqu'a l'atterrissage de précision CAT-1, aux besoins de navigation
maritime ct fluvialc ct aux besoins du transport routicr on ferroviaire.

Le systéme EGNOS est aussi congu pour élre compalible et interopérable avec les aulres
systémes d'amélioration de GNSS, tels que les systemes locaux ou régronaux {(WAAS et MSAS).
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CHAPITRE 11 :Le GPS « Global Positionning System »

11.5. Niveau de précision .

T.a précision fonrnie en mode de focalisation "classique”, obfenue & partit des mesures de code

P

est denviron 30 m en horizontale et de 50 im en verticale.

En tenant comple des corrections différentielles lournies par une station de rélérence, la précision
gstinférieure 3 5 m.

Si des récepteurs bi-fréquence peuvent étre utilisés, ces précisions peuvent encore étre divisées
parl,

Avec e Tuiur systemt: BUTOPEET! 'erlllt‘ﬂ et ies futurs benerdmm\ de saiehites krl"q au moms deux
fréquences seront disponibles pour le civil. Ce n'est malgreé tout pas suffisant pour {'atternssage.

! Précision horizontale Précision verticale
GPS SPS 0m 30m
et Cnn 1 - T T =
GPS PPS 5 22 m 277 m
DGPS | 4m Sm
Bi-fréquence {codc) | 4m Sm
SBAS (Egnos, WAAS) 2m ; 4m
wrire - ] { P
RTK ; 2m : im
Tigure 18.8-  Précision {85 Yo} des systdines de aavigation par satellites
On pent noter qu_e, du fait de la eéométrie récepteurs-satellites, la précision est meillenr dans le
plan horieoiial que dans ke plan vertical. Dans fe cas ou on veuitle appliquer e GPS pow un

attc.m::bauc. la composantc verticale est la plus importante, une crreur quelle 501t pouvant

cntrainer o crash \_ll\, ll ASTORC
i ne faut pas oublier cependant que le systeme GPS est un systéme nufitarre américam dont [a

précision peut étre dépradée 3 tout mnstant

r'h

ii.6.ies avantages et les inconvénients du systéme GPS :

Eo résumé, notons les caraciéristiques générales des sysiémes a navigaiion par sateliiies en vue
d’unc application dans un systéme hybride cmbargué pour des applications acniennes.

1.es avantages :

?l‘C(‘lSlOﬂ 10112 terme: La pl‘CCl‘ilOll ng se qegr'me pas €n fonction du femps, in Yy a pas de

‘ad
s




CHAPITRE H :Le (iPS « Global Posiionning System »

Conditions opera» iganelles. Lo systeme ﬁarche jﬁ‘ﬁ:’ et nuit &t w'a pas 3
spéciales (elles que support, origntation ou température

Les inconvénients :

Le GPS est un systéme aménicain sur lequel les utilisateurs européens n'ont aucun contréle m

ducune garaniie lcgalc de bon foncitonnement.

TLEIE aiad s 1. 2 I IS
iy st |u.u\,u., ]ldl QU nuyun teis Llu-.,

wrveny

es trajets muttiples © cocl se produit quand ke signal de {
dex grands batiments ou de grandes surfaces de roche avant qu'il atteigme le récepleur.

, .
Ceci augmente lg temps de parcours du signal, causan par conséquent une surévaluation du

temps de vol et générant par conséquent des erreurs.

Faibie di.spuni'uiiiié 3
{a précision dépend du nombre de satellites v151ble s par le récepteur (plus un récepteur GI'S peut

s | POV [ S Y PRI PIUE P I
Pans ks apl;!suahium dans Hel dumam\,

e Aos RIS . o
W VoIt » de SALCHHIICS, metllcure ost la pl\,\.lnuu

automobile, les conditions de wvisibilité sont souvent dégradées (les batiments, les tunnels,

Vinterférence a]nr-rrnnrnup an narfnic mame la fnnﬂl-:nn densel - ceact naut hlaanar la rpr-nr\hnﬂ An
A FILLWL Liwl Wil Wi i \Jll‘\l\-lv ek r’l—.l AWl LAlwiddly AW Axal kR ’ - P Vl\)\-ilrlwl AL r‘lv-ll el L

signai, entrainant des erreurs de position voir causant un arrét temporaire du systéme.
Tyniguement, les unités de GPS ne fonctionneront pas dans des apvironnements d'itérieny, sous

‘--/

Veau ou sous tee !

(n:‘hn ftrie des snf‘:‘“ifcsuuu hie
ceci se rapporte a la position relative des satellites selon "mstant d observation. La geometre
sateﬂuau'n de'ﬂa n\‘!crn q“"'“.d Isc eqfn]htnc gont mfneo a Hne ':n\nll:tc re}a!}t'remeqt Iargpc On

1=

dispose d’une géométrie faible quand les sateflites sont alignés ou en groupe serre.

Exaciiiude varmbie.
pour les mémes raisons, Uexactitude des mesurcs de position peut varicr considérablement.

JEAPT e . vy s s
Tandis guc sur une rould oi sleine campagne aceds a disons & zatcllilcs pout donner unge
P kB Y

précision sub-métrigue, les erreurs dans une viile avec ses « gorpes de batiments » vont étre de
"ordre d7une dizaine de métres,

AAdAw SeadARaiaws hw AdaTwrd

Pas A'information d’orientation:

a puuu uin GPS ne dé l'illille i 1z po sition, 1iais par ie ﬁ.udugcumm de ia pu:amuu Oil peill e
dedmre la wteshe et I‘angle de lacet. Avec un ememblc d"antennes on pourrait méme calculer les
= . CS s L r -

A #an.
Ge angage, ¢

échantillonnage faibie:
owvu que les conditions de réception soient suffisantes. la Deriode déchantillonnag est
[ .

? M . |
d’environ 100 ms, alors ce qu’un INS peut fournir les données toutes

b
4]
i
=
&
-
-
=

e retard de l"eneephér e et de le troposphére !
qignai sateilite raientit pendant qmi traverse {atmospheére. Le systéme de GPS emploie un
mndele inlépré qui enl comple d’um retard moyen pour corriger nmneﬂemem ce lype d'errent,
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CHAPITRE 1l :Le GPS « Global Posittonning System »

Dégradation intentionnelle du signal satellitaire:

la disponibilité sélective (SA) est une dégradation :'ntenﬁonne!!e du signal imposée par lo
département de défense des Etats-Unis (USDoD:za). ¢ prévue pour empecher les
adversaires mibtaires d'emplover les signaux 1 rtemen_f nrecis ch,; GPS, le umn,n:mt:ment

Nt
EE

américain a arréi¢ 1o disponibiliié sélective en ma 2
%mmf' cative 'exactitude des recenteurq cmh d GP'% en qu ‘elle a ete qunprnnee en mai 2000,
2 A

-
-
p-4
et}
=l
i
fr
=
=
-
-

Conclusion :

ﬂplt:b dVUlI UCLI’H IE b\’blClIlC Ut“b ei det“\ dVU]I LHCT S8 d\fdllldgﬂ\ el NEs HlLUUVCIllt.’.Ill‘\' li esi
clalre que ce svsteme qateihtalre ainsi que le navigateur inertiel sont deux systémes aux
actéristiques complémentaires, et se présentent donc 4 prion comme de bons sujets &
bl idation qui sera décrite plus en détail dans le chapitrel V.
S

cvetamac n\;:rtielc- ot catal tarrec condoicont done 4 Mida
Wl A1 LLEEE Wat WAL 13 WEVLAW Al

6

S avan f')rrac ot |nr‘nn\r4-\h1r-'u1fc da
oy RS LS A Wi ikAwuraLY Wi VW

‘iméeration des deux outils daide a la navigation. L'intégration des deux systémes permet de
'.'l 1

irives des capleurs inertiels et daugmenter le rythme de mesures el

) v WAL AllwE

commiger les ¢

surdeierimmaiion.
.a méthode retenue dans ce travail tient compte du fait que les parametres de correction

vate“-iis a un u{)dﬁf& nE 501 pas lﬂue]‘ncndaﬂf\ Q& CEUX qu: sont obtenus 3 lupdate pre‘cédem‘.
Cette caracténistigue est modéhisée a l'aide dun tiltre de Kalman . De mamére générale, le filtre
™

de nalma‘. permet d'étendre V'estimation des paramétres aux applications cinématiques, c'est-&-
dirc a dcs paramétres variant au cours du temps, notion cruciaic cn na\'zg'ltlon

Ce filire met ep commun un Mmodéle r‘lwsxq_le des observations qu; les lie anx meonnges et un
llll_!ut:ll: dt: fllUlth:lllt,‘!ll l_)l:”l‘lt:lidlll Utﬂ I_)lf.fl.ll!ti IB CAMTHHN ieiment (lﬂb HFCUl"!llﬂS. i }Jd!dﬂlﬂllﬁ‘\

ont. dans la plupart des cas, les caractéristiques de processus aléatoires de types brmt blanc ou

processus markoviens {(Annexe B



Chapitre 111

Filtrage de kalman

Rudolf Emil kalman

Résume :

Le chapitre précédent a montré les avantages et les inconvéments de chague systeme de
navigation.

En pralique Uimperfection des caplewrs esi une forte conlrainle pow feur usage. Ceor est
particulicrement vrai pour les applications dans Ic sceteur a¢ronautique ou {es cofits du systéme
Joueni un réle nnporfant,

Dans ce chapitre, j"ai commencé par des rappels sur le filtrage de Kalman amst que I"originalité
du filtre en question qui consiste dans fe fait que ses entrees représentent des errewrs | erreurs gui
représentent en fait le vecteur d’atat du filire. 1e filtre de kalman etant basé sor ¥algonthme des
moindres carrés va minimiser cefte erreur au sens du minimum de vanance | et ¢’est plus
particulierement le filire de kalman étendu qui sera utiltsé pour hybrider fes deux systémes de
navigation par une configuration en couplage faible en boucle ouverte { les raisons seront
expliquées plus loin) des remarques seront faites en ce qui concemne le probiéme d’initialisation
du filtre et seront confirmées par la suite dans la partie simulation par plusieurs resultats.
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CHAPI'TRE 111 : Filtrage de Kaliman

1il.i Rappei sur e Filtre de Kaiman :

Une idée cenirale dans ie filire de Kalman, esi de modéliser ke sysi¢me ¢iudi€ comme un sysieme
dynamique linéaire affecté par des bruits, les capteurs du systéme sont également souniis a des

briits. Tn d- sposant d’une information

statistique sur la nalure du bruil (ses premiers ordres stalistiques), i est possible de construire une
estimation ﬂp:ma!e de P'stat du systéme bien que les capteurs soient inexacts. Clest Tidee
fondamentale de la théorie de [Pestimation. Sans connaitre les erreurs efles-mémes, la
conngissance de leurs statistigues permet la construction des estimateurs ufiles en se basant

seulemeni sur ceiie informailon. La méihode de Kahnan est une pmwuurc ¢ esitmaiion
dvnamique des paramétres qui sont fonctions du temps. Soit » ¢ 'instant pour lequel on veut
\,whmw les Pdldnmuuw ctfm I"iﬁ“t“m 4 ldtll_i\.”\: o8 micsuTes somt uf\,\,um\,s ui ﬂ\,unn}(, Ka .man
perimet

La prédiction

Le Fltrage I fa= In
ielissage  si fwm2 fn

,.‘
o
3
-~
o
b ¢

Le sysiéme & Cquations uiilisé dans le Niire de Kabman repose sur ia defintion de deux modeles
que sonf le processus et la mesure (les modéles sont la représentations d’états d’un systeme
dynaimique). I1 est utilisé pour estimer Uétat ( ¥ & (R} ) d'un systéme dynamique observé. Le
mndéle du processus qui décrit I"évalution de ce systéme dynamique est défini par I équarion

i
d’état Lindaire récursive suiva

A% L L By

He .,
x—Ex+Gn f =)
(Y a forme discréte
xkit=F¥xk « G¥uk 1wk (111-2)
e

X1 ,x1:s0ni des paramétres du systéme (/e vectenr d ‘érar) a U'instant & et k-

T

P S T o
D € AR/ Muruwe, o8t ia marrice Gymquue du syq'reme {"(7 mairice de rransition ae ik d
1

~ [}, ¢’¢est une matrice qui fait le lien entre les parametres du systéme 3 deuy étapes suceesstves.
uk = % | cst Ic veeteur de commande, (vecteur d ‘entrée),
Y

G S M o) kh} est ia matrice de commande (matrice d entrée) qui représente la distribution
de la Pl rturbation (r {"i'iu""’“':‘) dans ke veeteur d’état. Elle fait I hen onfre {es vatciirs Uihu')ﬁﬁ(l”\n
de contréles et "état du systéme.

YR ~= & 1~ hnws A7 Atnd
i & RO, CsLIC bruil d7¢tal

Le¢ modéle de mesure déerit I information fourme par le ou les capteurs ua unc Squation hant
les parameétres de I'état de la mesure et du bruit. L équation de mesure ou d’observation est

A3 P

3



CHAPITRE 1] : Filtrage de Kalman

o £ -~ - 2
ze= He Xt wi {“;'_‘7)
[ —  mn mmd 1 sammmcseon & 1V oae 1=
aveczy © 0, o5 la mesuie a 1 instant 7,

r——

Fors de Putilisaiion de ce Mg, Phypoihése esi faite que fes bruis d7étai ve el de mesare wie soni
des variables aléatoires dont les distributions gaussiennes sont connues a prior (doivent étre
estimées a v’ qvai‘t{‘.é‘,}, mucpcu\mﬁfes bianches et mucpchuamca de Vétat initial du 3ysiE eme. Cette
indépendance des brwuts permet de simplifier le formahisme des équations d’évolution et

d n]ﬁcﬁ-fntho .r!nnc .
Il ¥ LLLE 3Ly wARFAN -

P(w:) ~N(O, Ruy).
P{ve ) ~N{G, G, {Hi-4)
EflviwT}= 0, ¥i}

O, O x et R« sont les matrices de covariances de processus et des mesures respectivement. La

ALin P mdiman A ¥ wrmpensnnn oy it Ayg cxratress o oot mhodenaltase st salon Ablunlg o mraa o
ucicu‘ilu‘lahun G€ ia <o vafmuuc dii uI"tut du SV :tciﬁc &st géucrmemem p:u;» uuu\.he quc u:Hc de 1a
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deux Giapes principales pour estinnaiton des ces par dmeires '1 esiimation a pnun {ia prcmuwn j]
et Pestimation a posterion {1a correction). Leq paramétres du sysiéme sont estimeés prenueremem
4 partir des valeurs de "étape précédente et ensuite ils sont cormmigés par des mesures dans 1'étape

de correction. Les deux étapes tournent d une fagon récursive apres une étape d’initialisation

111 1.1 Filtre de Kalman linéaire :

Dans le schéma aui se trouve en dessous les étapes du filtre de kalman linéaire ont été décrites en

Lo | O R Yy TS
defail et |J=u:- nnpul’?cnliL [531) Uldlc :

-aprés observations on peut nwnerer comme s

I-unc ¢tape dc correction :
-caleul du Gain,
—catcul du vectewr &' éiai .
-calcul de Ia mafrice de covariance .

[

?-—Lm\, \/lﬂl}b uG FEs s,uu:ur.)}"

-calcu] du vecteur d”état.

-caleul de In marrice de covariance P

jE )
sl



CHAPITRE 11 : Filtrage de Kalman

Maise a jour temporelle

Mise a jour par des
observations

S

v

X () =Py Xy (+)

erenrs

4) estimation a priori des paramétres

5) estimation a priori de la covariance des

B(9) =@ BP0+ Oy

1) Calcule du « gain de Kalman »

T r 1

K, =ROH][HAOH] +&]
2) estimation a priori des paramétres

3) estimation a posterion de la covanance
des erreurs

B(+)=PR(-)-KH,R(-)

Vaknrsilitillespow.’(,__,. Pf—l

I )

FIG (IT1.1) :Les étapes constituant le filtrage de Kalman dans un cadre linéaire sont :

L 1. La. Initialisation .

L état initial est une variable gaussienne, indépendante des bruits du systeme, de moyenne ¢t

de matrice de covariances Connues.

%5 (=) = £{x,)

Py(=) = E((xy = %y XX —%g9)") = var{x, ()]

I1L.1.1.b.Prédiction temporelle (Time Update):

(HI-5)
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Fbbn Lbnamm snpaninamt Yo cesnh Al ndiman An 1T Lend 4+ Ao oo ik mimrman A Ve mbrnant Fe D oammadaee Ao DT A A P ot
ALCHC ©L PG Y THICE L POy LTl Us 1 Tial 31 UG >a l)lc&l}lU 1ad1 IdDiduy A o pﬂ.l{ U8 1 Tlal o 1 13 iaud
k-1 et du modele ¢ évolntion du systéeme. On obtient done Pétat Xere avee sa matrice de
covariances associee P i+ux

PR SN - "

PR }—¢u Xy g {F) )

' {111-G}

Df Y= 4 ARy o £ /
i k= Wira—t! it VI R

HLLLe.Correction et mise & jour des mesures {(fanovation)

Unc fois la mesure 242 disponibic, 1*¢tat prédit peut alors Stre comgé par I'innovation St-2¢
pondérée par le gam du filtre Ke-s . On en deduif akm\ Pestimation de 17élat X i~/ -7 avec sa
matrice de covariances assogiee .L et g

- 7 T -1

K, =PHIH PUHT + 8

x#=x()+K, (g, -Hx, (-} AT
PAr)y= PA-Y— K H (=) 7

P F N k gt kA

(i

{—) représente la valeur prédite, et {+) ia vaieur cormigée, on le signe moms aenote Fevaination
{estimation) avant Fincorporation des mesures

P'-u
-
Ji-ﬂ
m

: galu de Kalimaii.
Xex le vecteur déal el e+ la malrice de covariances.

"-I)A est ia matrice de transition entre jes instants k-7 et

()., est la matrice de covariances de nrocessus, {Le bn tdu systeme)

k-.

Tkl est IB vegisur UB mestres.
Heor_estla mah ice d‘nhqervatmn
T} -

La formulation du filtre préscntée plus 19t ost basée sur un modCic Ime ¢ des sysiimes ¢t ¢
n'e & ol

f
i donc pas .mﬂh:_,:hlp dans les cituations ot le modéle dy sysiéme ou le madale de la meswre
ou bien les deux soni non-linéaires. Ainsi, e probiéme principal dans ces cas esi de linéariser
d'abord le modéle, et puis d'appliquer le filtre standard de Kalman pour obtemr 'état du systeme.

e o b doe b da A g ,,.. cdavenia B s LPTEo A
wi \zbllalll [oMmore ac uwunyuu\ OTiL ul\, uuvuluy Ces Gans Clul 4l u;buu‘ﬁ T [OHS GIsCUtCrons

trois de telles approches.

Quand la linéarisation se fait antour d'une certaine trajectoire nominale dans Yespace d Stat qui ne
oepena pas des données de mesure, ie fiiire resuuam s'appelie ie Fiitre Linéari sc' de Kaiman. La
est continuellement mise # lour avec les

et n ctoire {estime 2) an

Ll (L8 2] :

1 1 ¥ 1
stimatiois d'état i‘ésult‘ it d S [ESWES S s'a pp‘ﬁe le F five de Kalman Eiendu [BRO 97 et GRE
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CHAPITRE 1] : Filtrage de Kalman

Unie autre méthode est de linéariser en utilisant un ensemble de points-échantilio
donne le (Unscented Kalman Filter) ouw (Sigma-point Kalnan Fifrerl, {1

examinerons maintenant ¢es approches en détail

MM1.2.1.1e Filtre de Kalman Linéarisé ;

Dans le filre linéarisé de Kalman, la linéarisation est faite autour dune certaie trajectoue

: ; \ : : ris do Tavl
i ne dépend pas des données de mesure, ¢.-a-d. que l'expansion en séne ae layior

11% u\d',\ul 1197
utiliséc pour la lincarisation cst évaluéc & un certain point nominal connu (cf.« Annexe C »}.

Congidéraz un madele non-lindame d'un gy ve tame défini comme sutt -
b Y (0 1 DR L L 47 (111-8)
VIOGRIS i PTOCESsus Y= Jf Xi-f, Hi-i) Wi 1111-6)

Modéle de mesure: v Th{ Xl v {1H1-9)

La o, f ¢t A sont des fonctions non-linéaircs connucs, u + cst la fonction (le veeteur) de
o e R Prey e
1

e ey “wl ol we ot OO ELE } a1 hlana ey cesedlle T An.-.i
COMTLAaNGS S Wir S Vi 5011 \.n..:s L GTLSaLUS G Wyple Lu il oland non COMiCs. La oi-iliicarnc yuut

résider soit dans e modéle du processus soit dans le modéle de misure soit dans les deux
fonctions.
Supposez an'une tra t:(.ft_m: ADDIOXIMALIVE ¥ i PUISSE £fTE _iétml-_iér: par un guelconqgue
-1 n Fid
I

1] f
| Fa s E IS 3 N B 1 5
He-ci est u:fc:! e idni qw.: lrd_;cuuut: nonunaie {a i rajectonre de relérence). La
el derrewr & xp comme sugl ;

Moyei, ce

iratecioire t

=
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CHAPITRE il : Fiitrage de Kalman

AN Actual Trajectory x (t)

wajsis

(Actual) — (Nominal) = Ax (t)

e R et
Time

Figurelll.2 :filtrage dc kalman non lincaire

Par Iapplication de l'expansion de série de Taylor dans I'¢quation Eq.1iI- 12 et en supposant que
& x+est petit, nous allons réaliser une expansion de fautour de xxnm en ne gardant que le terme
de premier ordre :

. "
X, =x;" + & = [f (X0 by )+ ;jg &, _, + termes d'ordre supeﬁeurJJr w,, (I1i-13)
S u )= %" (13-14)
= &, = G ey + Wi (T11-15)
o o e ]
ax, ax, O0x,
g ¥ | (111-16)
T o] 0 B, ax
(U1-17)

w, = N(0,(,)

Fn négligeant le second terme et les termes d'ordres supérieurs, la prédiction de l'état est
propagée par les équations non-linéaires tandis que les erreurs d'éfat le sont par un systéme
linéaire séparé.

Maintenant, la mesure peut étre également linéarisée en utilisant l'expansion de la série deTaylor,
en linéarisant A 3 X c-on et négligeant les termes d'ordres supérieurs.
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( | ) »
B : 1 i
2= li A(x™" Y+l 8¢ +termes & ordre superieur |+, (L11-18}
¥ i
N LX) g J
w fem
g, I _h{lxg- } (III-IQ)

ch, oh, Gh
adx, ox, ox,
.o Y (1n-213
o | Of | ch, oh, ah, !
i R I =i A A =
L(,‘.X _]‘:‘,*..m U.i] Ul: UJ\_‘
2 by .‘:“.:'__v
v, = N(O.R,) (TT1-22)

Les equations (Iii-14) et (1iI-17) constituent un modeie linéarisé pour ie cas discret. i est clair
gue ce modéle de systéme hinéarisé pent &tre utilisé pour metire en application un filtre hinéanise
de Kalman parce que ia relation de ia dynamique derreur et ia relation associée de mesure des
errenrs sont devemes linéaires lei noms estimons senlement 1a valenr d'incrément « Verrenr »,
e < 211 Py Sy

ames Tom cemVn i =211 1 } L e ) LI 4 o~ A Py | e | G ml A 1P i
aiiisi les valeurs réclles de 'état seront lincrément estimé plus la valeur nominale a I insiant

5 $
méme. Aussi @ et H sont obtenus en évaluant les matrices de dérivées partielles (les
<£7 1
1

Jacobiennes de et ) le long de la trajectoire nominale. La position nominale {ou ¢ vecteur
d'état) pent changer avec chaque étape du processns récursif, ainsi fes termes de H et de &
peuveni Sire variables avee e temps ¢l doiveni gire recalailés avee chague dlape réousive. e
probléeme dans la linéarisation autour de la trajectoire nominale est que la déviation de la
trajecloire réelle de la trajectonic nominale end & AUZIRCHICT AveT ko emps. A mosure quc la

déviation augmente, les poids des termes d'ordres supérieurs dans lexpansion de fa série de

Tavlor de la wajectoire aupmentent,

ia déviation de ia irajectoire de référence est ie vecteur d'état ef ies mesures dans le modeie
linéaire sont les vraies mestres moins celles qui ont 6té prédites par I trajectoire nominale en
P'absence du biuit.

1o filten indnriad ogt kT 0A Anme v amnfioneation da o Fradfomaned o cmanenn montre ci-doessous
Lol 1nnghie DIRiaal I a0 LAY Liiia 11“ L TR B CACER AT L N LNl CRIRE AF RLATEINHIN l‘hOuu\, T IR DIDALED
Sous cette forme, Ia trajectoire nominale n'est pas mise d jour pouf refléter les estiumations
derreur calculées par le filtre. Le modéle de « feedforward » peut étre utilisé pour intégrer un

systeme de navigation ineriielle avec un certain nombre d'aides externes de navigation. Nous
devons choisir une trajectoire nominale autour de laguelle ia hnéanisation sera effectuée.



CHAPITRE IIT : Filtrage de Kalman

LTINS seul est pris comme le modéle du systéme et ses sorties sont considérées comme la
trajectoire de téférence (nominale). Cette trajectoire de référence ne sera pas toute parfaite car
c'est une combinaison de la trajectoire vraie avec les erreurs dINS . Notre but est d'estimer les
erreurs du systéme inertie! en utilisant systémes de mesures externes ces erreyrs sont appliquées a
la référence (et a la sortie brute du systéme inertiel) pour produire une sortie correcte et ameliorée
du systéme mertiel.

. Le point & noter ici est que le filtre de Kalman agit seulement sur les erreurs du systeme. Ainsi,
nous avons besoin d'un modéle de PPespace d'état déerivant ces crreurs-la ct il doit &tre lincaire

vec le bruit blanc. Par ailleurs, les mesures d'INS ne sont pas utilisées en tant que "mesurcs”
dans le tiltre de Kalman mais plutdt pour fournir la trajectoire de rétérence.

Ce type de filtre est ditficile d'utilisation pour des missions prolongees parce qu'apres une
certaine durde, la trajectoire de référence peut diverger en un pomt od Thypothese lincaire n'est
plus valide a travers fa variation du vecteur d'état. Enfin, fe filtrage hnéarisé a l'avantage de
permetire généralement une exéeution en temps réel, cependant, it est moins robuste vis-avis des
approximations non-linéaires des erreurs que le filtrage étendu [GRE 01b]. Un reméde simple et
efficace pour le probleme de 1a déviation réside dans le remplacement de la trajectoire nominale
par la trajectoire estimée, ce qui raméne au filtre de Kalman étendu.

Modéle du X7
systéme r\lr

h(x™) A
" (‘ ') o Filtrede
Mesures 2 —h(x™™) Kalman

FigllL.3 : filtre de kalman linéarisé

Les lecteurs désireux d’approfondir leurs connaissances sur le sujet pourront consulter les
références suivantes : [BRQ 97 p336] et [GOD 03].

111.2.2 Le Filtre de Kalman Efendu :

I< filire de Kalman étendu « EKF » a ét¢ développé par Stanley F. Schmidt [GRE 01b]. Il
représente probablement {approche [a plus commune et la plus poputaire pour traiter un systéme
non linéaire. Son fonctionnement consiste simplement 4 linéariser tous les modéles non-hinéaires
de sorte que le filtre linéamre traditionnel de Kalman puisse étre applique. L'EKF est devenu une
approche standard pour un certain nombre d'applications d'estimation ron linéaire.
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s PSS LAY 1....{......',.' g P TP oy ...‘_..H. o i A 1
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SiI
frajectoire estimée du filtre plutdt que de 1a frajectoire nominale pré-caleulée . C cu stpifie que
les dérivés partielles sont évaluées le long de la trajectoire qui a &t mise & jour avec les

estimations du fiitre; ce qui dépend des mesures. Ainsi, le gain du filte depenara de ia séquence
TY¥

déchantillons de mesure ef ne sera pas prédéterminé par les prévisions du modéle du processus

[BRO p344] :

. Extended Kaiman Fiitering en anglais}

Modéle non linéawre du processus X - fUa L )T W {I-23}
Mgodéle de mesure.  z, =X, )+ ¥, {124y
L'approximation de Taylor de f est taite autour de iestimation de i'instant précedent x¢

Af (v &Y
G(E kY 2 (1-25)

ox .
P

L'approximation de Taylor de & est faite 4 la position {ou & I'état) prédite correspondante

hix, k)
Hix ks — (111-26)

Comme dans le cas du filtre linéarigé de Kalman, le développement hmté donne cette fois-¢t

Moariits LiNind

v f R P
B, (x - )W (1H-27)

(x, —x,)+v, (111-28)
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Estimated Trajectory
A -
-~

4
% /s
) £ ¢  Acmal Trajectory
Update points
”
Time

Figure 111.4: Trajectoire estimée (nominale) et réelle pour un filtre de Kalman étendu

Les équations Eq.I1I-23 et Eq.fil-24 constituent un modéle linéarisé pour le cas discret. En
général, I'EKF est difficile en raison du bouclage (le feedback) de la mesure au modéle du
processus, mais il arrive a mettre a jour la trajectoire utilisée pour la linéarisation pendant qu le
temps évoiue.

L'avantage du EKF est qu'il est plus exploitable pour les missions prelongées. Mais il peut encore
parfois aboutir & une trajectoire pire que la trajectoire nominale particuliérement dans les cas ou
l'incertitude initiale et les erreurs de mesure sont grandes.

Néanmoins, le filtre lindarisé et le filtre étendu de Kalman sont ufilisés dans des applications
différentes, chacun ayant ses propres avantages et inconvénients. Ceci est expliqué plus en détail
dans les parties relatives aux différentes approches d'hybridation.

Le filtre étendu peut étre visualisé dans une configuration de « feedback » comme montré Ci
dessous . Dans un systéme de navigation inerticlle assist¢ par le GPS, les crreurs du systéme
inertiel sont refournées et les corrections sont faites intérieurement dans le systéme inertiel, ainsi
nous n'avons pas les données inertielles brutes a la sortie du systéme inertiel.

La distinction précise entre les deux filtres (linéarisé et étendu) est basée sur la fonction de
mesure A(x- ) , et plus précisément sur la fagon dont elle est mise & jour . & partir de la irajecioire
corrigée (filtre étendu) ou de lu frajectvire nominale (Bltre hinéarisé€).

Lorsque A(x- ) est calculée avant que les corrections ne soient faites aux sorties inertielles, le
filtre est alors un filtre de Kalman linéarisé ordinaire. Si A(x ) est caloulée apres que les
corrections aient été faites, le filtre est un filtre de Kalman étendu. En général, TEKF est préféré
particuliérement quand la durée de la mission est longue, parce que dans ce cas fa irajectoire de
référence peut diverger de la vraie trajectoire au-dela des limites acceptables.

i.a figure (I11.6) montre les différentes étapes de I’algorithme d’estimation des paramétres du
systéme non linéaire.
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- xm
Mode-lc de &
systeme
: h(x™™)
_.é_ﬂ____.. Filwede | %
Mesures -~ h(x™) Kalman ;
i :

Figure HLS; Fillve de Kabman Flendu

< Pre‘dmiou)

Comrection N
N

1) Modéle dynamique non-hudaire du

processus :  la  prédiction s'obtient en
appliquant le modéle a Destimation
précedente X7 g

ae = aF)

2) Prédiction linéaire de la perturbation

Sy =P,-8%,, P, a—iaj—tl
ol ram

"3

3) Estumation a piiont de la matrice de
covariance des enveurs

Pas =P, -5, _q,*r +0

4) Caleule du « gawn de Kalwan »

Koy =Py HL (Hoy Py Hyi + Ry
bl =kl k k+l( et Ttz g * k-l}

}lkn-l = [c}“—h]
ox EE roirgt

5) Estumation a postenon des parametres

O%X = Jnul & +Kt'i '(:z-: —h(.‘l':.: L)_Ha’l‘s'iav: '

el el

Rl = ]
Xpop gy = OX + Xy ok

ael vl

6) Esumation a postenion: de la covanance des ermews

Bara= -k, 'Htol)‘eh-l x

)

[

L. estimation mitiale : .\‘:,”:. 5.\-’0 o Php

’ Les mesures externes =, ;. et Ry )

Figure I1.6: Extension du filtre de Kalman aux syst¢mes non linéaire
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Chapitre 1V

NAVIGATION HYBRIDE

Résumé :

Dans ce chapitre nous allons voir les différentes manicres d”hybrider « de coupler » le GPS et
'INS. Le but de cette hybridation comme il a ét€ deja dit aux chapitres precédants est de créer
une solution optimale de positionnement et de navigation nettement supérieure aux solutions
individuelles que peuvent offrir les deux systémes Dans ma theése, c’est un couplage faible en

boucle vuverie qui a éleé simulé.



CHAPITRE IV . NAVIGATION HYBRIDE

TV.1.Introduction :

La fagon dont le filtre est structuré dans le systeme de navigation dépend des types de
capteurs et des modéles uhlisés. Pour les systemes de navigation merticlle aidée par un
captcur cxtéricur, fc composant incrticl peut Circ unc umté incrticlle (CT)y qu fourmt
seulement les données brutes (Vaccélération et la vitesse angulaire), ou un sysiéme de
navigation inertiel {INS) fournissant la position, la vitesse et les informations d'attitude. La
source d'aide (GPS, etc ) peut étre considérée comme un capteur fournissant des informations
brutes de capteur (par exemple des pseudo distances), ou comme ulx systéme de navigation
fournissant la position, la vitesse et/ou les informations dattitude. Les états principaux
d’inférét qui sont eslimés par le filire, el par conséquent gui Tegissen ie type de modele a
meltre en application, sont la position, la vilesse et lattitude du vehicule, ou encore les erreurs
de position, de vitesse et dattitude.

Deux principes {approches} d'intégration peuvent &tre mentionnées. La premi¢re prend en
compte les informations brutes du GPS et de I'INS, puis modélise dans un seul filtre de
Kalman les différentes erreurs propres & chacun des systémes. Cette méthode présente
Finconvénient du phénoméne de type « boite noire ». La deuxi¢me est la configuration dite
«faiblement couplden. Nous avons cheisi la configuration faiblement couplée avee
asservissement: les mesures de chacun des systémes sont traitées independamiment,

puis l'intégration s'effectue sur la position, la vitesse et les angles d'attitude obtenus & partir
des mesures mertielles et GPS.

IV.2.Les differentes approches d’hvhbridation :
IV.2.1.1.e mode non couplé :

H existe aussi un mode non couplé, le schéma fig(1V.1) tlustee ta configucation dans laquelle
le GPS ct FINS produisent indépendamment les solutions de navigation sans linfluence de
J"unc sur 'autrc. Les (£2V)ary sont la position ct la vitessc du GPS, tandis que (/1A )y sont la
position, vitesse et l'attitude) de I'INS, (/ *}'4 Yesr sont les parametres estimés des positions, des
vitesses et des attitudes. La solution intégrée de navigation est mécanisée par un processus
externe d'intégration. 11 peut étre simplement un « interruptenr », ou alors il peut éire aussi
complexe qu un filtre de Kalman [SPT 96] et [ZHA 03] Un sélecteur est fa maniére la plus
simple de combiner ces deux systémes ensemble, et la préciston de la solution de navigation
ne sera pas plus mauvaise que 1a précision de ' NS,

La précision peut &tre trés basse dans le cas d'utilisation des unités inertielles de précision
moyenne et basse. Un filtre de Kalman est alors une bonne solution dans ce cas-ci. L' avantage
dc la méthode dlintégration non-couplée cst gu'cle est méthode la plus facile, fa

plus rapide ct la moins chére pour intégrer lc GPS ct I'INS, [ZHA 03}

GPS

PV
(PV)ers (PVA) e

—

Integration

(PYVA)pes

NS

Fig IV.1:Mode non-couplé
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CHAPITRE TV : NAVIGATION HYBRIDE

1V.2.2. Mode faiblement couplé :

Dans un systéme faiblement couplé, le récepteur GPS a son propre filtre de Kalman qut trate
la pseudo distance (pseudorange) ou les mesures de Doppler qui sont utifisées pour calculer
dcs positions ct des vitesses. Les positions ct Ics vitesses du GI'S sont cnsuitc combindes avee
les positions ct vitcsscs de 1'INS pour former les crrcurs résiductics qui sont cnveyées au filire
de Kalman de navigation.

Ce filtre corrige 'INS par asservissement (retour d’état) Ainsi, les effets des biais, des
dérives, et des erreurs de non alignement, sont sensiblement diminués.

L'observation qui est fournie au filtre est lerreur observée de la solution de navigation
inerticlle, ¢est a dire, la différence entre la solution de navigation tnerticlle et la solution de
navigation fournie par la source d’aide (le GPS). Puisque 'observation est Uerreur observee de
la solution de navigation inertielie et puisque le filtre estime les erreurs dans 1a solution de
navigation inertielle, alors le modéle de processus doit étre sous forme de modéle d'erreur des
équations standard de navigation inertielle. Ainsi les équations de navigation inertietle sont
Tindarisées pour former les équations d'erreur (annexe C),

Puisque les équations sont linéarisées, la mise en application du filtre prend une forme
linéaire. Le filtre s’appelle dans ce cas un filtre complémentaire.

: Cl Equations ‘F}——"_"
| strapdown ’ —_\T
i s . Emreur estimée en
-------------------------------- Position. Vitesse position, vilesse et atlitode
Attitude
+
( ) &"“‘d’mﬁ’l Filue de
| gavigation
_T | (Kalman)
e e m e b .
; Récepteur GPS | Observation
! o ) . ! Position. Vitesse
e v !
'E i Mesures ! Réc. GPS
ri GPS :  KF
|

Figure IV.2: Une approche d'intégration faiblement couplée (boucle ouverte)
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CHAPITRE IV : NAVIG

Selon I’application, un arrangement farblement couplé peut étre mus en oeuvie dans
différentes configurations. On trouve la configuration en boucle ouverte (Feedforward =
asscrvisscment indirect) ¢t cn bouclc fermée (Teedback = asservisscment direct). Dans Ic cas
de 13 boucle guverte_ toutes lec mecurec (3PY {nocition et vitesse nréa filtreect et TNS nacitinn
pt AbA MV MW LW W TAWELLW, LW MEYD AW AR L WA I kS \FVU FAMFED R T AW ‘_rxv AZABL W U._! e AL TP \PVU!I!ULA
ct vitessc) sont traitées dans Ic filtre de Kalman dec navigation. Car if o'y a pas un vrai
asservissement {il n'v a aucun), toutes les mesures sont utilisées sans précorrection. L'erreur
est soustraite 4 ia sortie. La mise en appiication de la boucle ouverie est directe et facile a
réaliser.

Le probléme néanmoins est que les états de la CI diverpent. Cependani, il est senlement
approprié 4 Tintégration avec un capteur inertiel de trés bonne picision afin qu’il soit
applicable aux vols long courier.

Les unités incrtictles de précisions moyenne ot basse propagent des erreurs de navigation

]t i ‘ £ ety o Fiwe T ‘ A A :
relativement grandes dans un intervalle fixe de temps compaic & eclui Jun systéme & bonne
précision.

£

L
Williww, 1 1 AR Anfud

> [
dintégration aux capteurs incrticls et‘ou aux cquations dc mdécanisation. Les résultats de
I'étape précédente sont utilisés pour réduire au minimum l'erreur. Une configuration en boucle
fermée est particuliérement utile quand les précisions des capteurs sont faibies.

Puisaue les capteurs inertiels de précisions moyenne et basse ont habituellement un

o ; < .
Pour une ¢ontiouration en hancle forméas accarvicceament act a
A LSRR £%4 » i1kd A LR AT L g Lea v L A QYW L V) AW ALlE Wtk Bb

les capteurs pré nne
changemeni rapide des propriéiés derreur, Pestimation et fa compensailon en iemps réel ou
proches du remps réel de ces erreurs sont trés importantes pour améliorer la précision des

B . U s, AR 10 5 L T S e A PR PN o spgmvs  ghacoufMesssonentfiaae B el
SUHULIUNS U uawguuml Qo TIEND. Le sunciila l!g.l V.2 e aiwe © mnguintum U HNCEialitil
faiblement couplée avec asservissement (une boucle fermée).

Les configurations faiblement couplées offrent T'avantage d'étre fortement modulaires en

=
Ty, PR VRN SO SRR SN [ RPN SPIRURY P IRNRPPR Rl RO I [ P e P T e o]
}n\,umlﬂn Ct Cfi OOil. LA CIHIGCTRCUT GL SYSimiv i BHLiie Wit aprpiivaiiom e TavIe G Sum

choix avec I'INS désiré dans la structure de navigation préférée (ouverte, termée). N'importe

que! capteur d’aide peut alors étre ajouté au systéme de navigation. Le retour d’état (de

C'est particuli¢rement important pour Ics unités incrticlics de précisions moyenne ct bassc
parce gue la boucle d’asservissement corrige efficacement les erreurs des capteurs,

T

‘approche par intégration faibiement coupiée a éi¢ largement uiiiisée dans la dernicre
ie en raison de sa flexibilité et ses performances élevées. Par exemple [CAN 991 a

[
-
"
[}
-
5
=
1

Luiilise un systéme  d'iniégraiion en boucle ouverie, faiblement  couplée, pour un
positionnement aéroporté de précision décimétrique. Des solutions dINS ont été utilisées pour

v
!

- el g TG, span B Ao i wres Fos AL AT o oo
iP5 QoS 1S SUc 185 QUIHICCS ATED €N Cds

détecier et corriger les sauts des cycles GPS ei éiab
de perte. Dans [SAL 00], ils ont employé une boucle fermée, faiblement couplce, et ont

réalis¢ une intégration GPS/CI peu coiiteuse et de précision moyenne pour la détermination de

attitude.
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' Bisds (accélérometres), et !

1a dénive (gyros) —
e Ermeur estimée en :
Position. Vitesse et atutude
Algo. de s >
Mécanisation ;
Position, Vitesse
100H,
Erreur observeés Fll_ttc dc
i e e g TEAVIGAION
(EKF)
=10z
Observation
;:j Position. Vitesse
| Réc. GPS i

Figure IV.3: Unc approche d’intcgration faiblement couplée (boucle fermde}

1V.2.3.Systéme fortement couplé :

Dans ce systéme, les données « pseudorange » et « pseudorate » des satellites ont ét¢ utilisces

pour aider le filtre de navigation, ainsi que l'accélération et la vitesse angulaire de la Cl. La
tusion se fait directement au niveau des données brutes. 11 y a un asservissement tourni par
systéme externe d’aide (le GPS). On obtient une configuration plus serrée qui améliore
I’intégrité du systéme.

Dans une architecture de systéme étroitement couplée, les filtres de Kalman séparés pour le
récepteur GPS et fe processus de navigation sont combinés dans un seul filtre d’intépgration,

Comme représenté sur le schéma de fig.(IV.4), ce filtre accepte des résiduels de{pseudorange)
de GPS et de mesures Doppler directement {Delta-range). L’¢tat derreurs du filtre incluse
maintenant Détat derreurs INS (position, vitesse, attitude, défive gyroscopique, biais
d'accélérometres) aussi bien que de nouveaux états représentant e biais et la dérive d'horloge
du récepteur GPS. Les composants du vecteur d'état du filtre qui représentent les erreurs
d'TNS sont utilisés pour calibrer I'TNS et pour corriger ses estimations de la position, de Ia
vitesse et de 'attitude du véhicule.

Les estimations du biais ot de la dérive d'horloge par e filtre sont utilisées pour corriger les
mesurcs GPS. Dc mémc, scs informations peuvent permettre Ie tracking {pistage} du groupe
des satellites intéressants (ceux dont le DOP est le plus bas).

Le modéle du processus peut &tre sous une forme teile que fe vecteur d éiat représente les
variables physiques elles-mémes (position, vitesse, attitude, etc.). Dans ce cas, puisque les
équations sont non-linéaires, ta mise en application du fiitre prend une forme non-lindaire.
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Erreur estimée en
Position. Vitesse et attiude

CI

Accélération et vitesse
angulasres / Position. Vitesse

— et Orientation
L—. Filtre de Kalman >

[___‘ _l (Non-Linéaire)

Observations brutes
(Pseudodistance et Delta-range)

GPS

—

Figure TV.4: Systéme fortement couplé

Liarchiteciure étroitement couplée uillise plus efficacement les mesures disponibles e
V'information a priori pour déterminer el corriger des erreurs de sysiéme d'un mode lortement,
intégrée. Elle peut apporter ainsi une meilleure performance et une plus grande robustesse que
le systéme lachement couplé, fournissant des estimations de navigafion précises pendant des
périodes ol ia dynamique du véhicule est élevée et pendant les periodes de blocage des
signaux {jamming), ¢t assure une meilleure élasticité face & une geometrie défavorable des
satellites, aux pertes de données, et aux etreurs de la CL Mais il est plus cher a mettre en
application et pius difficile & développer. En outre, si un capteur différent est utilisé, les
modéles et les algorithmes doivent changer sensiblement.

L'inconvénicnt principal de cctte approche cst quiclle exige que les concepteurs du systéme
aient acces au matériel ¢t aux variables utilisées dans le récepteur GPS pour la mettre en
application. Par conséquent cette approche n'est pas a la disposition du grand public. Dans
[OHL 02], Ohlmeryer et autres ont appliqué une configuration GPS/INS fortement couplée a
un systéme de guidage de missile.

1V.3.Implémentation de Ia fusion INS/GPS
IV.3.1 Les équations du modéle d’évolution : INS seu!

Nous avons choisi un mode & intégration lichement couplé avec une boucle ouverte comme
expliqué dans fa partielV 2 (illustré dans la figure TV.2). Dans cette approche, les gquations de
mécanisation du systéme inertie! {Eq. 1-44) vont évoluer & Vexténeur du filtre selon fa forme
discréte suivante (ces équations vont créer la trajectotre nominale ou trajectoire de référencey
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CHAPITRE IV : NAVIGATION HYBRIDE
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linéaires standard de navigation inertielle.
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On
& x cst ic veeteur détat de 9 variables qui sont Ics crrcurs respectives sur (fa posttion, la
vitesse et Dorientation sur les trois axes). On veit, & partir de la lincanisation par
différenciation, que toutes Ics quantités d'crreurs sont dcfinies comme 1a valcur réciic moins ia
Anantits oalaalis rvv o e S. e W™ MM b mar cveieadith aeansaedo To edanliat do
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On, Perrenr sur la position est exprimée dans le systéme de coordonnédes [.1.a, errenr sur la
vitesse daits un repéie local o, et Verreur sur ¥ g d’Euler {(roulis, tangage et lacet) dans le
repere local 7.
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antisymétrique.
(i , est la matrice de commande, u t le vecteur de commande (I'accélération et la vitesse
angulaite fournies par la cenirale sur les trois axes)

(0 0] |
I PR (IV.6)
=M, O |

IRy

(LX‘I“” A
e | 00 TV
| o b i WX g
\ Oy ]
Les éléments de x sont des bruits blancs, et leur matrice de covariances est donnee par !
1 d 3%ad i T ] (NS — ) (‘iV.iﬂ
LRI QT ) (=i ATJod — T}

Ou Popératcur & dénote la fonction deita de Dirac dont f'umit¢ cst 1/temps, ¢t (/s ‘appclic la

matrice de densité spectrale et est de la forme !

z 2 2 2 2 2
Q=diag( 0, €, Tr. Coo Ty i} {1V .9}
g4 Ct 0o cstl’écart type des accéicrometres s gyroscopes. (¢ cst détermind par la
qualité¢ des accélérometres et des gyroscopes. Et 5¢ } est la forme antisyinétrique de
Fas

Dans la pratique, la matnce do transition poul &tre Conile par wmspection. Par oxempic, 1a
deérivée de Terreur en position peut étle gpale & I’ tenant compte de fa

o 2 »
transformation de coordonnges. De ne, la variation de |

*accélération plus Verreur due au non-ah;nement On peut donc simplifier la

i"erreur dans I’ I
matrice F dans I'équation Eq.IV.2 pour obtenir I'équation Eq.IV.11 ou EqIV.12

W =M+ A0 (Iv.in

(‘}‘(:J” = ~‘:R’.' fSﬁ)b
i o Ligd

L4



CHAPITRE TV : NAVIGATION HYRRIDE
gze\gp(hi\_v}:uf _}«'A_r.i._?._f« AfT + (V.18

b w1+ FAI (IV.19)
Cependant, 1L\rdlﬂdt10n de la matrice de « (0 qui déenit w, n’cst pas évidente. Théonguement,
AOUS pouvons Eorire £ {/ 50US 5a torme mtegx ale comine iF AR 98] et {BRO 27, p 200 :

Sy r*l 7 ;I ’
Ly = npwew
£ . —r
[l %, . f| % . | )
= Valr, 2V G lg’)ff X Hmdn | IV 2N
iiJT\RJ-}’/ A= s 'DHJ \ﬂ'-_l-l.’l] L ard ll Y s
L% JLt J
It dens [ L
: P P nl PP Y oo e . s
— | [ SYHOEME " (" (e (s
L1
O, Ia matrice E[u( £ Jw(n )1 est une matrice de fonctions de type « Dirac », supposées
connues & partir de modéie confinue,
Si les différentes entrées de tvpe bruii blanc ne soni pas corrélées cerlaines simplifications
x e

sont poss es Pour des petits intervaiies A/ on considére que & =/ .ainsi i"équation

. u IV PR SV SR
.= H{ {é’}};{u({:)u (I[)}A' {ijyildn (Iv-21)
p;.r;r.\r
In substituant "équation Dq.lV.8dans I'équation DqiV.2let en intégrant sur un petit
intervalle A7 nous obtenons la solution approximative suivante
() =M Ad (rvam

-

Le modele — aprés le placement des modeéles d erreurs des accélérométres et des gyroscopes —

e
‘1')1";!\“ En
&4

L—. I-J

devient (équation Eq.IV.23) (on peut 'appeler modéle augmenté) :
e (1 DAt 0 0 0 & ) {w !
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cn application Ics étapes de prédiction (Eq IV.23 ct £q.1V.24) ct dc correction (Eq.

Fa IV 34}
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Tk T VR Y T (e I
L'avantage dempioyer ce modéie est que l'exécution est finéatre (ies 5 éiéments du vecteur
d’état & x wapparaissent pas a intérieur de la matrice F jetle modele est indépendant de la

dynamique du véhicule | SUK 00}

Le modele peut étre augmente pour prendre en compte I'accélération de Cortolis provoquee

par la rotation de la terre. Dans ce mémoire, ce terme a été délibérément omis

La centrale inertielle est .r.za.l 2 ignée par des petits angles [d- dw.dd] on cherche 3 connaitre
Pacceiéraiion résulianie sur les axes, provoquée par le mauvais a lgntzmt:m

d
a la fipre V.6 on calmﬂe l accélération résuliante fiv et on voit que les a L]E‘Q de « non
&hgl‘n:mcm » df et dyi pic j stteront 1 accélération et fF sur Vaxe X ﬁvui‘ur ‘de ceci ot obiient

I’équation suivante :

in{ d0)-0 sin{dwy)

Si 8.y sont petits , nous pouvons approximer Iequation par

v I de  fi dy av.2e;
[n appliquant lc meme raisonnement sur les trois axcs on obticnt ©
(IV.27)
w" =4 ap”
Ou:
|{() e - -f.:‘, .\l
A =S-f=i=fy 0 o | {1V 28)
\ fe - fa 0 )
e



CHAPITRE IV : NAVIGATION HYRRIDE
le cas ou P'observation est dispombie
-1

I rrtofrr p rt o 3 a o
a1 R B O e Sl 0 Il S I R T Ly K i[\f,j._—’)
pren = R T K oy (B = BT = H 0 e ) o)

o= {I—-K. H. P {1V.34)

K+l K+) L TERYN T T NH ST KX

Le gain de Kalman & 1 est caleulé d'abord, puis I'état et 1a covariance d'erreur sont mis 3 jour
cn uttlisant 'cstimation antéricure, Ic & x 414 ¢t sa covariance d'erreur, Pe- 4. Dans Fétape de
prédiction, Vestimation ¢t sa covariance d'erreur sont projetées en avant.

Dans ’étape de correction (Eq.1V.33), on peut utiliser ia position ¢t ia vitesse du GPS comme
obscrvations pour calculer le veeteur de mesure (6 variables)
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et dans le cas d’un vecteur d’état de 15 variables :

e - II i\:ﬂ olwl Dh-i 0?\-\ 0'&\:1 1 FTXT A~y
= Hep (h+1) =1, . . - i L.
Wi {3 Vig Uia  Yia )
La matrice de covariances sur les bruits de mesure # R sera alors :
B, =diagle,® 0,2 6,767 0,7 Whog

Ce qui peul €lie obienu a pariic du iratiemeni des donndes GPS.
Comme nous {"avons mentionné, le calcul de Perreur de positionnement obtenue par
5 p@sitmrs rfspec:t‘ es du OFS et de I'TNS est utilisé I.‘"' ur a§ mienter un fitre
ge les

Y
s erreurs d'INS. Cependant, il existe deux difficulté
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qui estime et ¢

. Les erreurs sur Pestimation de la position GT

’S seront corrélées fes unes avec les autre
haal

ir’ .cwt_a_rhr.n entra les comnosantas du vectenr ectims & nn moment donng - 1.2 dans ce cas Ia
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n’est pius diagonaie). L information sur cette covariance n'est pas connue du concepteur

]t‘re de Kalman r-nmr\!pmpptmﬂ:
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L'erreur de poqmcm GPS nest pas bianche mais corréiée avec fe Eemps La‘l encore, la

a
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CHAPITRE TV : NAVIGATION HYBRIDE

IV.4.Tlustration pratique d’un systéme hybride :

Cette centrale inertielle hybride montrée sur la figure (TV.6) est Peuvre de Pindustriel
allemand iMAR navigation , spécialiste de la navigation inertielle .

On voit bien sur fa figure les deux types de possibilité d’integration entre fe recepteur GPS et
V"unité de mesurc incrticlle (IMU) : la premicre cst cn couplage ¢xterne(faiblc) ; {i.c) quc lc
GPS cst considéré comme tant un systéme auxiliaire ,oxtericur au systémc principal qu’cst
’inertiel.

I.a seconde configuration définit un couplage interne (sérré) va apporter reduction de Perreur
pour la centrale inertielle et continuité de mesure pour le GPS.

iINAV-FMS
iDIS-FMS

Connector placement for using an external
GPS engine (8,N.1)

Connector placement for using the internal
GPS engine

FigurelV.6 : TMS de chez iMAR navigation avec hybridation faible et forte INS/ GPS

Conclusion :

Ce que nous pouvons dire aprés avoir étudier les differentes configuration , et bien que mon
travail ne s’est limité qu’a simuler une hybridation en couplage faible en boucle ouverte, il est
certain que le GPS et I'TNS sont deux systemes complémentaires et c’est ce que jal tenter
de faire en simulation en essayant de trouver la meilleur initialisation possible pour le filtre de
Kalman ¢tendu en s attendant a une amelioration de Ia précision de navigation .
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V.I-Modeéle de simulation

Le modele mertiel simulé est le modéle décrit dans Ie chapitre (1) illusiré dans la higure (1.9)
représentant la mécanisation globale de I'TNS,

Pour ce qut est des simulation de trajectoire ¢’est le modele inertiel sans biais « parfait » qui a
¢té utilisé. pour ce qui est du recalage par GPS ¢ cst bien sur lc modéle biais¢ qui a ¢t¢ utilis.

-En tout ,guatre programmes ont €té implémentés sous MATLAR -

I-programme « trajectoire de référence ».
2-programme « trajectoire TNS »,
3-programme « filtre de Kaiman étendu »,
4-programme « trajectoire INS/GPS ».

Dans mon travail, i ne s’agit pas de naviguer par GPS mais de naviguer par INS recale par
(GPS i des instants précis lorsque ¢’est possible. Par conséquent fes pseudo distances n’ont
pas ét¢ simulées, mais uniquement Ferreur entre INS et GPS qun a €€ prise en compte
puisque ¢’est celle-ci qui sera utilisée par le filire de Kalman pour juslement constituer je
vecteur de mesures griice 4 qui la correction sera effectude.

L’INS & la différcnec du GPS scra introduitc d'crreurs aux niveau de scs donndes
brutcs :accéi¢romdtre ¢t gyromctres pour qu’il v ait unc dérive des crreurs dans e temps.

i

£ GPS quand a i a été simuié en introduisant des erreurs bornées autour de la trajectoire de
référence, ce qui constitue la particutarité du sysidéime sateliitaire.

e modele inertiet ;

R
A ] L (243 + Gp) % |q

|
Lo ey

Fioure V.1.Modéie de simutation

64



1.cs programmcs ¢crits sur MATLAR sont définis par Ies étapes ci-dessous @
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Sous programm

-initialisation attitude
-initialisation posiion

-initialisation vitesse

Calcul des angles d attitudes
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| Sous programme —trajectoire de reférence E
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Fisure V.3. . sous programune « Uajectoire de eférence »
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Initialisation ° posmion, VIESSe, aniuae |

erreur en position
grreur en vitesse
erreur en attitude

-

Initialisation de la matrice P

Tntalisation de la matrice @
Inmihialisation de 1a matrice R
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Appel sous programme illire de Kalman

Tracés des courbhes @

g
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L
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T
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= L ¥
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Apres avorr Tesumer Ies algorithmes utilisés mous pouvons mamtonant Cntamcr nios

simulations.
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La premiére partie de simulation consiste 4 générer des trajectoires autour de a terre afin de
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constants sur le suivie de tra;ectmre.

La ci uxiéme partie consistera & prouver i"apport du recaiage en posttion durant diftéremes
Pérodes (30 mim 15 rrnp\

10 1,2

£rl

recalage de posiion.

T.a quatrieime partie consistera a prouver Pefficacité guand la périnde diminue  cest-a-dire

.
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données chaguc 60 minutes, chague 30 minutes ¢t chaque 15 minutcs
Dans la derniére partie nous verrons le comportement du recalage dans des virages.
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GENERATION DE TRAJECTOIRES

Dans celte simulation ,ce qu’il fallait avant tout faire, ¢’élait de vérifter que le systeme inertiel
fonctionne correctement et pour ce faire j’ai du lui donner a faire le tour de la terre 4 vitesse
constante pour qu’il revienne par son point de départ et confirmer fe bon deéroulement du
calcul incrtic! ainsi quc pour voir si il pouvait navigucr sur un long courict.

Les trajéctoircs données ci-dessous ont ¢t¢ ordonnécs commc suit

1-trajéctoire de 'aéronef autour de la terre suivant I'équateur .

2-trajéctoire de V"aéronef autour de la terre suivant le méridien Greenwich.
3-trajéctoire de I"aéronef autour de la terre suivant le meéridien G~ 20°E.
4-trajéctoire de Vaéronef autour de la terre suivant le paraliele L~ 40°N.
5-trajéctoire de aéronef autour de la terre suivant le paraliele L=45"N.

Puis nous allons montrer 1'influences des biais sur les trajéctoires de I'acronef.

V.1-simulation d’une trajéctoire snivant 'éguateur :

VE=440m/s ; {vitesse Est)
N=100 points ;dt=1000s ; R=6370000m;

Figure V.6. ‘trajéctoire de I'acronef suivant T'équateur

trajectoire suivani l'equateur

1 il

=

r3

=]

'
(=]

10 g ol 11
0.5 T~ P R

70



Cette trajectoire ainsi que celles qui vont suivre ne sont bien évidemment pas biais¢es.

V.2-Simulation d’une traiéctoire uniforme de I'aéronef autour de la terre suivant le méridien
d’origine Greenwich :

Mémcs conditions quc pour la premicre trajéctoirc :
Vi=440m/s ;

dt=1000s ;

N=100 points ;

trajectoire de f'aeronef
autour de la terre suivant
2 méndien d'onigine
Greenwitch, pas=1000s
¥n=44bm/s

X ‘.07 i
i L équateur
0.5 I\
i \
i \
0 I b N
05.]
.1 ' ; ¥ H]T
)
05 e
0 Tl /s
onl sl i
x 10 05

Figure V.7. : Trajéctoire de I’aéronef atour de la terre suivant le méridien Creenwich

La trajéctoire en bleu signifie la trajectoire de I'aéronet tournant autour de la terre suivant le
méridien Greenwich.
L’ aéronef est revenu par son point de départ ce qui témoigne du bon déroulement du calcul de

ia centrale inertielle.
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V 3-Simulation d’une trajectoire autour de la terre suivant le méridien G=20"E avec les

mcmces conditions

-Vn=440m/s ;
-N=100 points ;
-dt=1000s ;

L meridien-greenwieh

FigureV.8. : Trajectoire de "aeronef autour de la terre suivant le ménidien G=20"E

Remarque :
-1a trajectoire en rouge a "horizontale représente I équateur.

-la trajectoire en rouge a la verticale représente le méridien d’origine Greenwich.
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-la trajectoire en bleu représente la trajectoire de I’aéronef V.4-Simulation d’une trajectoire
suivant un paralléle de latitude L—40°N :

Pour des conditions :
-Ve=240my/s ;

-dt=1000s ;

-N=100 points d’¢chantilions ;

Figure V.9, : trajectoire de I’aéronef suivant le parali¢le 40°N
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V.5-Simulation d’une trajectoire suivant la paraliele L.=45°N :

Les valaeurs prises sont :
-Ve—280m/s .
-N=1000 pionts ;
-dt=100s

L~

[

.
-~

s

¥ 10

i
=

Figure V.10. : trajectoire de P"aéronef suivant le parallele 45°N

-aprés avoir tester le modele de navigation inertielle , nous allons passer maintenant au tests
éffectués en ce qui concerne le couplage en boucle ouverte entre le GPS et I'INS.

Influence des biais accélérometriques :

Dans la figure suivante ,la trajectoire de référence est celle de I'équateur , et toutes les autres
trajectoires représentent les dérives qu’engendrent les biais accéiérometriques :
-VE=300m/s ;

-N=150 points ;

-dt=100s;

-r0=(0,0,0).
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Figure V.11.a : trajectoires biatsées

trace de la trajectoire de laeronef

x 10

trajecteire
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Remargue :

On remarque qu'en augumentant le biais accélérometriques de 0.0001m/s® pour les six
trajectoires conséquentes , les dérives sont considérables.

Ce qui demande donc une correction adéquate de position , ce que nous allons voir dans la
deuxiéme partie de simulation.

Deuxiéme experience concernant les derives inertielles :

_En voici une autre illustration cette fois ci avec un biais de 0.000002m/s* et avec les
conditions suivantes

-VE—400 m/s
-dt=100s ;

“N=500 points ;

i



On ohtient la ligure suivanie

tracé de la trajecteire de laeronef

P

§ ... Trajectoires
biaisées

L=
SR L.

r

-

Figure V.11.b : trajectoires biaisées du navigateur incrtict

Mémes remarques en ce qui concerne les dérives des trajectoires , et ce en augmentent le
nombre de points échantillons et en diminuant le biats afin qu’apparaissent nettement les
dérives incrticlies.
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R=6370000m
di=100s

N=300 points ;

rayon de la ferre
pas d’intégration
nombre de points échantillons

latitude, longitude

rO=(-80.0); en degres

v0=(370,70), en m/s  vitesse Nord . vitesse Est

Remarque :

j’ai tout d’abord simulé 'intervention du GPS chaque 30minutes ce qui constitue une vision

réaliste du probiéme puisque dans la réalit¢ lo GPS ne peut valider les doanées en veol
qu’aprés un certain moment (?(}min 15min) , j‘al ¢gaiement supposé que [’intervention du
GPS etait pf:n_.!H ye ce "..u n'est pas nécessairement iP cas dans In réalid a cause des

)

[4

Y
probiémes de pertes de signai ou pius précisément ce que i'on appeile : « saut de cycle » ou
encore un satellite défectuenx nouvant canser I"acg wisition de données erronees | ce 1_111_11

Ilsqllﬁl"dll el Cus U UllllS'dllUfl UC CEs UCIH.[C! =41 U€ cduser une plllb LIOSNC UEII\"C UC l HGIUHUJ‘:
Par conséquent dans foute mes simulations | les données de recalage sont supposées valides et

IOMOnNng) pas © pi':a Il

lcb dlE\Oi 1T11111\::: .E\..t'\_l VJ_ lleCiVCl dulUllUU.liUle 1lilcgl ll.V i_ll.UllliUl illg) 1]. ont pas t
comptc qui représentent les algorithmes de détection ot dexclusion du GPS.

Te



latifude €1 dagrés

Longitude &1 degreés

Figure . V,12- recalage de position en latitude chaque 30minutes
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0 1 2 3 4 5 6§ T
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Figure V. 13- recalage de position en longitude chaque 30minutes

2 |—————Trajectoire de référemes
| Traje e b0 ir e .1
————— Trajectelre corrigée

35

.10 | i ] i i i i
0 1 2 3 4 5 8
Temps en heures

-
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Figure V.4 :la longitude en fonction de la laltitude
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siituce ¢1 degrés

Longituce 21 degrés

Figure V.16 : recalage de position sur la latitude chagque
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Figure V.17: recalage de position sur la longitude chaque 15 minutes

Trajectoire de référence
e Traje e foire NS !
jm————Trajectoire corrigée
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Figure V.18 : la longitude en fonction de Ia latitude
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Figure V.19 - la latitude en fonction de la longitude
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Remarque :

On constate guc déja avee un recalage de positions ¢t on diminuant ia periode de recalage on

arrive a des resultats saticfaicante que ¢2 cnlt an L‘ntude o en ]nncnhw{a . at encore nlnc:

visiblec sur ics courbes de trajectoires (latitude, longitude).

Nous allons voir dans ce qui va suivre I"apport d’un recaiage de viiesse au recalage de
o
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Simulation du recaiage de position suivie du recalage en position et vitesse

Nans cette partie  le but est de montrer Faméharation que pent apporter le recalape en vitesse

r

au recalage e pu:nuun .

vO—(150,240) . en m/s

P=diag(100) ;

Q(1,1) Q2.2) Q(3.3) 0.1y

Q4.4) O(5.5) Q6.6) (0.01Y,
ROLL=RE2.2=R3,3)=(0.0001 ¢ ;

R34V RE5,5) (6,6 (0.001);

: i

position et ia matrice augumeniée H pour le recalage de position et vitesse comme éxpliqué
dans le r_h«;rn tre TV,

g



Longituce 21 degrés

FigureV.20 :recalage de position chague 30 min sur la latitude
:¥ Hﬁgsg Itg p€§?i; ;_Gel-: HeE
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Figure V.21 :recalage de position sur la longitude chaque 30min
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Figure V.22 : la longitude en fonction de la latitude
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Figure V.23 : la latitude en fonction de la longitude
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latifude €1 dzqrés

Longituce 21 degrés

Figure V.24 recalage de position et vitesse sur la latitude chaque 30 mun
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Fieure V.25 recalave de position et vitesse sur la longitude chaque 30min
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Ficure V.26 1a longitude en fonction de la latitude

Figure V.27 - la latitude en fonction de la longitude
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Ln analysant les résultats obtenus | nouﬁ arrivons 4 voir 1’ eﬁmacste qu’ engendre un recalage

e A%un racalace Aa
HHE i

Ao wvita i
[ S Lz il

GDOO an
ATt Wil '.llHJ WoBLL

Dans cc qui va suivre la simuiation CONSsistc 4 prouver que meéme avee un recalage de viresse,
le fait de minimiser la periode de recalage , cela entrainera une améliopration trés nette du

suivic de trajectoires.

Les condiiions de simuiations soni fes mémes pour le {ilire de Kaiman ei comme smi pour ies
valews initiales de position -

K -
P o N NOoNN P
VUT E/u 20U} ] €N IS
& g .
ha=0.001/s ;
ey N AN A4
IJE AR VAW .S B W Tl

iongtiude chaque 30min.
1|ude chague 15min.
mbuuue chaque i5mm.

10
-reca:age o
-recalage posiio

-Tecaiage posiion et viiesse su

m

0O
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SIMULATION DES RECALAGES DE POSITION ET DE VITESSE :

Dans cette partie , le but est de faire valoir 1’éfficacité du recalage en position et vitesse en
diminuant fa periode d’intervention du GPS pour recaler I'INS.
Les résultats obtenus sont diviscs cn trois partic :

1-recalage de position/vitesse chaque 60min.

2-recalage de position/vitesse chaque 30min.

3- mc.ilabe de position/vitesse chaque 15min.

Les conditions de simulation ont €t€ les suivantes

-ba=0.01m/s* ;bg=0.02rd/s ; (biais accélérometrique et gyrometrique}

-r0=(-30,-20) :{ position initiale) enrd ;

-v0—(150,240) (vitesse Nord el Est) en m/s

I-recalape en position et vitesse chague 60min :

recalage pos-vitesse &0min

i§ I it @ﬁféii’”"

(=]

latitudz en deg és

o
3
~4

0 1 3 4

temps ¢n heoures

Figure V.28 : recalage de position et vitesse sur la latitude



rer pos-viiesse 60min

=S

49 |

Lergituce =1 degrés

Figure V.29 tecalage de position et vitesse sur la longitude

Remargue :

T.es trajectoires en bieu représentent les dérives accelerométriques et gyroscopiques.
I.es trajectoires en vert représentent la trajectoire de référence.
Les trajectoires en noire représentent les trajectoires recalées par GFPS.

-ce que I’on peut dire en regardant le comportement des trajectoires ¢’est que déja avec un
recalage de 60 min |, on a un meilleur suivi de trajectoire de la part de Pacronef en utilisant e
GPS comme moyen de recalage.

-les courbes qui vont suivre représentent les trajectoires (latitude en fonction de la longitude)
qui définissent le mouvement de I'aéronef projeté en cartésienOn y remarque trés bien
lecomportement « borné de I'aéronef » qui est éssentiellement du 4 la particularite du GPS
dont les érreurs sont bornées dans le temps.
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Figure V.30 :1a longitude en fonction de la latitude

Figure V.31 :la latitude en fonction de la longitude
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latiude €1 d2grés

Longituce 21 degrés

Figure V.32 :recalage de pos/vit sur la latitude chague 30min
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Figure V.33 :recalage pos/vit sur la longitude chague 30min
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Figure V.34 :Longitude en fonction de la latitude G—{{L)
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latifude €1 d2grés

Langitucs 21 degrés

Figure V.36 :recalage de position et vilesse chaque 15 min
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Figure V.37 :recalage de pos/vil sur la longitude chaque 15min
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Figure V.38 :longitude en [onction de la latitude

Constatations :

En analysant les résullats , on remarque clarement 1" amélioration du suivis de trajectorre par
I’aérone( en diminuant la periode de recalage de 60 a 30 puis & 15 min . en réalit¢ le GPS de
navigation ne peut valider des données qu’aprés un certain temps qui dans le meilleur des cas
est de 15 minutes.

Dans les simulations suivantes ¢’est le comportement du recalage lorsqu’on fait faire un
virage a I’appareil qui va étre tester.

Lcs conditions scront Ics suivantes :
rau— (10,0,30) en degrés.

0= (-40,-20) ;

V0=(270,0.0) ;

Les figures qui suiveront montrent un recalage progressif de 60minutes a 30 minutes puis a
1 Sminutes de peniode de recalage .
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latilude €1 J2grés

Longitude ey degrés

figureV.39 -recalage de position chague 60min sur 1a latitude avec virage

—— trajectoire recalde par GF3

10 |-
= —— frajecioirs de reference

—— frajectoire NS

41 SOOI SRR S, S
%0
40}
50 L ! ! { | i
0 1 1 3 4 5 5 1
temps cn heures
Figure V.40 :recalage de position chaque 60 min sur la longitude avec virage
Al s .
- = trajectaire recalée par GF3
- — traective de efrancy
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-20 |
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Firure ;1a loneitude en fonction de la latitude

el . i ‘ , i
-49 -30 220 -10 g 10 14
Figure :la latitude en fonction de la longitude
20
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latifude €1 dz2qrés

Longitude e1 degrés

Figure V.41 -recalage de position sur la latitude chaque 30min avee virage
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Figure V.42 recalage de position chaque 30min sur la longitude avec virage

"—-—Tra.jer.ilsire de réfirence
jm— Traje ctoire INS
Trajectoire corrigée
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latitude €1 d2grés

Longitude e degreés

Figure V.43 recalage de position sur la latitude chagque 15min avec virage

————— Jrajectajre de Référance
T - Prafwrivire taTrigee | it

Figure V.44 -recalage de position chaque 15min sur la longitude avec virage

j————Trajectoire de référence
——Trajectoire INS
| Trajectoire corrigée

40
|
45
| i i i i
0 1 2 3 4 $ 8 7

Tem ps en heures

Le filtre a bien répondu et le recalage marche méme dans des virages pas tres accentuds |
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Les dénve Cs 1cs spectives cn latitude ¢t ¢n longitude sont dc |
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Aprés 30 minuie, Ie recalage ofire une meilleure correciton encore et ne fai gqu augmenter
précision de la trajectoire prise par "acronef

Un recalage d’une période de |5 minutes offre d’aprés les résultats obtenus une quasi

periecticn du suivi de trajectoire et minimise au maximuin 'écart entre la trajectoire de
réference et la trajectoire réelle.

I.e tiltre de Kalman s”est bien comporté dans les tralectones hnea:req comine dans le ¢as non
litn

é ra at nar sancddaiant anren t m

3 3 1
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Synthése :
Pour tout fes résultats trouves, que ce soii pour un recalage de posiiton de position viiesse 4
différentes périodes | I"hybridation faible INS/GPS utilisant le GPS comme systeme auxiliaire

UE? lCL-dk.th (W] }] IK_)SiLi(N'I Ul €N "s’ll!:f\‘\C \CINUHL' [Jdl IdllC”lCﬂ [,?Ufldi(: Cl IC[FIU{JICE du PIUDIC”“‘J Utf
la dérive mertielle .

L’a chorahon auamenie en diminuant les périodes de recalage de 60 minutes & 30 minutes |

. VT E wmmzansrdrass

rears oden i) v
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trajectoire corrigée par GP’S oscille en quelque sorte autour de la trajectoire de référence.

for ey
1Oy

ey
R

I
2

En éssayant de diversifier les trajectoires ainsi que les vitesses utilisées , nous avons prouve

- £ ' o -4 g
guc hybridation INS / GPS cst un moyen sur de navigation ¢t qu'il s présente comme Ctant

,,,,, i

indispensabie 4 ia navigation long courrier.
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Aprés avoir analyser les résultats obtenus en simulation pour différentes trajectoires et par
conséquent pour différeites destinations, " hybridation INS /GPS en c-.ou"iage fatble semble
le

répondre parfaitcment aux besoins de ks navigation acricnne qui malgr¢ leurs diversités ct leur

Ao 4 b . o P R S 1. gy el s
L 1
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retenons que plus la durée de recalage par GPS cst petite | plus s pavigation 5’( ontumséc .
mais ccla dépend bicn sur de E’intég"jté dw donndes (GPS of plus précizément de la rapiditc
des algorithmes de détection et d’exclusion RAIM qui ne peuvent opérer que sous certanes
conditlo*}s

C £ i3 T

1
au passage que ic fiitre de Kaiman cst e fiitre ic plus uulisé cn Acrospanaia, .CC gut ) cspere
va encourager leg étudiants 4 venir a “m’"‘}"iét-r ce travail par Iutthigation du filtre en queuti(\n
pour une hybridation serrée ou trés serrée | encore par i'utiisation d'un autre type de
filtrage tel gue le filtrage particnlaire(BIB) et ..’aut.r, Pnr'orf*

u:utﬁ seront & la hauteur des audacieux qui teiicroi
stéme et de diversifier ses applications .

fe ﬁmral par due que Uhybridation INS/GPS est un moyen performant de navigation et que
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En effet, les systémes de coordonnées sont un moyven maﬂwmat:que d exprimer orientation, le
..-.1.
-1-1

. L

module et imphcatemem la position d'un vecteur | S'que, te cohoix d'un sysitme de
coordommées, ¢ est-a-dire son {ype (cariésien, sphérique....). son origme, eic., est a priovt arbitraire
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de systéme de coordonnées ne change pas le vecteur, seulement s epresenmnan mathématique.
L autre part, les systémey de référence font partie de la théone de la mécamgue, Ce sont en effet

des vrals U’U_]Clb puyblquc\ (Il!l SOTH Ul‘dlﬂgll p HE i(::lll" eiai (lf: IO verne I'Cidlli e qui pf:.'oill éire

touts MosuTe }“h}aiq“c cst la 'v"dli.)i.t" {unc qhd“;ti relative ontre deux \y"su.»iui.,"\ - de réferonce
Les systémes de référence

Le systéme véhicule «hy fh o } :

Ce sysi€ie est 1ié au véhieule (fe référenttel propre au mobite) et oir considére gu'il est e mdme
que celui du capteur memei

Le systéme navigaﬁon «@i»

Défini dans le plan tangent local (1L.TM: « Local Tangent Plane »), son origine se fr"s“ve tﬁ‘i‘m‘rs a
fa positton actuelie du véhicule n-¢}est tangent a la surface de fa
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Ceci est un systéme dans lequel les loss de N th sont applicables. ff ne suit pas fa rotation de la
torrs af Annn na tomme nag nar rannort auy atr ln-c- T *Arioina dAa o C‘\Jﬁfﬂ-mﬂ mot 1s nentre rip- ]o
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Terre. Le systéme de coordonndcs correspon d 1 SCra un systeme canc'anm AVEC SCS AXCS NOLes |
Axe X vers le ¢ Vernal Eqa,.,, e » {éiple distante),

AXC Z VOIS ;b‘ p(_}}t: Hl"'(i
Axe Y: pour comnieter le repére direct.
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Le syst&me terre wen {NCTF-TNarth C entemd Carth Fixed)

I swit Ja rotation ie fa terre ef Porigine de ce systéme est le centre de fa terre. en conséquence
ce systéeme coincide avec le systéme nertiel une fois par révolution compléte de la terre sur
elie méme

Axe X vers le ménidien de Graenwich { Longitude—(0Y,

A 1

Axe Z: vers e pole nord,



Axe Y: pour compiéter le repere direct.
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Figure FCEF NED et coordonnées Géodesiques

Coordonnées Géodésiques (1.a norme WGS-84), et projections cartographiques

Plusieurs problémes se posent forsque 1'on souhaite positionner un objet de maniére absolue sur
Ie globe terrestre :

- La terre n"est pas réellement un volume de forme réguliere. Elle est genéralement assunilée a
un géoide ou un ellipsoide. Le géoide est une surface équipotentielle coincidant avec fe "miveaun
moven de fa mer” et en chaque point perpendiculaire a la direction de fa "wverficale locale”
{direction de la pesanteur). L'elipsoide est une surface mathématique coincidant ausst bien que
possible avec le "géoide" et caracténsée en général par son "demi-grand  axe” et
"aplatissement” . Suivant Pendroit du globe oit P"on se trouve, certains modeles d’ellipsoide sont
localement plus justes que dautres.

Dans la plapart des applications, le monde est localement représente sous la forme d'une carte
plane. Or la projection d’une surface courbe sur un plan peut se faire de différentes fagons, et
requiert donc une foi de conversion entre les coordonnées géodésiques absolues et les
coordonnées planes dans ce systéme de représentation.

Le World Geodetic System: (WGS 84)

Comme ses initiales I'indiquent. le « WGS 84 » est un systéme de rétérence terestre. Mis au
point par 'arméc américaine cn 1984, il cst lui-méme {"¢volution du WGS72 utihise
précéedemment,

Lc WGS cst un systéme tridimensionnel, les coordonnées géographiques, cxpriment la position
en fermes de latitude, de longitude et de hauteur h. Celles-ci sont basées sur une référence
d’ellipsoide de révolution, qui est une approximation de la forme de la Terre.



{! cuipsomc, Al pom en qiieat's G, G..\f cgm k] ;'é"c & Véquateur et est compté positif pour
I"hénuspheére Nord, négatif pour "hémisphére Sud.
La wugu‘ﬁuc A o CTest ’angie entre l¢ ménidien de Greenwich et le mdridien du ‘pﬁ:iit =t
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entre e point considéré et I'ellipsoide de référence mesurée seion la normale a {'ellipsoide. Cette

e la
valeur est définie dans un sy octama gnnr]pmnne at pent différer de 'alptude de nhu:n:nr:- dizaineg
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de metres. i IE!HI remar quer que {OHS ies svsremes de posmonnemem par sateifties fournissent
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L'afitiude d'u pumt M d’um‘: :“iui'f' ce lopographique est de maticre wés approchée da disiance
entre le point ct la surface de référence Appulu., géoide. (Le systéme dos altitudes IGN69 ).
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La formule de conversion est la suivante
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Mathématiquemant caci revient & une transformation de coordonnées des vecteurs du repeie b au
repére n et vice versa. [l existe diverses méthodes de représentation d’une telle transformation
dont les angles d’Eulerar, la DCM et les quaternions, {.IU‘.' 01] et JGRE Olaj. Pour des ratsons de
simplicité on a choisi les angies d”Euler pour ce travail.

La délinifion de la matrice de translormation du repere-n au repere-b est
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calculées & partir dos vitesses angulaires fournics par les gyroscopes en utilisant I'éguation Ea -

La « Direction Cosinus Matrice » R est la matrice de passage inverse du repére b vers le repere
i par fuent
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Les notations S et € sont utilisées pour sinuis et cosuis.
Les angles d'LCuler, le cap (lacet), le tangage et le roulis de la matricese calCulent a partit des
glémenis de la matrice DCM R simplement en posant Péquation A 7: [FAR 98],
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O, les ¢, (12 i /5 3) sont les (i, /) éme éléments de R} et atan2 ¢st la fonction C qui caleule

Pinverse de ia tangente on utilisant les quatre quadrants.

Ea oty

i.a représeniation DUM



On peut calculer Ia « Direction Cosinus Matrice » directement des vitesses angulaires fouiiies
par les gyroscopes. La dénivée premiére de la matrice de rolation peuf &ire exprimée par
R = Rrstw’ V=27 (slo? )~ Sl ) A8
0 Y, est une matrice antisymétrique {skew symetric matrix)
IR
R, =8| r O -—pi A
P ook
w g &£ %

(i1 p, g, r sont fes vitesses angulaires {en radian/sec.) autour des axes x(phi), yftheta), z(psy

de 1z (1 ef fourmes directement par les gYroscopes,
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On peut calculer la matrice 'R} par I'integration:
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La forme discréte de la derniére équation est :
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Les angles dEuler peuvent étre déterminés, pour la commande, & partir des équations A7

Le calcule de ‘R en utilisant les Quaternions :

OO nlw par une
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paramétres qui sont une fonction de ce vectenr et cet angle. T.e gquaternion mitial est nbtenu a

Dyns l'approche de Quaternion la rotgbon o un _nr:r:-' & un autre peut Are
T 11

partir du angles roulis, tangage et lacet détinis dans la représentation d'Luler ou alternativemeiit
par les paramétres de Ia matrice DCM R en utilisant I'éguation suivant
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Le vecteur de taux de rotation du "Vqtéme ¢ par rapport au systeme / exprune dans le systéme
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w LU 0.0.@. j A3
O, @, est la valeur WGS-84 de Ia vitesse de rotation de ia terre.

@, 72921151467 X 10-s enradian/s -15.04109 degré/h

Et 9 projection dans le systéme 7 est

w, = Io, [w cos.0,-w smqp[ AZ4

tant la vitesse de rotation du systeme n par

o

w] . est le foux de transpors (Vehicle rate) représer

rapport au svstéme e, on peut ‘exprimer en termes de taux de changement de latitude et de
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Cette annexe est une introduction de base a la probabilité et aux variabies aiéatoires et jes

madales de brint utilises duans le Filire de Kabman,
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mesure 1a probabilité de réaiisation de 4 . Intuitivement, p(4) est ia fréquence de réalisation de 4
an cours dun tres erand nombre ri_, miges en pepvre de |PY£¥J\P!’!PHPP aléatnire considérée,

S bt L Peaewer  wid A petd

1

Formellemeni, ia probabilité qui est résuitats d'un €vénement discret {par exempie, une
chionenaude de piéce de monnaie) favnrtsemm nn événement parficithier sont définis par

A Résultats possibles [avorisant I'événement A #,
' Nombre total des résultats possibies N

tx

Sraiazaate

Si 4 et i sont deux événements /ncompatibies, ia probabiiité des résuitats favorisant ces deux
oo

‘mr‘ngs ogt dnrmmn ?ar : {Autrement rht, Ia f;‘gq wenee de réabization de 41U H egt la gomme

SHALW

s 3 iy £ N ek =
AAuB)=plA)+pB) 32
St la probabilité de deux résultats est indépe;«zdanre (Fun n'allecte pas Fauire) puis la probabilité
qui se produisent de rous les deux est le produit de leurs différentes probabilids:

d A~ Y= nf ANnl 1) 0t

\lll 1u; P\Kl‘f’l\u} LFnt
Par cxemple, si la ;‘.ra‘aabi!ité de voir “faces” sur unc chiquenaude de pidee de monnaic cst 12,
puis ia probabilit¢ de “faces” sur toutes les deux piéces de monnaie renverseées ¢n meéme
temps cst 1/4.{(1!?ircvncnt tos résultate d'une chiguenaude de picee de monnae n'affectent pag
Fautre}

La probabilité conditionmelie : La connaissaiice dune informafion sur uné expenicice peut
modifier 'idée quw'on se fait de la ’

c e
pr obabihté d'un événement. La probabilité qu'll pleuve

a probabilité conditionneile de 4 sachant B
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Les variabies aiéntoires :

Lcs signaux aléatoires qui nc peuvent pas Stre déerits avee des fonctions mathématigucs

Pvﬂhmtpc telleg gque deg ¢ QlU’ﬂ‘ﬂPE smusoidauy, deg fonctioneg d’échelon « step funcriong », eto,

Eiead s

Leur GCSCI'IPUOH GOH éire mise en termes pI’ODRDi!lSI@S. La prooamute jOlie un I'Clle prmcxpal dans
1a description du bruit comme ces RiFTNANIX aléatoires.
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S COn t fi
unigue 4 est en faig 0. Clest-est-a-dire o ,—0. Au lieu de cela nous powvens seulement évaluer la

probabiliié des événements dans un ceriain intervaiie. Uinie fonction conmmeme représenie la

probabilité des variables aléatoires est définie comme fonction de distribuiion cumulée :
Fy(x)= pl-=.x) B

dc 1a variable al¢atomre continuc X pour tous les
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ot

Cette fonction ropréscente la probabilite cumuié

..... e

An AL ~ I~ TY~g
Svenccnls Juaqi_u..a ot ¥ uuulpua X . LACs

cumulative sont :

I (x)—>0 quand x & —©
F(x}—>1 quand x — +eo

£ {x) est une foictioi el non décroissarie.

(Généraiement, ¢’est ia dérivée de Téquation B.3 est utilisée, c’elle la fonction de densité de

probabilité
cn_d i) .2
JA' \1)—7 X 1’] 5.0
(259
Suivant aux proprictés donndées ci-dossus de ta fonction de probabilité cumulée, ta fonction do
densité a également les propriétés suivantes:
1. 7 {x)cst unc fonction non-négative.
2 P F{x)dx =1
i
Enfin, notez que Ia probabilité pendant n'imporie quel inervalle loh] est déiinie comme
1 r r = i o -1 [ P
1 oy
polabl= }f /. Lekix B.7
: : i

Ainsi phitdt que de taire la somme des probabilités des événements discrets cotne dans

! . 5- 1 -
P'squation B2, on intdgre la fonction de densité de probabilité pendant Fintervalle d'intérdt pour

des variabies aléatoires continues.

Moyenne et Variance :



Soient X: X2 X3 .. Xa n observations d'nne variable aléatoire X' . Nous vonlons meswrer Ia
movenne de X1 X2, X, Xn | Une des statistiques les plus cowamment vithisées est Pécari moyen
« la movenne mathématique », g7 défini par la formule
- 1.& . _
Hy =X =3 X, B8
g

La valcur prévue « Espérance » de la variable aléatoire discréte a pu étre approximde on faisant la

movenne deg événements 3 probabilités pondérées:

S w » Tl prrsR s

B (P‘.J\‘r,\h! + “7 1]\:’?[);2 T (P.-:fv}xﬁ."

A B.Y
N
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Lt § | ) [ AN REW IR it Gplﬁ\l > JANENTNAT ‘_Ubllq.llllll Jll{:) TG, A WEOQOIITHANIAT ARIVEOURANNGIIT g

! 'espérance pour des variables aléatoires discretes. L'espérance de Y est .

X-EX)-> px B.19
i=1

De méme pour la variable aléatoire continue I'espérance est définie comime

X =E{x)= r i e B.11

L’ ¢spérance d'unc variable aléatoire cst ¢galement connue comme la moment stalistique

oof P pirf i 1
o GPGFE Q.

Mesurons ensuite la variabilité des données ou « la dispersion des données ». Les statistiques
ies pius souvent utilisées sont s variances o, ¢t Ics écarts types o, = /o, * Nous avons :

2 - Io(, . 221
FETEVRRTawY B D U T B I IR I N T SR -3
il IR Y 1f i i-d 3. Iy 1
Gy =AY A ) jz‘.{;:ié'ﬂl —;l\é«/{ fzvt}wk)( }—f’-'t“\} B12
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Line caracténistique uftle Hiée 3 un sipnal aléatoire est son auiocorréiafion, soit sa corréiation avec
Tui-méme 3 fravers le femps. Ta comrélation esl une maiiére de penser a ia disirihution de

JUNSIO T B5¢ U e g 27 Wt S g S T T e . T — T
Piovdunliic U us p.! (WL k] 26 AICALVH T L uc g LVULIULILNT YL f L) [A=iBE I )
Sfomctiond'autocorvélation R _ (Afypowr nne processns ou variable aléatoire x(7) est définte

COMUne :

(. v T /v 4.y
R {00 )= Flale ol )]

X,

=

[y
[



a4 6 tupw;
autocorrélation

v ks e 1

!Jl![ﬂ }c,a lh\;aut\ fietiz, :')l 1+ r [
alors I'éguation B.13 dépend qeulemen de 1 d;fferenc A
peﬂ[ éire réécrite comme |

e
21
Ql
b

Y 14
3 e

Ainsi, Cest Pespérance du produii de deux vartables aléaioires fonciion du temps. e résuliat esi
une fonction des deux temps.

R . t.)=1 } xx, Fx,, x, My,

5

On f(x,,x,) est ia distribution jointe de probabilité. 1.a fonction d'autocorréiation donne ia

carralal a4 danry netante
AW RBIL LALRATRLEEZALS

Ttandaneca”™ dina fonetion r‘ avair la méamag ciona af Aatra
La g R A VEvEEL L L% ALY wi WAL N V\Jll\ll\f; 11
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différents.
T 2z cdisamcoeds cramensadaraad .o 4,
1A ACHIDILG DPU\JU aiv L\

i.a densiié specirate de puissance est la transformée de Fourter de ia fonction
d'antocorrélation, ainsi:

o
>

s

S, Uw)=3[R (r)i= f R (rk7dr

A N A

b ovn rdomaiandsn rngmonsrdbarandon cdis vvrasecaararess svik srvves wamonrmeeers cdarcaciben dan e £olcrronninen AV iaam svgaevnas
LA CEIEDY LRy npbullﬁtb L1 }Jll!h\‘!dll\d\: v LIRS DN OYRAL A SIFCUT0 Ol COTICTIU OFF 10 \.r\.ll.l\:l‘\ab l.l LEERS ‘ll,!!ﬂl
et par conséquent, de son contenu de pussance. Naturellement, Ia transformee de Fourier
inverse retourne lautocorrélation.
o P ot _
R {r)= ?— S, ol do B.16

De méme, ia fonction spectrale de deunsités de puissance croisées est :

by frln\f —'fh? (‘r\ — ru 2] {f'\lr,-jmr/f'f R17
N LT I O Ll it
Les prncﬂes“s aidatnires !M.)J ,9} et lee modéles de broit du Filire de Kalman:

Avani de se pencher swr le Mire de Kalman expliqué dans e chapite T, i1 est nécessaire

d étudier les modéles derreur sur lesquels il est basé. Cette section présente une discussion



abrégée des aspects de la théorie des signaux aléatoires qui sont exploiiés dans le rapport. Des
sources de bruit dans le filtre de Kalman sont modélisées en tant gue processus aléatoires. Le
processus aléatoire peut étre considéré pour comme une collection de fonctions de temps
appelées un ensemble.

1t est possible de définir et de comprendre le modéle de bruit du filtre de Kalman. Les bruits
modélisés dans un filtre de Kalman doivent étre:

. Gaussiens {ayant une distribution gaussienne)

. Centrées (non biaisés) (ayant un moyenne nulle)

. Blancs {contient toutes les fréquences)

Ce modéle est une idéalisation mathématique puisque le bruit blanc ne peut pas se produire dans
la naturc parcc qu'il cxige ung éncrgic infinic. Les formules de la scotion suivantc permcttent
d exprimer ces processus de bruit blancs sous forme de vanances et de covanances qun sonf plus
facile d assimiler.

Les modéles stochastiques normalement utilisés par les concepteurs du filtre de Kalman pour
décrire des variables aléatoires sont dos modcles lindaircs simples tels gque @ biais {constantc)
aléaloire, un bruil blanc, une marche aléaloire el un processus de Markov, ou un processus
pernodique.

Ceux-¢i sont suffisamment décrits dans [GEL 74] et IBRO 97] et sont habutuellement distingués
par leurs fonctions d'autocorrélation autocorrélation distinctes i{ 7 ).

Filtre Formeur Auto-correlation DsSp
(Shaping Filter)
Bruit Blanc . 4
(1) = w{f) — & - ¥, (1) =c'd(n) SO —
w(n) x(t) @
» . >
Constante x(to) . AW (=R a+m 'y
(biais) Aléatoire ¢ — sk
(1) =0 [l_x® o
_—m-uw-u-————.—.—? =
Marche x(to) P (1) = gtS(r—1) 4
Aleatoire - ot |t
(1) = w(r) w |1 X0 / DNE o
-t
Gauss-Markov .H
1 Y. (nmoel W'
(N = “(f)—FI’(F)
P'_ B »
r : o

1.Bruit Blane :{« white noise »», noté w)

Le bruit blanc est défini comme un processus aléatoire stationnaire dont la fonction de densité
spectrale de puissance (PSD) st constante, ccla signific que Ic brust blanc ¢st un processus




te sut tout 1 axe des irdquences
iplitude spectrale constante est 4
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oire centré Jont la densitd spech E‘l‘t
il contient toutes les fréquences damplitudes egales. 5i
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Fourier d'une constante, qui est le deita de Dirac « La fonction dautocorréiation d'un bruit
£

blanc est une impulsion de Dirac », Clest a dire que la fonction d'autocorrélation d'un processus
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aléatone gaussien blanc zéro ceniré x{7) est:

Rir)= 48(r)=c"5(r) B.18

La variance d’un processus d i bruit blanc est égale a son mnhtude spectrale. La Valeu dun

>
wrerrical sloe el Bdiieas A crbernee rrodapd s et ool
signadl G briiit blanc 4 un cortain imstant ne dit abso

quelle autre nstant .

iLConsianie ai€aivire (random bias (constant})

TV.o o mpincdmead o 8 st Loarl O e REZ Dol sy TR g Tollie s b iae
L CONSAINe awedinyge satisiait lELlLIdLlU!I AIICTCHUCHE Ssuivdiwe |
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I._: l.,l(ll Il{ d GF Lol HInS vell IAdU G adiuagiyziiv ol 1a uinil rpraeeg wat (Aol ViRaiiin l..lll(l (WL
deférence aura la forme suivant

1 Y -

yi+ij=yij+a, 3,20

I Marche Alé: tOlre { “Winner process” ou “Brownian-motion process” ou “random
£

[.e processus de Winner est défini comme I'intégrale d un biiit blane gaussien avec nn état imitial
i f"" T -~ o

éga} a zét (i i(";g.iauuu d’un bruit blanc gaubue 1 ene a i cffet appt":f.ﬁ arche aréatoire)
Alnsi Ic modCle approprié ¢'Ctat est sous la forme de 1équation différenticlic suivante

y A FAY ™
= ki }, yilhj= B.21
ia 1(1’; est i unité d’un bruit bianc gaussien et & est un facteur d”écheile.
I_ équation de déférence aura la forme,
I3 N rd Ry Y
W+ =7 + k)i B.22
ol df cst la fréquence d”¢chantillonnage.
Ainsi ks variance de l'intégrale du bruit blanc croit linéairement avec le temps. En outre,
I’écart type croit avec la racine carrée du temps
TV. Processus Aléatoire Gaussien @
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La distribution noimale ou g,au::‘ g est tics p‘t‘li}?s:““ &t seit souvent & modéliser les Svucmc:v
aléatoires, beaucoup de processus aléatoires se produisant dans la nature semblent réellement élre

nrmalamant dictihné a1 trag nracsha d etr' narmnlam + Aictmhnde
nermaiement Qs luu-uu, LI LD AR A normaiemeany GISWeucs,

B £ 0N

Un processus aléatoire est un processus gaussien si pour tout ensemble d'instants i, ¢
- - 3 - ~ TN Y . 5 S
Le¢ veetcur aiatoire correspondant x =(X,,X,,......,X Javec x = x|/ ) posscdc unc densic dac
probabniiié LUII_}UHHC multidimensionnelie  gausstenne, Chague X, possede e densi€ de

habily
L.

. (oo o B
[ B 3 ..,....l_\"{ ‘uij I nAA
Po\¥)= —— =X = | B2
[ Y i ! L0, :

On et g sont des consiantes. e paramétre y_ est la moyenne de la population, et F'écart
type est égale 4 & La loi normale (ou la loi de Gauss) de moyenne m et d’écart type & sera

représentée simplement par le symbole : N(m. )

e de GGauss-Markov (Markov process)

[In processus aléatoire stationnaire x(7)s'appelle un processus de Gauss-Markov si sa fonction

d’autocorréiation est de ia forme {Tableau 13);

f#ir!

4N 1 fils @ ey
R At)=0c7e ™" B.24
On remarque qu’elle est décrite par deux paramétres: son RMS & et sa constante temps? =1/ 8

L fonciion exponentielle d'aniocoreétation indique que les valewrs d'échanitiion du processes
deviennent graduellement de moins en moins corrélées au fur et & mesure que le temps de

séparation |7 entre ies échantilions augmente.

€ szs:, -Markov dont la fonction d'autocorrélation est exponentielle est
Ao

L4]
L
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blanc) [BRC 97 5.96).



Le PTOCEssus de Markov de plcnum oidre est probablement le modele \w\.uabuquc le p iis utiie,
puisque e biais (constant) aléatoire ef le bruit blanc sont ous les deux, dans un certain sens, des
cas particuliers du processus de Markov. Nous déduisons qulil v a une représentation générale
pour le biais aiéatoire et Te bruit bilanc, dépendant de ia valeur de 5.
le = ot - Ar) R27

i
]
42
%
-
1+

s1 1=1/ 4 est wés grand, ce processus de Moarkov se comportera

PR PR | L -

essentieliement comme biats aléatoire (corréle), et si 1=1/ g est trés petit, elle se comportera

o )

l&ib lUl iC COIT Cll.‘ll!U.Ll d LC.IU ) L quidu’dﬁ D "Q lULLLLl.IL UUHL

L LV i

COIMNNIES U.l l.lll Uil |11 COT C}é,
un "modéle” idéal A utiliser en extravant les paramétres du modéle deirewr o et T=1/ £4 partir
d'une {onciton daviecorrélation. Mainienani en uiliisani la déimiiton donnée ci-dessus, pous
poivens obtenir "une fonction d'antocorrélation” du x(7) mesuré. {dans ce cas-ci, par exemple les

.

erreurs systématiques (biais) de la Ci). Alors, en appariant ia tracé de cette fonction

d'antocorrélation W an modala de Véouatiopn B.24 lae naramatrac mandalas ~ at
waele g lequation 524, 85 pPa 23 O ot

AR333 E g, TALE AR RN 3 RRS B IW LI W

T=1/ Bpeuvent étre facilement extraits comme suit. La valeur initiale est ¢7 :

i .

-~ & ) rd b
ol =R (0} etlepointon R, baissea o/eest T-1/ 2 B28
~  fd | = 30
R AT)=0"¢ B.2Y
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e
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~ obhomann o foumng
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{Challis et Kitney novembre 1991}
[n processus juiblement stationnaire a une moyenne et une fonction 4 auto-corrélation {donc une

variancej constantes,
[/n praocessus est wrzmhk'mem stationneaire fou fortement stationnaire) lorsque tons les moments

L

T aandincith
L] E'Jll'ltl'l—\.' L3

Un processus aléatoire est ercodigue si ses moments nenvent étre obtenus comme des movennes
3 partir dune seufe de ses réalisations (réaiisation — ensemble d’échantilions}). e méme,

HIQHHI aléatoire serait emndique ] ]2 moyenne instantanée est eﬂl]lVﬂlenf& A la mavefnie

UG.UDCLUU!C .L"d.l.ib jt ot £ o LlLlculLd.ll..l \.-Cbl llli})l]qll{? Llll [EVE cuxauunuu Ut} bl!!,lid.l d!.l PlULCbbLIb
conticnt toutes les vanations ‘stdtl%tlllilbb possibles du processus., i'\lllbl.. auvcune mformation

lf st ansamhila ds oiona tAmnin an r\lm Aa

additionnelle ne don Ui ChsCilioie GO Sigila WIS B (4=

At arya
CAVERAEEELFINT A LI  51% AEGFEL Ul..l \w Eﬁiﬁu\-ﬁ\v Un \.) OUJ

iinformation obtenue a partir dun seul ¢échantiifon. On peu donc afﬁrmer que pour guun

nrocessus soif éreadiaue. il doit nécessairement stre stationnaire. 1" Inverse n'est pac vra,

e R e B J LA B L b 205 B8-LN0-8 ) siasal aasanl
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ANNEXE C: Linéurisation par différenciation

L'anaiyse de I’erreur utilise ia différenciation pour iinéariser les équations différentielles de notre

svstéeme  Hal-44  'expansion par série de Tavior utilisée pour la bméarisation d'une

fonction f{x) cst évaluce autour d’un ccrtain point nominal connu F(x, ) [GRE 0ibjct [BRI 71].

L état {O‘d ia II"[_}E.‘C[OII'B) réeile ¥* pEUI éire écrit en termes de x° et d'erreur &x”comme suit -

,{.ﬂ = x»’i +(&‘-xfn‘ C.!

Par exemple, les perturbations de fa position, ia vitesse, 1'atitinde, et de fa gravité peuvent éire
exprinées comime ;

!';ri — rh‘ +&PH _2
" = v 4 A 3
Sy =1 - rm e C.4
yi=gt+e” 5

Oy y"sigmifie le vecteur normal de yraviié sor Pellinsoide T.e ™ el o indiguent les valeurs d*étal

calculées ot Ies erreurs, respectivement, Z° est la matrice antisymdétrigue représentant Ies crreurs

Alrrerian ot ao
Wb WL DWlIRAALLLIRL.

{1 s P
l = =
7 =S8(50") :(E"X)E £, 0 - £y E C.6

el sl 0

La dérivation dc 1'¢quation C.4 cst expliquée en [BRI 7]

Modéles dynamigues de Perrenr inertielle (position, vitesse, aftitude} :

Le modéle (iyntnm:que de i'erreur en position

les équations dynamiques de 1a position sont des fonctions de a position et de la v1teq%e.

L

éau

4 1
tnn Areicdi;cmo Awvnanseiasiac e stzane o s A as aw Az Réwn snbedisncrmn o
23 &quations dynamiques derreny en pumfm' peuvent cire OOISHtes €n

partielles :

o T B R |
[

G = i 8t B vt C7
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3
Lin référence a I'équation Liq. i tlon dynamique de la vitesse peut &tre exprimée comme :

‘:ﬂ”f —{20) +r1) ]‘(V +V C.i0

(rat

La perturbation de fa derniére équation donne :

Vo =(I-E" YR +F0) - Qo) + o), +2d0] + 0wl X (v, + V. )+ 2" + 3" C.ld

5 . o s ] 5 5 s & i sk
= (2 L St velv" v Ao (3w am Yl V= gt f ) L RS
o (2 Fag, Yy v+ og {2, Xy V—gtyr L

[

BN U s 3 OO ARSI o R £, U I no /c"n\“{.m r’.‘:‘(_n.:i;.:-
- !‘enx‘\“m"’m + (uenr,-{- ay (‘“‘(Jm + {U:m)x‘\o‘ rzn} ./:h’ & 1‘1‘)(5‘:‘;1.

les premnier et deuxidine fermes peuvent &tre développées en fonction des erreurs de position et de
vitesse. En retournant 4 Iéquation A.27 on trouve .
{ T cos@+ v, Arr 1 3
i Kttt s TLERE |
2" :il —v, Ar, +h) 13
-



ia perturbaiion de ia dernidre équation donne : Zdw. + dw), = &2 " + &1 " C.id
£
AL,
: e
2m sing 0 b
£ I A E
LT L X l
1
v, i
X =l 0 0 et €15
(r., +hyY 5
- Ve - v tane |
TAW, 08 - v e
(v, +hycosg? (r, +AF }
Ly
{341
Py . p P P
{0 1/, + k) 03
[ ‘ 4 1y b s
3, =) -1/ry +h) U ug
I " PRI 7OV A n I
\_U 'lr.!.lj(?tﬂ\l]- 3 ‘J_}'

V:,, X()ﬁ(i_);: + rs‘n);;) = (v:‘n X ){éﬂ,é)’r” -+ r_mv(ﬁd’) = (l’:" X )fﬂﬁr” —+ (L’:ﬂ X }(Dv(‘)l? (‘ i6
En poursuivant ia dérivation, nous obtenons :
1 v, 2 A v, Hang )
-2V, COS P~ ——— 0 - eeds B = |
(ry + hycos’e (ry +HY  (rr +h¥F 5
o ~ . . Ve N -VoVp vevotang | o,
(vix)=| Zo,{vycosp—v,sinp)+ ——"r — &2 & {7
{r, +hcosp (4P {n PRy |
5 a2 |
v, sing 0 < E
e £ ir +h¥ ir 1 he ]
X Yy s Vg TIEE g
| =
K



e Y
Yy -V, tan @ 0
£ w X g s
L ] Fr +r
laiddi = & s vy LA 0 1R
wak) () {) 1%
o+ # o+ h
o it
- \J;\ 1
' 0
K+ h Fo+h

Le vecteur de pesantcur dans Ic repére de navigation, g° cst approximé par ie vecteur normai de

N v 47
pesanieut (0 0 p) el v change avec Valiitude. Supposons un modéie sphérigue de la tere el

le madale sumplifié smivant de la pesanteur [ROG— a0 } :
£ R N2
v | 10
j’ l){ j N B
\R+ k)
La ot y, cst la pesanteur normalc a k=10, cv R - .\,!ir., r, Par la différenciation de la dermicre
équalion on oblient :
" o B N e
Sy =-2 o C.20
\ R+h J
En utilisant 1’équations de C.13 a C .20, Féquation dynamique d’erreur dans 1a vitesse C.i2
pent étre réécrite comme st -
¥ Y -
F'=F "+ F &+ f"xE"+R .
vr ¥ L4 7 5 C;.’l
™
i,
P 0 T Yt
i {7, +h)cos’e (v, +h¥ (. +hy i
! . e ! c22
F =20 coe vysing): BV v “V¥p Ve lang ' o
E e ’ (r. +eosip (r. +h¥  (r, +h¥ !
i - v’ Vi © |
i wz'v',,a;, S 7 ] : £ —k * = :}';’{A'f}i}z 1
i e fp L B2 (e 1 baT ]
1 \rE Ty Vigs vRg ;
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vy (@i @ Vo, + ¥, tan g Vi § :
oo~ 7m cinma_L BT T oS 2] i {23
Ko~ 20 sing 2a, cosy E C.23
r+h 2 ,r.,.*}z;
'I."' V';‘. E
-2 -2, C08Q 0 i
.+ h + H }
Le modéle dynamigue de Perraur sur 'orientatio
Le résultat caicm‘é de la "1écanis-"iim SUr “oﬁent*““i p-:—ut &ire expiims par
Ry =RI(SD] N =RIS@]) - S@B]) =RUQ, -0 C.24
En comparand la dérivée de 'éguation C' 4 3 Péquation C 24 ceci donne :
—EPRI (4 - ETARE — (1 - ETRIOE Q)+ X - A
R4 - ETWT — (] - PRI Yo+ &Y, — &)
=(f — ENYRIQ —Q 'Y if - ENRIAY - A0
* FRNH AR R A in 7
(] EARECOY Y (] — ETARTANE 306
(J— LMREY Y+ (! WAL — A
par conséquent, i'équation ci-dessus peut &tre réduite 4 :
SE g I oy T Ty
LR = - LMK, - K8 ) C.25
En rassemblant les termes du premier ordre, I"éguation C.25 peut étre réduite a :
E% = —RE(A, — K20 IR C%6
ou sous la forme vectorielle 1 &7 = ~R! (Sw), - Swl) C27

Pour obtenir I'équation d'erreur pour dw; commengons par &, =R-@. qui peat &tre développé

a:

@ +dw = RI(i+ K" Y@ +6a}) 28
Lin écrivant les termes de premiéres d'ordre,

S = RIS’ + E"wlYy=R![Sw] +(c"x)w],] £.29



@ . g s H sy s ok . m . om v ve W g
&' = dw,, +{£"x)m, — R do, = éo,, +{o,x)e" - R, 6o, (.30

En rem“‘ﬂgam le premier terme du cdté droit par les termes dlerreur position
expiicitement, et en retournant aux équations A 27 et C.14, les équations dynamiques derreur sur

Porieniation nPu\.rPnI &ire réeriies comme

Paatl PR\ R T PR l ‘nﬁ 31
g F gtk 1 L om, (.31
Ons,
i~ S
; . -V,
— &, 3 U — 0 "‘ —
{ry +7)
v, «
Pamp 0 0 X 32
=4 { . , A2
\fyy TIi)
Vi v tan g
—o, s ——————— 0 —
(r. +Ncosp {(r_+hY
\__ L) r I L r _!
1
0 0
.
T, +4
-1

= —— 0 0 33
{ry +A)

- tang
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