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ABSTRACT 

          The objective of this work is the study of an infinite strip containing a 
Dugdale crack parallel to these boundaries loaded mode I. Using Fourier 
transformation, the equations of elastic problem are analytically transformed into a 
Cauchy singular integral equation of the first type. Solving this integral equation is 
numerically using Chebychev polynomials. Because of the presence of 
discontinuities in the loading distribution along the crack lips, the techniques of 
classical resolutions are not applicable and must be changed. We calculate the 
variation of the applied stress with the crack length by varying a number of 
parameters of the problem. We conclude with a comparison between the models 
of Dugdale and Griffith. 

 

 ملخــص

موازي لسطحيها  Dugdaleالهدف من هذا العمل هو دراسة صفيحة غير متناهية الأبعاد تحتوي على شق           
لاستبدال معادلات المرونة بمعادلة تكاملية یتم حل هذه  Fourierتحت حمولة من النمط الأول ، تستعمل محولات  

الاستمرار في توزیع الحمولة على طول حافتي  بسبب حالة عدم Chebyshevالمعادلة باستعمال آثيرات الحدود 
الشق تصبح تقنيات الحل الكلاسيكية غير قابلة للتطبيق حيث یتم استبدالها ، نقوم بحساب تغيرات الاجهادات المطبقة 

و  Dugdaleمع طول الشق بالنسبة لعدد من المعطيات الخاصة بهذه الحالة ، نختم هذا العمل بمقارنة بين نموذجي 
Griffith 

 

RESUME 

          Le but de ce travail est l’étude d’une bande infinie contenant une fissure de 
Dugdale parallèle à ces frontières chargée en mode I. En utilisant les transformés 
de Fourier, les équations du problème élastique sont transformés analytiquement 
en une équation intégrale singulière de Cauchy du premier type. La résolution de 
cette équation intégrale se fait numériquement à l’aide des polynômes de 
Chebychev. A cause de la présence de discontinuités dans la distribution du 
chargement le long de lèvres de la fissure, les techniques de résolutions 
classiques ne sont pas applicables et doivent être modifiées. Nous calculons la 
variation de la contrainte appliquée avec la longueur de la fissure en faisant varier 
un certain nombre de paramètres du problème. Nous terminons par une 
comparaison entre les modèles de Dugdale et de Griffith.                                                        

 

. 
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INTRODUCTION 

          L’objet de la mécanique de la rupture est de déterminer l’évolution d’une ou 
plusieurs fissures dans une structure en fonction du chargement auquel elle est 
soumise. Le cadre de la mécanique de la rupture fragile se limite à l’étude de la 
fissuration des milieux continus supposés élastiques. Cette hypothèse, bien 
qu’idéaliste, reste le cadre d’étude de nombreux chercheurs et ingénieurs 
préoccupés de sûreté concernant la propagation de défauts dans les structures en 
service. C’est le cadre que nous avons choisi pour nos travaux. Il existe deux 
types de modèles de fissure : 

• Le modèle de Griffith (Griffith, 1920) suppose qu’il n’y a aucune interaction 
entre les lèvres de la fissure. Autrement dit, les lèvres de la fissure sont libres de 
contraintes. Ce modèle présente l’inconvénient majeur d’induire des contraintes 
infinies en pointe de fissure, d’où la notion bien connue de « Facteur d’Intensité de 
Contrainte ». Malgré ce défaut, le modèle de Griffith reste très largement utilisé 
dans le calcul des structures fissurées. 

• Le modèle de Barenblatt (Barenblatt 1962), également appelé « modèle 
des forces cohésives », émet l’hypothèse qu’il existe en amont de la pointe de la 
fissure une « zone de transition » en cours de rupture ; des forces de cohésion 
s’exercent entre les futures lèvres de la fissure dans cette zone. Ces forces 
s’annulent lorsque l’écartement atteint une valeur critique δc. Le principal avantage 
de ce modèle est qu’il élimine le problème des contraintes infinies en pointe de 
fissure du modèle de Griffith.  De plus, et contrairement au modèle de Griffith, le 
modèle de Barenblatt permet de rendre compte de l’amorçage d’une fissure dans 
une structure saine en termes d’un critère en contrainte (cf. par exemple Del Piero 
1999). Il existe plusieurs modèles de forces cohésives ; chaque modèle se 
caractérise par la loi reliant les forces d’interaction entre les lèvres de la fissure et 
l’ouverture de la fissure. Dans nos travaux, nous utilisons le modèle de Dugdale 
(Dugdale, 1960). 
          De façon générale, les modèles de forces cohésives sont de plus en plus 
utilisés dans la modélisation des structures fissurées. Plusieurs types de 
structures ont été modélisés. Les bandes fissurées ont fait l’objet de plusieurs 
travaux dans la littérature. Notre travail se situe dans la continuité de ces travaux. 
Nous étudions particulièrement une bande infinie, contenant une fissure de 
Dugdale droite parallèle à la bande et située en son milieu. La bande est soumise 
sur ses deux côtés, à une traction uniforme. Le problème est résolu semi-
analytiquement. Par l’intermédiaire de la transformée de Fourier, les équations du 
problème élastique et les conditions aux limites sont réduits à une équation 
intégrale singulière. Cette équation intégrale est résolue numériquement à l’aide 
des polynômes de Chebychev.  Ce travail purement théorique peut servir de base 
de comparaison à des simulations numériques. 
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Dans le formalisme de la mécanique de la rupture fragile, les principaux résultats 
ont été obtenus par (Griffith, 1920). Bien que très largement utilisée, cette théorie 
renferme des insuffisances notoires. Afin de corriger ces insuffisances, une 
nouvelle théorie appelée « théorie de Griffith revisitée » fût proposée par 
(Francfort et Marigo, 1998). Notre travail se situe dans le cadre de cette nouvelle 
théorie. 

           Nous proposons d’exposer les travaux effectués au cours de ce mémoire 
en adoptant le plan suivant :  
Un premier chapitre permettra de présenter une étude bibliographique sur les 
problèmes de bandes fissurées traités dans la littérature, ainsi que sur les 
modèles de forces cohésives. 
Le deuxième chapitre sera consacré à une présentation succincte de la « théorie 
de Griffith revisitée », ainsi qu’une formulation variationnelle du problème de 
l’équilibre des structures fissurées en élasticité plane.  

Le chapitre 3, est consacré à la présentation de notre problème : équations 
d’équilibre, loi de comportement et conditions aux limites. Nous présentons 
également les critères de propagation de la fissure.  

Dans le chapitre 4, nous établissons l’équation intégrale singulière, à partir des 
équations du problème en utilisant les transformées de Fourier. 

On présentera la méthode de résolution de l’équation intégrale singulière. 

On détaillera au chapitre 5 la procédure utilisée pour la résolution numérique du 
problème, et on présentera les résultats numériques obtenus, pour différentes 
valeurs des paramètres définissants le problème.  

 Nous présentons une comparaison entre les résultats obtenus avec les modèles 
de Dugdale et de Griffith.     

On terminera par une conclusion générale. 
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CHAPITRE 1 

ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE 
          Dans ce chapitre, nous présentons certains des travaux concernant les 
bandes fissurées que nous avons rencontrés dans la littérature. Nous présentons 
également une présentation des différents modèles de forces cohésives. 

1.1   Lois d’interface des modèles de force cohésive [1]:   
   

          On appelle loi d’interface une relation entre le déplacement relatif et la force 
d’interface entre les lèvres d’une fissure. Dans cette partie nous présenterons 
quelques unes d’entre elles basées sur la notion de force cohésive. Cette dernière 
s’appuie sur des observations expérimentales en pointe de fissure telles que 
l’apparition de micro fissures, la croissance de cavité ou le développement de 
zones de plastification. Cela correspond à une zone de transition entre le milieu 
sain et une vraie fissure (figure 1.1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.1 : Schéma de la fissure et de la zone cohésive. 

          Les premiers modèles furent introduits par Dugdale et Barenblatt au début 
des années soixante. Prenant acte du fait que les contraintes infinies en pointe de 
fissure, prédites par le modèle élastique (Irwin [2]), n’ont pas de signification 
physique, ces derniers ont émis l’hypothèse de l’existence d’une «zone cohésive» 
(Fracture Process zone dans la littérature) dans laquelle des forces s’exercent 
entre les futures lèvres de la fissure. Dans les années soixante-dix Hillerborg et al 
[3], ont introduit le concept d’énergie de rupture dans les modèles de force 
cohésive et proposé quelques relations de comportement entre la traction et le 

    Fissure Zone cohésive 

Interaction (forces cohésives)
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cσ  
 

   Zone non  cohésive Zone cohésive  

al
cl

0l

saut de déplacement pour le béton. De nombreux modèles ont été développés 
depuis, citons en quelques uns : 

1.1.1  Modèle de Dugdale [1]: 

          Ce modèle décrit l’évolution des forces de traction nσ en fonction du saut de 

déplacement normale nδ . Le saut reste nul tant que la force n’atteint pas une 

valeur critique cσ puis le comportement utilisé est celui d’un solide rigide parfait 

jusqu’à un seuil d’ouverture cδ au-delà duquel l’interaction des lèvres devient nulle 
(Figure 1.2 et 1.3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.2. Schématisation du modèle de Dugdale- Barenblatt 
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Figure 1.3 : Loi d’interface de Dugdale. 
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1.1.2  Modèle de Dugdale régularisé [4] : 

        C’est une combinaison entre le modèle des zones cohésives continuums 
(ZCC) (Xie [5]) et le modèle de Dugdale (figure 1.4 et 1.5). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0δ cδ  [ ][ ]nu

cσ  

nσ

Figure 1.5. Loi de comportement dans le modèle de Dugdale 

régularisé.
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cσ  

Zone non  cohésive Zone 

cohésive 
Zone 

cohésive . 

Continuum 

 

cl
0l

Fissure initiale 

ccl  

Figure 1.4 : Schématisation du modèle de Dugdale- Barenblatt            
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cσ  désigne la contrainte critique du matériau, cδ désigne la longueur 

caractéristique du modèle, et 0δ  désigne le saut critique de décohésion. La fissure 
est donc divisée en trois zones représentées sur la figure 1.4.     

       La loi de comportement, donnant la relation entre les forces cohésives et 
l’ouverture des lèvres de la fissure, en supposant que l’ouverture se fait en mode I 
pur, est représentée sur la figure 1.5. 

nδ  Désigne la discontinuité du déplacement normale, nσ désigne la contrainte 
normale d’interaction entre les lèvres de la fissure. 

1.1.3 Modèle de Needleman [6] (1987)  
        Ce modèle décrit l’évolution des forces cohésives normale σn et tangentielle 
σt en fonction des composantes normale et tangentielle du saut de déplacement δn 
et δt. On représente sur la Figure 1.6. L’évolution de la force normale en fonction 
du saut normal quand le saut tangent est nul. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 

 
Figure 1.6 : Loi d’interface de Needleman dans la direction normale. 

  
  Les forces dérivent d’un potentiel  ψ : ߪ௡ ൌ డψడఋ೙, ߪ௧ ൌ డψడఋ೟ 

 
   Ce dernier est choisi comme une fonction polynomiale faisant intervenir les 

paramètres  σc contrainte critique du matériau en ouverture, δc saut critique au-
delà duquel l’interaction entre les lèvres de fissure devient nulle ainsi que la part 
de résistance au glissement par rapport à la résistance normale. On note que 
lorsque 0<nδ  la valeur de la contrainte normale dérivant du potentiel joue le rôle 

Pénalisation du contact 

Zone cohésive Rupture 
nδ  cδ  

cσ  

nσ  
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d’une pénalisation afin de tenir compte de la condition de non interpénétration des 
lèvres de la fissure. Aucune autre hypothèse n’intervient pour prendre en compte 
cette condition. Notons que ce modèle fut repris et modifié par de nombreux 
auteurs. Citons par exemple Rice et Wang [7] qui ont proposé une expression 
exponentielle du potentiel. La différence avec le modèle précédent tient au fait que 
la force tend asymptotiquement vers zéro quand le saut de déplacement 
augmente. Ce modèle ne fait donc pas intervenir le paramètre δc. 
 

1.1.4 Modèle de Tvergaard [8] (1990)  

         Ce modèle reprend le modèle de Needleman (1987) et introduit une notion 
d’irréversibilité du comportement : la décharge s’effectue linéairement, ainsi qu’un 
frottement de Coulomb post décohésion. On représente sur la Figure 1.7 l’allure 
de la force tangentielle en fonction du saut tangentiel lorsque le saut normal est 
nul. 
 
 
  
 
 
 
  
     
  
 
               
     
  
 

Figure 1.7. Evolution de la force tangentielle en fonction du saut tangent 
 

          Notons que le modèle formulé initialement par l’auteur s’appuie sur un 
indicateur de décohésion variant de zéro à un, faisant intervenir le saut normé par 
le saut critique, et qui fait office de variable d’endommagement dont dépendent les 
forces d’interaction.  
          D’autres modèles ont été développés en s’inspirant de celui-ci. Par 
exemple, Chaboche et al. [9] (1997), pour modéliser la décohésion interfaciale 
dans les composites à matrice métallique, proposent d’activer le frottement de 
Coulomb dès le début de la décohésion. Citons par ailleurs Chaboche et al. [10] 
qui reprennent ce dernier modèle et introduisent une régularisation visqueuse afin 

tσ  

cτ  

cδ  tδ  0 

Décharge 

Frottement Zone cohésive 

. 
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de lisser les instabilités intervenant dans l’ouverture brutale de fissure. La réponse 
dépend alors de la vitesse du chargement. Cette technique permet de remédier 
aux problèmes numériques liés à un saut de solution important difficile à capter 
avec des méthodes de type Newton. Cela permet d’avoir une réponse globale 
continue à tous les niveaux de chargement mais cette technique modifie les 
équations de comportement de l’interface.  
          Notons par ailleurs que ces lois peuvent être utilisées soit pour décrire le 
comportement d’une interface : séparation de deux parties d’un solide comme la 
propagation de fissure (objet d’épaisseur nulle) soit pour représenter le 
comportement d’une interphase entre deux matériaux (objet volumique de faible 
épaisseur) pouvant représenter une colle. A ce sujet Suquet [11] et Michel et al. 
[12] ont travaillé sur la modélisation d’interphase dans les composites à matrice 
métallique. Ce type de modèle pose des questions de convergence mathématique 
du modèle d’interphase vers le modèle d’interface.  

 

1.2 Travaux concernant les bandes fissurées : 

1.2.1 Solution élastique plane pour une fissure de Griffith dans une 
bande en composite chargée symétriquement (D.B. Bogy 1973) [13] 

         Le problème élastique plan pour une fissure de Griffith dans une bande en 
composite chargée en traction ou en cisaillement, est réduit à une seule équation 
intégrale. La dépendance de la solution par rapport aux propriétés matérielles est 
explicitement mise en évidence dans l’équation intégrale à travers deux 
paramètres du composite. L’équation intégrale est résolue numériquement et la 
dépendance des facteurs d’intensité de contraintes par rapport aux propriétés 
matérielles est représentée graphiquement pour différents types de composites et 
pour plusieurs valeurs choisies du rapport longueur de la fissure/épaisseur de la 
bande. 

1.2.2 Bande infinie, avec une fissure de Griffith perpendiculaire à ses 
bords, chargée en traction (A.C. Kaya, F. Erdogan, 1987)[14] 

          Dans ce papier, quelques formules utiles sont développées afin d’évaluer 
les intégrales ayant une singularité de la forme ሺݐ െ ݉   ,ሻି௠ݔ ൒ 1. En interprétant 
les intégrales avec des singularités fortes au sens de Hadamard, les résultats sont 
utilisés pour obtenir des solutions approchées pour des équations intégrales 
singulières. Le problème de la bande infinie, avec une fissure de Griffith 
perpendiculaire à ses bords, chargée en traction est considéré comme exemple. 
La technique proposée semble extrêmement efficace pour obtenir rapidement des 
résultats numériques convergents. 
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1.2.3 Le problème des fissures de bord dans une bande infinie (G.D. 
Gupta,       F.Erdogan 1974)[15] 

          Le problème élastique plan d’une bande infinie contenant deux fissures 
internes, situées symétriquement, perpendiculaires à ses frontières est formulé en 
termes d’une équation intégrale singulière avec la dérivée de l’ouverture de la 
fissure comme fonction densité. La solution du problème est obtenue pour 
différentes géométries de fissure et pour une traction uniaxiale appliquée à la 
bande loin de la région fissurée. Le cas limite de fissures de bord est considéré. 
La fonction fondamentale de l’équation intégrale est obtenue et une technique 
numérique de résolution des équations intégrales singulières avec ce type 
particulier de fonction fondamentale caractéristique des fissures de bord est 
présentée. Le facteur d’intensité de contrainte est calculé. Les résultats 
contiennent également la solution du problème d’une fissure de bord dans un 
demi-plan élastique. 

1.2.4 Le problème du calage de fissures pour une bande orthotrope 
(A. Cinar, F.Erdogan, 1982)[16] 

         Le problème élastique plan d’une bande orthotrope contenant une fissure 
parallèle à ses frontières est d’abord considérée. Le problème est formulé sous un 
chargement en mode mixte. On montre que les facteurs d’intensité de contrainte 
dépendent seulement de deux paramètres d’orthotropie adimensionnels. Pour le 
problème de fissure, les résultats sont donnés pour une seule fissure et pour deux 
fissures colinéaires. Les résultats obtenus montrent que des deux paramètres 
d’orthotropie, l’influence du rapport de rigidité sur les facteurs d’intensité de 
contrainte est beaucoup plus importante que celle du paramètre de cisaillement. 
Le problème du chargement de la bande par une cale rigide rectangulaire est 
ensuite étudié. On trouve que pour des longueurs de la cale relativement faibles, 
un contact continu est maintenu le long de l’interface cale-bande. Pour une 
certaine longueur critique de la cale, la séparation commence au milieu de la cale, 
et la longueur de la zone de séparation augmente rapidement avec la longueur de 
la cale. 

1.2.5 Etude de l’influence des effets d’échelle dans le modèle de 
Dugdale à travers le cas d’une bande infinite soumise à un 
chargement antiplan (A.Brick Chaouche, 2008)[17] 

          Le but de ce travail est de montrer, dans le cadre de la mécanique de la 
rupture avec le modèle des forces cohésives, que les défauts de petite taille 
devant la longueur caractéristique du matériau ont pratiquement peu d’influence 
sur les capacités de résistance d’une structure. On traite pour cela l’exemple d’une 
bande contenant une fissure parallèle à ses frontières. Le problème est formulé en 
termes d’une équation intégrale singulière avec la dérivée de l’ouverture de la 
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fissure comme fonction densité. L’équation intégrale est résolue numériquement 
en utilisant les polynômes de Chebychev. 
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CHAPITRE 2 
THEORIE DE GRIFFITH REVISITEE ET FORMULATION 

VARIATIONNELLE 
 

2.1   Théorie de Griffith revisitée (Laverne 2004) 
          Dans le formalisme de la mécanique de la rupture fragile, les principaux 
résultats ont été obtenus à partir de la théorie de Griffith [18]. Ce dernier associe 
à toute fissure une énergie de surface proportionnelle à sa longueur. Il postule 
qu’il y aura propagation et donc augmentation de l’énergie de surface si cette 
dernière est parfaitement compensée par la restitution de l’énergie élastique 
causée par l’avancée de la fissure. Dans le cas de problèmes quasi-statiques ce 
critère peut se formuler en terme de taux de restitution d’énergie élastique 
usuellement noté G. Ce dernier correspond à la variation d’énergie potentielle lors 
d’un accroissement infinitésimal de fissure. Le critère de Griffith stipule alors qu’il 
n’y aura pas propagation tant que :  

                                                               

où  Gc désigne le taux de restitution d’énergie critique et correspond à la ténacité 
du matériau. Bien qu’elle connaisse encore un vrai succès, cette théorie renferme 
des insuffisances notoires.   

-  La première concerne l’initiation de la fissuration, la théorie de Griffith est 
incapable de rendre compte de l’amorçage de fissures, sauf dans des cas très 
particuliers où la structure possède des singularités fortes. En effet, prenons 
l’exemple d’un milieu bidimensionnel contenant une fissure rectiligne l, sollicitée 
en mode I, et supposons l’absence de singularités dans le problème d’élasticité 
initiale. Le critère de GRIFFITH prévoit que la fissure se propage pour un chargement 

en . Si l tend vers zéro, on en déduit que pour un milieu sain la fissure ne 
pourra pas s’amorcer sous un chargement fini.  

-  La seconde lacune porte sur son incapacité à prédire seul le trajet spatial des 
fissures. Pour un milieu bidimensionnel, le critère ne prend en compte que la 
longueur de fissure or l’évolution spatiale nécessite une seconde information qui 
correspond à un critère de branchement.  

-   Enfin, une troisième lacune concerne le trajet temporel de la fissure, seules les 
propagations progressives sont traitées de façon satisfaisante. En effet des 
situations où l’inégalité du critère est violée peuvent survenir. Celles-ci 
correspondent au cas de figure où l’excès de restitution d’énergie élastique 
conduit à l’apparition d’énergie cinétique. La propagation est alors considérée 
comme brutale.  
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On peut résumer ces trois points en disant que le problème majeur de la théorie 
de Griffith est de ne pas laisser assez de souplesse à l’évolution spatio-
temporelle des fissures. De nombreux aménagements tentent d’y remédier 
proposant des ingrédients spécifiques à chacun des problèmes.  

          Une première tentative, destinée à proposer une théorie unifiée permettant 
de remédier aux principales lacunes citées précédemment, fut proposée par G. A. 
Francfort et J.-J. Marigo [19] en 1998. Celle-ci consiste à garder l’hypothèse 
d’une énergie de surface proportionnelle à la longueur de la fissure, mais 
abandonner le critère de Griffith au profit d’un principe de minimisation d’énergie. 
Le problème revient à chercher, à chaque instant, le champ de déplacement 
admissible qui conduit à un minimum global de la somme de l’énergie élastique et 
de l’énergie de surface. Les travaux de thèse de B. Bourdin [20], sur un plan 
numérique (régularisation des discontinuités), et de F. Bilteryst [21], sur un plan 
théorique appliqués à la fissuration des matériaux composites, ont permis 
d’illustrer les capacités de cette nouvelle approche à pallier pour une part 
importante aux lacunes de la théorie de Griffith initiale.  

Toutefois l’utilisation du principe de moindre énergie, en adoptant l’hypothèse 
de Griffith relative à l’énergie de surface, reste déficiente concernant deux points 
importants. Premièrement parce qu’elle conduit à des effets d’échelle non 
satisfaisant. Ainsi, dans le cas d’une barre unidimensionnelle de longueur l 
chargée en déplacement dans la direction longitudinale, la contrainte à la rupture 

est proportionnelle à  ce qui n’est pas conforme à l’observation. 
Deuxièmement parce qu’elle ne fonctionne pas à forces imposées. En effet, 
lorsque des forces sont imposées, la prise en compte du travail des efforts 
extérieurs dans la minimisation conduit à une énergie totale qui n’est (en général) 
plus bornée inférieurement.  
Afin de remédier à ce second point, on pourrait être tenté d’effectuer une 
recherche de minimum local. Cependant le problème de l’amorçage de la théorie 
de Griffith ressurgirait. En effet, la réponse élastique d’une structure saine est 
toujours un minimum local en l’absence de singularités fortes.  

 Au vu de ces difficultés une nouvelle idée a vu le jour. Celle-ci consiste d’une part 
à adopter une énergie de surface qui dépend du saut de déplacement δ entre les 
lèvres de la fissure et d’autre part à chercher des minima locaux de l’énergie 
totale. Les formes de la fonction énergie à adopter sont suggérées par les 
potentiels d’interaction à l’échelle atomique (voir Figure 1.1). L’idée d’une telle 
approche remonte à Barenblatt  [22]. Cependant, son utilisation concernant le 
cadre de la minimisation d’énergie est assez récente (voir Del Piero [23] et 
Truskinovsky [24]). On peut aussi citer les travaux de thèse de M. Charlotte [25] 
sur des modèles discrets de rupture ou encore Charlotte et al [26].  
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Figure 2.1 : Energie de surface en fonction du saut de déplacement. 
 
D’autres travaux ont montré que le modèle de Barenblatt ou de façon plus 
générale les modèles de forces cohésives permet de rendre compte de 
l’amorçage de fissure dans une structure saine en termes d’un critère en 
contraintes, cf. par exemple (Del Piero, 1999) [23]; (Del Piero et al, 2001) [27]; 
(Charlotte et al, 2000) [26] ou (Laverne et al, 2004) [28]. De plus, dans le 
modèle des forces cohésives la singularité des contraintes en pointe de fissure, 
prédite par la mécanique linéaire de la rupture (MLR) dans le modèle de Griffith 
(Williams 1957) [29], est supprimée.  
 
2.2    Formulation variationnelle : 
          Considérons un corps Ω de frontière ∂Ω, la partie de la frontière où les 
déplacements sont imposés est notée ∂ΩD, la partie où les forces sont imposées 
est notée ∂ΩF, les forces de volumes sont notées f. On suppose que la fissure ne 
peut se développer que sur un trajet prédéfini Γ (Figure 1.2). On suppose 
également que l’ouverture de la fissure se fait en mode I, c'est-à-dire que la 
discontinuité du déplacement tangentiel à travers les lèvres de la fissure est nulle.  

                                        

Figure 2.2 : Schéma du domaine et chargement  

y

Ω

F 

U 

z

x
Γ 
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Un champ de déplacement v est un champ cinématiquement admissible, s’il 
respecte les conditions aux limites sur ∂ΩD, et s’il ne peut avoir de discontinuité 
que sur Γ, c’est à dire : 

ݒ                             א ܥ ൌ ሼݒ tel que :  ݒ ൌ ܷ sur ∂Ω஽, ۥ௡ݒۤ ൒ 0 sur Γሽ  
où ۤݒ௡ۥ ൌ ௡ାݒ െ  ௡ି représente la discontinuité du déplacement normal, lesݒ
indices + et – correspondent aux lèvres supérieure et inférieure de la fissure.  

On se met dans l’hypothèse de l’énergie de surface de type Barenblatt. Plus 
particulièrement, on suppose que l’énergie de surface φ est du type Dudgale. 
Dans le cas où l’ouverture de la fissure se fait en mode I, la densité d’énergie de 
surface s’écrit comme suit (Figure 1.3) : 

                     ߶ሺۤݒ௡ۥሻ ൌ ൝ ௖ܩ ۤ௩೙ۥఋ೎    si  ۤݒ௡ߜ≥ۥ௖
ۥ௡ݒۤ         ௖         siܩ  ൒        ௖                                            (2.1)ߜ

                                                                     

                   

Figure 2.3 : Energie de surface de type Dugdale 

Dans (2.1), Gc est le taux de restitution d’énergie critique de la théorie de Griffith. 
δc est une longueur caractéristique des modèles de forces cohésives. Le rapport 
Gc/δc a la dimension d’une contrainte notée σc : 

σ௖ ൌ ௖ߜ௖ܩ  

L’énergie totale du solide est la somme de son énergie potentielle élastique et de 
l’énergie de surface. Elle est donnée par : 

ሻݒሺܧ          ൌ ׬ Ω/୻ݔሻ݀ݒሺݓ ൅ ׬ ߶ሺ୻ ׬-ݏሻ݀ۥ௡ݒۤ డΩಷݏ݀ݒܨ െ ׬ Ωݔ݀ݒ݂                          (2.2)                  

où w représente la densité d’énergie élastique. 

௖ߜ

 ௖ܩ

 ۥ௡ݒۤ

φ 
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D’après la théorie de Griffith revisitée dans le cas d’une énergie de surface de 
type Barenblatt, le champ solution u correspond à un minimum local de l’énergie 
totale : 

כݑ ∀                א ത݄ ∃ ,ܥ ൐ 0, tel que : ∀ ݄ 0ൣא, ത݄൧         ܧሺݑሻ ൑ ݑሺܧ ൅ ݄ሺכݑ െ  ሻሻݑ

En divisant l’inégalité ci-dessus par h et en passant à la limite lorsque h tend vers 
0, on obtient : 

                      ௗௗ௛ ቀܧ൫ݑ ൅ ݄ሺכݑ െ ሻ൯ቁݑ ሺ݄ ൌ 0ሻ ൒ 0                                                (2.3) 

En remplaçant (2.2) dans (2.3), et en posant v = u*-u, on obtient : ׬ σεሺݒሻ݀ݔΩ/୻ ൅ ׬ డథሺۤ௩೙ۥሻడۤ௩೙ۥ୻ ݏ݀ۥ௡ݒۤ െ ׬ ݏ݀ݒܨ െ ׬ ΩడΩಷݔ݀ݒ݂ ൒                   ଴            (2.4)ܥ ∋ ݒ ∀    0

L’ensemble C0 est défini par : 

଴ܥ                          ൌ ሼݒ tel que :  ݒ ൌ 0 sur ∂Ω஽, ۥ௡ݒۤ ൒ 0 sur Γሽ , ۤݒ௡ۥ représente la discontinuité du déplacement normal à travers les lèvres de la 
fissure. 

En intégrant par parties, la première intégrale de (2.4), on obtient : െ ׬ ሺ݀݅ݒσ ൅ ݂ሻݔ݀ݒΩ/୻ ൅ ׬ డథሺۤ௩೙ۥሻడۤ௩೙ۥ୻ ݏ݀ۥ௡ݒۤ ൅ ׬ ሺσ݊ െ ݏ݀ݒሻܨ െ ׬ ୻డΩಷݏ݀ۥ௡ݒ௡ۤߪ ൒ 0                       

                                                                 ∀v∈C0                                                                 (2.5)                  

où ߪ௡ représente la contrainte normale sur les lèvres de la fissure. 

(i) On choisit v tel que ۤۥݒ ൌ 0 sur Γ. Les intégrales surfaciques sur Γ dans (2.5) 
s’annulent et il reste : 

      െ ׬ ሺ݀݅ݒσ ൅ ݂ሻݔ݀ݒΩ/୻ ൅ ׬ ሺσ݊ െ డΩಷݏ݀ݒሻܨ ൒ 0                           (2.6)    

                                      
(i1) On choisit v tel que v=0 sur ߲Ωி, il vient : 
 

               െ ׬ ሺ݀݅ݒσ ൅ ݂ሻݔ݀ݒΩ/୻ ൒ 0                                                          (2.7)    

                                                                      
    Dans (2.7), le signe de v est quelconque. Par conséquent, on doit avoir : 

σ ൅ݒ݅݀                           ݂ ൌ 0dansΩ/Γ                                                  (2.8)                  

     On reporte (2.8) dans (2.6) et en raisonnant de la même manière, on obtient : 

               σ݊ ൌ                   sur߲Ωி                                                                         (2.9)ܨ

On reporte (2.8) et (2.9) dans (2.5) qui devient : 
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׬                       డథሺۤ௩೙ۥሻడۤ௩೙ۥ୻ ݏ݀ۥ௡ݒۤ െ ׬ ୻ݏ݀ۥ௡ݒ௡ۤߪ ൒ 0     ∀ v ∈ C0                       (2.10) 

    On décompose maintenant la fissure Γ en deux parties : 

Γ0 : est la partie de la fissure où ۤݑ௡ۥ ൌ 0, 

Γn : est la partie de la fissure où ۤݑ௡ۥ ൐ 0. 

L’équation (2.10) devient : 

׬   ሺడథሺۤ௩೙ۥሻడۤ௩೙ۥ െ ௡ሻ୻బߪ כ௡ݑۤ ݏ݀ۥ ൅ ׬ ሺడథሺۤ௩೙ۥሻడۤ௩೙ۥ െ ௡ሻ୻೙ߪ כ௡ݑۤ െ ݏ݀ۥ௡ݑ ൒ 0     ∀ u* ∈ C      (2.11) 

(ii) On choisit  dans (2.11) ݑ௡כ  tel que ۤݑ௡כ ۥ ൌ 0 sur Γ0,  il vient : 

׬                 ሺడథሺۤ௩೙ۥሻడۤ௩೙ۥ െ ௡ሻ୻೙ߪ כ௡ݑۤ െ ݏ݀ۥ௡ݑ ൒ 0                                     (2.12)                  

Dans (2.12), le signe de ۤݑ௡כ െ  : est quelconque. Par conséquent, on doit avoir ۥ௡ݑ

                        డథሺۤ௩೙ۥሻడۤ௩೙ۥ ൌ  ௡  surΓn.                                                                  (2.13)ߪ

On reporte (2.12) dans (2.11), on obtient : 

׬                            ሺడథሺۤ௩೙ۥሻడۤ௩೙ۥ െ ௡ሻ୻బߪ כ௡ݑۤ ݏ݀ۥ ൒ 0          ∀ u* ∈ C                           (2.14)                  

Dans (2.14), le signe de ۤݑ௡כ  : est toujours positif, on obtient la condition suivante ۥ

௡ߪ                                  ൑ డథሺۤ௩೙ۥሻడۤ௩೙ۥ         surΓ0.                                                    (2.15)                  

En récapitulant, à partir du postulat du minimum local de l’énergie totale pour le 
champ solution u, nous  avons déduit les conditions nécessaires suivantes: 

                                   
۔ۖۖەۖۖ
ۓ σ ൅ݒ݅݀ ݂ dans Ω

Γ
σn=F sur ∂ΩF డథሺۤ௩೙ۥሻడۤ௩೙ۥ ൌ ௡ߪ௡ sur Γ୬ߪ ൑ డథሺۤ௩೙ۥሻడۤ௩೙ۥ   sur Γ଴.                                                      (2.16) 

 

Remarque : 

1 La première équation de (2.16) représente les équations de l’équilibre local 
2 La deuxième équation de (2.16) représente la condition aux limites en 

forces du problème 
3 La troisième équation représente la loi reliant les forces cohésives à la 

discontinuité du déplacement sur les lèvres de la fissure créée. Dans le cas 
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d’une densité d’énergie de surface de type Dugdale (équation (2.1)), la loi 
s’écrit de la manière suivante : ߪ௡ሺۤݑ௡ۥሻ ൌ ൜ ۥ௡ݑۤ>௖   si    0ߪ ൏ ۥ௡ݑۤ  ௖0            siߜ ൐  ௖ߜ

 
 
Cette loi est représentée sur la figure suivante : 
                              

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
Cela veut que les lèvres de la fissure créée soient divisées en deux 

parties :  
- une partie cohésive où l’ouverture est inférieure à l’ouverture critique δc. 

Dans cette partie, les lèvres sont soumises à des forces d’interaction 
d’intensité constante égale à σc. 

- Une partie non cohésive où l’ouverture est supérieure à l’ouverture 
critique δc. Dans cette partie, les lèvres sont libres. 

4 La dernière équation de (2.16) représente la condition d’amorçage d’une 
nouvelle fissure. Pour qu’une fissure puisse apparaître sur le trajet 
prédéfini, il faut que la contrainte normale atteigne la valeur critique  σc . 

5 Les équations (2.16) constituent une condition nécessaire mais non 
suffisante de minimum local. 

 

 

 

 

 

 

nδ  cδ  0 

nσ  

cσ  

         Figure 2.4 : Loi cohésive de type Dugdale  



23 
 

∞σ  

 

 

CHAPITRE 3 

LE PROBLEME TRAITE 

3.1.  La structure étudiée : 

        On considère une bande infinie ),(),( hh−×+∞−∞=Ω contenant un défaut de 
type fissure [ ] { }0, 00 ×−= llD de longueur 02l interne et distant de h  de la face 
supérieure et la face inférieure de la bande. Le matériau constitutif de la bande est 
élastique isotrope caractérisé par un tenseur de rigidité A . Les faces supérieures 
et inférieures sont soumises à une contrainte de traction positive et uniforme ∞σ , 
croissante a partir de 0. Les lèvres de la fissure ne sont pas chargées (figure 3.1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.1 : Géométrie de la bande avec les chargements. 

En utilisant le principe de superposition, le problème est décomposé en la somme 
d’un problème homogène sans fissure et d’un problème non homogène due à la 
fissure (Figure 3.2). Puisque on s’intéresse à la propagation de la fissure, nous 
considérons par la suite le problème non homogène. 
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                            Problème homogène 
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Problème non homogène 

Figure 3.2 : Décomposition du problème 
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(3.1) 

On se met dans l’hypothèse des déformations planes, c'est-à-dire que le champ 
de déplacement est de la forme suivante : 

                                               0),,(),,( === wyxvvyxuu   

où u, v et w sont respectivement les composantes du vecteur déplacement sur les 
axes (x,y,z).                                               

En négligeant les forces de volume, les champs de contrainte σ et de 
déplacement u solution du problème élastique doivent satisfaire le système 
d’équations suivant :  

                               











±==
−=

Ω=
Ω=

∞

hyn
Dsurn

DdansuA
Ddansdiv

0

/)(
/0

σ
σσ
εσ

σ

     

où ε représente le tenseurs de déformation, n représente la normale extérieure. 

3.2.  Evolution de la fissure initiale avec le chargement  

        Pour des raisons de symétrie, on supposera que la fissuration se développe 
sur l’axe 0=y , et de façon symétrique depuis les points )0,( 0l± du défaut initial. On 

appelle Γ la fissure créée, ses pointes sont situées en  x = ±la : 

Γ = ] ] [ [ { }0,, 00 ×+∪− aa llll  

          D’après la théorie de Griffith revisitée avec une énergie de surface de type 
Barenblatt, pour chaque valeur du chargement ∞σ , le champ de déplacement 
solution correspond a un  minimum local de l’énergie totale. Par conséquent, les 
conditions nécessaires (2.16) du Chapitre 2  doivent être vérifiées. La fissure 
créée doit donc comporter deux zones :  

• une zone, proche de la pointe, et dite  zone cohésive, où les lèvres sont 
soumises à des forces cohésives normales d’intensité constante cσ . 

•  une autre zone proche du défaut initial, et dite zone non cohésive, où les 
lèvres sont libres.  

Les limites entre ces deux zones sont  les pointes clx ±= . Les valeurs de al  et cl

dépendent évidemment  de la valeur de la charge ∞σ . Compte tenu de la symétrie 
du problème, toutes les évolutions se feront en mode I pur. Notons que pour 
certaines valeurs de ∞σ certaines zones peuvent ne pas exister. On a donc en 

général 0lll ca ≥≥ , les égalités étant possibles. Lors de la mise en charge ( )0=∞σ , 

les conditions initiales sont : 0lll ca == . 
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Dans notre cas, la propagation de la fissure s’effectue selon deux phases : la 
phase cohésive et la phase de propagation. Les critères d’initiation et de 
propagation de la fissure sont présentés dans les sections suivantes. 

3.2.1.  La phase cohésive :      rσσ << ∞0  

          Durant cette phase,  lorsque 0≠∞σ  , une fissure se crée de façon à ce 
que la contrainte normale maximale dans la structure soit inférieure à la valeur 
critique cσ Lorsque la charge est suffisamment proche de zéro, la longueur de la 

fissure est suffisamment petite, donc l’ouverture [ ][ ]nu  est partout inférieure à la 

valeur critique cδ . Par conséquent, toutes les lèvres de la fissure créée sont 

soumises a une force cohésive normale d’intensité cσ . Le champ des 
déplacements ainsi que le champ des contraintes à l’équilibre sous le chargement 

∞σ sont donc solution du problème suivant : (Figure 3.3) 

                            














±==
−=

Γ+−=
Γ∪Ω=
Γ∪Ω=

∞

∞

hyn
Dsurn

surn
DdansuA

Ddansdiv

c

0

)/()(
)/(0

σ
σσ

σσσ
εσ

σ

                                               (3.2)                  

On doit également vérifier après la résolution du problème, que la contrainte 
normale ne dépasse pas la contrainte critique σc sur le « ligament » de la 
structure : 

                                 ac lx ≥≤σσ 22  

 

 

 

                                        -σ∞+σc     -σ∞ 
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Figure 3.3. Géométrie de la bande avec les chargements dans la phase 

cohésive. 
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          Afin de compléter la formulation du problème, il reste à définir la loi 
gouvernant l’évolution de la pointe al  de la fissure avec le chargement. Nous 
exprimons d’abord ce critère en fonction du taux de restitution d’énergie, ensuite 
nous l’interprétons en termes de facteur d’intensité de contrainte.  

L’énergie totale de la structure fissurée à l’équilibre est fonction du chargement σ∞ 
et de la position la de la pointe de la fissure. En incluant l’énergie de surface due 
aux forces cohésives, l’énergie totale s’écrit  

      [ ][ ] [ ][ ]∫∫∫
Γ∪

∞
ΓΓ∪Ω

∞ −+=
D

c
D

a dxudxudxuuAlE 1212
)/(

)().(
2
1),( σσεεσ                             (3.3) 

Dans (3.3), u est le champ de déplacement solution de (3.2) (u dépend 
évidemment de σ∞ et de al ). D’après la théorie de Griffith revisitée dans le cas 
d’une énergie de surface de type Barenblatt, la longueur de la fissure cohésive 
doit être telle que l’énergie totale de la structure soit un minimum local pour un 
chargement donné. La condition de minimum local s’écrit : 

 

),(),(,[,,[:,0 **
0

**
aaaaaa lElEhlllllh ∞∞ ≤≤−∞∈∀>∃ σσ  

Par conséquent, puisque nous cherchons un minimum local al  dans l’intervalle [l0, 

∞[, al  doit être un point stationnaire de E(σ∞, .) et satisfait la condition suivante : 

                                     0),( =
∂
∂

− ∞ a
a

l
l
E σ                                                               (3.4) 

ou en d’autres termes, le taux de restitution de l’énergie totale due à la croissance 
de la fissure cohésive doit être nul. 

Ce critère énergétique est en fait une condition de disparition de la singularité à la 
pointe de la fissure. En effet, puisque les forces cohésives sont constantes (il suffit 
qu’elles soient des fonctions régulières de x  pour que la singularité soit de la 
forme qui va suivre), ils ne changent pas la forme de la singularité à la pointe de la 
fissure qui est la même que pour une fissure non cohésive. Autrement dit, le 
champ de déplacement s’écrit [30](« Mécanique de la rupture fragile» J-B 
Leblond) : 

                                          )()(
22

)( xuUrKxu I += θ
πµ

,                                        (3.5) 

avec :          )
2

sin
2

)(coscos43()( 21 eeU θθθνθ +−−=   
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où (r,θ) représentent les coordonnées polaires avec le pôle ( al , 0), u  est la partie 

régulière du champ de déplacement, µ est le module de cisaillement, ν est le 
coefficient de Poisson, et KI est le Facteur d’Intensité de Contrainte (FIC) en mode 
I. Bien sûr, la valeur de KI n’est pas la même selon la présence ou pas des forces 
cohésives. Dans tous les cas, la formule d’Irwin est valable, le taux de restitution 
d’énergie et le Facteur d’Intensité de Contrainte sont reliés par : 

 

2
212),( Ia

a

K
E

l
l
E νσ −

=
∂
∂

− ∞ , 

 

Le critère (3.4) est donc équivalent à KI = 0 ce qui veut dire que la longueur de la 
fissure cohésive doit être telle qu’il n’y ait plus de singularité à la pointe de la 
fissure. Ceci est conforme à l’idée de Barenblatt que les forces cohésives existent 
pour corriger la propriété non physique des contraintes infinies induite par la 
théorie de Griffith. 

Cette phase se termine quand l’ouverture de la fissure en x = ± l0 atteint la valeur 
critique δc du modèle de Dugdale, et par conséquent, une fissure non cohésive 
doit apparaître. La valeur correspondante du chargement sera appelée la 
contrainte de rupture, et est définie par : 

 

          [ ][ ]( ){ }cr lu δσσ <>= ∞ 02:0sup .  
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3.2.2  La phase de propagation : 

         Si la charge est augmenté au-delà de rσ , le corps ne peut pas trouver 
l’équilibre sans qu’il y’a initiation et propagation d’une pointe non cohésive de la 
fissure crée. Ainsi, la fissure Γ  doit se diviser en deux parties : une  partie 
cohésive cΓ est une non cohésive .0Γ  On note par cl et al leur pointes respectives 
(Figure 3.4). 

 

 

 

                                      -σ∞+σc                          -σ∞ 

 

 

 

 

 

 

On a donc : 
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                                     (3.6) 

Les champs de déplacement u et de contrainteσ , doivent satisfaire les équations 
suivantes : 
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                                                      (3.7) 

 

      On doit également vérifier après la résolution du problème, que la contrainte 
normale ne dépasse pas la contrainte critique σc sur le « ligament » de la 
structure : 

Figure 3.4. Géométrie de la bande avec les chargements dans la phase 

propagation. 
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                                               ac lx ≥≤ σσ 22  

Le champ de contrainte σ satisfait l’équation variationnelle suivante 
[31](Théorème de Travaux Virtuels, Gurtin 1981), pour tout champ de 
déplacement v « régulier » sur )/( Γ∪Ω D , 

                                   [ ][ ] [ ][ ] .0)( 1212
)/(

1 =+−⋅ ∫∫∫
ΓΓ∪

∞
Γ∪Ω c

dxvdxvdxv c
DD

σσεσ                  (3.8) 

Il reste à définir les lois gouvernant les évolutions des pointes lc et al . Comme 
dans le cas de la phase cohésive, nous exprimons d’abord ces lois en utilisant des 
arguments énergétiques. L’énergie de surface de la structure à l’équilibre s’écrit 
maintenant : 

[ ][ ] )(2])([),,( 0121 llGdxvdxwllE cccacs

c

−+== ∫∫
ΓΓ

∞ σφσ  

 

et l’énergie totale de la structure à l’équilibre est donnée par : 

[ ][ ] [ ][ ] )(2)().(
2
1),,( 01212

)/(

llGdxudxudxuuAllE cc
D

c
D

ac

c

−+−+= ∫∫∫
Γ∪

∞
ΓΓ∪Ω

∞ σσεεσ . 

Les évolutions des pointes lc et la avec le chargement σ∞ doit être tel que (lc, al ) 

est un minimum local de E(σ∞,.,.) pour σ∞ fixé. Plus particulièrement, le critère 
s’écrit : 

),,(),,(,,:),(,0 ******
0

**
acacaaccacac llEllEhlllllllllh ∞∞ ≤≤−+−∞<≤≤∀>∃ σσ . 

Si on cherche un minimum local tel que ∞<≤≤ **
0 ac lll , on obtient le système de 

conditions nécessaires reliant lc et la à σ∞ : 

                                 0),,(,0),,( =
∂
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−=
∂
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− ∞∞ ac
c

ac
a

ll
l
Ell

l
E σσ .                             (3.9) 

En d’autres termes, les pointes des parties cohésive et non cohésive doivent être 
telles que le taux de restitution de l’énergie totale due à la propagation de l’une 
des pointes est nul. Nous allons donner une interprétation locale de ces critères. 
La condition (3.9a) est la même que pour la phase cohésive. Le champ de 
déplacement est a priori singulier aux pointes x1 = al± et la forme de la singularité 
est toujours donnée par (3.5). La formule d’Irwin est toujours valable, par 
conséquent, (3.9a) est toujours équivalent à l’annulation du F.I.C KI. D’autre part, 
le champ de déplacement n’est pas singulier aux points x1 = cl± , car le 
chargement est simplement discontinu en ces points, la contrainte sautant de σc - 
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σ∞ à - σ∞. Puisque le champ u n’est pas singulier aux pointes cl± , on peut dériver 

formellement sous le signe de l’intégrale ),,( ac llE ∞σ par rapport à lc, ce qui donne : 
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                          [ ][ ] ccc Glu 2)(2 2 −+ σ                                                                   (3.10)                  

où nous avons tenu compte de la symétrie de la structure. Dans (3.10), 
cl

u
∂
∂ 2  

représente le taux de variation du champ de déplacement à l’équilibre sous le 
chargement σ∞ du à un accroissement (virtuel) de la zone non cohésive, la pointe 
de la zone cohésive restant fixe. En vertu de l’équation variationnelle (3.8), les 

termes contenant 
cl

u
∂
∂ 2  disparaissent, et finalement on obtient : 

                                        [ ][ ] cccac
c

Glull
l
E 2)(2),,( 2 −=
∂
∂

− ∞ σσ  

le facteur 2 est du à la présence de deux lèvres. Par conséquent, le critère de 
propagation (3.9b) est équivalent au critère de l’ouverture critique [ ][ ] cclu δ=)(2 . 
Finalement (3.9) est équivalent à : 

[ ][ ] ccaI lulK δ==± )(,0)( 2  

Nous avons établi dans ce chapitre, les équations du problème dans les phases 
cohésives et de propagation, ainsi que les critères d’évolutions des pointes al et l0. 
Nous allons établir l’équation intégrale dans le prochain chapitre. 
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ሚ݂ሺ߱ሻ ൌ න ݂ሺݔሻ݁௜ఠ௫݀ݔାஶ
ିஶ  

݂ሺݔሻ ൌ ߨ12 න ሚ݂ሺ߱ሻ݁௜ఠ௫݀߱ାஶ
ିஶ  

ሚ݂ሺ߱ሻ ൌ ߨ1 න ݂ሺݔሻcos ሺ߱ݔሻ݀ݔାஶ
଴  

݂ሺݔሻ ൌ 2 න ሚ݂ሺ߱ሻcos ሺ߱ݔሻ݀߱ାஶ
଴  

 
CHAPITRE 4 

DERIVATION DE L’EQUATION INTEGRALE 

4.1  Introduction : 

          Dans le but, d’étudier la propagation de la fissure dans les phases cohésive 
et de propagation, nous devons résoudre les problèmes élastiques 
correspondants ((3.2) et (3.7)). Pour ce faire, nous allons réduire les équations du 
problème à une équation intégrale singulière en utilisant la transformée de 
Fourier. Nous suivons en cela les travaux d’Erdogan (voir par exemple [32]). 
Nous commençons tout d’abord par un bref rappel sur la transformée de Fourier.  

Transformée de Fourier 

Soit f(x) une fonction continue avec.  ׬ |݂ሺݔሻ|݀ݔାஶିஶ ൏ ∞, La transformée de Fourier 
de f(x) est définie par : 

 

 

La transformée de Fourier inverse est définie par : 

  

 

Dans le cas d’une fonction paire la transformée de Fourier devient la transformée 
de Fourier cosinus définie par : 

  

 

 
La transformée inverse est définie par : 

 

 

Dans le cas d’une fonction impaire la transformée de Fourier devient la 
transformée de Fourier sinus définie par : 

                              
∫
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)sin()(1)(ˆ dxxxff ω
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La transformée inverse est définie par : 

                                            
∫
∞

=
0

)sin()(ˆ2)( ωωω dxfxf  

4.2   Dérivation de l’équation intégrale 

          Tout d’abord, nous écrivons les conditions aux limites sur y = ±h, sur les 
lèvres de la fissure, ainsi que les conditions de transmission sur l’axe y = 0 : 

,ݔ௫௬ሺߪ                                     ሻݕ ൌ ,ݔ௬௬ሺߪ ሻݕ ൌ ݕ          0 ൌ േ݄                            (4.1) 

,ݔ௬௬ሺߪ                                     0ିሻ ൌ ,ݔ௬௬ሺߪ 0ାሻ            |ݔ| ൒ ݈௔                            (4.2) 

,ݔ௫௬ሺߪ                                     0ିሻ ൌ ,ݔ௫௬ሺߪ 0ାሻ             |ݔ| ൒ ݈௔                           (4.3) 

,ݔ௬௬ሺߪ                                     0ିሻ ൌ ,ݔ௬௬ሺߪ 0ାሻ ൌ σሺݔሻ |ݔ| ൑ ݈௔                           (4.4) 

,ݔ௫௬ሺߪ                                     0ିሻ ൌ ,ݔ௫௬ሺߪ 0ାሻ ൌ |ݔ|      0 ൑ ݈௔                           (4.5) 

,ݔሺݑ                                    0ାሻ ൌ ,ݔሺݑ 0ିሻ                   |ݔ| ൒ ݈௔                            (4.6) 

,ݔሺݒ                                    0ାሻ ൌ ,ݔሺݒ 0ିሻ                   |ݔ| ൒ ݈௔                            (4.7)
  

Avec : 
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=
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c
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σ
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si
si

    
alx

x
<<

<
α

α
                                  (4.8) 

où 0l=α dans la phase cohésive, et cl=α dans la phase de propagation, u et v 
sont les composantes du déplacement sur les axes x et y. 

L’équation (4.1) représente les conditions aux limites en contraintes sur la face 
supérieure et la face inférieure de la structure. Les équations (4.2) et (4.3) 
représentent la condition de la continuité du vecteur contrainte sur le « ligament » 
de la structure. Les équations (4.4) et (4.5) représentent le chargement sur les 
lèvres de la fissure. Les équations (4.6) et (4.7) représentent la condition de la 
continuité du déplacement sur le « ligament ».  

Nous introduisons maintenant les transformées de Fourier du déplacement. A 
cause de la symétrie du problème, v est une fonction paire en x (v(x,y)=v(-x,y)) et 
u est une fonction impaire en x (u(x,y)=-u(-x,y)). Nous utilisons donc la 
transformée de Fourier cosinus pour v et sinus pour u : 
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ሺ݇ ൅ 1ሻ ߲ଶݔ߲ݑଶ ൅ ሺ݇ െ 1ሻ ߲ଶݕ߲ݑଶ ൅ 2 ߲ଶݕ߲ݔ߲ݒ ൌ 0 

ሺ݇ െ 1ሻ ߲ଶݔ߲ݒଶ ൅ ሺ݇ ൅ 1ሻ ߲ଶݕ߲ݒଶ ൅ 2 ߲ଶݕ߲ݔ߲ݑ ൌ 0 

(4.13) 

(4.14) 

,ߣ෤ሺݑ                     ሻݕ ൌ ଵగ ׬ ,ݔሺݑ ሻݕ sinሺݔߣሻ݀ݔஶ଴                                                      (4.9) 

,ߣ෤ሺݒ                     ሻݕ ൌ ଵగ ׬ ,ݔሺݒ ሻݕ cosሺݔߣሻ݀ݔஶ଴                                                     (4.10) 

 

Et les transformées de Fourier inverse : 

,ݔሺݑ                   ሻݕ ൌ 2 ׬ ,ߣ෤ሺݑ ሻݕ sinሺݔߣሻ݀ߣஶ଴                                                      (4.11) 

,ݔሺݒ                   ሻݕ ൌ 2 ׬ ,ߣ෤ሺݒ ሻݕ cosሺݔߣሻ݀ߣஶ଴                                                      (4.12) 

 

 En déformations planes, les équations de Navier s’écrivent :  

  

  

 

 

       Avec                        νκ 43−=  

En injectant (4.11) et (4.12) dans les équations de Navier en déformation plane, et 
en prenant la transformée de Fourier inverse, on obtient les équations 
différentielles du second ordre couplées suivantes : 

              െߣଶሺ݇ ൅ 1ሻݑ෤ሺߣ, ሻݕ ൅ ሺ݇ െ 1ሻ డమ௨෥ሺఒ,௬ሻడ௬మ െ ߣ2 డ௩෤ሺఒ,௬ሻడ௬ ൌ 0                            (4.15) 

ଶሺ݇ߣ                  െ 1ሻݒ෤ሺߣ, ሻݕ െ ሺ݇ ൅ 1ሻ డమ௩෤ሺఒ,௬ሻడ௬మ െ ߣ2 డ௨෥ሺఒ,௬ሻడ௬ ൌ 0                            (4.16) 

 

En découplant (4.15) et (4.16), on obtient les équations différentielles du 
quatrième ordre suivantes : 

                          డర௨෥ሺఒ,௬ሻడ௬ర െ ଶߣ2 డమ௨෥ሺఒ,௬ሻడ௬మ ൅ ,ߣ෤ሺݑସߣ ሻݕ ൌ 0                                      (4.17) 

                        డర௩෤ሺఒ,௬ሻడ௬ర െ ଶߣ2 డమ௩෤ሺఒ,௬ሻడ௬మ ൅ ,ߣ෤ሺݒସߣ ሻݕ ൌ 0                                         (4.18) 

En cherchant des solutions sous la forme mye , on obtient l’équation caractéristique 
suivante : 

ସߣ                                            െ ଶ݉ଶߣ2 ൅ ݉ସ ൌ 0                                             (4.19)       
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(4.19) admet les deux racines doubles suivantes :  

                                    ݉ଵ ൌ et   ݉ଶ      ,ߣ ൌ െ(4.20)                                                ߣ 

Les solutions de (4.17) et (4.18) sont de la forme suivante : 

,ߣ෤ሺݑ                       ሻݕ ൌ ሺܥଵ ൅ ሻ݁ିఒ௬ݕଶܥ ൅ ሺܥଷ ൅  ሻ݁ఒ௬                                   (4.21)ݕସܥ

,ߣ෤ሺݒ                       ሻݕ ൌ ሺܦଵ ൅ ሻ݁ିఒ௬ݕଶܦ ൅ ሺܦଷ ൅  ሻ݁ఒ௬                                  (4.22)ݕସܦ

En injectant (4.21) et (4.22) dans (4.15) et (4.16), on obtient les relations 
suivantes (Annexe C):    

ଵܦ   ൌ ଵܥ ൅ ௞ఒ ଶܦ       , ଶܥ ൌ ଷܦ    , ଶܥ ൌ െܥଷ ൅ ௞ఒ ସܦ      , ସܥ ൌ െܥସ                       (4.23) 

On obtient finalement, les expressions suivantes pour le champ de déplacement, 
en dessus et en dessous de la fissure :  ݑሺݔ, ሻݕ ൌ 2 ׬ ൣሺܥଵ ൅ ሻ݁ିఒ௬ݕଶܥ ൅ ሺܥଷ ൅ .ሻ݁ఒ௬൧ݕସܥ sinሺݔߣሻ݀ߣஶ଴ ݕ                                 ൐ ,ݔሺݒ                 (4.24)      0 ሻݕ ൌ 2 ׬ ቂቀܥଵ ൅ ሺ௞ఒ ൅ ଶቁܥሻݕ ݁ିఒ௬ ൅ ቀെܥଷ ൅ ሺ௞ఒ െ ସቁܥሻݕ ݁ఒ௬ቃ . cosሺݔߣሻஶ଴ ݕ    ߣ݀ ൐ 0     (4.25) ,ݔሺݑ                 ሻݕ ൌ 2 ׬ ൣሺܥହ ൅ ሻ݁ିఒ௬ݕ଺ܥ ൅ ሺܥ଻ ൅ .ሻ݁ఒ௬൧ݕ଼ܥ sinሺݔߣሻ݀ߣஶ଴ ݕ                                    ൏ ,ݔሺݒ  (4.26)  0 ሻݕ ൌ 2 ׬ ቂቀܥହ ൅ ሺ௞ఒ ൅ ଺ቁܥሻݕ ݁ିఒ௬ ൅ ቀെܥ଻ ൅ ሺ௞ఒ െ ቁ଼ܥሻݕ ݁ఒ௬ቃ . cosሺݔߣሻஶ଴ ݕ    ߣ݀ ൏ 0    (4.27)                  

Remarque : 

Nous avons considéré des expressions différentes du champ de déplacement en 
dessus et en dessous de la fissure, afin de tenir compte de la discontinuité induite 
par la présence de cette fissure. 

Il nous reste à déterminer les constantes Ck k=1 à 8. Nous définissons tout 
d’abord les fonctions densité suivantes : 

                            
[ ])0,()0,()(1

−+ −= xuxu
dx
dxψ

                                                  (4.28) 

                             
[ ])0,()0,()(2

−+ −= xvxv
dx
dxψ

                                                 (4.29) 

 

A cause de la symétrie du problème, l’ouverture de la fissure se fait en mode I pur. 
Par conséquent, la discontinuité du déplacement tangentiel à la fissure est nul, et 
donc :  

                                        0)(1 =xψ
                                                                   (4.30)
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De plus, nous avons grâce à la condition (4.7) :  

                                         ∫
−

=
a

a

l

l

dtt 0).(2ψ ,                                                   (4.31a) 

                                       0)(2 =xψ ,   pour   alx ≥                                      (4.31b) 

En effet, (4.31a) est obtenue de la manière suivante : 

                              
∫∫
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∂
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a

a

a

a

l

l

l

l

dttvtv
t

dtt )].0,()0,([).(2ψ         

                                                     0))0,()0,(())0,()0,(( =−−−−−= −+−+
aaaa lvlvlvlv  

la dernière égalité est due à la continuité du déplacement aux pointes ±la. (4.31b) 
est due à la continuité du déplacement en dehors de la fissure. 

Nous utilisons maintenant les conditions aux limites. Nous devons tout d’abord 
donner les expressions des contraintes σxy et σyy. En déformation plane, ces 
contraintes sont données par : 

                            

( ) ( )[ ]
xyxy

xxyyyy

µεσ

εκεκ
κ
µσ

2

31
1

=

−++
−

=
                                             (4.32) 

xxε , yyε et xyε sont les composantes du tenseur de déformation linéarisé. 

En utilisant (4.24), (4.27) et (4.32), nous obtenons les expressions suivantes : 

௫௬ߪ     ൌ ߤ2          ׬ ൣሼെ2ߣሺܥଵ ൅ ሻݕଶܥ ൅ ሺ1 െ ݇ሻܥଶሽ݁ିఒ௬ ൅ ሼ2ߣሺܥଷ ൅ ሻݕସܥ ൅ஶ଴                                                 ሺ1 െ ݇ሻܥସሽ݁ఒ௬ሿ. y > 0             (4.33)                      ߣሻ݀ݔߣሺ݊݅ݏ                  

௬௬ߪ     ൌ 2 ׬ ቂቄെ2ߣߤሺܥଵ ൅ ሻݕଶܥ ൅ ቀିఓሺ௞ିଷሻ௞ିଵ ൅ ቁߤ2 ሺ1 െ ݇ሻܥଶቅ ݁ିఒ௬ ൅ ሼെ2ߣߤ ቀܥଷ ൅ஶ଴                         ܥସݕ൯ ൅  ሺିఓሺ௞ିଷሻ௞ିଵ ൅ ሻሺ݇ߤ2 െ 1ሻܥସሽ݁ఒ௬ቃ . ௫௬ߪ       y > 0          (4.34)         ߣሻ݀ݔߣሺݏ݋ܿ ൌ ߤ2  ׬ ൣሼെ2ߣሺܥହ ൅ ሻݕ଺ܥ ൅ ሺ1 െ ݇ሻܥ଺ሽ݁ିఒ௬ ൅ ሼ2ߣሺܥ଻ ൅ ሻݕ଼ܥ ൅ ሺ1 െஶ଴                                         ݇ሻ଼ܥሽ݁ఒ௬ሿ.                  y < 0            (4.35)                                     ߣሻ݀ݔߣሺ݊݅ݏ

௬௬ߪ       ൌ 2 ׬ ቂቄെ2ߣߤሺܥହ ൅ ሻݕ଺ܥ ൅ ቀିఓሺ௞ିଷሻ௞ିଵ ൅ ቁߤ2 ሺ1 െ ݇ሻܥ଺ቅ ݁ିఒ௬ ൅ ሼെ2ߣߤ ቀܥ଻ ൅ஶ଴                         ݕ଼ܥ൯ ൅  ሺିఓሺ௞ିଷሻ௞ିଵ ൅ ሻሺ݇ߤ2 െ 1ሻ଼ܥሽ݁ఒ௬ቃ .               y < 0          (4.36)         ߣሻ݀ݔߣሺݏ݋ܿ

En remplaçant (4.33) et (4.35) dans (4.1), et en prenant les transformées de 
Fourier inverse, on obtient : 
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 ቄെ2ߣߤሺܥଵ ൅ ଶ݄ሻܥ ൅ ቀିఓሺ௞ିଷሻ௞ିଵ ൅ ቁߤ2 ሺ1 െ ݇ሻܥଶቅ ݁ିఒ௛ ൅ ቄെ2ߣߤሺܥଷ ൅ ସ݄ሻܥ  ൅                                   ቀିఓሺ௞ିଷሻ௞ିଵ ൅ ቁߤ2 ሺ݇ െ  1ሻܥସቅ ݁ఒ௛ ൌ 0     (4.37)                 ቄെ2ߣߤሺܥହ െ ଺݄ሻܥ ൅ ቀିఓሺ௞ିଷሻ௞ିଵ ൅ ቁߤ2 ሺ1 െ ݇ሻܥ଺ቅ ݁ఒ௛ ൅ ቄെ2ߣߤሺܥ଻ െ ሻ଼݄ܥ ൅  ቀିఓሺ௞ିଷሻ௞ିଵ ൅                                                  2ߤቁ ሺ݇ െ 1ሻ଼ܥቅ ݁ିఒ௛ ൌ 0                                             (4.38)                 ሼെ2ߣሺܥଵ ൅ ଶ݄ሻܥ ൅ ሺ1 െ ݇ሻܥଶሽ݁ିఒ௛ ൅ ሼ2ߣሺܥଷ ൅ ସ݄ሻܥ ൅ ሺ1 െ ݇ሻܥସሽ݁ఒ௛ ൌ 0           (4.39)                  ሼെ2ߣሺܥହ െ ଺݄ሻܥ ൅ ሺ1 െ ݇ሻܥ଺ሽ݁ఒ௛ ൅ ሼ2ߣሺܥ଻ െ ሻ଼݄ܥ ൅ ሺ1 െ ݇ሻ଼ܥሽ݁ିఒ௛ ൌ 0           (4.40) 

                   

La continuité du vecteur contrainte sur l’axe x, impose les conditions suivantes :   

   ቄെ2ߣߤሺܥଵሻ ൅ ቀିఓሺ௞ିଷሻ௞ିଵ ൅ ቁߤ2 ሺ1 െ ݇ሻܥଶቅ ൅ ቄെ2ߣߤሺܥଷሻ ൅ ቀିఓሺ௞ିଷሻ௞ିଵ ൅ ቁߤ2 ሺ݇ െ1ሻܥସቅ ൌ ቄെ2ߣߤሺܥହሻ ൅ ቀିఓሺ௞ିଷሻ௞ିଵ ൅ ቁߤ2 ሺ1 െ ݇ሻܥ଺ቅ ൅ ቄെ2ߣߤሺܥ଻ሻ ൅  ቀିఓሺ௞ିଷሻ௞ିଵ ൅ ቁߤ2   ሺ݇ െ1ሻ଼ܥቅ                                                                                                                 (4.41)                  ሼെ2ߣሺܥଵሻ ൅ ሺ1 െ ݇ሻܥଶሽ ൅ ሼ2ߣሺܥଷሻ ൅ ሺ1 െ ݇ሻܥସሽ= 

                                     ሼെ2ߣሺܥହሻ ൅ ሺ1 െ ݇ሻܥ଺ሽ ൅ ሼ2ߣሺܥ଻ሻ ൅ ሺ1 െ ݇ሻ଼ܥሽ             (4.42)                  

En utilisant la définition de la fonction densité ψ ଵሺݔሻ (équation (4.28)) et la 

condition (4.30) on obtient : 

ଵܥሺߣ                                     ൅ ଷܥ െ ହܥ െ ଻ሻܥ ൌ 0                                               (4.43)  

                                                                                             

En utilisant la définition de la fonction densité ψ2(x) (équation (4.29), en prenant la 
transformée de Fourier et en tenant compte de (4.31b), il vient :  

ଵܥ    െ ଷܥ ൅ ௞ఒ ሺܥଶ ൅ ସሻܥ െ ହܥ ൅ ଻ܥ െ ௞ఒ ሺܥ଺ ൅ ሻ଼ܥ ൌ െ ிఒ                                        (4.44)                  

           Avec :               ∫=
al

dtttF
0

2 )sin()(1 λψ
π

                                                    (4.45)                  

 

La résolution du système linéaire (4.37). (4.44) donne les valeurs suivantes pour 
les constantes : 
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ଵܥ ൌ 12 ଶ݄ଶߣఒ௛ሾሺ4݁ܨ ൅ ሺ݄݇ߣ2 െ 1ሻ ൅ 1 െ ݇ሻ݁ିఒ௛ ൅ ሺ݇ െ 1ሻ݁ఒ௛ሻሿሺ݇ ൅ 1ሻߣሺെ݁ିଶఒ௛ ൅ ݄ߣ4 ൅ ݁ଶఒ௛ሻ  

ଶܥ ൌ െ ݄ߣఒ௛ሾሺ2݁ܨ െ 1ሻ݁ିఒ௛ ൅ ݁ఒ௛ሻሿሺ݇ ൅ 1ሻሺെ݁ିଶఒ௛ ൅ ݄ߣ4 ൅ ݁ଶఒ௛ሻ 

ଷܥ ൌ 12 ଶ݄ଶߣఒ௛ሾሺ4ି݁ܨ ൅ ሺെ݄݇ߣ2 ൅ 1ሻ ൅ 1 െ ݇ሻ݁ఒ௛ ൅ ሺ݇ െ 1ሻ݁ିఒ௛ሻሿሺ݇ ൅ 1ሻߣሺെ݁ିଶఒ௛ ൅ ݄ߣ4 ൅ ݁ଶఒ௛ሻ  

ସܥ ൌ െ ݄ߣఒ௛ሾሺ2ି݁ܨ ൅ 1ሻ݁ఒ௛ െ ݁ିఒ௛ሿሺ݇ ൅ 1ሻሺെ݁ିଶఒ௛ ൅ ݄ߣ4 ൅ ݁ଶఒ௛ሻ 

ହܥ ൌ 12 ଶ݄ଶߣఒ௛ሾሺ4ି݁ܨ ൅ ሺെ݄݇ߣ2 ൅ 1ሻ ൅ 1 െ ݇ሻ݁ఒ௛ ൅ ሺ݇ െ 1ሻ݁ିఒ௛ሻሿሺ݇ ൅ 1ሻߣሺെ݁ିଶఒ௛ ൅ ݄ߣ4 ൅ ݁ଶఒ௛ሻ  

଺ܥ ൌ ݄ߣఒ௛ሾሺ2ି݁ܨ ൅ 1ሻ݁ఒ௛ െ ݁ିఒ௛ሿሺ݇ ൅ 1ሻሺെ݁ିଶఒ௛ ൅ ݄ߣ4 ൅ ݁ଶఒ௛ሻ 

଻ܥ ൌ 12 ଶ݄ଶߣఒ௛ሾሺ4݁ܨ ൅ ሺ݄݇ߣ2 െ 1ሻ ൅ 1 െ ݇ሻ݁ିఒ௛ ൅ ሺ݇ െ 1ሻ݁ିఒ௛ሻሿሺ݇ ൅ 1ሻߣሺെ݁ିଶఒ௛ ൅ ݄ߣ4 ൅ ݁ଶఒ௛ሻ  

଼ܥ ൌ ݄ߣఒ௛ሾሺ2݁ܨ െ 1ሻ݁ିఒ௛ ൅ ݁ఒ௛ሿሺ݇ ൅ 1ሻሺെ݁ିଶఒ௛ ൅ ݄ߣ4 ൅ ݁ଶఒ௛ሻ 

 

         Nous remarquons que tous les coefficients ne dépendent que de la seule 
inconnue F , et par conséquent de la seule fonction densité )(2 xψ . Donc pour 

compléter la résolution de notre problème, il suffit de déterminer )(2 xψ . Cette 
fonction sera déterminée par la résolution d’une équation intégrale singulière, qui 
sera déduite à partir de la condition de chargement sur les lèvres de la fissure 
(4.4). En y substituant, les valeurs des constantes dans (4.34), cette condition 
devient :   

lim௬՜଴శ ׬ ାஶ଴ߤ2 ቈ௘ഊሺష೤శమ೓ሻቀଶఒమ௛ሺ௛ି௬ሻାଵାఒሺ௬ିଶ௛ሻቁି௘ഊሺష೤శర೓ሻሺఒ௬ାଵሻା௘ഊሺ೤శమ೓ሻቀଶఒమ௛ሺ௛ି௬ሻାଵାఒሺଶ௛ି௬ሻቁା௘ഊ೤ሺఒ௬ିଵሻሺ௞ାଵሻሺସఒ௛௘మഊ೓ା௘రഊ೓ିଵሻ ቉.             

                                                     . F cosሺݔߣሻ ߣ݀ ൌ σሺݔሻ        alx ≤                                     (4.46)     

Dans (4.46) le passage à la limite est nécessaire, car l’intégrale ne peut 
pas être évaluée en y=0.  

En introduisant certaines limites dans l’intégrale, (4.46) devient : 
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lim௬՜଴శ න െ2ߤାஶ
଴ ቈ݁ఒሺି௬ାଶ௛ሻሺ2ߣଶ݄ଶ ൅ 1 െ 2݄ሻߣ െ ݁ఒሺି௬ାସ௛ሻ ൅ ݁ఒሺ௬ାଶ௛ሻሺ2ߣଶ݄ଶ ൅ 1 ൅ ሻ݄ߣ2 െ ݁ఒ௬ሺ݇ ൅ 1ሻሺ4݄݁ߣଶఒ௛ ൅ ݁ସఒ௛ െ 1ሻ ቉ 

                                          . F cosሺݔߣሻ ߣ݀ ൌ σሺݔሻ            |ݔ| ൑ ݈௔                          (4.47)   

                                         

      En introduisant l’expression de F (4.45) dans (4.47), en changeant l’ordre 
d’intégration et en introduisant la limite sous le signe intégrale, on obtient 
l’équation intégrale suivante :                           

                        ିଶఓగሺ௞ାଵሻ ׬ ,ݔሺܭ ሻ௟ೌ଴ݐሻ߰ଶሺݐ ݐ݀ ൌ σሺݔሻ        alx ≤                               (4.48) 

Le noyau K(x,t) de (4.47) est donné par :      

,ݔሺܭ                         ሻݐ ൌ lim௬՜଴శ ׬ ܰሺݕ, ሻାஶ଴ߣ sin ሺݐߣሻcos ሺݔߣሻ݀(4.49)                           ߣ                   

Avec :      

          ܰሺݕ, ሻߣ ൌ ௘ഊሺష೤శమ೓ሻ൫ଶఒమ௛మାଵିఒଶ௛൯ି௘ഊሺష೤శర೓ሻା௘ഊሺ೤శమ೓ሻ൫ଶఒమ௛మାଵାଶఒ௛൯ି௘ഊ೤ሺସఒ௛௘మഊ೓ା௘రഊ೓ିଵሻ              (4.50)                  

 

Le noyau K(x,t) est divergent en y = 0. Puisque N(0,λ) est une fonction continue, la 
divergence de l’intégrale impropre ne peut venir que des extrémités de l’intervalle. 
Sachant que 0),0(lim

0
=

→
λ

λ
N , la singularité ne peut venir que du voisinage de 

l’infini. Afin d’isoler cette singularité, on étudie le comportement de N lorsque 
∞→λ . On a : 

                              ܰஶሺݕ, ሻߣ ؆ ି௘ഊሺష೤శర೓ሻ௘రഊ೓ ൌ െ݁ିఒ௬ 

Afin d’extraire la singularité du noyau de K(x,t), on ajoute et on retranche N∞ :                        ܭሺݔ, ሻݐ ൌ          lim௬՜଴శ െ ׬ ݁ିఒ௬ାஶ଴ sinሺݐߣሻ cosሺݔߣሻ ߣ݀ ൅ lim௬՜଴శ ׬ ሾܰሺݕ, ሻߣ ൅ାஶ଴                                                   ݁ିఒ௬ሿ sin ሺݐߣሻcos ሺݔߣሻ݀                    

                ൌ െ ௧ሺ௧ି௫ሻሺ௧ା௫ሻ ൅ ׬ ሾܰሺ0, ሻߣ ൅ 1ሿାஶ଴ sin ሺݐߣሻcos ሺݔߣሻ݀(4.51)                          ߣ 

Dans (4.51), la limite a été introduite sous le signe intégrale pour cause de 
convergence uniforme de l’intégrale impropre. La démonstration de la 
convergence uniforme est présentée en (Annexe A). 

En tenant compte de (4.51), l’équation intégrale (4.47) devient : 
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׬                    ௧టమሺ௧ሻሺ௧ି௫ሻሺ௧ା௫ሻ௟ೌ଴ ݐ݀ ൅ ׬ ݇ሺݔ, ሻ௟ೌ଴ݐ ߰ଶሺݐሻ݀ݐ ൌ గሺ௞ାଵሻସఓ ሻ     alxݔሺߪ ≤            (4.52) 

 

avec le k(x,t) donné par :                                                                                                   

                           ݇ሺݔ, ሻݐ ൌ െ ׬ ሾܰሺ0, ሻߣ ൅ 1ሿାஶ଴ sinሺݐߣሻcosሺݔߣሻ݀ߣ 

                                         ൌ െ ׬ ሾ௘మഊ೓൫ସఒమ௛మାସఒ௛ାଶ൯ିଶସఒ௛௘మഊ೓ା௘రഊ೓ିଵ ሿାஶ଴ sinሺݐߣሻcosሺݔߣሻ݀(4.53)         ߣ 

A cause de la parité en t de ௧టమሺ௧ሻሺ௧ି௫ሻሺ௧ା௫ሻ   et de ݇ሺݔ,   : ሻ, (4.52) peut s’écrireݐሻ߰ଶሺݐ

׬                    ௧టమሺ௧ሻሺ௧ି௫ሻሺ௧ା௫ሻ௟ೌି௟ೌ ݐ݀ ൅ ׬ ݇ሺݔ, ሻ௟ೌି௟ೌݐ ߰ଶሺݐሻ݀ݐ ൌ గሺ௞ାଵሻଶఓ ሻ    alxݔሺߪ ≤          (4.54) 

 

En tenant compte du fait que ߰ଶሺݐሻ est impaire on peut montrer que (Annexe B):  

න ݐሻሺݐଶሺ߰ݐ െ ݐሻሺݔ ൅ ሻ௟ೌି௟ೌݔ ݐ݀ ൌ න ߰ଶሺݐሻሺݐ െ ሻ௟ೌି௟ೌݔ  ݐ݀

Finalement l’équation intégrale peut s’écrire sous la forme  

׬                          ቆ ଵሺ௧ି௫ሻ ൅ ݇ሺݔ, ሻቇݐ ߰ଶሺݐሻ݀ݐ ൌ గሺκାଵሻଶఓ ሻ ௟ೌି௟ೌݔሺߪ          alx ≤             (4.55) 

Avec la condition : 

න ߰ଶሺݐሻ݀ݐ ൌ 0  ௟ೌି௟ೌ  

L’équation (4.55) est appelée « équation intégrale singulière de Cauchy du 
premier type ». La singularité provient du noyau de Cauchy )(1 xt − . Nous 
présentons la résolution de (4.55) dans le prochain chapitre. 

Pour compléter la résolution du problème, il reste à vérifier la condition (4.5) qui 
impose un chargement tangentiel nul sur les lèvres de la fissure. En y substituant, 
les valeurs des constantes dans (4.35), cette condition devient : 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) 0sin
41

2222
1
2lim

0
42

242222

0
=

++−
−−++−+−+

+
− ∫

∞+ +−

→ +
λλ

λ
λλλλλ

κ
µ

λλ

λλλλλ

dxF
ehe

yeyeyhyheyhyhee
hh

yhhyhy

y

                                                                           
alx ≤                                       (4.56)

 
L’utilisation de la limite dans (4.56) est nécessaire, car l’intégrale ne peut être 
évaluée en y=0. 
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En introduisant certaines limites dans (4.56), on obtient : 

       
( ) ahh

yyh

y
lxdxF

ehe
eeh

≤=
++−
−

+
− ∫

+∞ −

→ +
0sin

41
)1(2

1
2lim

0
42

2)2(22

0
λλ

λ
λ

κ
µ

λλ

λλ

                                   (4.57)                  

En introduisant l’expression de F (4.45), et en changeant l’ordre d’intégration dans 

(4.57) on obtient : 

                     
a

l

lxdtttxM
a

≤=∫ 0)(),(
0

2ψ
                                                   (4.58)                  

Avec M(x,t) définie par : 

                      

( ) ( )

( ) ( )∫

∫
∞+

+∞ −

→

=
++−
−

=

++−
−

=
+

0
42

222

0
42

2)2(22

0

0sinsin
41

)11(2

sinsin
41

)1(2lim),(

λλλ
λ

λ

λλλ
λ

λ
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λ
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dtx
ehe

eh

dtx
ehe
eehtxM

hh

h

hh

yyh

y

                           (4.59)                   

Dans (4.59), la limite a été introduite sous le signe intégrale, car l’intégrale 

impropre est uniformément convergente. La démonstration de la convergence 

uniforme est donnée en (Annexe A). 

Avec (4.59) la condition (4.5) sur l’absence de chargement tangentiel sur les 

lèvres de la fissure est identiquement vérifiée. 

             
 

4 .3  Résolution de l’équation intégrale  

         On passe à La résolution de l’équation intégrale singulière (4.55).tel que Le 
noyau de cette équation contient la singularité de Cauchy. C’est donc une 
intégrale impropre divergente. Pour l’évaluer, nous utilisons le concept de 
l’intégration au sens de la valeur principale de Cauchy. Nous commençons par en 
donner un bref rappel. 

4.3.1  Valeur principale de Cauchy 

Définition [33](Mauch 2004) 

          Si f(x) est continue sur [a,b] sauf au point x0 ∈ [a,b], donc la valeur 
principale de Cauchy de l’intégrale est définie par :   
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La valeur principale est obtenue en approchant la singularité symétriquement. La 
valeur principale de l’intégrale peut exister quand l’intégrale diverge. Si l’intégrale 
existe, elle est égale à sa valeur principale. 

Exemple 

∫
−

1

1

1 dx
x

 est divergente. Sa valeur principale est égale à : 
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Dans la suite du travail toutes les intégrales singulières (contenant le noyau 1/(t-
x)) seront évaluées au sens de la valeur principale de Cauchy. Pour simplifier 
l’écriture on omettra d’écrire VP(), et on écrira simplement le signe intégrale. 

 4.3.2   Résolution de l’équation intégrale : 

          De même que pour l’établissement de l’équation intégrale, nous suivons 
pour sa résolution les travaux d’Erdogan [34](Erdogan et al. 1973).  

Le problème (2.8) de la phase cohésive est un cas particulier du problème (2.11) 
de la phase de propagation quand lc=l0. La résolution de l’équation intégrale (4.55) 
sera présentée pour ce dernier cas. La résolution s’effectuera numériquement en 
utilisant les polynômes de Chebychev qui seront définis plus tard. Ces polynômes 
sont définis dans l’intervalle [-1,1]. Nous devons donc changer l’intervalle de l’ 
équation intégrale (4.55) de [-la, la] à [-1,1]. Nous définissons d’abord les quantités 
normalisées suivantes :  

      
,

al
xr =  ,

al
ts =  ,

a

c

l
l

=η   ),()( sft =ψ  ),,(),( srLtxk =  )()( rx σσ = .              (4.60) 

Ainsi l’équation (4.55) prend la forme suivante :  

  
׬                 ቀ ଵሺ௦ି௥ሻ ൅ ݈௔. ,ݎሺܮ ሻቁݏ ݂ሺݏሻ݀ݏ ൌ గሺ௞ାଵሻଶఓ ሻ ଵିଵݎሺߪ     .1≤r                         (4.61) 

 



43 
 

Avec la condition : 

                                            
∫
+

−

=
1

1

0).( dttf                                                            (4.62) 

Dans (4.61), le chargement )(rσ est donné par : 

                                         



+−
−

=
∞

∞

c

r
σσ

σ
σ )(    

si
si

   
1<<

<
r

r
η

η
                              (4.63)  

On remarque que le chargement (4.63) présente des discontinuités. Pour ce type 
de chargement, les méthodes de résolution classiques de ce type d’équation 
intégrale ne donnent pas de bons résultats. Par conséquent, et suivant une 
méthode développée par (Ioakimidis, 1980 [35]), on remplace )(sf par une 

nouvelle fonction )(sφ telle que : 

                                     ),()()( sshsf φ+=                                                          (4.64) 

Où )(sh est la solution de l’équation intégrale suivante : 

                      ଵగ ׬ ଵሺ௦ି௥ሻ ݄ሺݏሻ݀ݏ ൌ ሺ௞ାଵሻଶఓ ሻ ାଵିଵݎሺߪ |ݎ|      ൑ 1                                      (4.65) 

Avec la condition supplémentaire suivante : 

                                   
∫
+

−

=
1

1

0).( dssh                                                                      (4.66) 

En remplaçant (4.64) dans (4.61) en tenant compte de (4.65) et (4.66), on obtient 
l’équation intégrale dont ( )sφ  est l’inconnue : 

                  ∫
+

−

=+
−

1

1

),().()],(1[1 rgdsssrLl
rs a φ

π    
|ݎ|  ൑ 1                                     (4.67) 

 

Où : 

                                
∫
+

−

−=
1

1

).().,(.1)( dsshsrLlrg aπ
                                               (4.68) 
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Avec la condition : 

                                          
∫
+

−

=
1

1

0).( dttφ                                                               (4.69) 

Il est clair à partir de (4.67) que puisque L(r,s) a un comportement régulier, g(r) a 
aussi un comportement régulier. Par conséquent, les techniques numériques de 
résolution de ce  type d’équation intégrale peuvent être directement appliquées 
sans aucune modification. 

 La solution analytique de l’équation (4.65) avec la condition (4.66), est donnée 
par [36] : 

                  
∫
+

−

−

−
−−

+
−=

1

1

2
1

22
1

2 )(.)1(.)1.(
2

)1()( dr
sr

rrsksh σ
πµ

   ,1≤s                             (4.70) 

En effectuant l’intégration dans (4.70), on obtient : 

                                      )()()( 21 shshsh +=                                                        (4.71) 

Avec : 

                    ),arccos..2..()1.(
2

)1( 2
1

2
1 ησπσ

πµ csskh +−−
+

= ∞

−
                                 (4.72) 

                         
22

22

2
11
11ln

2
)1()(

ηη
ηη

πµ
σ

−+−

−−−+
=

ss
ssksh c                                        

(4.73) 

On voit que )(2 sh présente des singularités logarithmiques aux points .η±=s    

     Il a été montré dans (Erdogan et al. 1973 [37]) que l’équation intégrale 
singulière (4.67) a l’indice 1 car la fonction inconnue )(sφ à des singularités 

intégrables aux points 1± . La solution peut être exprimée comme )().()( ssws ϕφ =

où 2
1

2 )1()(
−

−= ssw  est la fonction poids associé au polynôme de Chebyshev de 

premier ordre ))arccos(.cos()( snsTn = et )(sϕ est une fonction continue et bornée sur 
l’intervalle [-1, 1] laquelle peut être exprimé comme une série tronquée des 
polynômes de Chebyshev du premier ordre. A cause de la symétrie du problème 
par rapport à y on à )()( ss ϕϕ −=− . Donc, la solution de l’équation (4.67) 
s’exprime : 

                             
∑
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−
−=

N

n
nn sTAss

1
12

2
1

2 )(.)1()(φ                                                  (4.74) 
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Dans (4.74) nous avons pris que les polynômes de Chebyshev à indice impair, 
car               T2n-1(-s)=- T2n-1(s). 

On observe qu’avec l’expression (4.74), la condition (4.69) est automatiquement 
vérifiée. En effet : 

                                        
( ) 0)(1)(

1

1

1
12

2
1

2
1
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=−= ∑ ∫∫
= −

−

−

−

N

n
nn dttTtAdttϕ . 

Substituons l’équation (4.74) dans l’équation (4.67) en utilisant les relations 
suivantes : 
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                                        (4.75) 

Où :  

                      
21/))arccos().1sin(()( rrnrU n −+=                                             (4.76) 

Représente les polynômes de Chebyshev de second ordre. Il vient :  

                     
∑
=

− =+
N

n
nnn rgrHrUA

1
22 ),()]()([      .1<r                                         (4.77) 

Où : 

                   
∫
−

−

−
−=

1

1
12

2
1

2 )(),()1(1)( dssTsrLlsrH nan π
                                            (4.78) 

Afin de déterminer les coefficients An , des points de collocation r=rj, j=0,1,…,N 
sont choisis afin de réduire l’équation (4.77) à un système d’équations algébriques 
linéaires. Le choix de ces points n’est pas très critique, nous choisissons les 
racines des polynômes de Chebyshev  T2N-1 : 

            








−

−
==− )12(2

)12(cos,0)(12 N
jrrT jjN

π
,    .,......,1 Nj =                                (4.79) 

  Utilisant les points de collocation donnés par l’équation (4.79) dans l’équation 
(4.77), on arrive à un système de N équations a N inconnus NAA ,........,1  qui 
s’écrit : 

                   
∑
=

− =+
N

n
jjnjnn rgrHrUA

1
22 ),()]()([     Nj ,,.........1=                             (4.80) 
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La valeur de )( jn rH  de coté gauche de l’équation (4.80) déterminé à partir de 

l’équation (4.78).  

4.3.3  Évaluation numérique des différentes intégrales : 

          Les intégrales )( jn rH et )( jrg  sont évaluées en utilisant la formule 

d’intégration de Gauss- Chebyshev qui s’écrit : 

           
,

)(
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)(1 1

1 1
2∫ ∑

−
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n
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n
tf

t
dttf

π
    

n
kttT kkn 2

)12(cos,0)( +
==

π
                           (4.81) 

  

La valeur de )( jrg du coté droit de l’équation (4.81) est déterminée à partir de 

l’équation (4.68) qui avec l’équation (4.71) peut se mettre sous la forme suivante : 

            







+−= ∫ ∫

− −

1

1

1

1
21 )(),()(),(1)( dsshsrLldsshsrLlrg aaπ

                                   (4.82a)  

La première partie est évaluée par la précédente formule de Gauss- Chebyshev. 
A cause des singularités logarithmiques que présente le terme )(2 sh  aux points
η± , la seconde partie est devisée sous la forme suivante : 

∫ ∫ ∫ ∫
−

−

− −

++=
1

1 1

1

2222 )(),()(),()(),()(),(
η η

η η

dsshsrLldsshsrLldsshsrLldsshsrLl aaaa         (4.82b) 

Chacune des intégrales du membre droit de l’équation précédente est évaluée à 
l’aide de  Gauss- Chebyshev. 

4.3.4  Evaluation numérique de ),( srL  : 

       Considérons maintenant le terme ),( srL de l’équation (4.69), après 
introduction des entités normalisées :  

,ݎሺܮ  ሻݏ ൌ െ ଵଶ ׬ ሾ௘మഊ೓൫ସఒమ௛మାସఒ௛ାଶ൯ିଶସఒ௛௘మഊ೓ା௘రഊ೓ିଵ ሿାஶ଴ ሺsin ݏ௔ሺ݈ߣ ൅ ሻݎ ൅ sin ݏ௔ሺ݈ߣ െ            (4.83)          ߣሻሻ݀ݎ

On observe que L(r,s) est une intégrale impropre. La fonction ௘మഊ೓൫ସఒమ௛మାସఒ௛ାଶ൯ିଶସఒ௛௘మഊ೓ା௘రഊ೓ିଵ , 

est équivalente au voisinage de +∞ à heh λλ 2224 − qui tend très rapidement vers 0 
lorsque λ tend vers +∞. Par conséquent, L(r,s) sera décomposée de la manière 
suivante : 
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,ݎሺܮ  ሻݏ ൌ െ 12 න ሾ݁ଶఒ௛ሺ4ߣଶ݄ଶ ൅ ݄ߣ4 ൅ 2ሻ െ ଶఒ௛݄݁ߣ24 ൅ ݁ସఒ௛ െ 1 ሿ஺

଴ ሺsin ݏ௔ሺ݈ߣ ൅ ሻݎ ൅ sin ݏ௔ሺ݈ߣ െ ߣሻሻ݀ݎ
െ 12 න ሾ݁ଶఒ௛ሺ4ߣଶ݄ଶ ൅ ݄ߣ4 ൅ 2ሻ െ ଶఒ௛݄݁ߣ24 ൅ ݁ସఒ௛ െ 1 ሿାஶ

஺ ሺsin ݏ௔ሺ݈ߣ ൅ ሻ൅ݎ sin ݏ௔ሺ݈ߣ െ  ߣሻሻ݀ݎ

Où A est un point de coupure. La deuxième intégrale du membre droit de 
l’équation précédente devient négligeable pour une valeur de A suffisamment 
grande. 

- Evaluation de A :        

Pour évaluer A, on doit faire un test et on doit donc donner des valeurs à s, r et al  
. Les valeurs de s et de r sont choisies aléatoirement dans l’intervalle [-1,1], on 
prend r=0 et s=1. al  , représente la longueur de la fissure, plus cette valeur est 
élevée plus l’intégrale est difficile à évaluer numériquement, on choisit la valeur 
maximale dans nos calculs 10=al  .  

L’évaluation numérique de l’intégrale à l’aide du logiciel MAPLE a  donné : 

   െ ଵଶ ׬ ൤௘మഊ೓൫ସఒమ௛మାସఒ௛ାଶ൯ିଶସఒ௛௘మഊ೓ା௘రഊ೓ିଵ ൨ାஶ଴ ሺsin 10ሺ1ሻߣ ൅ sin ߣ10ሺ1ሻሻ݀ߣ ൌ 0.1999999898     

(4.86)                                                                                                                                           

 Si on limite l’intégration sur l’intervalle ]14.0[  on obtient une bonne convergence : 

    െ ଵଶ ׬ ሾ௘మഊ೓൫ସఒమ௛మାସఒ௛ାଶ൯ିଶସఒ௛௘మഊ೓ା௘రഊ೓ିଵ ሿଵସ଴ ሺsin 10ሺ1ሻߣ ൅ sin ߣ10ሺ1ሻሻ݀ߣ ൌ 0.199999989       (4.87)      

                                                                                                                                                 
En conclusion on peut limiter l’intégration sur l’intervalle ]14.0[  et l’intégrale ),( srL  
prend la forme suivante : 

,ݎሺܮ         ሻݏ ൌ െ ଵଶ ׬ ሾ௘మഊ೓൫ସఒమ௛మାସఒ௛ାଶ൯ିଶସఒ௛௘మഊ೓ା௘రഊ೓ିଵ ሿଵସ଴ ሺsin ݏ௔ሺ݈ߣ ൅ ሻݎ ൅ sin ݏ௔ሺ݈ߣ െ      (4.88)     ߣሻሻ݀ݎ

L’intégrale ainsi définie est évaluée à l’aide de la formule de Gauss- Chebyshev 
avec un changement de variable pour passer de l’intervalle ]14.0[ à l’intervalle

[ ]1,1− . 

,ݎሺܮ      ሻݏ ൌ െ ଵଶ ׬ ஺ଶ ሾ௘మഊ೓൫ସఒమ௛మାସఒ௛ାଶ൯ିଶସఒ௛௘మഊ೓ା௘రഊ೓ିଵ ሿଵିଵ ሺsin ݏ௔ሺ݈ߣ ൅ ሻݎ ൅ sin ݏ௔ሺ݈ߣ െ      ሻሻ݀γ      (4.89)ݎ
                        

                                               Où ߣ = ஺ଶ ሺγ ൅ 1ሻ          et 14=A  
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4.3.5    Formule donnant le facteur d’intensité de contrainte : 

          Le facteur d’intensité de contrainte en pointe de fissure est donné par (la 
démonstration est détaillée en Annexe D): 

             )(1lim
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                                       (4.90)                  

Où )( 1xψ est donnée avec (3.24). On obtient : 

                 ݇ଵሺേ݈௔ሻ ൌ ඥ݈௔ ൬ߪஶ െ ଶగ ሻ൰ߟሺݏ݋ܿݎ௖ܽߪ െ ඥ݈௔ ఓଶሺଵିఔሻ ∑ ௡௡௜ୀଵܣ                    (4.91) 

 

4.3.6   Formule donnant l’ouverture de la fissure :  

          L’ouverture de la fissure en ]1,1[−∈x est définie par : 

              ∫−
−+ =−=

x
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dttxvxvx )()0,()0,()( ψδ                                                        (4.92) 

De (4.3), (4.7), (4.14) et (4.17) on obtient :  
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Pour obtenir (4.29), on a utilisé les relations suivantes : 

                          
∫
−

− −−=
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n
n ssU

nx

dxxT

1
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12

1)(1
1

)(
                                                  (4.94) 

On observe à partir de l’équation (4.29), que )(rδ n’est pas définie en η± , a cause 
des singularités logarithmiques. L’ouverture de la fissure en ces points et obtenue 
en passant a la limite de )(rδ lorsque η±→r . 

 On obtient le résultat suivant 
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ߜ             :  ቀേ ௟೎௟ೌቁ ൌ    ଶሺଵିఔሻగఓ ቈߨඥ݈௔ଶ െ ݈௖ଶ ቆߪஶ െ ଶగ ݏ݋ܿݎ௖ܽߪ ቀ௟೎௟ೌቁቇ ൅ ௖݈௖ߪ2 ln ቀ௟೎௟ೌቁ቉ െ
                                         ඥ݈௔ଶ െ ݈௖ଶሺ∑ ஺೙௎మ೙షమሺ೗೎೗ೌሻଶ௡ିଵ௡௜ୀଵ ሻ                                                   (4.95) 

 

 4.3.7  Etude de la convergence :    

          Afin de mettre en œuvre les calculs numériques, nous devons choisir les 
valeurs de N et n. Pour rappel, N représente le nombre de coefficients A1,…,AN, n 
représente le nombre de points d’intégration de Gauss- Chebyshev. Le critère de 
convergence choisi est la stabilité de la valeur du facteur d’intensité des 
contraintes k1. La méthode choisie est la suivante : nous fixons une des deux 
valeurs (N ou n) et nous augmentons l’autre valeur en calculant à chaque fois le k1 
jusqu’à sa stabilisation. Nous fixons les autres paramètres du problème aux 
valeurs suivantes la=10mm et h=1mm.  

        Pour déterminer N, on fixe la valeur de n à 70. Nous présentons l’évolution 
de k1 avec N dans le tableau 4.1. Nous observons que la valeur de k1 se stabilise 
à partir de N=40.  

N                    K1 

5 -279.238081335717000 

10 -290.506033185782300 

15 -290.153182875896000 

20 -290.139782142953000 

25 -290.140250276444500 

30 -290.140248385562900 

35 -290.140244180593800 

40 -290.140249257528900 

50 -290.140249000956400 

100 -290.140172291568200 

200 -290.140259398507100 

  400 -290.140248915095000 

 

Tableau 4.1. Valeurs du facteur d’intensité de contrainte k1 en fonction de N  
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Pour déterminer n, on fixe la valeur de N à 40. Nous présentons l’évolution de k1 
avec n dans le tableau 4.2. Nous observons que la valeur de k1 se stabilise à 
partir de n=70. 

 

   n           K1 

5 -143.789956972910100 

10 76.729452614480410 

15 -132.211278010774400 

20  23.640135494266810 

25 -703.273491080368000 

30 -188.895211292320700 

35 -185.499952535821200 

40 -525.733263306272800 

50 -340.890258930608600 

60 -291.079058616105300 

70 -290.140249257528900 

80 -290.236003831500600 

90 -290.247660549243100 

100 -290.254224658287100 

110 -290.258236362329900 

150 -290.264185125792400 

200 -290.265675849140600 

 

Tableau 4.2 : Valeur du facteur d’intensité de contrainte k1 en fonction de n . 

      Par conséquent, dans tout ce qui suit les calculs seront effectués avec N=40 et 
n=70.   
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CHAPITRE 5 

RESULTATS ET ETUDE PARAMETRIQUE 

5.1.1  Introduction : 

   Dans ce chapitre nous présentons quelques applications numériques. On 
étudiera l’évolution de la fissure avec le chargement appliqué en faisant varier un 
certain nombre de paramètres du problème. Plus particulièrement on fera varier les 
paramètres  suivants : 

- h/l0 afin d’étudier l’influence de la taille relative de la fissure par rapport à 
l’épaisseur de la bande. 

- δc/ l0 afin d’étudier l’influence de la taille relative de la fissure par rapport à la 
longueur caractéristique du modèle de Dugdale. 

    On a vu au Chapitre 3 que l’évolution de la fissure suit deux phases : une phase 
cohésive et une phase de propagation. Nous présentons tout d’abord la procédure 
numérique utilisée dans chaque phase.  

5.1.2  La phase cohésive : 

    On a établi au Chapitre 3 le critère de propagation des pointes ± al . On a 
montré que la longueur de la fissure cohésive est telle que la singularité des 
contraintes aux pointes ± al  soit nulle et donc que le facteur d’intensité des 

contraintes ( )alk ±1  = 0. 

   D’un point de vue pratique, il est facile de calculer ∞σ , supposant al connue. 
En utilisant la linéarité de problème élastique, le Facteur d’intensité des 
contraintes )(1 alk est donné par la formule suivante : 

)()()( 111 a
c

caa lklklk σσ += ∞
∞                                                 (5.1) 

Où )(1 alk ∞ et )(1 a
c lk sont les FIC du problème sans forces cohésives, avec 1=∞σ , 

et du problème avec des forces cohésives unitaires 1=cσ et 0=∞σ , 
respectivement. 

 L’équation 0)(1 =alk  donne :  

           )(
)(

1

1

a

a
c

c

lk
lk

∞∞ −=
σσ                                                                      (5.2) 
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De même l’ouverture de la fissure en un point x est donnée par : 

)()()( xxx c
cδσδσδ += ∞

∞                                             (5.3) 

Où )(x∞δ et )(xcδ sont respectivement, l’ouverture sans forces cohésives et 

1=∞σ , et avec des forces cohésives unitaires 1=cσ et 0=∞σ .  

Par conséquent, la procédure numérique choisie pour la phase cohésive est la 
suivante : 

1. On se donne une valeur initiale de al > 0l . 

2. On pose 1=∞σ  et 0=cσ , on résout le problème élastique et on calcule 

)(1 alk ∞ et )( 0l
∞δ (équations (4.91) et (4.93)). 

3. On pose 0=∞σ  et 1=cσ , on résout le problème élastique et on calcule 

)(1 a
c lk et )( 0l

cδ . 

4. On calcule σ∞ tel que k1(la)=0 (équation (5. 2)). 
5. On calcule )( 0lδ (équation (5. 3)), et on compare à δc. 

6. Si )( 0lδ < δc, on incrémente al et on revient en 2. 

7. Si )( 0lδ > δc, on recherche les valeurs de al  et σ∞ ,tel que k1(la)=0, qui nous 

donnent )( 0lδ = δc par dichotomie. 
8. La valeur finale de σ∞ est la charge de rupture σr. 
9. Fin. 
 

5.1.3    Phase de propagation : 

          Dans cette phase, il y a deux pointes : une pointe non cohésive lc et une 
pointe cohésive la. Les critères d’évolution de ces pointes ont été établis au 
Chapitre 3. Nous choisissons de piloter le calcul en prescrivant la valeur de la 
pointe non-cohésive cl . Les valeurs de la charge ∞σ , et celle de la pointe cohésive

al , sont déterminés en résolvant le système d’équations non linéaire suivant : 

,0)(1 =± alk   ( ) ccl δδ =±  

La procédure numérique utilisée est la suivante : 

1. On se donne une valeur initiale de lc > l0 
2. On choisit une valeur arbitraire de la> lc. 
3. On pose 1=∞σ  et 0=cσ , on résout le problème élastique et on calcule 

)(1 alk∞ et )( cl
∞δ . 
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4. On pose 0=∞σ  et 1=cσ , on résout le problème élastique et on calcule 

)(1 a
c lk et )( c

c lδ . 

5. On calcule ∞σ de telle sorte que ccl δδ =)( . La formule est obtenue en 
utilisant le principe de superposition (linéarité du problème élastique), elle 
est donnée par : 

)(
)(

c

c
c

cc

l
l

∞∞
−

=
δ

δσδσ  

6. On calcule k1(la), si k1(la)=0, on incrémente lc et on revient en 2. 
7. Si  k1(la) ≠ 0, on recherche la bonne valeur de la (et de ∞σ ) par dichotomie. 

On incrémente lc et on revient en 2. 
8. Fin 

 
5.1.4.  Etude de l’influence du paramètre 0lh   

           Dans cette partie on fait varier le paramètre 0lh , et on fixe les autres 
paramètres du problème aux valeurs suivantes : 

MPac 72=σ  , mmc 001.0=δ , MPa1100=µ  , 29.0=ν . 

Pour le paramètre h/l0, on choisit les valeurs suivantes : 0 .1 , 1 et 10. 

 

 

Figure 5.1. Relation entre la charge et la longueur de la fissure pour       
différentes valeurs de 0/ lh . 
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5.1.5.  Etude de l’influence du paramètre 0lcδ  

          Dans cette partie on fait varier le paramètre δc/ l0, et on fixe les autres 
paramètres du problème aux valeurs suivantes : 

MPac 72=σ  , mmh 1= , MPa1100=µ  , 29.0=ν . 

Pour le paramètre δc/ l0, on choisit les valeurs suivantes : 0.0001, 0.001, et 0.01. 

 

              

Figure 5.2. Relation entre la charge et la longueur de la fissure pour 
différentes valeurs de cδ . 

5.1.6.  Discussion des résultats 

               Dans les figures (5.1),  et (5.2), on présente l’évolution de la charge 
appliquée ∞σ , en fonction de la position de la pointe  cohésive al , pour différentes 

valeurs de   0lh  et 0lcδ .  Pour toutes les courbes la partie croissante correspond 
à la phase cohésive, est due au fait que la charge appliquée doit croître pour 
équilibrer les forces cohésives qui augmentent avec la propagation de la fissure 
cohésive. La partie décroissante correspond à la phase de propagation, est due à 
la relaxation de la structure  provoquée par l’accroissement de la fissure non-
cohésive. Pour les deux courbes le chargement maximum est la charge de la 
rupture correspondant au début de la propagation de la fissure initiale. 
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               Dans la Figure (5.1), on observe que la charge de rupture augmente 
avec le rapport h/l0,. Ce résultat veut dire que plus l’épaisseur de la bande est 
importante plus la structure est résistant. 

              Sur la Figure (5.2), nous observons que la contrainte de rupture est une 
fonction croissante de 0lcδ  et tend vers cσ  lorsque la taille de la fissure initiale l0 

est petite devant la longueur caractéristique du modèle de Dugdale δc. Ce résultat 
confirme les résultats obtenus par (Ferdjani et al 2006a, 2006b, 2007 et 2009) 
[38], [39], [40] et [41], pour le cas d’une plaque fissurée ou une plaque trouée, 
sous une traction uniforme, et pour une fissure dans un demi-plan sous 
chargement antiplan. 

 

  5.2 Comparaison entre les modèles de Griffith et de Dugdale 

         On effectue une comparaison entre les résultats obtenus avec les modèles 
de Dugdale et de Griffith. Le problème traité est le même que celui traité dans les 
chapitres précédents, à savoir étudier la propagation d’une fissure dans une 
bande infinie sous chargement normal. Nous étudions plus particulièrement la 
convergence du modèle de Dugdale vers le modèle de Griffith lorsque la 
longueur caractéristique δc tend vers 0. En effet, nous observons sur la Figure 
(2.3) (Chapitre 2), que la densité d’énergie de surface du modèle de Dugdale tend 
vers celle du modèle de Griffith lorsque δc tend vers 0. Nous allons donc faire un 
calcul avec le modèle de Griffith, et plusieurs calculs avec le modèle de Dugdale 
en maintenant Gc fixe et en faisant tendre δc tend vers 0, puis comparer les 
résultats obtenus. 

Nous présentons tout d’abord dans le cas de Griffith les équations du problème, 
l’équation intégrale, et la résolution numérique. Dans le cas de Dugdale, les 
équations ont déjà été présentées dans les Chapitres 3 et 4. 

5.2.1 Equation du problème :   

      La structure et le chargement initial sont expliqués au Chapitre 3. Nous 
supposons que la fissure initiale { }0],[ 00 ×−= llD  se propage horizontalement. On 
note pour un chargement donné les nouvelles pointes de la fissure ±l, la  nouvelle 
fissure sera notée { }0],[ ×−=Γ ll . Dans le cas de Griffith, il n’existe pas de forces 
cohésives, par conséquent, toute la fissure est non cohésive. Comme 
précédemment (Chapitre 3), on utilise le principe de superposition, pour 
décomposer le problème en un problème homogène et un problème non 
homogène. Nous étudions dans la suite le problème non homogène représenté 
sur la Figure (5.3). 
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Figure 5.3 : Structure et chargement dans le cas de Griffith. 

Le champ des déplacements ainsi que le champ des contraintes à l’équilibre sous 
le chargement ∞σ sont donc solution du problème suivant :  

                          


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
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hyn
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/0

σ
σσ
εσ

σ

                                                      (5.4) 

 Le critère de propagation de la fissure est le critère classique de Griffith : G = Gc. 

5.2.2  Equation intégrale et résolution : 

En procédant de la même manière qu’au Chapitre 4, nous établissons 
l’équation intégrale suivante : 

( ) ( ) ( ) lxkdtttxk
xt

l

l

<
+

−=







+

− ∞

+

−
∫ 11

1 2
1,1 σ

µ
πψ                                    (5.5) 

Avec la condition : 

                                   
0)( =∫

−

l

l

dttψ
 

L’équation intégrale (5.5) est la même que (4.55) (Chapitre 4), la seule différence 
réside dans le second membre qui est constant dans ce cas, au lieu d’être 
discontinu dans le cas de Dugdale. ψ(t) et k(x1,t) ont les mêmes définitions qu’au 
Chapitre 4 (équations 4.29 et 4.53). 

Pour résoudre cette équation intégrale, nous devons changer le domaine 
d’intégration de 

ݔ

ݕ
h

h

݈௔

 ݖ

െ݈௔
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 [-l,l] à [-1,1].  Nous définissons d’abord les quantités normalisées suivantes :  

            l
xr 1=  , 

l
ts =  , ( ) ( )sft =ψ  , ( ) ( )srLtxk ,,1 =                                            (5.6) 

En injectant (5.6) dans (5.5), l’équation intégrale devient : 

         
( ) ( )

µ
σν

π
∞

+

−

−
−=



 +

−∫
)1(2,11 1

1

dssfsrLl
rs a  , 1≤r                               (5.7) 

Avec la condition: 

                                            
( )∫

+

−

=
1

1

0dttf
                                                

(5.8) 

La fonction inconnue )(sf a des singularités intégrables en points 1± . La solution 
de l’équation intégrale singulière (5.7) peut être exprimé comme:

)().()( sswsf ϕ=  où 2
1

2 )1()(
−

−= ssw  est la fonction poids associé au 

polynôme de Chebyshev de premier ordre ))arccos(.cos()( snsTn = et )( sϕ est 
une fonction continue et bornée sur l’intervalle [-1, 1], laquelle peut être exprimé 
comme une série des polynômes de Chebyshev du premier ordre. Donc, la 
solution de l’équation (5.7) peut s’exprimer comme suit: 

           
∑∑
=

−

−∞

=
−

−
−≈−=

N

n
nn

n
nn sTAssTAssf

1
12

2
1

2

1
12

2
1

2 )(.)1()(.)1()(         (5.9)                  

Dans (5.9) nous n’avons pris que les polynômes de Chebyshev à indice impair, 
car   ( ) ( )sTsT nn 1212 −− −=− , et ( )sf  est une fonction impaire à cause de la symétrie 
du problème. 

En remplaçant l’équation (5.9) dans l’équation (5.6), on obtient : 

          ( ) ( )[ ]∑
=

∞
−

−
−=+

N

n
nnn rHrUA

1
22

)1(2
µ

σν , 1≤r                                  (5.10)                  

où:  

                    ( ) ( ) ( ) ( )∫
+

−
−

−
−=

1

1
12

2
1

2 ,11 dssTsrlLsrH nn π
                                      (5.11)                  

On observe qu’avec l’expression (5.9), la condition (5.8) est automatiquement 
vérifiée. 

On peut résoudre l'équation (5.10), en sélectionnant N points de collocation (les 
racines de T2N-1), donnés par :  
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( )
( )






−

−
=

122
12cos

N
jr j

π
,    Nj ,...,1=                                    (5.12) 

En écrivant (5.10) pour les points de collocation donnés par l'équation (5.12), on 
obtient un système de N équations avec N   inconnues ( NAA ,...,1 ), donné par: 

                   ( ) ( )[ ]
µ

σν ∞

=
−

−
−=+∑ )1(2

1
22

N

n
jnjnn rHrUA , Nj ,..,1=                (5.13)                  

De la même manière qu’au Chapitre 4, on peut montrer que le Facteur d’Intensité 
de Contrainte k1 est donné par : 

                          
( ) ∑

=−
−=±

N

n
NAllk

1
1 )1(2 ν

µ                                                      (5.14) 

5.2.3 Mise en œuvre numérique :  

Le critère de propagation dans ce cas est le critère classique de Griffith : G = 
Gc. Nous devons calculer le taux de restitution d’énergie potentielle élastique G à 
partir du k1 en utilisant la formule d’Irwin. Cette formule en mode I est donnée par 
(« Mécanique de la rupture fragile », J.B. Leblond): 

             

ܩ                                          ൌ ቀଵିఔଶఓ ቁ ݇ଵଶ                                                             (5.15) 

A partir de l’équation précédente et du critère de Griffith, on déduit le F.I.C critique, 
correspondant à la propagation de la fissure : 

                                       ݇ଵ௖ ൌ ට ଶீ೎ఓሺଵିఔሻ                                                                 (5.16) 

Nous allons calculer la charge de rupture de la structure correspondant à la 
propagation de la fissure pour différentes longueurs de fissure. La procédure 
numérique utilisée est la suivante : 

1. On se donne une valeur initiale de l. 
2. On pose 1=∞σ , on résout le système d’équations (5.13) et on calcule 1k  à 

l’aide de l’équation (5.14). 
3. En utilisant la linéarité du problème élastique, on calcule ∞σ  correspondant 

à k1 =݇ଵ௖   avec la formule suivante : 

                                     σஶ ൌ ௞భ೎௞భ                                                                         (5.17) 

où  k1 et ݇ଵ௖ sont donnés par (5.14) et (5.16) respectivement. 
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4. On incrémente l et on revient en 2. 
 

5.2.4  Résultat et discussion : 

    Pour les deux cas : Griffith et Dugdale, nous fixons certains paramètres du 
problème aux valeurs suivantes : 

                    µ = 1100 MPa, ν = 0.3, h = 1 mm, Gc = 72.10-3 N/mm. 

        Détermination de N  dans le cas de Griffith : 

          Pour déterminer N, on fixe la valeur de n à 100. Nous présentons l’évolution 
de k1 avec N dans le tableau 5.1. Nous observons que la valeur de k1 se stabilise 
à partir de N=10.      

N                    K1 

1 -48.843779394555380 

5 -43.369277624158570 

10 -43.361460249667550 

15 -43.361460248778900 

20 -43.361460248778960 

25 -43.361460248778820 

30 -43.361460248778950 

35 -43.361460248778960 

40 -43.361460248778550 

100 -43.361460248751470 

150 -43.361460248795080 

          

Tableau 5.1 : valeur de 1K  en fonction de nombre d’itérations N  dans le cas 
de Griffith 

          Nous présentons ci-dessous les résultats obtenus (Figure 5.3) dans les 
deux  cas Griffith et  Dugdale. Dans le cas de Dugdale, nous effectuons 
plusieurs calculs en faisant tendre δc vers 0. Nous considérons les valeurs 
suivantes de δc : 0.01 et 0.0001 mm, pour chaque valeur nous calculons la 
contrainte critique σc en utilisant la relation suivante : 

σ௖ ൌ ௖ܩ
δ௖  
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Figure 5.4 : Résultats obtenus dans les cas de Griffith et de Dugdale 

 

           Nous observons que le modèle de Dugdale se rapproche du modèle de 
Griffith lorsque la longueur caractéristique cδ  tend vers 0. Ce résultat est en 
conformité avec le fait que la densité d’énergie de surface de type Dugdale tend 
vers celle du modèle de Griffith lorsque cδ tend vers 0. 
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CONCLUSION 

         Les principaux résultats obtenus dans ce travail sont les suivants : 

         Nous avons tout d’abord établi les équations du problème élastique d’une 
bande infinie contenant une fissure parallèle à ses frontières sous chargement en 
mode I. Nous avons adopté pour la fissure l’hypothèse d’une énergie de surface 
de type Dugdale. Nous avons montré, en utilisant la formulation variationnelle, 
que la fissure créée comporte deux zones, une zone cohésive et une zone non 
cohésive. 

          Nous avons ensuite réduit les équations du problème à une équation 
intégrale singulière de Cauchy du premier ordre, par l’utilisation de la transformée 
de Fourier selon les travaux d’Erdogan, et nous avons présenté quelques 
applications numériques. 

          Nous avons étudié l’évolution de la fissure avec le chargement appliqué en 
faisant varier un certain nombre de paramètres. Plus particulièrement, nous avons 
étudié l’influence de la hauteur de la bande par rapport à la longueur de la fissure, 
ainsi que  l’influence de la longueur de la fissure par rapport à la longueur 
caractéristique du modèle de Dugdale. 

          Les résultats ont été présentés sous forme de courbe présentant l’évolution 
du chargement appliqué en fonction de la longueur de la fissure. Sur toutes ces 
courbes, la partie croissante, correspondant à la phase cohésive, est due au fait 
que la charge appliquée doit croître pour équilibrer les forces cohésives qui 
augmentent avec la propagation de la fissure cohésive. La partie décroissante 
correspond à la phase de propagation est due à la relaxation de la structure 
provoquée par l’accroissement de la fissure non cohésive. 

          Nous avons observé également que la charge de rupture augmente avec le 
rapport h/l0. Ce résultat est conforme avec l’idée intuitive que plus la bande est 
large, plus elle est résistante.  

          Pour l’influence de la longueur de la fissure l0, par rapport à la longueur 
caractéristique du modèle de Dugdale δc, Nous avons observé que la contrainte 
de rupture est une fonction croissante de 0lcδ  et tend vers la contrainte critique 

cσ  lorsque la taille de la fissure initiale l0 est petite devant la longueur 

caractéristique du modèle de Dugdale δc , ce qui confirme les résultats obtenues 
par (Ferdjani et al 2006a, 2006b, 2007 et 2009) [38], [39], [40] et [41],. A savoir, 
qu’avec la loi de fissuration de Dugdale et plus généralement avec le modèle des 
forces cohésives, la charge de rupture des structures contenant des défauts de 
petite taille (par rapport à la longueur caractéristique δc) tend vers la contrainte 
critique du matériau, et donc, avec le modèle des forces cohésives, les structures 
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sont insensibles aux défauts de petite taille et se comportent comme des 
structures saines. Contrairement au modèle de Griffith, où la charge de rupture 
tend vers l’infini, lorsque la taille du défaut tend vers zéro. 

          Enfin, une étude comparative à été faite entre le modèle de Dugdale (en 
faisant tendre δc vers 0) et le modèle de Griffith. Les résultats obtenus avec le 
modèle de Dugdale, montrent une tendance vers les résultats obtenus avec le 
modèle de Griffith lorsque la longueur caractéristique δc tend vers 0. Ce résultat 
est en conformité avec le fait que la densité d’énergie de surface du modèle de 
Dugdale tend vers celle du modèle de Griffith lorsque δc tend vers 0. 
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LISTE DES SYMBOLES 
 

nσ   : Contrainte normale d’interaction entre les lèvres de la fissure. 

nδ  : Discontinuité du déplacement normal. 

cσ  : Contrainte critique (caractéristique du matériau). 

cδ  : Ouverture critique de rupture (caractéristique des modèles cohésive). 

0δ  : Le saut critique de décohésion 

tσ  : Contrainte tangentielle 

δt : Déplacement tangentiel. 

ψ : Potentiel. 

G  : Taux de restitution d’énergie. 

cG  : Taux de restitution d’énergie critique. 

Ω : Domaine de la plaque fissurée. 

Γ : La fissure crée. 

[ ][ ]nv  : La discontinuité du déplacement normal 

φ : Densité d’énergie de surface. 

Γ0 : Partie non cohésive de la fissure. 

D  : La fissure (défaut). 

∞σ  : Charge appliquée. 

h  : Largeur de plaque fissurée 

0l  : Position de la pointe de fissure initial (ou diamètre du défaut initial dans le  

  cas de trou). 

E  : Module de Young. 

v  : Composante du déplacement dans la direction 2. 

u  : Composante du déplacement dans la direction 1. 

w  : Composante du déplacement dans la direction 3. 

cl  : Position de la zone cohésive. ݈௖௖      : Position de la zone cohésive continuum. 

al  : Position de la zone non cohésive. 
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A  : Tenseur de rigidité 

µ : Module de cisaillement. 

ν  : Coefficient de Poison. 

IK  : Facteur d’intensité de contrainte en mode I. 

ε  : Tenseur de déformation 

n  : La normale à la plaque. 

rσ  : Charge de rupture. 
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Annexe A 

      Convergence uniforme 

Rappel (Mauch 2004) 

 Considérons l’intégrale impropre suivante : 

∫
∞

c

dttxf ),(  

S’il existe une fonction continue ( )tM , tel que ( ) ( )tMtxf ≤,  et ( )dttM
c
∫
∞

 est 

convergente, donc ( )dttxf
c
∫
∞

,   est uniformément convergente. 

Si ( )dttxf
c
∫
∞

,  est uniformément convergente, on a la propriété suivante : 

- Si f(x,t) est continue pour x ∈ [a,b] et t ∈ [c,∞[, donc pour a < x0 < b, 

∫∫
∞

→

∞

→






=

c
xx

c
xx

dttxfdttxf ),(lim),(lim
00  

1 Convergence uniforme de ׬ ሾܰሺݕ, ሻߣ ൅ ݁ିఒ௬ሿାஶ଴ sin ሺݐߣሻcos ሺݔߣሻ݀ߣ 
Avec : ܰሺݕ, ሻߣ ൅ ݁ିఒ௬ ൌ ሺ݁ఒሺି௬ାଶ௛ሻ ൅ ݁ఒሺ௬ାଶ௛ሻሻሺ2ߣଶ݄ଶ ൅ 1 ൅ ሻ݄ߣ2 െ ݁ఒ௬ െ ݁ିఒ௬4݄݁ߣଶఒ௛ ൅ ݁ସఒ௛ െ 1  

On pose : yyhyhy eehheeyf λλλλ λλλ −++− −−+++= )212)((),( 22)2()2(  

Sachant que [,0[ +∞∈λ et ],0[ hy∈ , nous déterminons le sens de variation de f(y,λ) 
par rapport à y. Pour cela nous devons calculer la dérivée, on a : 

( ) ( )[ ] 01212 222 ≥−++−=
∂
∂ − hheee

y
f hyy λλλ λλλ  

Par conséquent, f(y,λ) est croissante en y, et donc : f(y,λ) ≤ f(h,λ) ],0[ hy∈∀ . 

On a donc : 

ܰሺݕ, ሻߣ ൅ ݁ିఒ௬ ൑ ܰሺ݄, ሻߣ ൅ ݁ିఒ௛ ൌ ሺ݁ఒ௛ ൅ ݁ଷఒ௛ሻሺ2ߣଶ݄ଶ ൅ 1 ൅ ሻ݄ߣ2 െ ݁ఒ௛ െ ݁ିఒ௛4݄݁ߣଶఒ௛ ൅ ݁ସఒ௛ െ 1  

Et aussi : 
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soit convergente. 

Dans ce but, on utilise le théorème suivant : 

Théorème1 : 

Soient f et g deux fonctions continues et positives sur [,[ +∞a , équivalentes au 

voisinage de ∞+ , c’est à dire :       .1
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 est également convergente. Et 

finalement ׬ ሺܰሺݕ, ሻߣ ൅ ݁ିఒ௬ሻାஶ଴ sin ሺݐߣሻcos ሺݔߣሻ݀ߣ est uniformément convergente. 

Remarque 
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. Par conséquent, le 
théorème1 s’applique. 
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On pose )1(),( 2)2(2 yyh eeyg λλλλ −= − . 

Afin de connaître le sens de variation de g(λ,y) par rapport à y, on calcule 
y

yg
∂

∂ ),(λ

 : 

0)1(),( 2)2(3 ≤+−=
∂

∂ − yyh ee
y

yg λλλλ . 
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Par conséquent, g(λ,y) est décroissante en y, et on a : g(λ,y) ≥ g(λ,h) ∀ y ∈ [0,h]. 
Puisque g(λ,0) = 0, g(λ,y) ≤ 0 y ∈ [0,h], et donc ),(),( hgyg λλ ≤ . 

Par conséquent : 
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Annexe B 

     Démonstration de l’égalité :          ∫
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De même, on peut montrer que : 
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Annexe C 

Démonstration des relations des constantes D : 

,ߣ෤ሺݑ    ሻݕ ൌ ሺܥଵ ൅ ሻ݁ିఒ௬ݕଶܥ ൅ ሺܥଷ ൅  ሻ݁ఒ௬ݕସܥ

,ߣ෤ሺݒ    ሻݕ ൌ ሺܦଵ ൅ ሻ݁ିఒ௬ݕଶܦ ൅ ሺܦଷ ൅ ሻ݁ఒ௬ ࣔ෥࢛ࣔ࢟ݕସܦ ൌ െߣሺܥଵ ൅ ሻ݁ିఒ௬ݕଶܥ ൅ ଶ݁ିఒ௬ܥ ൅ ଷܥሺߣ ൅ ሻ݁ఒ௬ݕସܥ ൅ ସ݁ఒ௬   ࣔ෥࢛ࣔ࢟ܥ ൌ ሾെߣሺܥଵ ൅ ሻݕଶܥ ൅ ଶሿ݁ିఒ௬ܥ ൅ ሾߣሺܥଷ ൅ ሻݕସܥ ൅   ସሿ݁ఒ௬ܥ

ࣔ૛෥࢛ࣔ࢟૛ ൌ െߣሾെߣሺܥଵ ൅ ሻݕଶܥ ൅ ଶሿ݁ିఒ௬ܥ െ ଶ݁ିఒ௬ܥߣ ൅ ଷܥሺߣሾߣ ൅ ሻݕସܥ ൅ ସሿ݁ఒ௬ܥ ൅    ସ݁ఒ௬ܥߣ

ࣔ૛෥࢛ࣔ࢟૛ ൌ ሾߣଶሺܥଵ ൅ ሻݕଶܥ െ ଶሿ݁ିఒ௬ܥߣ2 ൅ ሾߣଶሺܥଷ ൅ ሻݕସܥ ൅    ସሿ݁ఒ௬ܥߣ2

ࣔ෥࢜ࣔ࢟ ൌ ሾെߣሺܦଵ ൅ ଶሿ݁ିఒ௬ܦሻ൅ݕଶܦ ൅ ሾߣሺܦଷ ൅  ସሿ݁ఒ௬ܦሻ൅ݕସܦ

ࣔ૛෥࢜ࣔ࢟૛ ൌ ሾߣଶሺܦଵ ൅ ଶሿ݁ିఒ௬ܦߣሻെ2ݕଶܦ ൅ ሾߣଶሺܦଷ ൅  ସሿ݁ఒ௬ܦߣሻ൅2ݕସܦ

En remplaçant ces expressions dans la première équation de Navier  (4.15) du 
Chapitre 4, on obtient :  െߣଶሺ݇ ൅ 1ሻൣሺܥଵ ൅ ሻ݁ିఒ௬ݕଶܥ ൅ ሺܥଷ ൅ ሻ݁ఒ௬൧ݕସܥ ൅ ሺ݇ െ 1ሻሾሾߣଶሺܥଵ ൅ ሻݕଶܥ െ ଷܥଶሺߣଶሿ݁ିఒ௬ ൅ሾܥߣ2 ൅ ሻݕସܥ ൅ ସሿ݁ఒ௬ሿܥߣ2 െ 

ߣ2                    ቂሾെߣሺܦଵ ൅ ሻݕଶܦ ൅ ଶሿ݁ିఒ௬ܦ ൅ ሾߣሺܦଷ ൅ ሻݕସܦ ൅ ସሿ݁ఒ௬ቃܦ ൌ 0        (A3.1) 

(A3.1) est vérifiée ∀ y, on a donc nécessairement les termes en ݁ఒ௬ et en ݁ିఒ௬ qui 
s’annulent :  

 ሼെߣଶሺ݇ ൅ 1ሻሺܥଵ ൅ ሻݕଶܥ ൅ ሺ݇ െ 1ሻሾߣଶሺܥଵ ൅ ሻݕଶܥ െ ଶሿܥߣ2 െ 

ଵܦሺߣሾെߣ2                                        ൅ ሻݕଶܦ ൅ ଶሿሽܦ ൌ 0                                      (A3.2) 

Et                ሼ– ଶሺ݇ߣ ൅ 1ሻሺܥଷ ൅ ሻݕସܥ ൅ ሺ݇ െ 1ሻሾߣଶሺܥଷ ൅ ሻݕସܥ ൅ ସሿܥߣ2 െ 

ଷܦሺߣሾߣ2                                   ൅ ሻݕସܦ ൅ ସሿሽܦ ൌ 0                                              (A3.3) 

(A3.2)   est vérifiée ∀ y, on a donc nécessairement 

                                                 െܥଶݕ ൅ ݕଶܦ ൌ 0  

                            Et                 െ2ߣଶܥଵ െ ሺ݇ߣ2 െ 1ሻܥଶ ൅ ଵܦଶߣ2 െ ଶܦߣ2 ൌ 0 
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Donc            ܦଶ ൌ ଵܦ       ଶ      etܥ ൌ ଵܥ ൅ ௞ఒ  ଶ                                                   (A3.4)ܥ

De même, (A3.3) est vérifiée ∀ y, on a donc nécessairement : 

                                                 െܥସݕ െ ݕସܦ ൌ 0  

                            Et                  െ2ߣଶܥଷ ൅ ሺ݇ߣ2 െ 1ሻܥସ െ ଷܦଶߣ2 െ ସܦߣ2 ൌ 0 

Donc            ܦସ ൌ െܥସ      et       ܦଷ ൌ െܥଷ ൅ ௞ఒ  ସ                                             (A3.5)ܥ

Avec (A3.4) et (A3.5), la deuxième équation de Navier (4.16) du Chapitre 4 est 
automatiquement vérifiée. 
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Annexe D 

       Démonstration de la Formule donnant le facteur d’intensité de 
contrainte :   

D’après la mécanique de la rupture fragile, la relation entre le Facteur d’Intensité 
de Contrainte et l’ouverture en pointe de fissure en mode I (en déformations 
planes) est donnée par : 

 

                         

 

 

 

 

 

 

       ܷۤଶۥ ൌ ସሺଵିν ሻఓ   ଵට௥ଶܭ

                                          =  ଶ√ଶሺଵିν ሻఓ    ݎ√ଵܭ
                                         =  ଶ√ଶሺଵିν ሻఓ ܽ√ଵܭ െ    ݔ
ψሺxሻ ൌ ୢୢ୶ ܷۤଶۥ ൌ ଶ√ଶ൫ଵିν ൯ఓ ଵሺܭ ିଵଶ√௔ି௫ሻ  

                          = ି√ଶ൫ଵିν ൯ఓ ଵሺܭ ଵ√௔ି௫ሻ 

      lim௫՜௔ √ܽଶ െ ଶݔ ψሺxሻ = lim௫՜௔ √ܽଶ െ ଶݔ ൤ି√ଶ൫ଵିν ൯ఓ√௔ି௫  ଵ൨ܭ
                                                                   = lim௫՜௔ √ܽ െ ݔ √ܽ ൅ ݔ ൤ି√ଶ൫ଵିν ൯ఓ√௔ି௫  ଵ൨ܭ
      lim௫՜௔ √ܽଶ െ ଶݔ ψሺxሻ = ି√ଶ௔√ଶ൫ଵିν ൯ఓ ଵ =  ିଶ√௔൫ଵିνܭ ൯ఓ      ଵܭ

ଵܭ                                                   ൌ ିఓଶ√௔൫ଵିν ൯ lim௫՜௔ √ܽଶ െ ଶݔ ψሺxሻ  

x

x

a

r

y 
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