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ABSTRACT

The objective of this work is the study of an infinite strip containing a
Dugdale crack parallel to these boundaries loaded mode |. Using Fourier
transformation, the equations of elastic problem are analytically transformed into a
Cauchy singular integral equation of the first type. Solving this integral equation is
numerically using Chebychev polynomials. Because of the presence of
discontinuities in the loading distribution along the crack lips, the techniques of
classical resolutions are not applicable and must be changed. We calculate the
variation of the applied stress with the crack length by varying a number of
parameters of the problem. We conclude with a comparison between the models
of Dugdale and Giriffith.
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RESUME

Le but de ce travail est I'étude d’une bande infinie contenant une fissure de
Dugdale paralléle a ces frontiéres chargée en mode |. En utilisant les transformés
de Fourier, les équations du probléme élastique sont transformés analytiquement
en une équation intégrale singuliere de Cauchy du premier type. La résolution de
cette équation intégrale se fait numériquement a laide des polyndbmes de
Chebychev. A cause de la présence de discontinuités dans la distribution du
chargement le long de lévres de la fissure, les techniques de résolutions
classiques ne sont pas applicables et doivent étre modifiées. Nous calculons la
variation de la contrainte appliquée avec la longueur de la fissure en faisant varier
un certain nombre de parameétres du probleme. Nous terminons par une
comparaison entre les modéles de Dugdale et de Giriffith.
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INTRODUCTION

L’objet de la mécanique de la rupture est de déterminer I'évolution d’une ou
plusieurs fissures dans une structure en fonction du chargement auquel elle est
soumise. Le cadre de la mécanique de la rupture fragile se limite a I'étude de la
fissuration des milieux continus supposés élastiques. Cette hypothéese, bien
gu’idéaliste, reste le cadre d’étude de nombreux chercheurs et ingénieurs
préoccupés de slreté concernant la propagation de défauts dans les structures en
service. C’est le cadre que nous avons choisi pour nos travaux. Il existe deux
types de modéles de fissure :

e Le modéle de Griffith (Griffith, 1920) suppose qu’il n’y a aucune interaction
entre les lévres de la fissure. Autrement dit, les lévres de la fissure sont libres de
contraintes. Ce modéle présente I'inconvénient majeur d’induire des contraintes
infinies en pointe de fissure, d’ou la notion bien connue de « Facteur d’Intensité de
Contrainte ». Malgré ce défaut, le modele de Griffith reste tres largement utilisé
dans le calcul des structures fissurées.

e Le modéle de Barenblatt (Barenblatt 1962), également appelé « modele
des forces cohésives », émet I'hypothése qu’il existe en amont de la pointe de la
fissure une « zone de transition » en cours de rupture ; des forces de cohésion
s’exercent entre les futures lévres de la fissure dans cette zone. Ces forces
s’annulent lorsque I'écartement atteint une valeur critique .. Le principal avantage
de ce modele est qu'il élimine le probleme des contraintes infinies en pointe de
fissure du modéle de Griffith. De plus, et contrairement au modéle de Griffith, le
modéle de Barenblatt permet de rendre compte de 'amorgage d’une fissure dans
une structure saine en termes d’un critére en contrainte (cf. par exemple Del Piero
1999). Il existe plusieurs modéles de forces cohésives; chaque modéle se
caractérise par la loi reliant les forces d’interaction entre les Iévres de la fissure et
'ouverture de la fissure. Dans nos travaux, nous utilisons le modéle de Dugdale
(Dugdale, 1960).

De fagon générale, les modeles de forces cohésives sont de plus en plus
utilisés dans la modélisation des structures fissurées. Plusieurs types de
structures ont été modélisés. Les bandes fissurées ont fait I'objet de plusieurs
travaux dans la littérature. Notre travail se situe dans la continuité de ces travaux.
Nous étudions particulierement une bande infinie, contenant une fissure de
Dugdale droite parallele a la bande et située en son milieu. La bande est soumise
sur ses deux cOtés, a une traction uniforme. Le probléme est résolu semi-
analytiquement. Par I'intermédiaire de la transformée de Fourier, les équations du
probleme élastique et les conditions aux limites sont réduits a une équation
intégrale singuliére. Cette équation intégrale est résolue numériquement a l'aide
des polyndbmes de Chebychev. Ce travail purement théorique peut servir de base
de comparaison a des simulations numeériques.



Dans le formalisme de la mécanique de la rupture fragile, les principaux résultats
ont été obtenus par (Griffith, 1920). Bien que tres largement utilisée, cette théorie
renferme des insuffisances notoires. Afin de corriger ces insuffisances, une
nouvelle théorie appelée « théorie de Griffith revisitée » fOt proposée par
(Francfort et Marigo, 1998). Notre travail se situe dans le cadre de cette nouvelle
théorie.

Nous proposons d’exposer les travaux effectués au cours de ce mémoire
en adoptant le plan suivant :

Un premier chapitre permettra de présenter une étude bibliographique sur les
probléemes de bandes fissurées traités dans la littérature, ainsi que sur les
modéles de forces cohésives.

Le deuxiéme chapitre sera consacré a une présentation succincte de la « théorie
de Griffith revisitée », ainsi qu'une formulation variationnelle du probléme de
I'équilibre des structures fissurées en élasticité plane.

Le chapitre 3, est consacré a la présentation de notre probléme : équations
d’équilibre, loi de comportement et conditions aux limites. Nous présentons
également les critéres de propagation de la fissure.

Dans le chapitre 4, nous établissons I'équation intégrale singuliére, a partir des
équations du probléme en utilisant les transformées de Fourier.

On présentera la méthode de résolution de I'équation intégrale singuliére.

On détaillera au chapitre 5 la procédure utilisée pour la résolution numérique du
probléeme, et on présentera les résultats numériques obtenus, pour différentes
valeurs des parameétres définissants le probléme.

Nous présentons une comparaison entre les résultats obtenus avec les modéles
de Dugdale et de Griffith.

On terminera par une conclusion générale.



CHAPITRE 1
ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

Dans ce chapitre, nous présentons certains des travaux concernant les
bandes fissurées que nous avons rencontrés dans la littérature. Nous présentons
également une présentation des différents modeéles de forces cohésives.

1.1 Lois d’interface des modéles de force cohésive [1]:

On appelle loi d’interface une relation entre le déplacement relatif et la force
d’interface entre les lévres d’'une fissure. Dans cette partie nous présenterons
quelques unes d’entre elles basées sur la notion de force cohésive. Cette derniére
s’appuie sur des observations expérimentales en pointe de fissure telles que
I'apparition de micro fissures, la croissance de cavité ou le développement de
zones de plastification. Cela correspond a une zone de transition entre le milieu
sain et une vraie fissure (figure 1.1).

Interaction (forces cohésives)

> »d »
(« L ] »

Fissure Zone cohésive

Figure 1.1 : Schéma de la fissure et de la zone cohésive.

Les premiers modéles furent introduits par Dugdale et Barenblatt au début
des années soixante. Prenant acte du fait que les contraintes infinies en pointe de
fissure, prédites par le modéle élastique (Irwin [2]), n‘ont pas de signification
physique, ces derniers ont émis I'hypothése de I'existence d’'une «zone cohésive»
(Fracture Process zone dans la littérature) dans laquelle des forces s’exercent
entre les futures lévres de la fissure. Dans les années soixante-dix Hillerborg et al
[3], ont introduit le concept d'énergie de rupture dans les modéles de force
cohésive et proposé quelques relations de comportement entre la traction et le



saut de déplacement pour le béton. De nombreux modéles ont été développés
depuis, citons en quelques uns :

1.1.1 Modéle de Dugdale [1]:

Ce modele décrit I'évolution des forces de traction o, en fonction du saut de
déplacement normaled,. Le saut reste nul tant que la force n’atteint pas une
valeur critique o, puis le comportement utilisé est celui d’'un solide rigide parfait
jusqu’a un seuil d’ouverture S, au-dela duquel l'interaction des lévres devient nulle
(Figure 1.2 et 1.3).

Zone non cohésive Zone cohésive

N

A 4
~

v

Figure 1.2. Schématisation du modeéle de Dugdale- Barenblatt

/'y

v

Figure 1.3 : Loi d’interface de Dugdale.
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1.1.2 Modéle de Dugdale régularisé [4] :

C’est une combinaison entre le modéle des zones cohésives continuums
(ZCC) (Xie [5]) et le modele de Dugdale (figure 1.4 et 1.5).

Zone

. Zone L.
. . ; hésive .
Fissure initiale e conesive

/s;m o N W iCecs
=5 RS

v

A 4
~

A\ 4
~

cc

A\ 4

Figure 1.4 : Schématisation du modéle de Dugdale- Barenblatt

o,A

5 5 [l

Figure 1.5. Loi de comportement dans le modele de Dugdale

réoularisé.
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o, désigne la contrainte critique du matériau, o, désigne la longueur

caractéristique du modeéle, et 5, désigne le saut critique de décohésion. La fissure
est donc divisée en trois zones représentées sur la figure 1.4.

La loi de comportement, donnant la relation entre les forces cohésives et
I'ouverture des lévres de la fissure, en supposant que I'ouverture se fait en mode |
pur, est représentée sur la figure 1.5.

o, Désigne la discontinuité du déplacement normale, o, désigne la contrainte
normale d’interaction entre les levres de la fissure.

1.1.3 Modéle de Needleman [6] (1987)

Ce modéle décrit I'évolution des forces cohésives normale o, et tangentielle
ot en fonction des composantes normale et tangentielle du saut de déplacement &,
et &;. On représente sur la Figure 1.6. L’évolution de la force normale en fonction
du saut normal quand le saut tangent est nul.

O-n A

Pénalisation du contac S S

Zone cohésive Rupture

Figure 1.6 : Loi d’interface de Needleman dans la direction normale.

Les forces dérivent d’'un potentiel  :

vy vy
Op == Op = —
nT a8, Tt a8,

Ce dernier est choisi comme une fonction polynomiale faisant intervenir les
parametres o contrainte critique du matériau en ouverture, 3. saut critique au-
dela duquel l'interaction entre les lévres de fissure devient nulle ainsi que la part
de résistance au glissement par rapport a la résistance normale. On note que
lorsque ¢, <0 la valeur de la contrainte normale dérivant du potentiel joue le réle
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d’'une pénalisation afin de tenir compte de la condition de non interpénétration des
levres de la fissure. Aucune autre hypothése n’intervient pour prendre en compte
cette condition. Notons que ce modele fut repris et modifié par de nombreux
auteurs. Citons par exemple Rice et Wang [7] qui ont proposé une expression
exponentielle du potentiel. La différence avec le modéle précédent tient au fait que
la force tend asymptotiquement vers zéro quand le saut de déplacement
augmente. Ce modéle ne fait donc pas intervenir le paramétre dc.

1.1.4 Modéle de Tvergaard [8] (1990)

Ce modeéle reprend le modéle de Needleman (1987) et introduit une notion
d’irréversibilité du comportement : la décharge s’effectue linéairement, ainsi qu’un
frottement de Coulomb post décohésion. On représente sur la Figure 1.7 I'allure
de la force tangentielle en fonction du saut tangentiel lorsque le saut normal est
nul.

»

o] 4

Décharge

o
Y
Qhy

v
A
v

&
<

Zone cohésive Frottement

Figure 1.7. Evolution de la force tangentielle en fonction du saut tangent

Notons que le modéle formulé initialement par I'auteur s’appuie sur un
indicateur de décohésion variant de zéro a un, faisant intervenir le saut normé par
le saut critique, et qui fait office de variable d’endommagement dont dépendent les
forces d’interaction.

D’autres modéles ont été développés en s’inspirant de celui-ci. Par
exemple, Chaboche et al. [9] (1997), pour modéliser la décohésion interfaciale
dans les composites a matrice métallique, proposent d’activer le frottement de
Coulomb dés le début de la décohésion. Citons par ailleurs Chaboche et al. [10]
qui reprennent ce dernier modéle et introduisent une régularisation visqueuse afin



13

de lisser les instabilités intervenant dans I'ouverture brutale de fissure. La réponse
dépend alors de la vitesse du chargement. Cette technique permet de remédier
aux problémes numériques liés a un saut de solution important difficile a capter
avec des méthodes de type Newton. Cela permet d’avoir une réponse globale
continue a tous les niveaux de chargement mais cette technique modifie les
équations de comportement de l'interface.

Notons par ailleurs que ces lois peuvent étre utilisées soit pour décrire le
comportement d’une interface : séparation de deux parties d’'un solide comme la
propagation de fissure (objet d’épaisseur nulle) soit pour représenter le
comportement d’'une interphase entre deux matériaux (objet volumique de faible
épaisseur) pouvant représenter une colle. A ce sujet Suquet [11] et Michel et al.
[12] ont travaillé sur la modélisation d’interphase dans les composites a matrice
métallique. Ce type de modéle pose des questions de convergence mathématique
du modele d’'interphase vers le modele d’interface.

1.2 Travaux concernant les bandes fissurées :

1.2.1 Solution élastique plane pour une fissure de Griffith dans une
bande en composite chargée symétriquement (D.B. Bogy 1973) [13]

Le probleme élastique plan pour une fissure de Griffith dans une bande en
composite chargée en traction ou en cisaillement, est réduit a une seule équation
intégrale. La dépendance de la solution par rapport aux propriétés matérielles est
explicitement mise en évidence dans [I'équation intégrale a travers deux
parameétres du composite. L’équation intégrale est résolue numériquement et la
dépendance des facteurs d’intensité de contraintes par rapport aux propriétés
matérielles est représentée graphiquement pour différents types de composites et
pour plusieurs valeurs choisies du rapport longueur de la fissure/épaisseur de la
bande.

1.2.2 Bande infinie, avec une fissure de Griffith perpendiculaire a ses
bords, chargée en traction (A.C. Kaya, F. Erdogan, 1987)[14]

Dans ce papier, quelques formules utiles sont développées afin d’évaluer
les intégrales ayant une singularité de la forme (t —x)™, m = 1. En interprétant
les intégrales avec des singularités fortes au sens de Hadamard, les résultats sont
utilisés pour obtenir des solutions approchées pour des équations intégrales
singulieres. Le probléme de la bande infinie, avec une fissure de Griffith
perpendiculaire a ses bords, chargée en traction est considéré comme exemple.
La technique proposée semble extrémement efficace pour obtenir rapidement des
résultats numériques convergents.
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1.2.3 Le probleme des fissures de bord dans une bande infinie (G.D.
Gupta, F.Erdogan 1974)[15]

Le probleme élastique plan d’'une bande infinie contenant deux fissures
internes, situées symeétriquement, perpendiculaires a ses frontiéres est formulé en
termes d'une équation intégrale singuliere avec la dérivée de l'ouverture de la
fissure comme fonction densité. La solution du probleme est obtenue pour
différentes géométries de fissure et pour une traction uniaxiale appliquée a la
bande loin de la région fissurée. Le cas limite de fissures de bord est considéré.
La fonction fondamentale de I'équation intégrale est obtenue et une technique
numeérique de résolution des équations intégrales singulieres avec ce type
particulier de fonction fondamentale caractéristique des fissures de bord est
présentée. Le facteur d’intensité de contrainte est calculé. Les résultats
contiennent également la solution du probleme d'une fissure de bord dans un
demi-plan élastique.

1.2.4 Le probléme du calage de fissures pour une bande orthotrope
(A. Cinar, F.Erdogan, 1982)[16]

Le probleme élastique plan d’'une bande orthotrope contenant une fissure
paralléle a ses frontiéres est d’abord considérée. Le probléme est formulé sous un
chargement en mode mixte. On montre que les facteurs d’intensité de contrainte
dépendent seulement de deux parametres d’orthotropie adimensionnels. Pour le
probléme de fissure, les résultats sont donnés pour une seule fissure et pour deux
fissures colinéaires. Les résultats obtenus montrent que des deux paramétres
d’orthotropie, l'influence du rapport de rigidité sur les facteurs d’intensité de
contrainte est beaucoup plus importante que celle du paramétre de cisaillement.
Le probleme du chargement de la bande par une cale rigide rectangulaire est
ensuite étudié. On trouve que pour des longueurs de la cale relativement faibles,
un contact continu est maintenu le long de linterface cale-bande. Pour une
certaine longueur critique de la cale, la séparation commence au milieu de la cale,
et la longueur de la zone de séparation augmente rapidement avec la longueur de
la cale.

1.2.5 Etude de linfluence des effets d'échelle dans le modele de
Dugdale a travers le cas dune bande infinite soumise a un
chargement antiplan (A.Brick Chaouche, 2008)[17]

Le but de ce travail est de montrer, dans le cadre de la mécanique de la
rupture avec le modeéle des forces cohésives, que les défauts de petite taille
devant la longueur caractéristique du matériau ont pratiquement peu d’influence
sur les capacités de résistance d’'une structure. On traite pour cela I'exemple d’'une
bande contenant une fissure paralléle a ses frontiéres. Le probléme est formulé en
termes d'une équation intégrale singuliere avec la dérivée de l'ouverture de la
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fissure comme fonction densité. L'équation intégrale est résolue numériquement
en utilisant les polynébmes de Chebychev.
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CHAPITRE 2
THEORIE DE GRIFFITH REVISITEE ET FORMULATION
VARIATIONNELLE

2.1 Théorie de Griffith revisitée (Laverne 2004)

Dans le formalisme de la mécanique de la rupture fragile, les principaux
résultats ont été obtenus a partir de la théorie de Griffith [18]. Ce dernier associe
a toute fissure une énergie de surface proportionnelle a sa longueur. Il postule
qu’il y aura propagation et donc augmentation de I'énergie de surface si cette
derniere est parfaitement compensée par la restitution de I'énergie élastique
causée par l'avancée de la fissure. Dans le cas de problemes quasi-statiques ce
critere peut se formuler en terme de taux de restitution d’énergie élastique
usuellement noté G. Ce dernier correspond a la variation d’énergie potentielle lors
d’'un accroissement infinitésimal de fissure. Le critére de Griffith stipule alors qu'il
N’y aura pas propagation tant que :

G <@,
ou G, désigne le taux de restitution d’énergie critique et correspond a la ténacité
du matériau. Bien qu’elle connaisse encore un vrai succes, cette théorie renferme
des insuffisances notoires.

- La premiére concerne linitiation de la fissuration, la théorie de Griffith est
incapable de rendre compte de I'amorgage de fissures, sauf dans des cas trés
particuliers ou la structure posséde des singularités fortes. En effet, prenons
'exemple d’un milieu bidimensionnel contenant une fissure rectiligne /, sollicitée
en mode |, et supposons I'absence de singularités dans le probléeme d’élasticité
initiale. Le critére de GrirriTH prévoit que la fissure se propage pour un chargement

en [/‘ﬁ. Si | tend vers zéro, on en déduit que pour un milieu sain la fissure ne
pourra pas s’amorcer sous un chargement fini.

- La seconde lacune porte sur son incapacité a prédire seul le trajet spatial des
fissures. Pour un milieu bidimensionnel, le critere ne prend en compte que la
longueur de fissure or I'évolution spatiale nécessite une seconde information qui
correspond a un critere de branchement.

- Enfin, une troisieme lacune concerne le trajet temporel de la fissure, seules les
propagations progressives sont traitées de fagon satisfaisante. En effet des
situations ou [linégalité du critere est violée peuvent survenir. Celles-ci
correspondent au cas de figure ou l'excés de restitution d’énergie élastique
conduit a l'apparition d’énergie cinétique. La propagation est alors considérée
comme brutale.
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On peut résumer ces trois points en disant que le probléme majeur de la théorie
de Griffith est de ne pas laisser assez de souplesse a I'évolution spatio-
temporelle des fissures. De nombreux aménagements tentent d'y remédier
proposant des ingrédients spécifiques a chacun des problémes.

Une premiére tentative, destinée a proposer une théorie unifiée permettant
de remédier aux principales lacunes citées précédemment, fut proposée par G. A.
Francfort et J.-J. Marigo [19] en 1998. Celle-ci consiste a garder I'hypothése
d’'une énergie de surface proportionnelle a la longueur de la fissure, mais
abandonner le critere de Griffith au profit d’'un principe de minimisation d’énergie.
Le probléme revient a chercher, a chaque instant, le champ de déplacement
admissible qui conduit a un minimum global de la somme de I'énergie élastique et
de I'énergie de surface. Les travaux de thése de B. Bourdin [20], sur un plan
numeérique (régularisation des discontinuités), et de F. Bilteryst [21], sur un plan
théorique appliqués a la fissuration des matériaux composites, ont permis
d’illustrer les capacités de cette nouvelle approche a pallier pour une part
importante aux lacunes de la théorie de Griffith initiale.

Toutefois l'utilisation du principe de moindre énergie, en adoptant I'hypothése
de Griffith relative a I'énergie de surface, reste déficiente concernant deux points
importants. Premiérement parce qu’elle conduit a des effets d’échelle non
satisfaisant. Ainsi, dans le cas d'une barre unidimensionnelle de longueur /
chargée en déplacement dans la direction longitudinale, la contrainte a la rupture

est proportionnelle a l/‘ﬁ ce qui nest pas conforme a [I'observation.
Deuxiémement parce qu’elle ne fonctionne pas a forces imposées. En effet,
lorsque des forces sont imposées, la prise en compte du travail des efforts
extérieurs dans la minimisation conduit a une énergie totale qui n’est (en général)
plus bornée inférieurement.

Afin de remédier a ce second point, on pourrait étre tenté d’effectuer une
recherche de minimum local. Cependant le probléeme de 'amorgage de la théorie
de Griffith ressurgirait. En effet, la réponse élastique d’une structure saine est
toujours un minimum local en I'absence de singularités fortes.

Au vu de ces difficultés une nouvelle idée a vu le jour. Celle-ci consiste d’'une part
a adopter une énergie de surface qui dépend du saut de déplacement & entre les
lévres de la fissure et d’autre part a chercher des minima locaux de I'énergie
totale. Les formes de la fonction énergie a adopter sont suggérées par les
potentiels d’interaction a I'échelle atomique (voir Figure 1.1). L’'idée d’une telle
approche remonte a Barenblatt [22]. Cependant, son utilisation concernant le
cadre de la minimisation d’énergie est assez récente (voir Del Piero [23] et
Truskinovsky [24]). On peut aussi citer les travaux de thése de M. Charlotte [25]
sur des modeles discrets de rupture ou encore Charlotte et al [26].
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Figure 2.1 : Energie de surface en fonction du saut de déplacement.

D’autres travaux ont montré que le modéle de Barenblatt ou de facon plus
générale les modéles de forces cohésives permet de rendre compte de
'amorcage de fissure dans une structure saine en termes d’un critére en
contraintes, cf. par exemple (Del Piero, 1999) [23]; (Del Piero et al, 2001) [27];
(Charlotte et al, 2000) [26] ou (Laverne et al, 2004) [28]. De plus, dans le
modeéle des forces cohésives la singularité des contraintes en pointe de fissure,
prédite par la mécanique linéaire de la rupture (MLR) dans le modéle de Griffith
(Williams 1957) [29], est supprimée.

2.2 Formulation variationnelle :

Considérons un corps Q de frontiere 0Q, la partie de la frontiére ou les
déplacements sont imposés est notée 0Qp, la partie ou les forces sont imposées
est notée 0QF, les forces de volumes sont notées f. On suppose que la fissure ne
peut se développer que sur un trajet prédéfini ' (Figure 1.2). On suppose
eégalement que l'ouverture de la fissure se fait en mode |, c'est-a-dire que la
discontinuité du déplacement tangentiel a travers les lévres de la fissure est nulle.

U

Figure 2.2 : Schéma du domaine et chargement
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Un champ de déplacement v est un champ cinématiquement admissible, s’il
respecte les conditions aux limites sur 0Qp, et s’il ne peut avoir de discontinuité
que sur I, c’est a dire :

veC ={vtelque: v=UsurdQp, [v,]=0surl}

ou [v,] =v,* —v,” représente la discontinuité du déplacement normal, les
indices + et — correspondent aux lévres supérieure et inférieure de la fissure.

On se met dans I'hypothése de I'énergie de surface de type Barenblatt. Plus
particulierement, on suppose que I'énergie de surface ¢ est du type Dudgale.
Dans le cas ou I'ouverture de la fissure se fait en mode |, la densité d’énergie de
surface s’écrit comme suit (Figure 1.3) :

oD = Gc% si [v,]<6,

G, Si [v,.] = 4.

(2.1)

Q =

Oc [v,]

Figure 2.3 : Energie de surface de type Dugdale

Dans (2.1), G est le taux de restitution d’énergie critique de la théorie de Griffith.
dc est une longueur caractéristique des modéles de forces cohésives. Le rapport
G./d¢ a la dimension d’une contrainte notée o. :

O, =

Oo|ﬁﬁ

C

L’énergie totale du solide est la somme de son énergie potentielle élastique et de
I'énergie de surface. Elle est donnée par :

E(w) = fﬂ/rw(v)dx + /. qb([[vn]])ds-faﬂFdes — J,, frdx (2.2)

ou w représente la densité d’énergie élastique.
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D’aprés la théorie de Griffith revisitée dans le cas d’'une énergie de surface de
type Barenblatt, le champ solution u correspond a un minimum local de I'énergie
totale :

vu*€C,3h>0,telque:V he[0,h] Ew)<E(+hu —u)

En divisant I'inégalité ci-dessus par h et en passant a la limite lorsque h tend vers
0, on obtient :

2 (E(u+h@w —w)) (h=0) 20 (2.3)

En remplagant (2.2) dans (2.3), et en posant v = u’-u, on obtient :

oe(v)dx + [ a‘zg:;]]]) [v,]lds — faﬂp Fvds — [, fvdx=20 Vwvec(, (2.4)

Josr
L’ensemble Cy est défini par :
C, ={vtelque: v=0surdQp, [v,]=0surl},

[v,] représente la discontinuité du déplacement normal a travers les Iévres de la
fissure.

En intégrant par parties, la premiére intégrale de (2.4), on obtient :

(divo + fvdx + [ a‘zﬁi”}]) [valds + [, (on = F)vds — [, o,[v,]ds = 0

- fn/r
VveCy (2.5)
ou g, représente la contrainte normale sur les levres de la fissure.

(i) On choisit v tel que [v] = 0 sur I'. Les intégrales surfaciques sur I" dans (2.5)
s’annulent et il reste :

- fQ/F(diva + vdx + faQF(on —F)vds =0 (2.6)

(i1) On choisit v tel que v=0 sur 0Q, il vient :

— fﬂ/r(diva + Hvdx =0 (2.7)

Dans (2.7), le signe de v est quelconque. Par conséquent, on doit avoir :
dive + f = 0dansQ/T (2.8)
On reporte (2.8) dans (2.6) et en raisonnant de la méme maniére, on obtient :
on = FsurdQp (2.9)

On reporte (2.8) et (2.9) dans (2.5) qui devient :
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On décompose maintenant la fissure I" en deux parties :
I'o : est la partie de la fissure ou [u,] = 0,
I'n : est la partie de la fissure ou [u,] > 0.

L’équation (2.10) devient :

0 n a n * *
J, ot ‘ggjﬂﬂ) o) [uplds + . ( ‘gf[[“’]]“) o) us —uds=0 vueC (2.11)
(i) On choisit dans (2.11) uy, tel que [u,] = 0 sur Ty, il vient :

0¢([vn *
o 5P = 0) [ty — uplds 2 0 (2.12)

Dans (2.12), le signe de [[u;, — u,] est quelconque. Par conséquent, on doit avoir :

0¢([vnl)

o, On surl’. (2.13)

On reporte (2.12) dans (2.11), on obtient :

0 n * *
Ji. ¢ ‘gﬁi’;ﬂﬂ) —0,) [ui]lds = 0 Yu eC (2.14)

Dans (2.14), le signe de [[u;,] est toujours positif, on obtient la condition suivante :

9¢ ([vnl)

<
On = dvyl

surl’o. (2.15)
En récapitulant, a partir du postulat du minimum local de I'énergie totale pour le
champ solution u, nous avons déduit les conditions nécessaires suivantes:

( dive + f dans%
on=F sur 0Q¢

¢ ([val)
Cl =gy sur (2.16)
< 20D

n= d[val

A

Remarque :

1 La premiére équation de (2.16) représente les équations de I'équilibre local

2 La deuxiéme équation de (2.16) représente la condition aux limites en
forces du probléme

3 La troisieme équation représente la loi reliant les forces cohésives a la
discontinuité du déplacement sur les levres de la fissure créée. Dans le cas
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d’une densité d’énergie de surface de type Dugdale (équation (2.1)), la loi
s’écrit de la maniere suivante :

oulual) = f ¢ S Fhnd <%

si [u,] > 6,

Cette loi est représentée sur la figure suivante :

Ca

v

0 S 5

c n

Figure 2.4 : Loi cohésive de type Dugdale

Cela veut que les levres de la fissure créée soient divisées en deux
parties :

- une partie cohésive ou l'ouverture est inférieure a I'ouverture critique Jc.
Dans cette partie, les levres sont soumises a des forces d’interaction
d’intensité constante égale a .

- Une partie non cohésive ou l'ouverture est supérieure a l'ouverture
critique &.. Dans cette partie, les lévres sont libres.

La derniére équation de (2.16) représente la condition d’amorgage d’une

nouvelle fissure. Pour qu'une fissure puisse apparaitre sur le trajet

prédéfini, il faut que la contrainte normale atteigne la valeur critique o .

Les équations (2.16) constituent une condition nécessaire mais non

suffisante de minimum local.
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CHAPITRE 3
LE PROBLEME TRAITE

3.1. La structure étudiée :

On considére une bande infinie Q=(—oq+)x(—h,h) contenant un défaut de
type fissure D=[-1,,/,]x{0}de longueur 2/ interne et distant de % de la face

supérieure et la face inférieure de la bande. Le matériau constitutif de la bande est
elastique isotrope caractérisé par un tenseur de rigidité 4. Les faces supérieures

et inférieures sont soumises a une contrainte de traction positive et uniforme o,
croissante a partir de 0. Les lévres de la fissure ne sont pas chargées (figure 3.1).

A

Figure 3.1 : Géométrie de la bande avec les chargements.

En utilisant le principe de superposition, le probléeme est décomposé en la somme
d’'un probléme homogéne sans fissure et d’'un probléme non homogéne due a la
fissure (Figure 3.2). Puisque on s’intéresse a la propagation de la fissure, nous
considérons par la suite le probléeme non homogéne.
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Figure 3.2 : Décomposition du probléme
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On se met dans I'hypothése des déformations planes, c'est-a-dire que le champ
de déplacement est de la forme suivante :
u=u(x,y), v=v(x,y), w=0

ou u, v et w sont respectivement les composantes du vecteur déplacement sur les
axes (X,Y,z).

En négligeant les forces de volume, les champs de contrainte o et de
déplacement u solution du probleme élastique doivent satisfaire le systeme
d’équations suivant :

dive=0 dans Q/D

o=Ae(u) dans Q/D (.1
on=-0o, Sur D
on=0 y=x=h

ou ¢ représente le tenseurs de déformation, n représente la normale extérieure.

3.2. Evolution de la fissure initiale avec le chargement

Pour des raisons de symétrie, on supposera que la fissuration se développe
sur 'axe y =0, et de fagon symétrique depuis les points (/,,0) du défaut initial. On

appelle I |a fissure créée, ses pointes sont situées en x =4/, :
I =]_Iu710]u[10’+la[x{0}

D’aprés la théorie de Griffith revisitée avec une énergie de surface de type
Barenblatt, pour chaque valeur du chargemento,, le champ de déplacement

solution correspond a un minimum local de I'énergie totale. Par conséquent, les
conditions nécessaires (2.16) du Chapitre 2 doivent étre vérifiées. La fissure
créée doit donc comporter deux zones :

e une zone, proche de la pointe, et dite zone cohésive, ou les lévres sont
soumises a des forces cohésives normales d’intensité constante o, .

e une autre zone proche du défaut initial, et dite zone non cohésive, ou les
lévres sont libres.

Les limites entre ces deux zones sont les pointesx =t/ . Les valeurs de /, et [,

dépendent évidemment de la valeur de la charge o, . Compte tenu de la symétrie
du probléme, toutes les évolutions se feront en mode | pur. Notons que pour
certaines valeurs de o, certaines zones peuvent ne pas exister. On a donc en

générall, =1, =1, les égalités étant possibles. Lors de la mise en charge(aoo :0),

les conditions initiales sont: [, =1 =1 .
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Dans notre cas, la propagation de la fissure s’effectue selon deux phases: la
phase cohésive et la phase de propagation. Les criteres d’initiation et de
propagation de la fissure sont présentés dans les sections suivantes.

3.2.1. La phase cohésive 0<o, <o,

Durant cette phase, lorsque o, #0 , une fissure se crée de fagon a ce
que la contrainte normale maximale dans la structure soit inférieure a la valeur
critique o, Lorsque la charge est suffisamment proche de zéro, la longueur de la
fissure est suffisamment petite, donc 'ouverture [[un]] est partout inférieure a la
valeur critiqueo,. Par conséquent, toutes les lévres de la fissure créée sont

soumises a une force cohésive normale d'intensitéc.. Le champ des
déplacements ainsi que le champ des contraintes a I'équilibre sous le chargement
o, sont donc solution du probléme suivant : (Figure 3.3)

divo=0 dans Q/(DuUT)
o=Ag(u) dans Q/(DUT)
on=-oc,+o0, sur T (3.2)

on=-o0 Sur D

o0

on=0 y==h

On doit également vérifier aprés la résolution du probléme, que la contrainte
normale ne dépasse pas la contrainte critique o. sur le «ligament» de la
structure :

0, <0, |x| >,

-Oxt0; -0« ),
N R
\ ¥ v A Py h\ x

z

v

Figure 3.3. Géométrie de la bande avec les chargements dans la phase

cohésive.
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Afin de compléter la formulation du probléme, il reste a définir la loi
gouvernant I'évolution de la pointe /, de la fissure avec le chargement. Nous

exprimons d’abord ce critere en fonction du taux de restitution d’énergie, ensuite
nous l'interprétons en termes de facteur d’intensité de contrainte.

L’énergie totale de la structure fissurée a I'équilibre est fonction du chargement c..
et de la position /, de la pointe de la fissure. En incluant I'énergie de surface due
aux forces cohésives, I'énergie totale s’écrit

E(o,.1)== [As(u).e(u)dc+ j o lu,x, - [, [lu, i, (3.3)
2Q/(Dul') Dur

Dans (3.3), u est le champ de déplacement solution de (3.2) (u dépend

évidemment de o, et de / ). D’aprés la théorie de Griffith revisitée dans le cas

d’'une énergie de surface de type Barenblatt, la longueur de la fissure cohésive

doit étre telle que I'énergie totale de la structure soit un minimum local pour un
chargement donné. La condition de minimum local s’écrit :

3h>0, VI : [ e[l

I-1|<h, E(o,.1,)<E(0,.I})

Par conséquent, puisque nous cherchons un minimum local /, dans l'intervalle [/,

o[, I, doit étre un point stationnaire de E(c., .) et satisfait la condition suivante :

—%E(a 1)=0 (3.4)

a

ou en d’autres termes, le taux de restitution de I'’énergie totale due a la croissance
de la fissure cohésive doit étre nul.

Ce critére énergétique est en fait une condition de disparition de la singularité a la
pointe de la fissure. En effet, puisque les forces cohésives sont constantes (il suffit
gu’elles soient des fonctions régulieres de x pour que la singularité soit de la
forme qui va suivre), ils ne changent pas la forme de la singularité a la pointe de la
fissure qui est la méme que pour une fissure non cohésive. Autrement dit, le
champ de déplacement s’écrit [30](« Mécanique de la rupture fragile» J-B
Leblond) :

u(x)=§—;l éU(9)+;(x), (3.5)

avec : U(0)=(3—-4v —cosf)(cos g e, +sin g e,)
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ou (r,0) représentent les coordonnées polaires avec le pole (/,, 0), u est la partie

réguliere du champ de déplacement, u est le module de cisaillement, v est le
coefficient de Poisson, et K| est le Facteur d’'Intensité de Contrainte (FIC) en mode
|. Bien sdr, la valeur de K, n’est pas la méme selon la présence ou pas des forces
cohésives. Dans tous les cas, la formule d’lrwin est valable, le taux de restitution
d’énergie et le Facteur d’Intensité de Contrainte sont reliés par :

OF 1-v?
-—(o.,1)=2

a

K;,

Le critére (3.4) est donc équivalent a K, = 0 ce qui veut dire que la longueur de la
fissure cohésive doit étre telle qu’il N’y ait plus de singularité a la pointe de la
fissure. Ceci est conforme a I'idée de Barenblatt que les forces cohésives existent
pour corriger la propriété non physique des contraintes infinies induite par la
théorie de Griffith.

Cette phase se termine quand I'ouverture de la fissure en x = + [y atteint la valeur
critique d. du modéle de Dugdale, et par conséquent, une fissure non cohésive
doit apparaitre. La valeur correspondante du chargement sera appelée la
contrainte de rupture, et est définie par :

o, =supio,, >0:[lu, [{1,) <4, .
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3.2.2 La phase de propagation :

Si la charge est augmenté au-dela deo,., le corps ne peut pas trouver
I'équilibre sans qu’il y’a initiation et propagation d’'une pointe non cohésive de la
fissure crée. Ainsi, la fissure T doit se diviser en deux parties: une partie
cohésive I, est une non cohésive I';. On note par /. et / leur pointes respectives

(Figure 3.4).

A

N N

/ i/
\ vy ¢—lo;; AEAR 280 vh\ '
/

Figure 3.4. Géométrie de la bande avec les chargements dans la phase

»ld
l

v

propagation.

Onadonc:

r=r,Ur..
T, = (1,1, 1x{0}U[1,.1,) < {0} (3.6)
Ty = (.=, 1% 0}UIL,,2.) x {0

Les champs de déplacement u et de contrainte o, doivent satisfaire les équations
suivantes :

divo=0 dans Q/(DUT)
o=A¢e(u) dans Q/(DUT)
on=-o0,+0, sur T, (3.7)

on=-o, sur DUI,

[e¢]

on=0 y==h

On doit également vérifier aprés la résolution du probléme, que la contrainte
normale ne dépasse pas la contrainte critique o. sur le «ligament» de la
structure :
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0, <0, |x| 21,

Le champ de contrainte o satisfait I'équation variationnelle suivante
[31](Théoreme de Travaux Virtuels, Gurtin 1981), pour tout champ de
déplacement v « régulier » sur Q/(DUTI),

Ia e(v)dx, — Ia v, dx1+_[0' v, Jldx, = 0. (3.8)

Q/(DuUI) DUl

Il reste a définir les lois gouvernant les évolutions des pointes /. et /,. Comme

dans le cas de la phase cohésive, nous exprimons d’abord ces lois en utilisant des
arguments énergétiques. L’énergie de surface de la structure a I'équilibre s’écrit
maintenant :

E(0,,l,1,)= jqﬁ([w)arx1 ja v, x, +2G. (1, - 1,)

et 'énergie totale de la structure a I'équilibre est donnée par :

E(o,l.,l)= IAg(u) 8(u)dx+Ia i, JJdx, — J.O' w, |ldx, +2G.(I. -1,).

Q/(DuT) Dur

Les évolutions des pointes /. et I, avec le chargement c., doit étre tel que (I, /,)

est un minimum local de E(oc.,.,.) pour o fixé. Plus particuliérement, le critére
s’écrit :

>0, VULL) L SIS <o, I}

+-1|<h E(0,.0.1)<E (0,.I.1).

Si on cherche un minimum local tel que [, </ <I <, on obtient le systéme de
conditions nécessaires reliant I, et I; a o, :

OF OFE
—_ O' ’l :0’ _— () ,Z :O . 3-9
8] ( a) al ( a) ( )

a c

En d’autres termes, les pointes des parties cohésive et non cohésive doivent étre
telles que le taux de restitution de I'énergie totale due a la propagation de l'une
des pointes est nul. Nous allons donner une interprétation locale de ces critéres.
La condition (3.9a) est la méme que pour la phase cohésive. Le champ de
déplacement est a priori singulier aux pointes x4 = £/ et la forme de la singularité

est toujours donnée par (3.5). La formule d’lrwin est toujours valable, par
conséquent, (3.9a) est toujours équivalent a I'annulation du F.I.C K,. D’autre part,
le champ de déplacement n'est pas singulier aux points x4 = £/, car le

chargement est simplement discontinu en ces points, la contrainte sautant de o -
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G, a - 0. Puisque le champ u n’est pas singulier aux pointes +/., on peut dériver

formellement sous le signe de I'intégrale E(o,,l ,/,)par rapport a I, ce qui donne :

oF Ou ou, ou,
_ a_zc(a‘“’lc’l“) —_ j Ag(u).g[ﬁjdx . rj a{[ﬁﬂdxl + ) [ raw Ha—lcﬂdx1

Q/(DuUT) c c
+20,[[u, [[1,)-2G. (3.10)

oy
ol

c

représente le taux de variation du champ de déplacement a I'équilibre sous le
chargement ., du a un accroissement (virtuel) de la zone non cohésive, la pointe
de la zone cohésive restant fixe. En vertu de I'équation variationnelle (3.8), les

termes contenant % disparaissent, et finalement on obtient :

c

ou nous avons tenu compte de la symétrie de la structure. Dans (3.10),

_2TE("W’~%> =20, [[u,]}1,)- 26,

c

le facteur 2 est du a la présence de deux lévres. Par conséquent, le critere de
propagation (3.9b) est équivalent au critere de l'ouverture critique[[u, [[1.)=4, .
Finalement (3.9) est équivalent a :

K (,)=0, [u,]}1)=46,

Nous avons établi dans ce chapitre, les équations du probléme dans les phases
cohésives et de propagation, ainsi que les critéres d’évolutions des pointes /_et /o.

Nous allons établir I'équation intégrale dans le prochain chapitre.
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CHAPITRE 4
DERIVATION DE L’EQUATION INTEGRALE

4.1 Introduction :

Dans le but, d’étudier la propagation de la fissure dans les phases cohésive
et de propagation, nous devons résoudre les probléemes élastiques
correspondants ((3.2) et (3.7)). Pour ce faire, nous allons réduire les équations du
probléeme a une équation intégrale singuliere en utilisant la transformée de
Fourier. Nous suivons en cela les travaux d’Erdogan (voir par exemple [32]).
Nous commencons tout d’abord par un bref rappel sur la transformée de Fourier.

Transformée de Fourier

Soit f(x) une fonction continue avec. f_:olf(x)ldx < oo, La transformée de Fourier
de f(x) est définie par :

+00
fw = [ fwewrds
La transformée de Fourier inverse est définie par :

1+, .
fo) =5 | Flwrerdo

Dans le cas d'une fonction paire la transformée de Fourier devient la transformée
de Fourier cosinus définie par :

. 1%
f(w) = Ej f(x)cos (wx)dx
0
La transformée inverse est définie par :

fx) =2 f+oof(w)cos (wx)dw

Dans le cas d'une fonction impaire la transformée de Fourier devient la
transformée de Fourier sinus définie par :

F@ = [ f(osinanyds
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La transformée inverse est définie par :
f(x)= 2j F(o)sin(ax)de
0

4.2 Dérivation de I'équation intégrale

Tout d’abord, nous écrivons les conditions aux limites sur y = th, sur les
leévres de la fissure, ainsi que les conditions de transmission sur 'axe y =0 :

Oy (X, ¥) = 0yy(x, ) = 0 y =th (4.1)
ayy(x,07) = g, (x,0%) |x| =1, 4.2)
Oy (x,07) = 0,y (x,07) x| =1, (4.3)
0y, (x,07) = 0, (x,0%) = o(x) |x| < I, 4.4)
Opy(x,07) = 0,y (x,07) =0 x| <, (4.5)
u(x,0Y) = u(x,07) x| =1, (4.6)
v(x,07) = v(x,07) x| =1, 4.7)
Avec :
o(x) :{ R (4.8)
—o,+0. si  a<lx<l,

ou a=I,dans la phase cohésive, et a =1/ dans la phase de propagation, u et v
sont les composantes du déplacement sur les axes x et y.

L’équation (4.1) représente les conditions aux limites en contraintes sur la face
supérieure et la face inférieure de la structure. Les équations (4.2) et (4.3)
représentent la condition de la continuité du vecteur contrainte sur le « ligament »
de la structure. Les équations (4.4) et (4.5) représentent le chargement sur les
levres de la fissure. Les équations (4.6) et (4.7) représentent la condition de la
continuité du déplacement sur le « ligament ».

Nous introduisons maintenant les transformées de Fourier du déplacement. A
cause de la symétrie du probleme, v est une fonction paire en x (v(x,y)=v(-x,y)) et
u est une fonction impaire en x (u(x,y)=-u(-x,y)). Nous utilisons donc la
transformée de Fourier cosinus pour v et sinus pour u :
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i(1,y) = %fooo u(x,y) sin(Ax)dx (4.9)

p(A,y) = %fooo v(x,y) cos(Ax)dx (4.10)

Et les transformées de Fourier inverse :
u(x,y) =2 f0°° (A, y) sin(Ax)dA (4.11)

v(x,y) =2 ;" (A, y) cos(Ax)dA (4.12)

En déformations planes, les équations de Navier s’écrivent :

k-T2 Y 413

d0x? dy? oxdy (4.13)
0%v 0%v 0%u

(k—l)—+(k+1)—+2 =0 (4.14)

dxdy

Avec Kk=3—-4v

En injectant (4.11) et (4.12) dans les équations de Navier en déformation plane, et
en prenant la transformée de Fourier inverse, on obtientles équations
différentielles du second ordre couplées suivantes :

—22(k + Dah,y) + (e — 1) "’ZZ;'” 222722 = (4.15)
02 09) _ 5, 28th)

2k — D5, y) — (k+ 1) —22

=0 (4.16)

En découplant (4.15) et (4.16), on obtient les équations différentielles du
quatrieme ordre suivantes :

6423(,)‘1;3/) 22 97EAy) 92 u(/U’) + 245i(A,y) = 0 (4.17)
64;734,3/) _ 222 62(1;7;12,3/) + 145(/1’ y) =0 (4.18)

En cherchant des solutions sous la formee™', on obtient 'équation caractéristique
suivante :

M =22m?2+m*=0 (4.19)
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(4.19) admet les deux racines doubles suivantes :
m =4, et m,=-1 (4.20)
Les solutions de (4.17) et (4.18) sont de la forme suivante :
(4, y) = (Cy + Coy)e™ + (C3 + Cyy)e? (4.21)
#(A,y) = (D; + Dyy)e ™ + (D3 + D,y)e™” (4.22)

En injectant (4.21) et (4.22) dans (4.15) et (4.16), on obtient les relations
suivantes (Annexe C):

Dl == Cl +§Cz y DZ == CZ y D3 == _C3 +%C4 y D4 S _C4 (423)

On obtient finalement, les expressions suivantes pour le champ de déplacement,
en dessus et en dessous de la fissure :

u(x,y) =2 fooo[(Cl + Cy)e ™ + (€3 + Cy)e?]. sin(Ax)dA y>0 (4.24)

v(x,y) =2 fooo [(Cl + (% + y)Cz) e + (—C3 + (% — y)C4) e’ly] .cos(Ax)dA y>0 (4.25)
u(x,y) =2 fooo[(C5 + Cey)e ™ + (C; + Cgy)e?].sin(Ax)dA y<0 (4.26)
v(x,y) =2 fooo [(CS + (% + y)CG) e + (—C7 + (% — y)Cg) e’ly] .cos(Ax)dA y <0 (4.27)

Remarque :

Nous avons considéré des expressions différentes du champ de déplacement en
dessus et en dessous de la fissure, afin de tenir compte de la discontinuité induite
par la présence de cette fissure.

Il nous reste a déterminer les constantes Cx k=1 a 8. Nous définissons tout
d’abord les fonctions densité suivantes :

d e
() =07 —u(x07)] (4.28)

Vo (x) = di V(607) —v(x.00)]
» (4.29)

A cause de la symétrie du probléme, I'ouverture de la fissure se fait en mode | pur.
Par conséquent, la discontinuité du déplacement tangentiel a la fissure est nul, et
donc:

p(x)=0
(4.30)
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De plus, nous avons gréce a la condition (4.7) :

[v.(.at =0, (4.31a)

w,(x)=0, pour |x|>], (4.31b)

En effet, (4.31a) est obtenue de la maniére suivante :

/

jal//z(t).dt = j %[v(t,ow—v(r,o-)].dz

= (v(l,,07) = v(l,,07)) = (A(=1,,0") = (1,,07)) = 0

la derniére égalité est due a la continuité du déplacement aux pointes +/,. (4.31b)
est due a la continuité du déplacement en dehors de la fissure.

Nous utilisons maintenant les conditions aux limites. Nous devons tout d’abord
donner les expressions des contraintes oy et oy,. En déformation plane, ces
contraintes sont données par :

o, = |1+x)e, +(3-x.]

Yokl (4.32)
o, =2uc,
£.s €, €t £, sontles composantes du tenseur de déformation linéarise.
En utilisant (4.24), (4.27) et (4.32), nous obtenons les expressions suivantes :
Oy = 2u f, [{=22(C, + Cy) + (L= k)Cle™ + 2A(C5 + Coy) +
(1 - k)C,}e?].sin(Ax)dA y>0 (4.33)

Oyy =2 fooo [{_2.“/1(5‘1 + Cy) + (% + 2#) (1- k)Cz} e + {—2ul (C3 +
cY)+ B2 ok — 1)CJe™].cos(ydd y>0  (4.34)

Oxy = 21 [) [{=24(Cs + Csy) + (1 — K)Ce}e™ +{2A(C; + Cgy) + (1 —
k)Cgle™]. sin(Ax)dA y<0 (4.35)

oyy =2 J3" |{=26A(Cs + Coy) + (EE2 + 20) (1 = k) Ce} e + (—2uA (€, +

)+ B2 b2y (k — 1DC)e™].cos()dd y<0  (4.36)

En remplacant (4.33) et (4.35) dans (4.1), et en prenant les transformées de
Fourier inverse, on obtient :
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{ 2uA(Cy + Coh) + ( LS+ 2,1) (1- k)CZ} e~ 4 {—2,1,1(03 +C,h) +

( ,fkf) u) (k — 1)64}6”‘ =0 (4.37)

{—2ua(Cs — Coh) + (B2 4 20) (1 = k) Ce} e + {—20A(C, — ) + (EE2 +
2,u) (k — 1)68} e~M =0 (4.38)
{=24(C; + Ch) + (1 — k)Cyle ™ + {2A(C3 + C,h) + (1 — k)Cy}e? =0 (4.39)
{=24(C5 — Csh) + (1 — k)Cg}e + {2A(C; — Cgh) + (1 — k)Cgle™ =0 (4.40)

La continuité du vecteur contrainte sur I'axe x, impose les conditions suivantes :

{ 2uA(Cy) + ( L2+ ) (1- k)Cz} { 2uA(Cs) + ( L2+ ) (k —
1)64,} { 2uA(Cs) + ( L) 4 2u) (1- k)c6} { 20u0(C,) + ( L3 4 zu) (k —
1)} (4.41)
{=22(C) + A = k)C} + {2A(C3) + (1 — k)Cy}=

(=2(Cs) + (1 — k)C} + 2A(C) + (1 — k)Cg) (4.42)

En utilisant la définition de la fonction densité (//l(x) (équation (4.28)) et la

condition (4.30) on obtient :

En utilisant la définition de la fonction densité y,(x) (équation (4.29), en prenant la
transformée de Fourier et en tenant compte de (4.31b), il vient :

CL—Cs+5(Co+Cy) = Cs+ G =5 (Co+ Cg) = =7

- (4.44)

l(l
Avec : F =L [y, (0)sin(at)ds (4.45)
T 0

La résolution du systéme linéaire (4.37). (4.44) donne les valeurs suivantes pour
les constantes :
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_ 1Fe™[(4A%h? + 2ah(k — 1) + 1 — k)e ™™ + (k — 1)e™™)]
) (k + 1)A(—e =24 + 42k + e24h)

- Fe[(2Ah — 1)e " + eA)]
27 (k+ 1D)(—e 2M + 42 + e22h)

 1Fe™[(4A2h% + 2Ah(=k + 1) + 1 — k)e? + (k — 1)e~*1)]

T2 (k + 1)A(—e 24 + 42 + e24h)
- Fe ™ [(2Ah + 1)e* — e=*1]
YT (k+ 1)(—e"2M + 42k + e22h)
_ 1Fe™™[(42%h? + 22h(—=k + 1) + 1 — kK)e™ + (k — 1)e™*M)]
72 (k + 1)A(—e =24 + 42 + e24h)
- Fe [(2Ah + 1)e? — e=*1]
° " (k+ 1) (—e 2M + 42k + e24h)
_ 1Fe™[(4A%h? + 22h(k — 1) + 1 = k)e ™™ + (k — 1)e )]
772 (k + DA(—e~221 + 4)h + e24h)
c Fe*[(2Ah — 1)e=" + 1]
8

" (k+ D(—e 2 + 44h + e22h)

Nous remarquons que tous les coefficients ne dépendent que de la seule
inconnue F', et par conséquent de la seule fonction densitéy,(x). Donc pour

compléter la résolution de notre probleme, il suffit de déterminery,(x). Cette

fonction sera déterminée par la résolution d’une équation intégrale singuliére, qui
sera déduite a partir de la condition de chargement sur les lévres de la fissure
(4.4). En y substituant, les valeurs des constantes dans (4.34), cette condition
devient :

+oo A V420222 h(h=y) +1+A(y-2h) )—eA Y+ Ay +1)+eA V420 (222 (h-y) +1+A(2h-y) ) +e (Ay-1)
y—0t 0 K (k+1)(4Ahe2Ah etih_1) '

.Fcos(Ax) dA = o(x) |x| <, (4.46)

Dans (4.46) le passage a la limite est nécessaire, car l'intégrale ne peut
pas étre évaluée en y=0.

En introduisant certaines limites dans I'intégrale, (4.46) devient :
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lim
y-0t

oo , [e“-mh) (222h% + 1 — A2h) — eAy+4) L oA+21)(22p2 4 1 4 20h) — ey
—2u

. (k + 1) (4Ahe?™h + g42h — 1)

.Fcos(Ax) dA = o(x) x| <1, (4.47)

En introduisant I'expression de F (4.45) dans (4.47), en changeant l'ordre
d’intégration et en introduisant la limite sous le signe intégrale, on obtient
I'équation intégrale suivante :

2l g (x, )y (E) dt = o(x) ¥ <1, (4.48)

m(k+1)~0

Le noyau K(x,t) de (4.47) est donné par :

K(x,0) = lim, J,"° N(v,2) sin (At)cos (Ax)dA (4.49)
y—)
Avec :
N(y,A) = eAY+21) (2222 +1-2R)—e AV +4R) 4 AV+21) (202 R2 +14200) e MY (4.50)

(4Ahe2Ahyetdh_q)

Le noyau K(x,t) est divergent en y = 0. Puisque N(0,1) est une fonction continue, la
divergence de l'intégrale impropre ne peut venir que des extrémités de l'intervalle.
Sachant que EirréN(O,/l) =0, la singularit¢é ne peut venir que du voisinage de

l'infini. Afin d’isoler cette singularité, on étudie le comportement de N lorsque
A—>x.0Ona:

_el(—y+4h)
e4Ah

Ay

N®(y,A) = =—e”

Afin d’extraire la singularité du noyau de K(x,t), on ajoute et on retranche N” :
K(x,t) = yli_>r(r)1+ _ f0+oo e~ sin(At) cos(Ax) dA + yli_>r(r)1+ f0+°°[1v(y, A) +
e %] sin (At)cos (Ax)d

_ t + 0o .
=~ Tl [N +1]sin (At)cos (Ax)dA (4.51)

Dans (4.51), la limite a été introduite sous le signe intégrale pour cause de
convergence uniforme de [lintégrale impropre. La démonstration de Ila
convergence uniforme est présentée en (Annexe A).

En tenant compte de (4.51), I'équation intégrale (4.47) devient :
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fla to (1) dt +f k(x,t) Y, (t)dt = n(k—;-l)o-(x) |x| <l, (4.52)

0 (t—x)(t+x)

avec le k(x,t) donné par :

k(x,t) = — ["°[N(0,4) + 1] sin(At)cos(1x)dA

_ J-+oo e?M(422n2 +4An+2)-2
B 4)he2Ayearh_q

] sin(At)cos(Ax)dA (4.53)

e tY,(t) A -
A cause de la parité en t de vy et de k(x, t)y,(t), (4.52) peut s’écrire :

Jlo O qp g ' k0 po()de = ”("—;1) o(x) |o<1, (4.54)

—la (t—x)(t+x)

En tenant compte du fait que ¥, (t) est impaire on peut montrer que (Annexe B):

a t,(0) dt = a lpz(t)

dt
(t—x)(t+x) (t—x)
Finalement I'équation intégrale peut s’écrire sous la forme
I < ok, t)> W, (t)dt = M;”a(x) W <1, (4.55)

Avec la condition :

la
Y,(t)dt =0
—lg
L’équation (4.55) est appelée « équation intégrale singuliere de Cauchy du
premier type ». La singularité provient du noyau de Cauchy 1/(—x). Nous
présentons la résolution de (4.55) dans le prochain chapitre.

Pour compléter la résolution du probléme, il reste a vérifier la condition (4.5) qui
impose un chargement tangentiel nul sur les lévres de la fissure. En y substituant,
les valeurs des constantes dans (4.35), cette condition devient :

P 2u A e (24> + y = 229h)+ 20 (= 240 + y + 2Aph) -
>0 14Ky —1+ 4 Ah + ™

<1, (4.56)

4ih 24
i yy]Fsin(/ix)dxl =0

L’utilisation de la limite dans (4.56) est nécessaire, car l'intégrale ne peut étre
évaluée en y=0.
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En introduisant certaines limites dans (4.56), on obtient :

+o0 292 AQRh-y) 1 _ 24
lim — 12” 2 1h e4 ZM(I ) psin(ixdi=0 |x<,
y—0 + K —1+4e h+e (457)

0

En introduisant I'expression de F (4.45), et en changeant I'ordre d’intégration dans
(4.57) on obtient :

la
| M (e, (0)de =0 <1,
0 (4.58)
Avec M(x,t) définie par :
) +002/12h26/1(2h7y)(1_ezg},) ‘ .
M(xn=1 Ax)sin(A1)dA
0= ! s g e Ssin()
+o 272 A2h1

o — 1+ 4> )b + e*H

Dans (4.59), la limite a été introduite sous le signe intégrale, car l'intégrale
impropre est uniformément convergente. La démonstration de la convergence

uniforme est donnée en (Annexe A).

Avec (4.59) la condition (4.5) sur I'absence de chargement tangentiel sur les

leévres de la fissure est identiquement vérifiée.

4 .3 Résolution de I'équation intégrale

On passe a La résolution de I'équation intégrale singuliére (4.55).tel que Le
noyau de cette équation contient la singularit¢ de Cauchy. C’est donc une
intégrale impropre divergente. Pour [I'’évaluer, nous utilisons le concept de
I'intégration au sens de la valeur principale de Cauchy. Nous commencgons par en
donner un bref rappel.

4.3.1 Valeur principale de Cauchy

Définition [33](Mauch 2004)

Si f(x) est continue sur [a,b] sauf au point xo € [a,b], donc la valeur
principale de Cauchy de l'intégrale est définie par :
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b Xo—€ b
VPU f(x)de= 1in01+( j F(x)dx + j f(x)dxj

Xo+e

La valeur principale est obtenue en approchant la singularité symétriquement. La
valeur principale de I'intégrale peut exister quand I'intégrale diverge. Si I'intégrale
existe, elle est égale a sa valeur principale.

Exemple

1

Jldx est divergente. Sa valeur principale est égale a :
X

-1

1 1 —51 1 1
VPU};de :glgg[_jl;dﬂbdxj
- tm (g + foei]
= lim (log~ £ - logle
=0.
Dans la suite du travail toutes les intégrales singulieres (contenant le noyau 1/(t-

X)) seront évaluées au sens de la valeur principale de Cauchy. Pour simplifier
I'écriture on omettra d’écrire VP(), et on écrira simplement le signe intégrale.

4.3.2 Reésolution de I'équation intégrale :

De méme que pour I'établissement de I'équation intégrale, nous suivons
pour sa résolution les travaux d’Erdogan [34](Erdogan et al. 1973).

Le probléeme (2.8) de la phase cohésive est un cas particulier du probléme (2.11)
de la phase de propagation quand I.=/y. La résolution de I'équation intégrale (4.55)
sera présentée pour ce dernier cas. La résolution s’effectuera numeériquement en
utilisant les polyndmes de Chebychev qui seront définis plus tard. Ces polynémes
sont définis dans lintervalle [-1,1]. Nous devons donc changer l'intervalle de I’
équation intégrale (4.55) de [-I,, /5] a [-1,1]. Nous définissons d’abord les quantités
normalisées suivantes :

re 5=t = WO=105), KD =L3s), o) =ofr). (4.60)

a a a

Ainsi I'’équation (4.55) prend la forme suivante :

[ (S5 + e k9) fs)ds =800 <1, (4.61)
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Avec la condition :
+1
[r@yde=0 (4.62)
-1

Dans (4.61), le chargement o(r)est donné par :

3 -0, S1 |r| <n
o= {— o,+0, si n<l<l (4.63)

On remarque que le chargement (4.63) présente des discontinuités. Pour ce type
de chargement, les méthodes de résolution classiques de ce type d’équation
intégrale ne donnent pas de bons résultats. Par conséquent, et suivant une

méthode développée par (loakimidis, 1980 [35]), on remplace f(s)par une

nouvelle fonction @(s)telle que :

S($)=h(s)+¢s), (4.64)
Ou /K(s) est la solution de I'équation intégrale suivante :
1 ,+1 1 _ (k+D)
;f_l (S_r)h(s)ds =0 o) Irl=<1 (4.65)

Avec la condition supplémentaire suivante :
+1
j h(s).ds =0 (4.66)
-1

En remplacant (4.64) dans (4.61) en tenant compte de (4.65) et (4.66), on obtient
I'équation intégrale dont ¢(s) est l'inconnue :

l]‘[L+laL(r,s)]¢(s).afs =g(r), Irl<1 (4.67)
T s—r

Ou:

g(r)= —l]la L(r,s).h(s).ds (4.68)
T
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Avec la condition :
+1
[prdr =0 (4.69)
-1

Il est clair a partir de (4.67) que puisque L(r,s) a un comportement régulier, g(r) a
aussi un comportement régulier. Par conséquent, les techniques numériques de
résolution de ce type d’équation intégrale peuvent étre directement appliquées
sans aucune modification.

La solution analytique de I'’équation (4.65) avec la condition (4.66), est donnée
par [36] :

1 +1
h(s )_—(k“) s2) 2 j(l L)dr 5| <1, (4.70)
2mu r—
En effectuant I'intégration dans (4.70), on obtient :
h(s)=h,(s)+h,(s) (4.71)
Avec :
1
h = (k+1)s (1-5%) 2.(-0,.7r +2.0,.arccosn), (4.72)
(k+1)0' |7N1 s?—sy1-1|
h,(s) =
‘77\/1 s +s\/1 ‘
(4.73)

On voit que 4, (s) présente des singularités logarithmiques aux points s =+7.

Il a été montré dans (Erdogan et al. 1973 [37]) que I'’équation intégrale
singuliére (4.67) a lindice 1 car la fonction inconnue ¢@(s)a des singularités

intégrables aux points*1. La solution peut étre exprimée comme @(s) = w(s).¢(s)
1
ouw(s)=(1-s>) 2 est la fonction poids associ¢ au polyndme de Chebyshev de

premier ordre T, (s) = cos(n.arccos(s)) et ¢(s) est une fonction continue et bornée sur

l'intervalle [-1, 1] laquelle peut étre exprimé comme une série tronquée des
polyndmes de Chebyshev du premier ordre. A cause de la symétrie du probléme

par rapport & y on a ¢(—s)=—¢(s). Donc, la solution de I'équation (4.67)
s’exprime :

¢<s)=<1—s2)*EZAn.Tzn_l<s) (4.74)
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Dans (4.74) nous avons pris que les polyndmes de Chebyshev a indice impair,
car Tzn_1(-S)=- Tzn_1(S).

On observe qu’avec I'expression (4.74), la condition (4.69) est automatiquement
vérifiée. En effet :

1

Jotde =3 4,[(1-¢)21,, e =o0.

-1

Substituons I'équation (4.74) dans I'équation (4.67) en utilisant les relations
suivantes :

LN, _fUn0h 720 w5
A s—r 0, n=0

Ou:
U, (r) =sin((n +1).arccos(r)) /1 —r? (4.76)

Représente les polyndmes de Chebyshev de second ordre. Il vient :

S AUy, ()4 H, (Y] =g(r), 7 <l. (4.77)
Ou:
H, (r)= 1 j(l —s5%) 21 L(r,s)T,, ,(s)ds (4.78)
T4

Afin de déterminer les coefficients A, , des points de collocation r=r;, j=0,1,...,N
sont choisis afin de réduire I'équation (4.77) a un systéme d’équations algébriques
linéaires. Le choix de ces points n’est pas trés critique, nous choisissons les
racines des polyndmes de Chebyshev Ton.1:

2j-DHrx .
T,..(r)=0, r =cos ——="—1, =1,...... i 4.79
ZNfl( J) j (2(2]\]_1) J N ( )
Utilisant les points de collocation donnés par I'équation (4.79) dans I'’équation
(4.77), on arrive a un systétme de N équations a N inconnus 4,,........ Ay qui
s’écrit :

N

Y AU, )+ H,)=g(r),  j=lew..,N (4.80)

n=1
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La valeur de H,(r;) de coté gauche de I'équation (4.80) determine a partir de
I'équation (4.78).

4.3.3 Evaluation numérique des différentes intégrales :

Les intégrales H, (r,)et g(r;) sont evaluees en utilisant la formule

d’intégration de Gauss- Chebyshev qui s’écrit :

I St _ f(tk) T(6)=0, ¢ =cos”™Z+D (4.81)

1[ —l n ’ " ’ 2n

La valeur de g(r;)du coté droit de I'équation (4.81) est determinée a partir de

I'équation (4.68) qui avec I'équation (4.71) peut se mettre sous la forme suivante :
1( 1
g(r)= ——(J.IQL(r,S)h1 (s)ds + J.ZaL(r,S)h2 (s)ds) (4.82a)
7\ 7, ’

La premiére partie est évaluée par la précédente formule de Gauss- Chebyshev.
A cause des singularités logarithmiques que présente le terme A,(s) aux points
+ 7, la seconde partie est devisée sous la forme suivante :

j I L(r,s)h, (s)ds = j I L(r,s)h,(s)ds + j 1. L(r,s)h,(s)ds + j 1. L(r,s)h,(s)ds (4.82b)

Chacune des intégrales du membre droit de I'équation précédente est évaluée a
I'aide de Gauss- Chebyshev.

4.3.4 Evaluation numérique de L(r,s) :

Considérons maintenant le termelL(r,s)de [I'équation (4.69), aprés
introduction des entités normalisées :

+00 ez’lh(4lzh2+4/‘lh+2) 2

L(r,s) = ——f e, (sin Al o(s+71)+sinAl,(s —r))dA (4.83)

e2M(4)2n2 +4An+2)-2

42he?Ahte4dh_q1
est équivalente au voisinage de +~ a 41*h’e " qui tend trés rapidement vers 0
lorsque A tend vers +w. Par conséquent, L(r,s) sera décomposée de la maniére
suivante :

On observe que L(r,s) est une intégrale impropre. La fonction

—2ih
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1 (4 e?(422h? + 4Ah +2) — 2
Lr,s) = _EL 4)he?h 4 etih _ 1
1 j+°° e? M (4)%h% + 4Ah + 2) — 2
2), 4)he?A 4 e4ih — 1
+ sinAl,(s —7))dA

] (sinAl,(s + 1) +sinAl, (s —r))dA

] (sinAl,(s + 1)

Ou A est un point de coupure. La deuxiéme intégrale du membre droit de
I'équation précédente devient négligeable pour une valeur de A suffisamment
grande.

- Evaluation de A :

Pour évaluer A, on doit faire un test et on doit donc donner des valeurs a s, ret /,
. Les valeurs de s et de r sont choisies aléatoirement dans l'intervalle [-1,1], on
prend r=0 et s=1. [, représente la longueur de la fissure, plus cette valeur est

élevée plus l'intégrale est difficile a évaluer numériquement, on choisit la valeur
maximale dans nos calculs/, =10 .

L’évaluation numérique de l'intégrale a I'aide du logiciel MAPLE a donné :

1f+oo e? M (422h% +4An+2)-2
270 4Ahe2Ahyetih_y

(sinA10(1) + sin 410(1))dA = 0.1999999898
(4.86)

Si on limite I'intégration sur 'intervalle [0.14] on obtient une bonne convergence :

f14[e2’1h(4/12h2+4,1h+2)—2

1
270 4Ahe2Ahtetdh_y

] (sin A10(1) + sin110(1))dA = 0.199999989 (4.87)

En conclusion on peut limiter I'intégration sur l'intervalle [0.14] et I'intégrale L(r,s)
prend la forme suivante :

2Ah 232 _
L(r,s) = —%fom[e (4270 +440+2) 2] (sinAl,(s + 1) +sinAl,(s —r))dA (4.88)

4)he2Aho4dh_q

L’intégrale ainsi définie est évaluée a l'aide de la formule de Gauss- Chebyshev
avec un changement de variable pour passer de lintervalle [0.14]a lintervalle

[-11].
L(r,s) = — L[ AEDOERIIE) 2 (Sin Al (s +7) + sin Alu(s —T))dy  (4.89)

2  4)Ahe2Ahietdh_q

Oui=2(y+1) et A=14
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4.3.5 Formule donnant le facteur d’intensité de contrainte :

Le facteur d’intensité de contrainte en pointe de fissure est donné par (la
démonstration est détaillée en Annexe D):

[y=—*t J
() 21-v)fi, ol i =y () =

(4.90)
2(1_ \/7v—>+l '1 S f(S)
Ou w(x,)est donnée avec (3.24). On obtient :
ki Gla) = T (0 — 2 carcosn)) = VT s Bk Ay (4.91)
4.3.6 Formule donnant 'ouverture de la fissure :
L’ouverture de la fissure en x €[—1,1]est définie par :
5(x) =v(x,0") = v(x,07) = jl w(t)dt (4.92)

De (4.3), (4.7), (4.14) et (4.17) on obtient :

5(r):21” rr N1=1 +1, rlnr\/1 i —mllr’ +771n ( L=+ “1 i ) —2arccosi1-r>
o =17 + 1= -

" J—Z U ,(r) (4.93)
Pour obtenir (4.29), on a utilisé les relations suivantes :

T,(x)dx 1 2
j - nUn_l(s)\/l s (4.94)

On observe & partir de I'équation (4.29), que O(r)n’est pas définie en+ 7, a cause
des singularités logarithmiques. L’ouverture de la fissure en ces points et obtenue

en passant a la limite de o(r)lorsquer — +7.

On obtient le résultat suivant
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1) (i‘ :—Z) = z(jt—;v) ln,/lé — 2 <000 — —acarcos (la)> + 20,1, ln( )l —
VAT, i, (4.95)

4 3.7 Etude de la convergence :

Afin de mettre en ceuvre les calculs numériques, nous devons choisir les
valeurs de N et n. Pour rappel, N représente le nombre de coefficients Ay,...,An, N
représente le nombre de points d’intégration de Gauss- Chebyshev. Le critére de
convergence choisi est la stabilité de la valeur du facteur d’intensité des
contraintes ki. La méthode choisie est la suivante : nous fixons une des deux
valeurs (N ou n) et nous augmentons I'autre valeur en calculant a chaque fois le k1
jusqu’a sa stabilisation. Nous fixons les autres paramétres du probléme aux
valeurs suivantes /;=10mm et h=1mm.

Pour déterminer N, on fixe la valeur de n a 70. Nous présentons I'’évolution
de k1 avec N dans le tableau 4.1. Nous observons que la valeur de k4 se stabilise
a partir de N=40.

N K1

5 -279.238081335717000
10 | -290.506033185782300
15 | -290.153182875896000
20 | -290.139782142953000
25 | -290.140250276444500
30 |-290.140248385562900
35 |-290.140244180593800
40 | -290.140249257528900
50 |-290.140249000956400
100 | -290.140172291568200
200 |-290.140259398507100
400 |-290.140248915095000

Tableau 4.1. Valeurs du facteur d’intensité de contrainte k; en fonction de NV
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Pour déterminer n, on fixe la valeur de N a 40. Nous présentons I'évolution de k4
avec n dans le tableau 4.2. Nous observons que la valeur de ki se stabilise a
partir de n=70.

n K1

5 -143.789956972910100
10 76.729452614480410
15 -132.211278010774400
20 23.640135494266810
25 -703.273491080368000
30 -188.895211292320700
35 -185.499952535821200
40 -525.733263306272800
50 -340.890258930608600
60 -291.079058616105300
70 -290.140249257528900
80 -290.236003831500600
90 -290.247660549243100
100 | -290.254224658287100
110 | -290.258236362329900
150 | -290.264185125792400
200 |-290.265675849140600

Tableau 4.2 : Valeur du facteur d’intensité de contrainte k; en fonction de» .

Par conséquent, dans tout ce qui suit les calculs seront effectués avec N=40 et
n=70.
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CHAPITRE 5
RESULTATS ET ETUDE PARAMETRIQUE

5.1.1 Introduction :

Dans ce chapitre nous présentons quelques applications numériques. On
étudiera I'évolution de la fissure avec le chargement appliqué en faisant varier un
certain nombre de paramétres du probleme. Plus particulierement on fera varier les
parametres suivants :

- hlly afin d’étudier l'influence de la taille relative de la fissure par rapport a
I'épaisseur de la bande.

- & lp afin d’étudier l'influence de la taille relative de la fissure par rapport a la
longueur caractéristique du modéle de Dugdale.

On a vu au Chapitre 3 que I'évolution de la fissure suit deux phases : une phase
cohésive et une phase de propagation. Nous présentons tout d’abord la procédure
numeérique utilisée dans chaque phase.

5.1.2 La phase cohésive :

On a établi au Chapitre 3 le critere de propagation des pointes +/ . On a

montré que la longueur de la fissure cohésive est telle que la singularité des
contraintes aux pointes +/, soit nulle et donc que le facteur d’intensité des

contraintes & (£/,) = 0.

D’un point de vue pratique, il est facile de calculer o, supposant / connue.

En utilisant la linéarité de probleme élastique, le Facteur d’intensité des
contraintes £, (/,) est donné par la formule suivante :

k() =0k"(l,)+0.k () (5.1)

Ou k°(1,)et k/(I,)sont les FIC du probléme sans forces cohésives, aveco, =1,

et du probléeme avec des forces cohésives unitaires o, =leto, =0,
respectivement.

L’équation £,(/,) =0 donne :

. __ok,) (5.2)
ki (1,)
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De méme l'ouverture de la fissure en un point x est donnée par :

o0(x)=0,0"(x)+0,0°(x) (5.3)

Ou 6”(x)et o0°(x)sont respectivement, I'ouverture sans forces cohésives et

o, =1, et avec des forces cohésives unitaires o, =leto, =0.

Par conséquent, la procédure numérique choisie pour la phase cohésive est la
suivante :

1. On se donne une valeur initiale de [,>1,.

2.0n pose o, =1 et o, =0, on résout le probléme élastique et on calcule
k”(1,)et 6°(l,)) (équations (4.91) et (4.93)).

3.0n pose o0,=0 et o.=1, on résout le probléeme élastique et on calcule
ki(l,)et 6°().

4. On calcule o, tel que k1(/5)=0 (équation (5. 2)).
5. On calcule (/) (équation (5. 3)), et on compare a &.

6. Si (/) < 8, on incrémente [ et on revient en 2.
7. Si &(1,) > 3¢, on recherche les valeurs de /, et o, ,tel que k4(/5)=0, qui nous
donnent o(/,) = d. par dichotomie.

8. La valeur finale de ., est la charge de rupture o..
9. Fin.

5.1.3 Phase de propagation :

Dans cette phase, il y a deux pointes : une pointe non cohésive /; et une
pointe cohésive [,. Les criteres d’évolution de ces pointes ont été établis au
Chapitre 3. Nous choisissons de piloter le calcul en prescrivant la valeur de la

pointe non-cohésive !, . Les valeurs de la charge o, et celle de la pointe cohésive

[,, sont déterminés en résolvant le systeme d’équations non linéaire suivant :

k(£l)=0, 5(x1)=0o

c
La procédure numérique utilisée est la suivante :

1. On se donne une valeur initiale de I, > Ip
2. On choisit une valeur arbitraire de I,> ..

3. On pose o, =1 et o,=0, on résout le probléme élastique et on calcule

k(1) et 5°(1,).
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4. On pose o,=0 et o,=1, on résout le probléeme élastique et on calcule
k(1) et 5°(L,).
5. On calcule o, de telle sorte que o(/.)=0.. La formule est obtenue en

utilisant le principe de superposition (linéarité du probleme élastique), elle
est donnée par :

5 _0m08 ()
5(,)

6. On calcule k4(/,), si ki(/2)=0, on incrémente /; et on revient en 2.
7. Si k¢(l3) # 0, on recherche la bonne valeur de /, (et de o, ) par dichotomie.

On incrémente /I, et on revient en 2.
8. Fin

5.1.4. Etude de l'influence du paramétre 4/,

Dans cette partie on fait varier le paramétre 4/l, , et on fixe les autres
parametres du probléme aux valeurs suivantes :

o,=72MPa , 5, =0.001mm, u=1100MPa , v=0.29.

Pour le parameétre h/ly, on choisit les valeurs suivantes : 0.1, 1 et 10.

1.00 1.10 1.20 la

Figure 5.1. Relation entre la charge et la longueur de la fissure pour
différentes valeurs de #//;.
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5.1.5. Etude de l'influence du parametre ¢, /I,

Dans cette partie on fait varier le paramétre 3./ Iy, et on fixe les autres
parametres du probléme aux valeurs suivantes :

o, =T2MPa , h = 1mm ,u=1100MPa , v=0.29.

Pour le paramétre 3./ Iy, on choisit les valeurs suivantes : 0.0001, 0.001, et 0.01.

0.40 —
O
O, |
0.30 —
8
| ¢/, =0.01
5C/l =0.001 -
0
0.20 — 5
C/lo =0.0001  ~ ~ ~ ~ ~
0.10 —| - — —
1.00 1.10 1.20 1.30 la 1.40

Figure 5.2. Relation entre la charge et la longueur de la fissure pour
différentes valeurs deJ.,.

5.1.6. Discussion des résultats

Dans les figures (5.1), et (5.2), on présente I'évolution de la charge
appliquée o, en fonction de la position de la pointe cohésive/,, pour différentes

valeurs de #/l, et 8,/1,. Pour toutes les courbes la partie croissante correspond

a la phase cohésive, est due au fait que la charge appliquée doit croitre pour
équilibrer les forces cohésives qui augmentent avec la propagation de la fissure
cohésive. La partie décroissante correspond a la phase de propagation, est due a
la relaxation de la structure provoquée par I'accroissement de la fissure non-
cohésive. Pour les deux courbes le chargement maximum est la charge de la
rupture correspondant au début de la propagation de la fissure initiale.
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Dans la Figure (5.1), on observe que la charge de rupture augmente
avec le rapport h/ly,. Ce résultat veut dire que plus I'épaisseur de la bande est
importante plus la structure est résistant.

Sur la Figure (5.2), nous observons que la contrainte de rupture est une
fonction croissante de &, /I, et tend verso, lorsque la taille de la fissure initiale /o
est petite devant la longueur caractéristique du modéle de Dugdale &.. Ce résultat
confirme les résultats obtenus par (Ferdjani et al 2006a, 2006b, 2007 et 2009)
[38], [39], [40] et [41], pour le cas d'une plaque fissurée ou une plaque trouée,
sous une traction uniforme, et pour une fissure dans un demi-plan sous
chargement antiplan.

5.2 Comparaison entre les modeéles de Griffith et de Dugdale

On effectue une comparaison entre les résultats obtenus avec les modéles
de Dugdale et de Griffith. Le probléme traité est le méme que celui traité dans les
chapitres précédents, a savoir étudier la propagation d’'une fissure dans une
bande infinie sous chargement normal. Nous étudions plus particulierement la
convergence du modéle de Dugdale vers le modéle de Griffith lorsque la
longueur caractéristique d. tend vers 0. En effet, nous observons sur la Figure
(2.3) (Chapitre 2), que la densité d’énergie de surface du modéle de Dugdale tend
vers celle du modéle de Griffith lorsque d. tend vers 0. Nous allons donc faire un
calcul avec le modéle de Griffith, et plusieurs calculs avec le modéle de Dugdale
en maintenant G; fixe et en faisant tendre 6. tend vers 0, puis comparer les
résultats obtenus.

Nous présentons tout d’abord dans le cas de Griffith les équations du probléme,
'équation intégrale, et la résolution numérique. Dans le cas de Dugdale, les
équations ont déja été présentées dans les Chapitres 3 et 4.

5.2.1 Equation du probléme :

La structure et le chargement initial sont expliqués au Chapitre 3. Nous
supposons que la fissure initiale D:[—ZO,ZO]X{O} se propage horizontalement. On
note pour un chargement donné les nouvelles pointes de la fissure +/, la nouvelle
fissure sera notéeF:[—l,l]X{O}. Dans le cas de Griffith, il n’existe pas de forces

cohésives, par conséquent, toute la fissure est non cohésive. Comme
précédemment (Chapitre 3), on utilise le principe de superposition, pour
décomposer le probléme en un probleme homogéne et un probléme non
homogéne. Nous étudions dans la suite le probleme non homogéne représenté
sur la Figure (5.3).



56

Wttt e/,

/ ‘ ,
\ VY b R

Figure 5.3 : Structure et chargement dans le cas de Griffith.

Lt bl

Le champ des déplacements ainsi que le champ des contraintes a I'équilibre sous
le chargement o, sont donc solution du probléme suivant :

divo=0 dans Q/T
o=A&g(u) dans Q/T

on=-0o Sur I

o0

(5.4)
on=0 y==h
Le critere de propagation de la fissure est le critére classique de Griffith : G = G..

5.2.2 Equation intégrale et résolution :

En procédant de la méme maniere qu'au Chapitre 4, nous établissons
I'équation intégrale suivante :

Y{ ! +k(x1,t)}y/(t)dt:—Maw )| < 1 (5.5)
t—x, 2u

-1

Avec la condition :

jl//(t)dt =0

-l

L’équation intégrale (5.5) est la méme que (4.55) (Chapitre 4), la seule différence
réside dans le second membre qui est constant dans ce cas, au lieu d’étre
discontinu dans le cas de Dugdale. y(t) et k(x4,t) ont les mémes définitions qu’au
Chapitre 4 (équations 4.29 et 4.53).

Pour résoudre cette équation intégrale, nous devons changer le domaine
d’intégration de
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[-/,] a[-1,1]. Nous définissons d’abord les quantités normalisées suivantes :

= s =5 p(e)=£(s) , k.0 =L(s) (5.6)

En injectant (5.6) dans (5.5), 'équation intégrale devient :

ij{ ! +laL(r,s)}f(s)ds Ul L. SN PS (5.7)
T u

S—r

Avec la condition:

[ 7@ =0 (5.8)

La fonction inconnue f(s)a des singularités intégrables en points 1. La solution

de I'équation intégrale singuliére (5.7) peut étre exprimé comme:
1
f(s)=w(s).e(s) ol w(s)=(1-s?) 2 estlafonction poids associé au

polyndme de Chebyshev de premier ordre T, (s) = cos(n.arccos(s)) et ¢ (s) est

une fonction continue et bornée sur l'intervalle [-1, 1], laquelle peut étre exprimé
comme une série des polynédmes de Chebyshev du premier ordre. Donc, la
solution de I'équation (5.7) peut s’exprimer comme suit:

1 N

f(s)=(=s*) 2> 4,.T,, ((s)~(1-5>) 2> 4,.T,, (s) (5.9)

n=1 n=1

Dans (5.9) nous n’avons pris que les polyndbmes de Chebyshev a indice impair,
car T, , (— s)= -1, (s) et f(s) est une fonction impaire a cause de la symétrie
du probléme.

En remplagant I'équation (5.9) dans I'équation (5.6), on obtient :
N —
S AU () H,()]= - 2207 s (5.10)
n=1
ou:
1 +1 _L
Hn(r)z—j(l—sz)21L(r,s)T2n_l(s)ds (5.11)
T
-1

On observe qu’avec I'expression (5.9), la condition (5.8) est automatiquement
vérifiée.

On peut résoudre I'équation (5.10), en sélectionnant N points de collocation (les
racines de Tan.1), donnés par :
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2j-1
r, = cos @j-r . j=1.., N (5.12)
22N - 1)

En écrivant (5.10) pour les points de collocation donnés par I'équation (5.12), on
obtient un systéme de N équations avec N inconnues ( 4,,..., 4, ), donné par:

a 2(1-v)o, .

M oa,lv,, . 0)+H, ()= —%, j=1,, N (5.13)

n=1

De la méme maniére qu’au Chapitre 4, on peut montrer que le Facteur d’Intensité
de Contrainte k, est donné par :

N

ke (£1)= —iz A, (5.14)

2(1 - V) n=1

5.2.3 Mise en ceuvre numeérigue :

Le critére de propagation dans ce cas est le critere classique de Griffith : G =
G.. Nous devons calculer le taux de restitution d’énergie potentielle élastique G a
partir du k4 en utilisant la formule d’lIrwin. Cette formule en mode | est donnée par
(« Mécanique de la rupture fragile », J.B. Leblond):

G = (12;:) k2 (5.15)

A partir de I'équation précédente et du critere de Griffith, on déduit le F.I.C critique,
correspondant a la propagation de la fissure :

2G,
kS = /(1_:‘) (5.16)

Nous allons calculer la charge de rupture de la structure correspondant a la
propagation de la fissure pour différentes longueurs de fissure. La procédure
numeérique utilisée est la suivante :

1. On se donne une valeur initiale de /.

2. On poseo, =1, on résout le systéme d’équations (5.13) et on calcule &, a
I'aide de I'équation (5.14).

3. En utilisant la linéarité du probleéme élastique, on calcule o, correspondant
a ki =k{ avec la formule suivante :

_ ki
kl

(5.17)

o

ou ki et kf sont donnés par (5.14) et (5.16) respectivement.
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4. On incrémente [ et on revient en 2.

5.2.4 Reésultat et discussion :

Pour les deux cas : Griffith et Dugdale, nous fixons certains paramétres du
probléme aux valeurs suivantes :

n=1100 MPa, v=0.3, h=1mm, G, = 72.10° N/mm.

Détermination de N, dans le cas de Griffith :

Pour déterminer N, on fixe la valeur de n a 100. Nous présentons I'évolution
de kq avec N dans le tableau 5.1. Nous observons que la valeur de kq se stabilise
a partir de N=10.

N K1

1 -48.843779394555380

5 -43.369277624158570
10 | -43.361460249667550
15 | -43.361460248778900
20 | -43.361460248778960
25 | -43.361460248778820
30 |-43.361460248778950
35 | -43.361460248778960
40 |-43.361460248778550
100 | -43.361460248751470
150 | -43.361460248795080

Tableau 5.1 : valeur de K, en fonction de nombre d’itérations N dans le cas
de Griffith

Nous présentons ci-dessous les résultats obtenus (Figure 5.3) dans les
deux cas Griffith et Dugdale. Dans le cas de Dugdale, nous effectuons
plusieurs calculs en faisant tendre . vers 0. Nous considérons les valeurs
suivantes de 3. : 0.01 et 0.0001 mm, pour chaque valeur nous calculons la
contrainte critique o en utilisant la relation suivante :
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0.20 —
Ow
o, |
0.16 —
Griffit
5.=00001 « — — — — -
0.12 — 5,=001
0.08 —
0.04 —
0.00 | | | | |
0.00 4.00 8.00 12.00 16.00 l 20.00

Figure 5.4 : Résultats obtenus dans les cas de Griffith et de Dugdale

Nous observons que le modele de Dugdale se rapproche du modele de
Griffith lorsque la longueur caractéristique o, tend vers 0. Ce résultat est en
conformité avec le fait que la densité d’énergie de surface de type Dugdale tend
vers celle du modéle de Griffith lorsque ¢, tend vers 0.
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CONCLUSION

Les principaux résultats obtenus dans ce travail sont les suivants :

Nous avons tout d’abord établi les équations du probléme élastique d’'une
bande infinie contenant une fissure paralléle a ses frontieres sous chargement en
mode |. Nous avons adopté pour la fissure I'’hnypothése d’'une énergie de surface
de type Dugdale. Nous avons montré, en utilisant la formulation variationnelle,
que la fissure créée comporte deux zones, une zone cohésive et une zone non
cohésive.

Nous avons ensuite réduit les équations du probleme a une équation
intégrale singuliere de Cauchy du premier ordre, par l'utilisation de la transformée
de Fourier selon les travaux d’Erdogan, et nous avons présenté quelques
applications numériques.

Nous avons étudié I'évolution de la fissure avec le chargement appliqué en
faisant varier un certain nombre de parameétres. Plus particulierement, nous avons
etudié I'influence de la hauteur de la bande par rapport a la longueur de la fissure,
ainsi que linfluence de la longueur de la fissure par rapport a la longueur
caractéristique du modéle de Dugdale.

Les résultats ont été présentés sous forme de courbe présentant I'évolution
du chargement appliqué en fonction de la longueur de la fissure. Sur toutes ces
courbes, la partie croissante, correspondant a la phase cohésive, est due au fait
que la charge appliquée doit croitre pour équilibrer les forces cohésives qui
augmentent avec la propagation de la fissure cohésive. La partie décroissante
correspond a la phase de propagation est due a la relaxation de la structure
provoquée par I'accroissement de la fissure non cohésive.

Nous avons observé également que la charge de rupture augmente avec le
rapport h/lp. Ce résultat est conforme avec l'idée intuitive que plus la bande est
large, plus elle est résistante.

Pour l'influence de la longueur de la fissure Iy, par rapport a la longueur
caractéristique du modéle de Dugdale &6., Nous avons observé que la contrainte

de rupture est une fonction croissante de ./, et tend vers la contrainte critique

o, lorsque la taille de la fissure initiale I, est petite devant la longueur

caractéristique du modéle de Dugdale &. , ce qui confirme les résultats obtenues
par (Ferdjani et al 2006a, 2006b, 2007 et 2009) [38], [39], [40] et [41],. A savoir,
gu’avec la loi de fissuration de Dugdale et plus généralement avec le modéle des
forces cohésives, la charge de rupture des structures contenant des défauts de
petite taille (par rapport a la longueur caractéristique ;) tend vers la contrainte
critique du matériau, et donc, avec le modéle des forces cohésives, les structures
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sont insensibles aux défauts de petite taille et se comportent comme des
structures saines. Contrairement au modele de Griffith, ou la charge de rupture
tend vers l'infini, lorsque la taille du défaut tend vers zéro.

Enfin, une étude comparative a été faite entre le modéle de Dugdale (en
faisant tendre 6. vers 0) et le modele de Griffith. Les résultats obtenus avec le
modéle de Dugdale, montrent une tendance vers les résultats obtenus avec le
modéle de Griffith lorsque la longueur caractéristique 5. tend vers 0. Ce résultat
est en conformité avec le fait que la densité d’énergie de surface du modéle de
Dugdale tend vers celle du modéle de Griffith lorsque 5. tend vers O.
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Annexe A

Convergence uniforme

Rappel (Mauch 2004)

Considérons l'intégrale impropre suivante :

T f(x,0)dt

S'il existe une fonction continue M(t), tel que |f(x,z)< M () et jM(t}Zr est

convergente, donc If(x,t)dt est uniformément convergente.

c

Si If(x,t)dt est uniformément convergente, on a la propriété suivante :
c

- Si f(x,t) est continue pour x € [a,b] et t € [c,o[, donc pour a < Xy < b,

o0 0

lim [ £(x,0)dt = j (lim f(x,t))dt

X=X,

1 Convergence uniforme de f0+°°[N(y, 1) + e ] sin (At)cos (Ax)dA

Avec :

(eAY+2h) 4 @A +20)) (24242 + 1 + 24h) — eV — e
4 he?Ah 4 g41h — 1

On pose : f(1,A)=(e"7*" 4 02N QL2R? +14+2Ah) —e” —e ¥

N(y, ) +e™* =

Sachant que A €[0,+o[ ety €[0,4], nous déterminons le sens de variation de f(y,1)
par rapport a y. Pour cela nous devons calculer la dérivée, on a :

gl e —e? e e +1+22h)-1]20
v

Par conséquent, f(y,\) est croissante eny, et donc : f(y,A) < f(h,A) V y€[0,A4].
On adonc:

(e + &3 M) (222h% + 1 + 22h) — e — ™41

-2 —-Ah _
N()’;/D‘Fe ySN(h'/l)-l_e - 4/1h621h+e4lh_1

Et aussi :
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@ +e™)QXh +1+20h) - —e
42he*” + e —1

+w(e3ﬂh +eﬂh )(2/12}12 +1+2/1h)_eﬂh _e—ﬂh
donc de montrer que I Ihe ™ 4 o _]

0
Dans ce but, on utilise le théoréme suivant :

(N (y.4)+ e )sin(Ar) cos(Ax)| < vy, il suffit

dA soit convergente.

Théoréme1 :

Soient f et g deux fonctions continues et positives sur [a,+oo[, équivalentes au

voisinage de+x  c’est a dire : Lir&%:l.

L’intégrale '[f(t)dt converge si et seulement si Ig(t)dt converge.

(" +e™)Q1R +1+2h) —e™ —e

Au voisinage de +x,
9 4he*™ + 4 -1

est équivalente a

24%h? ou 20%h? 2

T = d/I:F est convergente, donc, en vertu du théoréme1 ci-
e 0 e
+0 3%k Ah 272 b=k
dessus '[(e e )(jilhu:liffh)l © —% 42 est également convergente. Et
e +e —

0

finalement f0+°°(N(y, 1) + e=) sin (At)cos (Ax)dA est uniformément convergente.

Remarque
La fonction @ +e™YQ1H +1+24h)—e™ —e ™
42he*™" + ' —1 n‘est pas définie en 0, mais sa
hm(e“h +e") QAR +1+22h) - —e ™ .
limite est bornée *~° 42he’™" +e*" —1 . Par conséquent, le

théoréme1 s’applique.

. +°0212h261(2h7y) (1 _ eZly)
2 Convergence uniforme de
g I —1+ 4 Ah + &

0

On pose g(A,y)=Ae" " (1-e*").

sin(Ax)sin(Az)dA

og(4,)

Afin de connaitre le sens de variation de g(A,y) par rapport a y, on calcule p
v

og.y) _ —Aer N (14 *)<0.
oy
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Par conséquent, g(A,y) est décroissante en y, et on a: g(A,y) > g(A,h) Vy € [0,h].
Puisque g(1,0) = 0, g(A,y) <0y € [0,h], et donc |g(4, )| <|g(A.h).

Par conséquent :

|2/12h282,(2hfy)(1 . euy)
| —1+4e* 2h +

2007 (~1+ M)
—1+4e* Ah+e*™

sin(Ax)sin(Az) < v y e [0,h]. Il suffit donc de

montrer que T 24 (1)
y — 1+ 4e*” Jh + e

dA soit convergente.

A - q 20 (~1+ M) < quival . 2K
u voisinage de +oo, PR est équivalente a ot ou
A 2 .
o dﬂ:h—3 est convergente, donc, en vertu du théoréme1
e

0
h e (~1+ M)
—1+4e*" Ah+e*

dA est également  convergente. Et finalement

sin(Ax)sin(4¢)dA est uniformément convergente.

0
o 212]1 Zel(Zh—y) (1 _ eZly)
'([ —1+4e*” Ah+e*

Remarque

2Xh e (=14

—1+4¢2h+e*"  pest pas définie en 0, mais sa limite est bornée
. 2AhPeM (—1+ M)
hm 2h 47h , L, . .

420 —1+4e" " Ah+e . Par conséquent, le théoréeme1 s’applique.

La fonction




Annexe B

Démonstration de I'égalité : j AU/ I(p(t)dt
(t+x)(t—X)
@(t) Impaire
On a d —l{ ! + ! }
(t+x)(t—x)_2 t—x t+x
Alors f Pt jco(t) +j o0
_a(t+x)(t—x) (t—x) < (t+x)

j¢m =}mnm4¢@w
(t—X) C(t=x) ) (£ —x)

°mﬂ 1)+ [-20 g
L (T -x ) (=)

o(1) 20
.[(t+x) (t)+£(r—x)dt

(o) . _1 e co(t)
=l (+I -

De méme, on peut montrer que :

o(1) o(t) 40)
J.(z‘+x) J‘(t+x) (t)+-[(t—x)dt

(o0 .70 .
< (t+x) Y (t—x)

Donc

j o)t I (1) dt
(@ +x)( - x)

Finalement
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Annexe C

Démonstration des relations des constantes D :

(4, y) = (C; + Cy)e ™ + (C5 + Cuy)e™

(4, y) = (Dy + D,y)e™ + (D3 + D,yy)e™”

% = —A(C; + Cy)e™ + C,e ™ + A(C5 + C,y)e™ + Ce?

= [+ 6oy) + Cole™ +[A(Cs + Cay) + Cale™

2~

';7 = —A[=A(Cy + Coy) + Cle™ — AC,e™™ + A[A(C5 + Cuy) + Cyle™ + AC,e™

2~
o5 = [2(C1 + o) = 2AC)e™ + [A(C + Cay) + 24C,]e™

g_z = [-A(D; + Dyy)+D,]e™ + [A(D3 + D,y)+D,)e?

2~
o5 = [2(D1 + D2y)—2AD5)e ™ + [1(D5 + Dyy) +22D;)e™

En remplagant ces expressions dans la premiere équation de Navier (4.15) du
Chapitre 4, on obtient :

—22(k + D[(Cy + Cy)e™ + (C5 + Cyy)e™] + (k — D[[A2(Cy + Coy) — 2AC,]e™
+[A2(C5 + Cuy) + 2AC,)e™] —
22 [[=A(Dy + D,y) + Dyle™ + [A(D; + Dyy) + DyJe?| =0 (A3.1)

(A3.1) est vérifiée V y, on a donc nécessairement les termes en e?Y et en e~ qui
s’annulent :

{(=22(k + (€, + Coy) + (k — D[A*(Cy + Coy) — 2AC,] —

2A[-A(D; + D,y) + D,]} =0 (A3.2)
Et {(-22(k + 1)(C3 + Cyy) + (k — D[A%(C5 + Cuy) + 21C,) —
2A[A(D; + D,y) + D4]} =0 (A3.3)

(A3.2) est vérifiée V y, on a donc nécessairement
_Czy + Dzy = 0
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De méme, (A3.3) est vérifiée V y, on a donc nécessairement :

—Cy—Dyy =0

Avec (A3.4) et (A3.5), la deuxiéme équation de Navier (4.16) du Chapitre 4 est
automatiquement vérifiée.
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Annexe D

Démonstration de la Formule donnant le facteur d’intensité de
contrainte :

D’aprés la mécanique de la rupture fragile, la relation entre le Facteur d’'Intensité
de Contrainte et I'ouverture en pointe de fissure en mode | (en déformations
planes) est donnée par :

X ‘ r

v

A

A 4

4(1-V)
[[Uz]] = P K1\/§

= 2Dk,

= MV va—x

u

2v2(1-V) -1
T G=)

P =< [U,] =

_ —V2(1-v) 1
- 1 Kl(m)

. 1 —_\/_ i
llqua“/az — x2 L|J(X) = llmx—>a Vva? — x? [ ;\SlTx )Kl]

. —2(1-V
=lim,,,Va—xva+x [#Kl]

lim, o Va? =37 () = o g =

K, = Wﬂ_v)limx_)a Vvaz — x2 Y(x)
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