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RESUME

Le travail de cette thése porte sur ’étude de la b-coloration dans les graphes.

Etant donné un graphe G = (V, E), une coloration propre de sommets de GG est une af-
fectation de couleurs aux sommets de sorte que deux sommets adjacents aient des couleurs
différentes. Le nombre minimum de couleurs nécessaires a la coloration des sommets de
G est appelé le nombre chromatique de G et noté x(G). Une b-coloration d’un graphe G
est une coloration propre de sommets de G telle que chaque classe de couleur contient
au moins un sommet qui est adjacent & au moins un sommet de chaque classe de couleur
autre que la sienne. Le nombre b-chromatique b(G) d’un graphe G est le plus grand entier

k tel que G admet une b-coloration avec k couleurs.

Cette thése comporte trois parties. Dans la premiére partie, on présente une borne
supérieure pour le nombre b-chromatique b(G) en fonction de l'ordre n et la taille d’une
clique maximum w(G) d’un graphe G et on caractérise les graphes bipartis atteignant
cette borne. On discute la relation entre b(G) et x(G) ensuite on déduit un autre résultat
concernant la relation entre b(G — v) et b(G) o G — v est le graphe obtenu a partir de G

en supprimant le sommet v de G et toutes les arétes incidentes a v.

Dans la deuxiéme partie, on donne des bornes et des valeurs exactes du nombre b-
chromatique de certains graphes particuliers, a savoir les graphes de Harary Hj,,, d’ordre
n lorsque k est pair, le graphe milieu et le graphe total d’une chaine P,, d’'un cycle C,,,

d’une roue W), et d’une couronne d’une chaine Cr(P,).

La troisieme partie est consacrée a 1’étude des graphes dits b-critiques et arétes b-
critiques, c’est a dire les graphes G dont le nombre b-chromatique diminue lorsque G est
modifié en supprimant un sommet ou une aréte quelconque de GG. Dans ce sens, on donne
une caractérisation des graphes P,-sparses aréte b-critique, quasi adjoints aréte b-critiques

et des arbres b-critiques.



ABSTRACT

The work of this thesis is the study of b-coloring in graphs.

Given a graph G = (V| E), a proper vertex coloring of a graph G is an assignment of
colors to the vertices of G such that adjacent vertices have different colors. The minimum
number of colors which is necessary for a proper vertex coloring of graph G is called the
chromatic number y(G). A b-coloring of a graph G is a proper coloring of the vertices of
G such that each color class has at least one vertex which is adjacent to at least one vertex
of every other color classes. The b-chromatic number b(G) of a graph G is the largest

integer k such that G admits a b-coloring with & colors.

This thesis is composed of three parts. In the first one, we present an upper bound
for b-chromatic number b(G) in terms of the order n and the size of the maximum clique
w(G) of a graph G and we characterize the bipartite graphs achieving this bound. We
discuss the relationship between b(G) and x(G) and we deduce another result concerning
the relationship between b(G — v) and b(G) where G — v is a graph obtained from G by

deleting the vertex v of G and all edges incident to v.

In the second part, we give bounds and exact values of the b-chromatic number of some
special graphs, namely, the Harary graphs Hj, ,, of order n when £ is even, the middle graph
and total graph of a path P,, cycle C,,, wheel W,, and corona of a path Cr (P,).

The last part is devoted to the study of graphs called b-critical and edge b-critical, that
is, the graphs GG whose number b-chromatic decreased when G is modified by deleting each
vertex or each edge. In this sense, we characterize the P,-sparse edge b-critical graphs,

quasi-line graph edge b-critical graphs and b-critical trees.
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INTRODUCTION

Il arrive souvent, devant un probléme donné, qu’on soit amener a en dessiner un schéma sur
un papier afin d’en simplifier la compréhension. Ce schéma est constitué par un ensemble
de points représentant les différents objets du probléme dont certains sont reliés par des
lignes symbolisant les relations existant entre eux. Pour raisonner sur de tels schémas, les
mathématiciens ont convenu d’appeler ce schéma un graphe. Les points sont appelés des

sommets et les lignes sont dites des arétes (arcs, si les lignes sont orientées).

Ce genre de problémes appartient & une branche bien évoluée des mathématiques qui
s’appelle la Théorie des graphes. Historiquement, la théorie des graphes est vraisemblable-
ment apparue au 18iéme sciecle grace au mathématicien suisse Leonhard Fuler lorsqu’il
présenta le céléebre probléme des ponts de Konigsberg a I’Académie de Saint Pétersbourg.
Depuis lors, la théorie des graphes s’est développéee dans diverses disciplines telles que la

chimie, la biologie et les sciences sociales.

La coloration de graphes est un théme central de la théorie des graphes du fait de
ses nombreuses applications. En effet, de nombreux problémes concrets se raménent a la
recherche d’une partition d’un ensemble d’objets suivant certaines regles. Le probléme de
la coloration a suscité l'intérét de grands chercheurs en théorie des graphes. Cet intérét
sans cesse croissant est largement motivé par le fait que beaucoup de problémes concrets
peuvent étre modélisés en termes de coloration de graphes. A titre d’exemple, on peut citer
les problémes de I'ordonnancement de taches et ’allocation de fréquences. Divers types
de colorations ont été considérés dans la littérature (coloration des sommets, coloration
des arétes, coloration totale, coloration par liste, etc..). Pour de plus amples détails sur ce
sujet, le lecteur peut se reporter aux livres de G. Chartrand et P. Zhang [1] et de T. R.
Jensen et B. Toft [2]

La coloration des sommets est certainement le concept le plus ancien et le plus étudié.

Il s’agit d’affecter des couleurs (entiers positifs) aux sommets de telle sorte que deux
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sommets adjacents ne doivent pas porter la méme couleur; une telle coloration est dite

propre (classique).

En d’autres termes, une coloration propre de sommets d’un graphe G = (V, E) est une
application ¢ : V' — N telle que ¢(z) # ¢(y), V¥ zy € E. Une coloration optimale d'un
graphe est une coloration propre de sommets utilisant un nombre minimum de couleurs
appelé nombre chromatique et noté y(G). Une coloration propre de sommets d’un graphe
G peut étre vue comme une partition de I’ensemble des sommets de G en sous-ensembles
appelés classes de couleur telle que chaque aréte de G a ses extrémités dans deux classes

de couleur différentes.

Plusieurs variantes de colorations sont dérivées de la coloration classique; la plupart de
ces colorations cherchent & minimiser le nombre de couleurs. Toutefois, il existe d’autres
colorations propres de sommets ot 'objectif est de maximiser le nombre de couleurs util-
isées, on cite par exemple la b-coloration qui fera, d’ailleurs, I’objet de notre étude dans

cette thése.

Une coloration propre de sommets d’un graphe G est dite b-coloration si chaque classe
de couleur contient au moins un sommet qui a au moins un voisin dans chaque classe de
couleur autre que la sienne. Le nombre b-chromatique b(G) de G est le plus grand entier
k pour lequel G a une b-coloration avec k couleurs. Ce concept a été introduit en 1999

par Irving et Manlove [3, 4].

Il convient de mentionner que toutes les colorations considérées dans ce manuscrit
seront propres, méme si ce n’est pas toujours précisé. Egalement, on parle parfois de

coloration pour désigner une coloration de sommets.
Ce manuscrit s’organise en cing chapitres.

Le premier chapitre contient les principales définitions et notations nécessaires a la
compréhension du contenu de cette thése; nous précisons notamment les définitions de la
coloration classique, la a-coloration et la b-coloration. Nous donnons ensuite un recueil des

principaux résultats de la littérature liés a la notion de la b-coloration. Nous introduisons
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la notion des graphes dits sommet (resp. aréte) b-critiques, c’est a dire les graphes G dont
la, supppression d’un sommet (resp. d’une aréte) quelconque de G fait changer (ou ne fait
pas changer) le nombre b-chromatique de G. Quelques résultats particuliers concernant

certaines classes de graphes critiques seront présentés a la fin de ce chapitre.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons une borne supérieure pour b(G) en fonction
de 'ordre et la taille d’une clique maximum d’un graphe G et nous caractérisons les graphes
bipartis atteignant cette borne. Nous discutons la relation entre b(G) et x(G) ensuite nous
déduisons un autre résultat concernant la relation entre b(G — v) et b(G) ot G — v est un
graphe obtenu a partir de G en supprimant le sommet v de G et toutes les arétes incidentes

av.

Dans le chapitre trois, nous donnons des bornes et des valeurs exactes sur le nombre
b-chromatique de certains graphes particuliers, a savoir le graphe de Harary Hy,, lorsque
k est pair, le graphe milieu et le graphe total d’une chaine P,, d'un cycle C,,, d’une roue

W, et d’une couronne d’une chaine Cr(P,).

Le chapitre quatre est consacré a I’étude des graphes aréte b-critiques, c’est a dire les
graphes dont la suppression d’une aréte quelconque fait diminuer le nombre b-chromatique
de G. En effet, apres avoir donné quelques propriétés fondamentales de ces graphes, nous
caractérisons deux classes de graphes arétes b-critiques, a savoir les graphes P, sparses et

quasi-adjoints aréte b-critiques.

Dans le chapitre cing, nous caractérisons les arbres b-critiques. Un graphe G est dit b-
critique si le nombre b-chromatique diminue lorsque le graphe G est modifié en supprimant

un sommet quelconque de G.

Cette thése s’achéve par une conclusion et quelques perspectives.



14

CHAPITRE 1

NOTIONS DE BASE, ETAT DE L’ART ET QUELQUES

RESULTATS PARTICULIERS

La premiére partie de ce chapitre rassemble les définitions classiques de la théorie des
graphes ainsi que les notations nécessaires dont on aura besoin le long de ce travail. Ces
définitions peuvent étre retrouvées avec plus de détails dans les ouvrages suivants: C. Berge
[5] et J. A. Bondy et U. S. R. Murty [6]. Dans la deuxiéme partie, nous présentons quelques
types de coloration de graphes et leurs parameétres associées. Dans ce contexte, nous
rappelons les définitions de la coloration classique et de la a-coloration ensuite nous nous
focalisons essentiellement sur la notion de la b-coloration et le nombre b-chromatique. Dans
la troisiéme partie, nous passons en revue les principaux travaux réalisés ou existants liés
a la b-coloration et au nombre b-chromatique. Dans la derniére partie, nous introduisons
la notion de graphes critiques par rapport au nombre b-chromatique ensuite nous donnons

quelques résultats particuliers liés a ce sujet.

1.1 Définitions et notations

1.1.1 Graphes et sous-graphes

Un graphe G = (V, E) est la donnée de deux ensembles, un ensemble fini V' de sommets
et une famille £/ de paires de sommets de V', appellées arétes. Le nombre de sommets de
G, noté n, est appelé 'ordre de GG. Les sommets sont notés de maniére usuelle par des
lettres minuscules: w, v, x,y,a, b, etc... Pour u,v € V, on note uv (ou vu) une aréte entre
u et v. Deux sommets u,v € V sont adjacents (ou voisins) si 'aréte uv € E. Dans ce cas,
u et v sont appelés les extrémités de uv. Un non-voisin v d’'un sommet v d’'un graphe G
est un sommet non adjacent a v. Une aréte uv est souvent désignée par la lettre e, ou u

et v sont les extrémités de e. Deux arétes distinctes sont dites adjacentes si elles ont au
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moins une extrémité commune. Une aréte e sera dite incidente & un sommet v si v est
I'une de ses extrémités. Une non-aréte dans un graphe GG est une paire de sommets non
adjacents dans G. Une boucle est une aréte dont les deux extrémités sont confondues. Un
graphe simple est un graphe dont tout couple de sommets est relié par au plus une aréte
et toute aréte de GG a ses extrémités distinctes. En d’autres termes, G est simple s’il est
sans boucles et sans arétes multiples. Dans cette thése, tous les graphes considérés sont

simples et finis.

On appelle sous-graphe de G, un graphe G’ = (V' E’) tel que V' C V et E' C E.
Si A C V, on appelle sous-graphe de G induit (ou engendré) par A, le sous-graphe H =
(A, E4) de G, avec B4 = {uv € E : u,v € A}. Dans ce cas, H sera désigné par G[A]. On
dira aussi que G[A] est un sous-graphe induit de G. Si B C E, on appelle graphe partiel
de G défini par B, le sous-graphe G = (V, B) de G dont les ensembles de sommets et

d’arétes sont respectivement V' et B.

Deux graphes G et G’ sont isomorphes s’il existe une bijection f : V(G) — V(G') telle
que pour tous u,v € V(G), on a uv € E(Q) si et seulement si f(u)f(v) € E(G).

On dira que G contient un graphe H s’il existe un sous-graphe induit de G isomorphe

a H. Dans le cas contraire, on dira que G est sans H (ou H-libre).

1.1.2 Voisinages et degrés

Pour un sommet v de G, le wvoisinage ouvert est défini par I’ensemble suivant Ng(v) =
{u € V(Q) : uv € E} et le voisinage fermé est défini par Ng[v] = Ng(v)U{v} . L’ensemble
Ng(S) = U,es Na(v) (resp. Ng[S] = Ng(S) U S) est le voisinage ouvert (resp. fermé) du
sous-ensemble S C V. Parfois pour alléger les notations et lorsqu’il n’y a aucune confusion
sur le graphe G, les voisinages ouvert et fermé d’un sommet v seront notés simplement par
N(v) et N[v] ala place de Ng(v) et Ng[v] respectivement. De méme, nous utiliserons les
notations N(S) et NV [S] au lieu de Ng(S) et Ng[S] respectivement. Le degré d’un sommet,
v d’un graphe G, noté dg(v), est le nombre de ses voisins. Un sommet de degré nul sera

dit sommet isolé et un sommet de degré 1 sera dit sommet pendant. Un sommet adjacent
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a un sommet pendant sera dit support. On note par A(G) et §(G) le degré mazimum et
minimum dans G respectivement. S’il n’y a aucun risque de confusion, on écrira d(v), A

et 0 pour désigner respectivement dg(v), A(G) et 6(G).

1.1.3 Chaines et cycles

Une chaine P d’un graphe G = (V, E) est une séquence finie de sommets vy, vo, ...., U
telle que pour tout 7, 1 < i < k — 1, v;u;41 est une aréte de G pour tout ¢ # j. Les
sommets v, et v sont appelés les extrémités de P et les sommets vy, vs, ..., Up_1 sont les
sommets intérieurs de P. L’entier k — 1 représente la longueur de P (au sens des arétes).
Une chaine qui n’utilise pas deux fois la méme aréte est dite simple. Une chaine qui ne
passe pas deux fois par le méme sommet est dite élémentaire. Une corde est une aréte
reliant deux sommets non consécutifs dans une chaine. Une chaine minimale induite par
n sommets, notée P,, est une chaine élémentaire sans cordes. Un cycle est une chaine
dont les deux extrémités sont confondues. Un cycle élémentaire C), induit par n sommets
est un cycle dont les sommets sont distincts. La longueur d’un cycle est le nombre de ses

arétes. La maille d'un graphe G, notée g(G), est la longueur d’'un plus petit cycle de G.

1.1.4 Distances, diameétres, excentricités, rayons et centres

Soit G = (V, E) un graphe et u, v deux sommets de V. La distance entre u et v, notée
d(u,v), est la longueur d’une plus courte chaine joignant u et v. L’excentricité de v est
exc(v) = max{d(v,w) : w € V}, le diamétre de G est diam(G) = max{exc(v) : v € V'} et
le rayon de G est r(G) = min{ezc(v) : v € V}. Un sommet de G ayant une excentricité

minimale est appelé centre.

1.1.5 Ensemble maximal (resp., minimal) / maximum (resp., minimum)

Nous dirons qu'un sous-ensemble A de V' est minimal (resp. mazximal) par rapport & une
propriété P s’il n’existe pas d’ensemble B C A (resp. B D A) tel que G [B] vérifie P. Nous
dirons qu’un sous-ensemble A de V' est minimum ou de taille minimale (resp. mazimum

ou de taille maximale) par rapport a une propriété P s'il n’existe pas d’ensemble B C V/
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tel que G [B] vérifie P et |A| > |B| (resp.|B| > |A]) ou |A] est le cardinal de ’ensemble A,

c’est-a-dire le nombre de ses éléments.

1.1.6 Graphes particuliers

e Un graphe G = (V| E) est connere si pour chaque paire de sommets distincts v, u €
V, il existe une chaine joignant v et u. Une composante connere d’un graphe est un

sous-graphe maximal connexe.

e Le graphe complet d’ordre n, noté K,, est le graphe simple dans lequel tous les

sommets sont de degré n— 1. Ainsi, deux sommets quelconques de K, sont adjacents.

e Soit G un graphe. Le graphe complémentaire de G est le graphe noté G, défini par

V(G)=V(G) et B(G) ={uv:ueV(Q),veV(Q)etuv ¢ E(G)}.

e Un graphe G est dit d-régulier si tous ses sommets sont de degré d. Un graphe

3-régulier est aussi appelé cubique.

e Un graphe G = (V, E) est dit biparti sl existe une partition de V' en deux sous-
ensembles V; et V5 telle que toutes les arétes de GG relient un sommet de V; & un
sommet de V5. Un graphe biparti complet est un graphe biparti ayant la propriété
supplémentaire suivante: tous les sommets de V; sont adjacents a tous les sommets

de V5. Si |Vi| = p et |Va| = ¢, alors le graphe biparti complet est noté K, .

e On appelle arbre, et on note par T, un graphe connexe et sans cycles. Un arbre
comporte exactement (n — 1) arétes. On appelle feuille d'un arbre, un sommet de

degré 1 (sommet pendant).
e Une forét est un graphe dont chaque composante connexe est un arbre.

e On appelle étoile, et on note par K ,, (n > 3), 'arbre & n + 1 sommets ayant n

feuilles.

e Un graphe est dit sans griffe (ou sans K 3) s’il ne contient pas K; 3 comme sous-

graphe induit.
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e Soit G = (V, E)) un graphe. Le graphe adjoint de G (ou graphe de ligne) est le graphe
obtenu en associant un sommet a chaque aréte de GG et en reliant deux sommets par

une aréte si les arétes de G correspondant a ces deux sommets sont adjacentes.

1.1.7 Quelques paramétres de graphes

e Une cligue d’'un graphe G = (V| E) est un sous-ensemble de sommets de G qui
engendre un graphe complet. La taille d'une clique est le nombre de ses sommets.
Une clique de taille p est notée par K,. Le cardinal d'une clique maximum de G est

noté par w(G).

e Un stable dans un graphe G, appelé aussi, ensemble indépendant, est un ensemble
de sommets deux a deux non adjacents. Le cardinal d’un stable maximum de G

noté o(G), est appelé nombre de stabilité de G.

e Soit G = (V, E) un graphe. Un couplage M dans un graphe G est un sous-ensemble
d’arétes non incidentes deux a4 deux. Un sommet = de G est dit saturé par le couplage
M ¢’il existe une aréte de M incidente & x. Un couplage qui sature tous les sommets

de G est appelé un couplage parfait dans G.

1.1.8 Quelques opérations de graphes

e Soit  un sommet d’un graphe G = (V, E). On note G — z le sous-graphe engendré
par l'ensemble V\{z}. Pour un sous-ensemble de sommets S C V' | on note G — S
le sous-graphe engendré par V'\S. Soit e une aréte de G. On note G — e le graphe
G' = (V,E\{e}). En d’autres termes, G — v est le graphe obtenu a partir de G
en supprimant le sommet v et toutes les arétes incidentes & v. Le graphe G — e est
obtenu & partir de G en supprimant ’aréte e (les sommets incidents & e ne sont pas

supprimés).

e La somme cartésienne (ou produit cartésien) de deux graphes G; = (Vi, Ey) et

Gy = (Va, E5), noté G10G,, est le graphe G = (V) E) tel que V(G) = {(u,v) : u €
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V(G1),v € V(Gy)} et deux sommets (uq,v1) et (ug,vs) sont adjacents si u; = uy et

v1Uy € Fy ou vy = vy et ujuy € By

e Soient GG et H deux graphes. L’union de G et H est le graphe G+ H dont ’ensemble
des sommets est V(G) UV (H) et 'ensemble des arétes est E(G) U E(H). Pour un

entier k£ donné, I'union de k copies de GG est notée par kG.

e Le joint de G et H est le graphe noté G V H obtenu a partir de G + H en ajoutant

toutes les arétes entre G et H.

1.2 Coloration propre, a-coloration et b-coloration

1.2.1 Coloration propre

Les problémes de colorations de graphes ont suscité 'intérét de plusieurs chercheurs. Le
probléme des quatre couleurs est I'un des plus connus: "Est-il toujours possible de col-
orer les régions d’une carte de géographie avec seulement quatre couleurs sans que deux
régions ayant une frontiére commune soient coloriés avec la méme couleur?". Ce proleme
conjecturé depuis 1852 par Francis Guthrie, ne fut démontré qu’en juin 1976 par deux
chercheurs américains, K. Appel et W. Haken [7, 8|, de 'université de Illinois, a 'aide

d’un calcul par ordinateur.

La notion de coloration de graphes a fait donc I'objet de nombreuses études engendrant
une littérature tres dense en théorie des graphes. La coloration des sommets est sans doute
le concept le plus connus et le plus étudié en théorie des graphes. Généralement, il s’agit
de trouver une coloration des sommets d'un graphe qui satisfasse certaines conditions

d’optimalité de telle sorte que les sommets adjacents n’ont pas la méme couleur.

Définition 1.1. Une coloration propre d’un graphe G = (V, E) est une application ¢ de V/
dans N telle que si deux sommets x ety sont adjacents, alors leurs couleurs correspondantes

sont différentes c(x) # c(y).

Définition 1.2. Une classe de couleur i est un ensemble stable de sommets de V' colorés

avec la méme couleur i.
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Une condition naturelle est que le nombre de couleurs utilisées soit minimal.

Définition 1.3. Le nombre chromatique d’un graphe G = (V, E), noté x(G), est le nombre

minimum de classes de couleur qui partitionnent l’ensemble V.

Le probléme de décision lié a ce paramétre est NP-complet [9] dans le cas général . De
nombreux travaux ont été menés pour définir des bornes pour le nombre chromatique en
fonction d’autres parameétres. L’un des résultats classiques en terme de borne du nombre
chromatique est celui donné par R. Brooks [10] ou il a montré qu’un graphe G de degré
maximum A(G) qui n’admet pas comme composante connexe un graphe complet Ka(g41,

ni, si A(G) = 2, un cycle de longueur impaire, vérifie
X(G) < A(G).

Pour le graphe Kag)+1 et pour le cycle C), de longueur impaire, on a évidemment
X(Ka@+1) = A(G) + 1 et x(C,) = 3 = A(G) + 1. De ce fait, on a toujours le résultat

suivant:
Théoréme 1.4. [10] Pour tout graphe G de degré mazimum A(G),
X(G) < A(G) + 1.

Dans [5], C. Berge a montré les deux résultats suivants.

Théoréme 1.5. [5] Tout graphe G d’ordre n, satisfait
X(G)a(G) >n et x(G)+a(G) <n+1.

L’inégalité suivante est die & Gaddum et Nordhaus [11].

Théoréme 1.6. [11] Soit G un graphe d’ordre n et G son complémentaire. Alors
X(G)+x(G) <n+1.

Plusieurs variantes de colorations sont dérivées de la coloration classique; la plupart de
ces colorations cherchent a minimiser le nombre de couleurs. Il existe d’autres colorations
qui maximisent le nombre de couleurs utilisées, on cite par exemple la a-coloration et la

b-coloration.
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1.2.2 ¢g-coloration

Une maniére de réduire le nombre de couleurs est d’essayer a partir d’une coloration propre
donnée du graphe de réduire le nombre de classes de couleur en unifiant ou en jumelant
des classes de couleur différentes, d’out I'introduction de la a-coloration et du nombre

a-chromatique par Harary, Hedetniemi et Prins en 1967 [12].

Définition 1.7. Une a-coloration est une coloration propre telle que pour toute paire de
couleurs différentes 1 et j, le sous-graphe engendré par les deux classes de couleur i et
J, contient au moins une aréte. Le nombre a-chromatique, noté »(G), est le nombre

maximum de classes de couleur dans une a-coloration.

1.2.3 b-coloration

La définition de la a-coloration présentée précédemment a inspiré Irving et Manlove en
1999 [3, 4] a introduire un autre type de coloration. En effet, une autre maniere de réduire
le nombre de couleurs est d’essayer a partir d’une coloration propre donnée du graphe de
réduire le nombre de classes de couleur en transférant les sommets d’une méme classe de

couleur dans les autres classes de couleur. D’ot, la définition de la b-coloration.

Définition 1.8. Une b-coloration est une coloration propre telle que toute classe de couleur
i contient un sommet adjacent & au moins un sommet de chaque classe de couleur j # i. Ce
sommet est dit b-sommet de couleur i. Le nombre b-chromatique est le nombre maximum

de classes de couleur dans une b-coloration.

Puisque toute b-coloration vérifie la définition de la a-coloration, alors le résultat suiv-
ant est immédiat.

b(G) < %(G).

Définition 1.9. Soient G un graphe et ¢ une b-coloration de G avec b(G) couleurs. Un
ensemble S de b-sommets de c est dit b-systéeme de ¢ si les deux conditions suivantes sont

vérifiées.

o |S| = b(G)
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e Vuz,yedl, clx)#c(y).

1.3 Quelques résultats existants sur la b-coloration

Il convient en premier lieu de noter que les travaux réalisés dans cette thése sont purement
théoriques. Cependant, plusieurs problémes pratiques liés a la b-coloration des graphes
ont été introduits dans la littérature. En effet, ce concept a été appliqué dans certains

problémes de classifications et de fouille de données (Voir [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21]).

Durant les dix derniéres années, la notion de la b-coloration a été largement étudiée
par de nombreux chercheurs. Le premier article s’intéressant a ce concept est di a Irving
et Manlove [3] en 1999 qui ont montré que la détermination du nombre b-chromatique est
un probléme NP-complet en général, méme restreint aux graphes bipartis [22]. Par contre,
ce probléme devient polynomial pour les arbres [3, 4], pour les cactus dont le m-degré est
au moins 7 [23], pour les graphes planaires extérieurs dont la maille est au moins 8 [24] et

pour les co-graphes [25] et les Pj-sparses [26].

L’absence d’algorithme polynomial pour la détermination de b(G) dans le cas général
a incité les chercheurs a établir des bornes qui encadrent ce paramétre. Dans ce contexte,
les auteurs de [3, 4] ont remarqué que toute coloration minimale de G avec x(G) est une
b-coloration de G, et que tout sommet de degré A(G) peut avoir au maximum A(G)

couleurs voisines et prendre pour lui la couleur A(G) + 1.
Proposition 1.10. /3, 4] Soit G un graphe et x(G) son nombre chromatique. Alors,
X(G) <b(G) < A(G) + 1.

I1 semble assez naturel de s’intéresser aux graphes pour lesquels b(G) = A(G) + 1. Les
premiéres investigations concernant ce probléme sont dues & A. El Sahili et M. Kouider

[27].

Théoréme 1.11. [27] Soit G un graphe d-régulier sans cycles d’ordre 6 et de maille au

moins 5. Alors le nombre b-chromatique de G est d + 1.
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Les mémes auteurs [27] ont conjecturé que tout graphe d-régulier G de maille au moins
5 satisfait b(G) = d + 1. Dans [28], M. Blidia et al. ont donné une réponse négative a ce
probléme. En effet, ils ont montré que le nombre b-chromatique du graphe de Petersen
est égal a 3, ce qui constitue un contre exemple a la conjecture présentée dans [27], ceci
découle du fait que le graphe de Petersen est 3-régulier de maille 5. De ce fait, les auteurs

de [28] ont reformulé ce probléme de la fagon suivante:

Conjecture 1.12. [28] Soit G un graphe d-régulier de maille au moins cing différent du
graphe de Petersen. Alors le nombre b-chromatique de G est d + 1.

Ils ont également montré que la conjecture présentée dans [28] est vraie pour les petites
valeurs de d (d < 6).

D’autres résultats sur le méme sujet ont été fournis par J. Kratochwvill et al. [22].

Théoréme 1.13. [22] Soit G un graphe contenant A(G)+ 1 sommets vy, ...,va41 tels que
da(v;) = A(G) pour tout i et d(v;,v;) > 4 pour tout i # j. Alors b(G) = A(G) + 1.

Corollaire 1.14. [22] Soit G un graphe d-régulier (d > 2) d’ordre n > d*. Alors le nombre
b-chromatique de G est d + 1.

Un autre résultat dans le cas des graphes 3-réguliers (cubiques) a été donné par Jakovac
et Klavzar [29]. Ils ont montré qu’a l’exception des graphes de la Figure 1.1, le nombre

b-chromatique des graphes cubiques est égal a 4.

L%

K3OK2 Ksz3

FiGURE 1.1. Graphes 3-réguliers dont le nombre b-chromatique est inférieur a 4.

Théoréme 1.15. [29] Soit G un graphe connexe 3-régulier. Alors b(G) = 4 sauf siG = P,
K30K,, K33 ou Gy. Dans ces cas, b(P) = b(K30K) = b(G1) =3 et b(K33) = 2.
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D’autres travaux sur le nombre b-chromatique ont été réalisés dans la classe des graphes
réguliers (Voir [30, 29, 31, 32] pour plus de détails). Dans [33, 34], les auteurs ont étudiés le
concept de la b-coloration dans des classses de graphes généralisant les cographes (graphes
sans Py). Egalement, d’autres études ont été réalisées pour borner ou donner la valeur
exacte du nombre b-chromatique pour des classes particuliéres de graphes. Dans [35],
Kouider et Mahéo ont donné les valeurs exactes du nombre b-chromatique pour des graphes

simples.

Proposition 1.16. [35] Soient P, et C,, respectivement une chaine et un cycle d’ordre au

moins 5. Alors

Proposition 1.17. [35] Pour tout n,p € N, b(K,,,) = 2, ot K, , est un graphe biparti

complet.
Ils ont également obtenu d’autres résultats [35] de type Nordhauss-Gaddhum.
Théoréme 1.18. [35] Soit G un graphe d’ordre n et G son complémentaire. Alors
b(G) +b(G) <n+1 etb(G)b(G) >n

Par analogie avec les résultats obtenus dans la coloration classique, M. Kouider et M.

Mahéo [35] ont fourni d’autres bornes supérieures pour le nombre b-chromatique.

Proposition 1.19. [35] Pour tout graphe G = (E, V) d’ordre n, on a:

n 1 1
— < <= —+2|FE
a(c) =M =gy 2

ot a(QG) est le nombre de stabilité de G.

Proposition 1.20. [85/ Si G est un graphe non connezxe avec des composantes conneres

C1,Cy,...,Cp, p > 2 alors
b(G) > max{b(C;),1 <i < p}.

Dans [36], M. Kouider et M. Zaker ont présenté une borne supérieure de b(G) dans le

cas d'un graphe sans griffes généralisés (sans K7 ).
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Théoréme 1.21. [36] Si G est un graphe sans Ky, avect > 3, alors
b(G) < (t—1)((G) —1) + 1.
Ils ont également montré que cette borne est atteinte.

Proposition 1.22. [36] Pourt tout entier t > 3 et k, il existe un graphe sans K, tel que
X(G)=FketbG) =(t—-1)(k—1)+1.

Sit = 3 alors G est dit sans griffe. Un corollaire immédiat de cette proposition est le

suivant:
Corollaire 1.23. [36] Si G est sans griffe, alors b(G) < 2x(G) — 1

D’autres travaux ont été effectués pour déterminer le nombre b-chromatique du produit
cartésien [38, 35, 39, 40] et du produit croisé, total et lexicographique [41] de deux graphes.
Dans [42] , les auteurs ont également montré que le nombre b-chromatique du joint de deux

graphes est égal & la somme de leurs nombres b-chromatiques.

Théoréme 1.24. [42] Soient G, Gy deuz graphes de sommets disjoints et G = Gy V G
le joint de Gy et Gy. Alors b(G) = b(Gy) + b(G2).

D’autres résultats intéressants concernant le nombre b-chromatique ont été obtenus
dans les graphes de puisance [43], les graphes centraux [{6] et les graphes de Kneser
[47, 48).

Il serait aussi tres intéressant d’étudier les graphes pour lesquels on a 1’égalié dans la
borne inférieure de la Proposition 1.10. A notre connaissance, il n’y a eu aucune étude
publiée dans ce sens. Un autre probléme consiste a caractériser les graphes dits by-parfaits
(ou b-parfaits), c’est a dire les graphes pour lesquels b(H) = x(H) pour tout sous-graphe
induit H de G. Ce concept a été introduit par Hoang et Kouider [42] et a fait Pobjet d'un
article publié par les mémes auteurs dans lequel ils ont caractérisé les graphes bipartis
bx-parfaits. D’autres résultats concenant ce sujet ont été donnés dans [49, 50] pour des

classes particuliéres de graphes. Récemment, C.T. Hoang et al. [51, 52] ont donné un
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résultat plus général a ce probleme. En effet, ils ont montré quun graphe est b-parfait
si et seulement s’il ne contient pas comme sous-graphe induit un membre d’une certaine

liste de vingt-deux graphes.

Dans [26, 53, 54, 55, 56, 57], les auteurs ont étudié la notion de la b-continuité de
certaines classes de graphes. Un graphe G est dit b-continu s’il admet une b-coloration

avec k couleurs pour tout k, x(G) < k < b(G).

Dans [3, 4], Irving et Manlove ont remarqué que pour qu'un graphe G admette une
b-coloration avec k couleurs, il doit avoir au moins k£ sommets de degré supérieur a k£ — 1.

De cette observation, ils ont défini le m-degré comme suit:

Définition 1.25. Soit les sommets vy, vy, ...v, d’un graphe G ordonnés tels que: d(vy) >

d(ve) > ... > d(vy), ot d(v;) est le degré de v;. Le m-degré de G, noté m(G) est défini par
m(G) = maz{i: d(v;) >1i—1}.

Tout sommet v vérifiant d(v) > m(G) — 1 est dit sommet dense.
Les mémes auteurs ont également montré que m(G) est une une borne supérieure du

nombre b-chromatique.
Proposition 1.26. /3, 4] Pour tout graphe G, b(G) < m(G).

Il est facile de vérifier que cette borne est atteinte pour les chaines et les cycles d’ordre
n > 5 et pour les cliques. Cependant, il existe d’autres graphes pour lesquels la différence
entre m(G) et b(G) est treés large. Par exemple, si G = K, ,, est le graphe biparti complet,
alors m(G) = n + 1 et b(G) = 2. De ce fait, il est naturel de chercher a caractériser les

graphes réalisant 1’égalité dans la Proposition 1.26.

Probléme 1.27. Caractériser les graphes G tels que b(G) = m(G).

1.4 Graphes sommet b-critiques et aréte b-critiques

Parmi les problémes dont I’étude a bénéficié des motivations pratiques et théoriques a la
fois, se trouvent les problémes des graphes critiques par rapport & un parameétre donné, le

plus traditionnel d’entre eux étant le probleme des graphes k-critiques.
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Un sommet (ou une aréte) d'un graphe G est dit(e) critique, si sa suppression fait
diminuer le nombre chromatique de G. Evidemment, la suppression d’'un sommet ou
d’une aréte fait diminuer le nombre chromatique de G par au plus un. En effet, pour tout
graphe k-chromatique G avec k > 2 et pour tout sommet v de G, soit x(G —v) = k ou
bien x(G — v) = k — 1. Par ailleurs, pour chaque aréte e de G, soit x(G —e) = k ou
X(G—e)=Fk—1.

Un graphe critique est un graphe dans lequel chaque sommet ou aréte est critique. Un
graphe k-critique est un graphe critique avec x(G) = k. En particulier, un graphe G est dit
sommet k-critique si chacun de ses sommets est critique. Ainsi, G est dit aréte k-critique
si chacune de ses arétes est critique. Il est connu que si e = uv et x(G —e) = k — 1, alors
X(G—u)=Fk—1et x(G—v)=Fk—1. En vue de cela, tout graphe aréte k-critique est
sommet k-critique. Le concept des graphes k-critique a été introduit par Dirac [58, 59] en

1951, et depuis a été largement étudié (voir [2] pour plus de détails sur le sujet).

C’est dans cette optique que nous allons étudier 'effet de la suppression d’un sommet
ou d’une aréte sur le nombre b-chromatique pour certaines classes particuliéres de graphes.
Contrairement au nombre chromatique, le nombre b-chromatique d’un graphe peut aug-
menter, diminuer ou rester inchangé lorsque le graphe G est modifié en supprimant un
sommet ou une aréte. De ce fait, on peut classer les graphes critiques par rapport au

nombre b-chromatique en six classes de graphes. Soit G = (V, E') un graphe simple.

La classe des graphes sommet b=-critiques :V v € V(G),b(G — v) = b(G).
La classe des graphes aréte b=-critiques :V e € E(G),b(G —e) = b(G).

La classe des graphes sommet b*-critiques :V v € V(G),b(G — v) > b(G).
La classe des graphes aréte b*-critiques :V e € E(G),b(G — ¢e) > b(G).
La classe des graphes sommet b~ -critiques :V v € V(G),b(G — v) < b(G).

)
(
)
(
)
(

La classe des graphes aréte b~ -critiques :V e € E(G),b(G — ¢) < b(G).
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1.5 Reésultats particuliers sur les graphes sommet et aréte

b-critique

Nous traitons dans sette section quelques résultats particuliers concernant uniquement les
quatre premiéres classes définies ci-dessus. Les travaux présentés dans cette section ont
été obtenus en colloboration avec M. Blidia, Z. Zemir et F. Maffray.

Il est & noter que dans cette section, tous les sommets déssinés en gras représentent les

b-sommets.

1.5.1 Graphes sommet et aréte b=-critiques

Tout d’abord, il est facile de voir que les graphes bipartis complets et les graphes bipartis
complets moins un couplage parfait d’ordre n > 3 sont sommet et aréte b=-critique. Ainsi,

en utilisant le Théoréme de M. Kouider, M. Mahéo [35], on obtient le résultat suivant.

Proposition 1.28. Soient P, et C,, respectivement une chaine et un cycle d’ordre n.
(1) P, est sommet b=-critique si et seulement sin > 8.

(17) P, est aréte b=-critique si et seulement sin > 7.
(1i1) C,, est sommet b=-critique si et seulement si n > 6.
(

iv) C,, est aréte b=-critique si et seulement si n > 5.

Preuve. Posons G = P, — a tel que a est un sommet de P, avec n > 8 ou bien est
une aréte de P, avec n > 7. Puisque A(G) = 2, alors la Proposition 1.10 implique que
b(G) < 3. D’autre part, il est immédiat de voir que G contient un Ps ou un P+ P3 comme
sous-graphe induit. Ainsi, il est facile de vérifier que b(Ps) = b(P, + P3) = 3. Par ailleurs,
comme G est une forét, alors toute b-coloration de Ps ou de Py + P3 avec 3 couleurs peut
s’étendre & G. De ce fait, b(G) = 3. D’apres le Théoréme 1.16, b(G) = b(F,) = 3 pour
tout (n > 8 si a est un sommet) ou (n > 7 si a est une aréte). D’ou P, est sommet
b=-critique (si n > 8) et aréte b=-critique si (n > 7).

Par une simple vérification, on peut voir que P, n’est ni sommet b=-critique lorsque n < 7,
ni aréte b=-critique lorsque n < 6.

Un raisonnement similaire s’applique aux deux autres cas. O
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1.5.2 Graphes sommet b'-critiques

Nous commencons cette partie par rappeler la définition d’un sommet simplicial.

Définition 1.29. Un sommet d’un graphe G est dit simplicial si son voisinage induit une

clique.
Tout graphe sommet b"-critique satisfait les trois propriétés suivantes:

Proposition 1.30. Soit G un graphe sommet b*-critique de degré minimum §(G) et de
m-degré m(G). Alors

i) b(G) <§(G) — 1.

i1) b(G) <m(G) — 1.

i1i1) G ne contient pas de sommets simpliciauz.

Preuve. i) Soient G = (V, E)) un graphe sommet b*-critique et v € V(G) un sommet
de degré 6(G). Posons b(G — v) = k et considérons une b-coloration ¢ de G — v avec k
couleurs. Supposons que b(G) > 6(G). Alors k > 6(G) = dg(v). Soit m une coloration
de G avec k couleurs obtenue a partir de ¢ telle que m(u) = ¢(u) pour tout sommet u de
G —v. Vu que dg(v) < k—1, alors 7 peut s’étendre a G. En effet, il suffit de colorer v par

une couleur qui n’apparait pas dans son voisinage. Il est clair que 7 est une b-coloration

de G avec k couleur. Par conséquent, b(G) > k, contradiction.

i1) Soit v un sommet de G. Posons G' = G —v. Vu que m(G') < m(G), alors b(G") <
m(G). De ce fait, le nombre b-chromatique de G’ ne peut augmenter lorsque un sommet

quelconque de G est enlevé.

i11) Soit G un graphe sommet b -critique et supposons qu’il contient un sommet simplicial
v. Posons k = b(G — v). Alors k > b(G) > w(G) > dg(v). Avec un argument similaire
a celui utilisé dans (i) on montre que G admet une b-coloration avec k couleurs, ce qui

constitue une contradiction. O

De cette proposition découle directement le corollaire suivant.

Corollaire 1.31. Soit G un graphe A-régulier sommet b™ -critique. Alors b(G) < A(G)—1.
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Un graphe est dit triangulé [60, 61] s’il ne posséde pas de cycle induit de longueur
supérieure ou égale a 4. Il est connu que tout graphe triangulé admet un sommet simplicial.

D’ou le résultat suivant est immédiat.
Corollaire 1.32. Les graphes triangulés ne sont pas des graphes sommet b -critiques.

Maintenant, nous allons étudier quelques graphes sommet b*-critiques. Rappelons

d’abord un résultat simple de R. Javadi et B. Omoomi [40].
Proposition 1.33. [/0] b(C30C3) = 3.

Proposition 1.34. Soient Gy et Gy deux graphes de sommets disjoints. St Gy et Gy sont

sommet bt -critiques, alors le joint de G et Gy est aussi sommet bT -critique.

Preuve. Posons G = G V GG5. Soit v le sommet retiré de G. Sans perte de généralité,

on peut supposer que v € V(G1). D’aprés le Théoréme 1.24,
b(G—v) = b((Gy—v)VGy)
= b(G1 —v) 4+ b(G2)
> b(Gh) +b(Ga) = b(G)
D’ow, G est sommet bt-critique. O

Proposition 1.35. Le graphe C300C3 est sommet b* -critique.

Preuve. Posons G = C300C5. D’aprés la Proposition 1.33, b(G) = 3. D’autre part, la
Figure 1.2 présente une b-coloration de G—uv avec 4 couleurs ol v est un sommet de G. Vu la
symeétrie, tous les sommets de G jouent le méme role. De ce fait, b(G —u) > 4 > b(G) = 3,

pour tout sommet u de G. D’otu, G est sommet bT-critique. O

Le corollaire suivant est une conséquence directe des Propositions 1.34 et 1.35.

Corollaire 1.36. Si G = (C30C3) v (C30C3) V ... V (C50Cs), alors G est sommet

b* -critique.
Une question naturelle qui se pose est la suivante.

Probléme 1.37. FEst-il vrai que le graphe C3L1C5 et le joint de | > 1 copies de C3[1C}3

sont les seuls graphes sommet b -critiques..
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4 1
@
2 |4 3
1 3 2
(b) G-v

FIGURE 1.2. Un graphe G = C500C5 avec b(G) = 3 et b(G —v) > 4.

1.5.3 Graphes aréte b -critiques

Dans cette partie, nous allons donner quelques propriétés concernant la classe des graphes

aréte bT-critiques.

Proposition 1.38. Soit G un graphe aréte b*-critique. Alors
i) b(G) < A(G).
i1) b(G) < m(G) — 1.

1) G ne contient pas de sommets simpliciauz.

Preuve. i) Soit G un graphe aréte b*-critique et supposons que b(G) = A(G) + 1. Vu
que A(G —e) < A(G), alors la Proposition 1.10 implique que b(G —e) < A(G)+1 = b(G),

contradiction.

i1) Avec un raisonnement similaire & celui utilisé dans la Proposition 1.30 (i7), on montre

que b(G) <m(G) — 1.

i11) Soit G un graphe aréte b*-critique et supposons qu’il contient un sommet simplicial .
Soit e = xy l'aréte enlevée de G telle que y € N(z). Posons k = b(G —e) et considérons une
b-coloration ¢ de G — e avec k couleurs. Les sommets x et y portent la méme couleur car
sinon, en ajoutant I'aréte e, c reste une b-coloration de GG avec k couleurs et par conséquent
b(G) > k, ce qui constitue une contradiction. En conséquence, tout b-sommet de ¢ est

adjacent & un sommet (différent de x) de couleur ¢(x).
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Siw(G) > k,alors b(G) > w(G) > k, contradiction. Siw(G) < k, alors dg(z) < w(G)—1 <
k — 1. De ce fait, on peut recolorer x par une couleur manquante dans son voisinage.
Mais dans ce cas, en ajoutant ’aréte e, ¢ reste une b-coloration de G avec k couleurs,

contradiction. ]

Les résultats suivants résultent immédiatement du Théoréme 1.13, du Corollaire 1.14

et de la Proposition 1.38.

Corollaire 1.39. Soit G un graphe contenant A(G) + 1 sommets vy, ...,va41 tels que
de(vi) = A(G) pour tout i et d(v;,v;) > 4 pour tout i # j. Alors G n’est pas aréte

bt -critique.

Corollaire 1.40. Soit G un graphe d-régulier (d > 2) d’ordre n > d*. Alors G n’est pas

aréte bt -critique.

Corollaire 1.41. Les graphes triangulés ne sont pas des graphes aréte b™ -critiques.
Nous présentons maintenant quelques graphes aréte b -critiques.

Proposition 1.42. Le graphe de Petersen et le graphe C3[1C5 sont aréte b*-critiques.

Preuve. Désignons par P le graphe de Petersen. Soit G = P ou C301C5. D’apreés le
Théoréme 1.15 et la Proposition 1.33, b(G) = 3. Les Figures 1.3 et 1.4 présentent une
b-coloration de G — e utilisant 4 couleurs ol e est une aréte de G. Vu que toutes les arétes
de G jouent le méme role, alors b(G — €') > 4 > b(G) = 3, pour toute aréte ¢’ de G.

D’ou, P et C30dC5 sont aréte b -critiques. O

!

FIGURE 1.3. Le graphe de Petersen P avec b(P) = 3 et b(P —e) = 4.
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4 ﬂ 3 4

2 4 1

1 2 3
(c) CLICs (d) CdCs-e

FIGURE 1.4. Un graphe G = C500C; avec b(G) = 3 et b(G —e) > 4.

Proposition 1.43. Soit P le graphe de Petersen. Alors les graphes PN P et PV (C30C3)

sont aréte bt -critiques.

Preuve. Soient G; = P et Gy € {P, C300Cs}. D’apres la Proposition 1.42, G et G
sont aréte b -critiques. Posons G = G V G,. Soient E,, Ey et E3 trois sous-ensembles
de E tels que By = {w € E(G) :u,v € V(G1)}, By = {uv € E(G) : u,v € V(Ga)} et
E; = {w € E(G) :u e V(Gy) et v € V(Gq)}. Soit e 'aréte enlevée de G. Puisque les
arétes de E1U Ey (respectivement, F3) jouent le méme role, alors il y a deux types d’arétes

a considérer.
Cas 1: e F; U Es.

Sans perte de généralité, on peut supposer que e € F;. Au vu du Théoréme 1.24, b(G—e) =
b((Gh —e) V Ga) = b(Gy — e) + b(Gs). Puisque G, est aréte b*-critique, alors b(G — e) >
b(G1) +b(G2). D’apres le Théoréme 1.24, b(G —e) > b(G1V G3) = b(G). D’ou, G est aréte

bT-critique.
Cas 2: e € Fjs.

Les sommets de GGy et (G sont notés respectivement comme dans la Figure 1.5. Soient ¢,
une coloration de G avec 4 couleurs (Voir Figure 1.5 (a) et (c)) et ¢ une coloration de
Gy avec 4 couleurs (Voir Figure 1.5 (b) et (d)). Soit e = zoys. Alors en combinant ¢; et
¢y nous obtenons une b-coloration ¢ de G — e avec 7 couleurs dont les b-sommets de ¢ sont
To, Te, Ts, To, Ys, Ys, Yo. Ceci implique que b(G —e) > 7. D’apres les Théorémes 1.15 et 1.24
et la Proposition 1.33, b(G) = b(G1 V G2) = b(G1) + b(G2) = 6 < b(G — ¢). D’ou, G est

aréte b -critique. ]



34

En utilisant les Propositions 1.42 et 1.43, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 1.44. Soit H le joint de | > 1 copies du graphe de Petersen. Alors H et
(C50C3) vV H sont aréte b* -critiques.

Preuve. Posons G = G; V Gy V Gs... V G, (I > 2) avec Gy € {P,C300Cs3} et G; = P
(2 <i <1). D’apres le Théoreémes 1.15 et 1.24 et la Proposition 1.33.

b(G) = b(G1 V Gy V Ga... V Gy) = ib(Gi) =3l

i=1

Soit e = wv aréte retirée de G. Alors trois cas sont a considérer.
a) u,v € V(Gy). Par le Théoréme 1.24,
b(G—e) = b((Gy—e)VGaV..VQG)

= b(G1—e)+ Zb<Gi>
= b(G1—e€) +§12— 1)

D’apres la Proposition 1.42, b(G; —e) > b(G4) = 3, De ce fait, on a b(G —e) > 3l = b(G).

b) u € V(G;) et v ¢ V(G1). Sans perte de de généralité, on peut supposer que v € V(Ga).
Alors

b(G — 6) = b((Gl V GQ — 6)) V G3 V..V Gl)

= b((G1V Ga) =€)+ ) _b(G))

=3

= b((G1VGse)—e)+3(l—2)
D’apres la Proposition 1.43, les Théorémes 1.15 et 1.24 et la Proposition 1.33, on a .
b((G1V Gy) —e) > b(Gy V Gg) = b(G1) + b(Gy) = 6.
D’ou, b(G — e) > 3l = b(G).

c) u,v ¢ V(G1). Sans perte de généralité, on peut supposer que u € V(G3). Siv € V(G,),
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alors

b(G—e) = b(GyV (Gy—e)VGsV..VG)
l
= b(G1) +b(Ga—€) + Y _b(G;)

31 b(Gy—e) 31— 2).

D’apres la Proposition 1.42, b(Gy —e) > b(G2) = 3, De ce fait, on a b(G —e) > 31 = b(G).
Do, b(G—e) > 3l = b(G). Si v ¢ V(Gs), alors sans perte de généralité, on peut supposer
que v € V(G3). D’ou

b(G—e) = b(Gl\/(Gz\/Gg—B)\/G4\/...\/GZ)

= B(G1) +b(G2V Gz —e) + D> _b(Gy)

= 3+b(G2V G35 —e)+3(l—3).
D’apres la Proposition 1.43 et les Théorémes 1.15 et 1.24 et la Proposition 1.33,
b((G2V Gs) —e) > b(Gy V G3) = b(Gs) + b(G3) = 6.
D’on, b(G —e) > 3l = b(G). En conséquence, G est aréte b -critique. ]

Il convient de rappeller que, d’aprés le Théoreme 1.15, tout graphe connexe 3-régulier
GG qui n’appartient pas a la liste de la Figure 1.1 admet une b-coloration avec 4 couleurs.
Au vu de la Proposition 1.38 (ii), G n’est pas aréte bt-critique. D’un autre coté, il est
facile de vérifier qu’a ’exception du graphe de Petersen, les autres graphes de la Figure 1.1
ne sont pas aréte b™-critiques. De ce fait, le résultat suivant est une conséquence directe

de la Proposition 1.42.

Proposition 1.45. Le graphe de Petersen est le seul graphe connexe 3-réqulier aréte b -

critique.

Dans [28], les auteurs ont montré que tout graphe d-régulier (d < 6) de maille au moins
5 différent du graphe de Petersen admet une b-coloration avec d + 1 couleurs. D’ot, le

résultat suivant est immédiat.
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Xo[4] Lejoint de G; et G,

Xs[3] b A
moins |’ aréte x,y,

S X[ 1]
@ G (b) G,
ya[5] y3[6]
y2[4]
Lejointde G, et G
Xs[3] xo[4] moinsl’arét91Xzyz ¢ | vdel ys[5] el
ys[6] 5
y Xs[l] y7[7] y9[ ]
© G @ G

FIGURE 1.5. G; = P et Gy € {P,C30C3} tels que G = G1 V Gg et b(G — xays) > 7. Les

valeurs entre crochets réprésentent les couleurs.

Proposition 1.46. Le graphe de Petersen est le seul graphe d-réqulier (d < 6) aréte

bt -critique de maille au moins cing.

En se basant sur les résultats de M. Blidia et al. [28] concernant les graphes d-réguliers

de maille au moins cing, on propose la conjecture suivante.

Conjecture 1.47. Tout graphe d-régulier de maille au moins cing différent du graphe de

Petersen n’est pas aréte bt -critique.
Au vu de ces résultats, Il est naturel de se poser les questions suivantes.

Problémes 1.48. e Soit P le graphe de Petersen et H le joint de | > 1 copies de P.

Est-il vrai que les seuls graphes aréte b* -critiques sont P, H et (C300C3) V H ?
e FEst-ce que tout graphe sommet b -critique est aréte b -critique?
e FEst-il vrai que tout graphe sommet ou aréte b™ -critique est régulier?

Il convient enfin de souligner que dans cette thése, nous nous intéressons uniquement

aux deux derniéres classes de graphes, a savoir les graphes sommet b~ -critiques et les
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graphes aréte b~ -critiques qui seront étudiés respectivement dans les chapitres cinq et qua-
tre. Pour des raisons de simplicité, nous proposons d’appeller ces deux classes de graphes
respectivement les graphes b-critiques et les graphes aréte b-critiques. Ces définitions se

reformulent alors comme suit:

Définition 1.49. Un graphe G est dit b-critqiue (respectivement, aréte b-critique) si la
suppression de tout sommet (respectivement, toute aréte) de G fait diminuer le nombre

b-chromatique de G.
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CHAPITRE 2

BORNES SUPERIEURES POUR b(G) ET GRAPHES

EXTREMAUX

Lors de I’étude de la b-coloration, on s’intéresse en premier lieu & déterminer le nombre
b-chromatique soit d’une fagon exacte, en fonction d’autres parameétres de graphes ou bien
par des algorithmes polynomiaux. Cependant, pour un graphe quelconque, la détermina-
tion du nombre b-chromatique est un probleme N P-complet. D’ot le recours a la recherche
des bornes supérieures et inférieures qui I’encadrent le plus possible. Evidemment, ces
bornes n’ont un intérét que si on arrive a les déterminer en temps polynomial. Egalement,

la borne qui sera atteinte sera acceptable et souvent il est difficile de I’améliorer.

Dans ce contexte, nous allons présenter dans ce chapitre une borne supérieure pour b(G)
en fonction de I'ordre et la taille de la clique maximum d’un graphe GG, et nous caractérisons
les graphes bipartis atteignant cette borne. Ensuite, nous discutons la question de la
relation entre b(G) et x(G). A partir des résultats précédents, un autre résultat concernant

la relation entre b(G — v) et b(G) est déduit et sera présenté a la suite.

Le contenu de ce chapitre a été accepté comme communication au deuxiéme édition
du Symposium ISOR 2011 [62] et a été accepté aussi dans la revue Australasian Journal

of Combinatorics [63].

2.1 Borne supérieure pour H(G)

Dans cette partie, on donne une borne supérieure pour le nombe b-chromatique b(G) en

Ky :
fonction de n et w(G). 1l est facile de voir que b(K,) = HMT() Le théoréme suivant

montre que le graphe complet est seul le graphe qui atteigne cette borne.
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Théoréme 2.1. Tout graphe G d’ordre n différent d’un graphe complet satisfait

n+w(G@) —1

HG) < |55

. (2.1)

Preuve. 1l est clair que si w(G) = 1, alors I'inégalité (2.1) est vérifice. Supposons
alors que w(G) > 2. Posons b(G) = k. Soient ¢ une b-coloration de G avec k couleurs et
S1, 59, ..., les classes de couleur de c. Soit ¢ le nombre de classes de couleur de taille 1.

Sit=0,alorsn=>3" 1|5 > 2k Dou

n+w(G@) —1
2 )

n
E< =<
5 <1

Supposons maintenant que t > 1. Désignons par Sy, ..., .S; les t classes de couleur de taille
1 et posons W = S;U---US;. Il est & noter que W est une clique, car pour chaque deux
entiers 7, j < t, 'unique sommet dans S; est un b-sommet et doit étre adjacent & I'unique
sommet dans S;. Notons aussi que ¢t < k puisque G n’est pas un graphe complet. Soit x,
un b-sommet quelconque de couleur ¢ > t. Alors x, est adjacent a tout sommet de W. 1l

s’en suit alors que W U {z,} induit un sous-graphe complet de G, d’ou
W(G) > t+1. (2.2)

Puisque pour i > t,|S;| > 2, alors n =t + Zf:tH |S;| >t +2(k—t) =2k —t. Donc

k<n+t
- 2

Par conséquent, la condition (2.2) implique que,

Pl +w(G) — 1.
- 2
Comme k est un entier positif, alors on a I'inégalité du théoréme. O

Nous présentons ci-aprés une famille de graphes pour lesquels I'inégalité (2.1) est at-

teinte.

Proposition 2.2. Pour tout entier n > 4, il existe un graphe G,, d’ordre n avec

n+w(G,) —1
2

b(Gn) = | J.
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Preuve. Posons t = [%W et r = n — 2t. Notons que r < t. Nous construisons un
graphe G,, d’ensemble de sommets AU BUC, ou A, B, C sont des ensembles deux & deux
disjoints, avec A = {ay,aq,...,a;}, B={b1,bs,... b} et C ={c1,ca,...,¢.}, tels que:

e A et C sont des cliques et B est un ensemble stable.
e Il n’y a aucune aréte entre A et C.
e a; est adjacent a b; si et seulement si ¢ # j.

e Tout sommet de C'\ {¢,} est adjacent a tout sommet de B, et si n = 0 mod 3, alors
¢, n’aucun voisin dans B, tandis que si n #Z 0 mod 3, alors ¢, est adjacent a tout

sommet de B.

D’apres cette construction, on peut facilement constater que tout clique maximale de
Gy, est soit A, ou (A\ {a;}) U{b;}, ou (C\ {¢.}) U{b;}, ou bien C' U {b;} pour chaque

i€{1,...,t}; et dans chaque cas (puisque r < t) on a w(G,) = t. Il s’en suit alors

n+w(G,) —1
2

n4+t—1 t+r—1 sin=0mod3

: 2

(2.3)

ol t+r si n # 0 mod 3.

Pour montrer que G, satisfait I’égalité de la Proposition 2.2, il suffit de donner une
b-coloration de G, avec le nombre de couleurs indiqué dans (2.3) de la maniére suivante:

Pour chaque entier i < t, on affecte la couleur 7 & a; et b;. Pour tout entier i < r—1, on
affecte la couleur ¢t 4+ i & ¢;. Si n = 0 mod 3, on affecte la couleur 1 a ¢,. Si n #Z 0 mod 3,
on affecte la couleur ¢+ r a c,.

Il est facile de vérifier que cette coloration est une b-coloration de G,,; en effet, un
b-systéme de cette b-coloration est obtenu en prenant soit ’ensemble B U C'\ {¢,} (si

n = 0 mod 3) ou bien ’ensemble B U C (si n # 0 mod 3). O
Le corollaire suivant est une conséquence directe du Théoréme 2.1

Corollaire 2.3. Si G est un graphe sans triangle d’odre n différent de K,, alors

b(G) < [5].
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En particulier, tout graphe biparti différent de Ky satisfait cette inégalité.

La question immédiate qui suit ’établissement de la borne (2.1) est la suivante:

n+w(G@)—1

Quels sont les graphes G pour lesquels b(G) = | 5

12

Dans la section 2.2, nous donnons une réponse a cette question dans le cas ou G est

un graphe biparti.

n+w(G)—1

2.2 Graphes bipartis tels que (G) = | 5 |

Nous commencons cette section par deux lemmes qui nous seront utiles dans la suite.

Lemme 2.4. Soit G un graphe biparti avec la bipartition (X,Y). Soient ¢ une b-coloration
de G avec k couleurs et S un b-systéme de c¢. Si |S N X| > 2, alors toutes les couleurs de
¢ apparaissent dans Y. En particulier, si |Y| = k, alors tous les sommets de Y ont des

couleurs distinctes.

Preuve. Soit S = {s1,..., s}, et supposons, sans perte de généralité, que sp, s € X.
Pour tout ¢ € {1, 2}, le sommet s; doit avoir un voisin de couleur j pour tout j # i. Ceci
implique que Y contient des sommets de toutes les couleurs. En particulier, si |Y] = k,

alors tous les sommets de Y sont de couleurs distinctes. O

Lemme 2.5. Soit G un graphe biparti d’ordre n avec la bipartition (X,Y) tel que | X| >

n

|Y'|. S7il existe une b-coloration de G avec [%5| couleurs, alors |Y| = [§] — 1 et tous les

b-sommets de X ont la méme couleur.

Preuve. Posons k = [%], et considérons une b-coloration ¢ de G avec k couleurs. Alors
n=|X|+ Y] > 2]Y|. Dou,
n _.n
Y<=<|=|=k. 24
Yi<Z<r (2.4

Si X contient au moins deux b-sommets de ¢ de couleurs distinctes, alors le Lemme 2.4

implique que toutes les couleurs de ¢ apparaissent dans Y. De ce fait, |Y| > [2

51, ce qui
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contredit 'inégalité dans (2.4). Donc tous les b-sommets de X ont la méme couleur. En
conséquence, Y contient des b-sommets avec au moins k£ — 1 couleurs, d'ou |Y| > k — 1.

La condition (2.4) implique que |Y| =%k —1=[5] — L. O

Soit K, le graphe obtenu a partir d’'un graphe biparti complet K}, , en supprimant un

couplage parfait de p arétes.

Dans le but de caractériser les graphes bipartis tels que b(G) = [%W, nous définissons

quatre familles de graphes bipartis F; (i = 0, 1,2,3) de la fagon suivante:

Classe F,. Cette classe se compose de tous les graphes bipartis avec au plus quatre

sommets différent de Ky, K3 et K.

Classe F;. Un graphe biparti G = (X, Y; F) est dans JF; si on peut écrire X = AUC et
Y =BUDou A, B,C et D sont des ensembles disjoints vérifiant les conditions suivantes:
o [A|=[D|=p, [B|=|C|=gq,avecq=p=0etp+q=>3;
e GIAUB|=K,4et GIBUC| = K ;

e Sip>1,alors GIAUD| = K*

0 (et il peut y avoir des arétes entre C' et D);

e Sip=1, le sommet unique de D a au moins un non-voisin dans X.

Classe F,. Un graphe biparti G = (X,Y; F) est dans F3 si on peut écrire X = A U
{z,u,v} et Y = BU{y} ou A, B et {z,y,u,v} sont des ensembles disjoints vérifiant les

conditions suivantes:

o |A|=|B|=p,avecp>1,et GIAUB| = K} _;

p,p?

e 1 est adjacent & tous les sommets de B U {y}, et y est adjacent & tous les sommets

de AU {z};
e Tout sommet de B a un voisin dans {u, v};

e y a au plus un voisin dans {u, v}, et si y est adjacent a I'un des deux sommets u, v,

disons & u, alors v est adjacent & tous les sommets de B.
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Classe F3. Un graphe biparti G = (X,Y; E) est dans F3 si on peut écrire X = AU{z}

ou A, {z} et Y sont des ensembles disjoints vérifiant les conditions suivantes:

o |A|=|Y|=p,avec p>2,et GIAUY] = K* :

p,p?

e 1 est adjacent & tous les sommets de Y.
Posons F, = FoU F; U F U Fs.
Le lemme suivant montre que le nombre b-chromatique de G' € F;, est égal a (%W .

Lemme 2.6. Soit G € F, un graphe d’ordre n. Alors b(G) = [2] .

Preuve. La définition de F;, implique que G est un graphe biparti et G # K,. D’apres le
Corollaire 2.3, on a b(G') < [5]. Pour montrer 'égalité il suffit de donner une b-coloration

c de G avec [§] couleurs. Cette coloration se fait de la maniére suivante:

Supposons que G € Fy. Si G = K; ou K», alors on a b(G) = 1 = [2]. Dans les autres
cas, on a b(G) =2 = [7].

Supposons que G € F;. Posons B = {by,by,....b,} et C = {c1,¢a,...,¢,}, o les
non-arétes entre B et C sont bycy,...,b,c,. Sip > 1, alors posons A = {ay,as,...,a,}
et D ={dy,ds,...,d,}, o les non-arétes entre A et D sont a;dy,...,a,d,. Il est & noter
que [5] = p+ q. On affecte la couleur i a b; et ¢; (1 < i < q), et, si p> 1, on affecte la
couleur ¢+ j a a; et d; (1 < j < p). On obtient une b-coloration avec p + ¢ couleurs, ou

AU B est un b-systéme de cette coloration.

Supposons maintenant que G € Fy. Posons A = {ay,as,...,a,} et B = {by1,ba,...,by},
ot les non-arétes entre A et B sont a;bi,...,ayb,. Notons que [§] = p+ 2. On colore a;
et b; avec i (1 < i < p) ensuite on colore = et y avec respectivement p+ 1 et p+ 2. Siy
est adjacent a u, alors on colore u avec p+ 1 et v avec p + 2. Si y n’est pas adjacent & u
et & v, alors on colore u et v avec p + 2. On obtient une b-coloration avec p + 2 couleurs,

ot BU {x,y} est un b-systéme de cette coloration.

Enfin, supposons que G € F3. Posons A = {ay,as,...,a,} et Y = {y1,92,...,9p}, ol

les non-arétes entre A et Y sont a1y, ..., ayy,. 1l a noter que [§] = p + 1. On colore a;
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et y; avec i (1 <i < p) et x avec p+ 1. On obtient une b-coloration avec p + 1 couleurs,

ot BU {x} est un b-systéme de cette coloration.
Donc on a toujours une b-coloration de G € F; avec || couleurs. ]
Maintenant, on peut caractériser les graphes bipartis pour lesquels b(G) = (%W .
Théoréme 2.7. Soit G un graphe biparti d’ordre n. Alors,
n, . :
b(G) = (gw si et seulement st G € Fy,.

Preuve. Soit (X,Y) la bipartition de G. Si n < 4, alors par une simple vérification,

on peut constater que I'égalité b(G) = [5] est vérifiée si et seulement si G € Fy. De

ce fait, on peut supposer par la suite que n > 5. Si G € F, alors par le Lemme 2.6,

on a b(G) = [2]. Etablissons maintenant la condition nécessaire. Posons k = [%] et
considérons une b-coloration ¢ de G avec k couleurs. Puisque n > 5, alors £ > 3. Soit S
un b-systéme de c. Posons Sx = SN X et Sy = SNY. Deux cas sont a considérer selon

la parité de n.
Cas 1: n est pair. Alors k = 5 et n > 6.
Cas 1.1: |X| = |Y| =k. Solent X = {z1,29,..., 25} et Y ={vy1,y2, ..., Y}

Supposons d’abord que |Sx| = 0. Alors tous les sommets de Y sont des b-sommets
avec des couleurs distinctes. Le Lemme 2.4 implique que tous les sommets de X sont de
couleurs distinctes. Donc on peut supposer que ¢(x;) = ¢(y;) = @ pour tout i € {1,...,k}.
Pour tout entier i € {1,...,k}, puisque y; est un b-sommet il doit étre adjacent & tous
les sommets de X \ {z;}. D’ott G est isomorphe a K}, qui est un membre de la famille
Fi(avec g =k et p=0).

Supposons maintenant que |Sx| = 1. Alors |Sy| = k — 1 > 2. Par le Lemme 2.4, tous
les sommets de X ont des couleurs distinctes. Sans perte de généralité, on peut supposer
que Sx = {z1}, Sy = {v2,¥3,-- -, Uk}, c(z1) = 1, e(x;) = ¢(y;) =i pour tout i € {2,...,k},
et ¢(y;) = £ pour un certain £ € {1,...,k}. Pour tout i € {2,...,k}, puisque y; est un

b-sommet il doit étre adjacent & tous les sommets de X \ {z;}. D’ou, x; est adjacent a tous
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les sommets de Sy. Le sommet y; n’est pas adjacent & x,, mais il peut étre adjacent & un
sommet quelconque de X \ {z,}. Donc G est un membre de la famille F; (avec ¢ = k — 1,

p=1, A={n}, B=Sy, C =X \{z}et D={wy}).

Enfin, supposons que |Sx| > 1 et |Sy| > 1. Le Lemme 2.4 impliques que tous les
sommets de X (respectivement, de Y') ont des couleurs distinctes. Sans perte de généraliteé,
on peut supposer que ¢(x;) = ¢(y;) =i pour tout i € {1,...,k} et Sx = {z1,22,...,2,}
(avec p > 2). De ce fait, Sy = {Yp41,Yp+2, .-, Ui} (avec k —p > 2). Posons A = Sk,
B=Sy, C=X\SxetD=Y\Sy. Alors |A| = |D| et |B| = |C|. Tout b-sommet z;
dans Sx est adjacent & tous les sommets de Y \ {y;}, et tout b-sommet y; dans Sy est
adjacent & tous les sommets de X \ {z;}. Donc on a G[AUB| = K}, G[AUD] = K}, ,

G[BUC] = K}, ,, et il peut y avoir des arétes arbitraires entre C' et D. D’ot G est

un membre de F.

Cas 1.2: |X| # |Y|. Sans perte de généralité, on peut supposer que |X| > |Y|.
D’apres le Lemme 2.5, on a |Y| = k — 1. En conséquence, | X| =n — |Y| = k + 1. Posons
X ={z1,29,..., 2511} et Y ={y1,y2,...,Yr_1}- Le Lemme 2.5 implique que Sx contient
un seul sommet, disons x;. Ceci implique que tous les sommets de Y sont des b-sommets
avec des couleurs distinctes. Donc Sy = Y. Aussi, x; est adjacent a tous les sommets de
Y. On peut supposer que c¢(x1) =1 et ¢(y;) =i+ 1 pour tout ¢ € {1,...,k —1}. Puisque
k —1 > 2, alors le Lemme 2.4 implique que toutes les couleurs de ¢ apparaissent dans X.
D’ot, on peut supposer que pour tout i € {2,...,k} on a ¢(x;) =i, et ¢(xg11) = h pour

un certain h € {1,...,k}. Sans perte de généralité, on peut supposer que h € {1, k}.

Posons A = {za,..., 211} et B={y1,...,yr_2}. Puisque tous les sommets de Y sont
des b-sommets, il s’en suit que tout sommet y; de B est adjacent a tous les sommets de
A\ {211}, Done GIAU B] = K, ,. De plus, y;_1 est adjacent & tous les sommets de
A. Si h = 1, alors chaque sommet de B est adjacent & xy, et le sommet x5, peut avoir
des voisins dans Y. D’autre part, si h = k, alors z; et x;.1 ne sont pas adjacents & yj_1,
et tout sommet y; de B a un voisin dans {xy, r;1}. Donc, quelle que soit la valeur de h,

G est un membre de la famille F, (avec x = 1, {u,v} = {xy, vx11} et y = yp_1).
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Cas 2: n est impair. Alors k = ”T*l

et n > 5. Sans perte de généralité, on peut
supposer que |X| > |Y|. Le Lemme 2.5 implique que |Y| = k£ — 1, d’ou | X| = k. Posons
X ={z,x9,...,zx} et Y ={y1,92,...,yx_1}. D’apres le Lemme 2.5, Sx contient un seul
sommet, disons x;. De ce fait, tous les sommets de Y sont des b-sommets avec des couleurs
distinctes (Sy = Y'). Puisque 2 est un b-sommet, alors il est adjacent a tous les sommets
de Y. Donc on peut supposer que ¢(z1) =1 et ¢(y;) =i+ 1 pour tout i € {1,..., k — 1}.
Puisque |Sy| = k — 1 > 2, alors toutes les couleurs de ¢ apparaissent dans X. Sans perte
de généralité, on peut supposer que, pour tout i € {2,...,k}, ¢(x;) = i. il s’en suit que
pour tout ¢ € {1,..., k — 1}, tout b-sommet y; de Y est adjacent a tous les sommets de

X\ {zi41}. D’ou G est un membre de F3. Ceci termine la preuve du Théoréme 2.7. [

Soit a(G) le nombre de stabilité de G. Tout graphe biparti G d’ordre n satisfait
a(G) > [4], d’ou le Corollaire 2.3 implique que tout graphe biparti G d’ordre n > 5
satisfait b(G) < «(G). Dans ce qui suit, nous allons caractériser les graphes bipartis tels

que b(G) = a(G). Posons F| = {K1, Ky + K1, P3, Py, Cy, 2K, }.
Théoréme 2.8. Soit G un graphe biparti. Alors
b(G) = a(Q) si et seulement si G € Fy U Fy U Fs.

Preuve. Si G € Fj, alors il est facile de vérifier que soit b(G) = 1 = «(G) ou b(G) =
2 = a(G). Si G € Fy, alors il est facile de vérifier que a(G) = p+ ¢, et nous avons observé
dans la preuve du Lemme 2.6 que b(G) = p+ ¢. Donc b(G) = a(G). Si G € Fs, alors il

est facile de vérifier a(G) = p + 1, et nous avons observé dans la preuve du Lemme 2.6

que b(G) = p+ 1. Donc b(G) = a(Q).

Inversement, supposons que b(G) = «(G). Alors b(G) > [4], d’ou, par le Théoréme
2.7, G appartient a F,. Si G est dans Fy \ F, alors il est facile de voir que soit b(G) = 1
et a(G) =2 oub(G) =2 et a(G) = 3. Si G est dans Fo, alors il est facile de vérifier que
a(@) = p+ 3, et nous avons observé dans la preuve du Lemme 2.6 que b(G) = p+2. Donc
b(G) # a(G). Dot G € FLUF U F. O
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2.3 Relation entre b(G) et x(G)

En théorie des graphes, il est souvent question d’étudier les relations entre deux ou
plusieurs parameétres dans un graphe en général ou dans des classes de graphes. Dans
ce contexte, nous nous intéresserons dans cette partie a étudier la relation entre le nombre
b-chromatique et le nombre chromatique. En effet, nous établissons d’abord une borne
supérieure pour la différence b(G) — x(G) en fonction de l'ordre de G, ensuite nous carac-
térisons les graphes pour lesquels cette borne est atteinte. Un autre résultat concernant la
relation entre le nombre b-chromatique du graphe G et celui de G — v ol v est un sommet

quelconque de G, est obtenu comme conséquence du Théoréme 2.9.

En utilisant le Théoréme 2.1, on peut en déduire le résultat suivant:

Théoréme 2.9. Tout graphe G = (V, E) d’ordre n > 3 satisfait,

Awvec égalité si et seulement si G € F, U {K3, K4}.

Preuve. Si x(G) = 1 ou G est un graphe complet, alors b(G) — x(G) = 0. Donc on
peut supposer que x(G) > 2 et G n’est pas un graphe complet. D’aprés le Théoréme 2.1,
on a b(G) — x(G) < 3(n +w(G) — 2x(G) — 1). Puisque w(G) < x(G), alors
n—x(G)—1 < n—3‘

b(G) —x(G) < 5 < (2.5)
D’ou
n—3 n—4 n
HG) - (@) < P =[P = 5] -2 (26)

Il est facile de vérifier que K3 et K, sont les seuls graphes complets pour lesquels la
borne du Théoréme 2.9 est atteinte. Supposons maintenant que G n’est pas un graphe
complet. Si b(G) — x(G) = [5] — 2, alors les conditions (2.5) et (2.6) donnent

1

1
S(1=x(G)~1) = 5(n—3)

Ceci implique que, x(G) = 2. D’ot, GG est un garphe biparti et b(G) = [§]. Donc G € F.

Ceci termine la preuve du Théoréme 2.9. O
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En général, pour un graphe G quelconque et un sommet v de G, les nombres b-

chromatiques de G et de G — v sont incomparables. Par exemple, dans la Figure 2.1,

b(Gl) = b(Gl — U) = 3, b(Gg) =2< b(G2 — U) =4 et b<G3> =3> b(Gg — U) =2

s &2 O

(Gy) (G2) (Gs)

FicURE 2.1. Le nombre b-chromatique de G et de G — v de trois exemples de graphes.

Il est intéressant donc de discuter la relation entre b(G) et b(G — v). Dans ce cadre,
Francis Raj et Balakrishnan [64, 65] ont présenté deux bornes, supérieure et inférieure,

pour b(G — v) dans le cas des graphes connexes d’ordre d’au moins 5.

Théoréme 2.10. [6//Pour tout graphe connexe G d’ordre n > 5 et pour tout sommet

v e V(G),

n

b(G) — (151 =2) SB(G —0) <HG) + 5] - 2.

Une caractérisation des graphes atteignant ces deux bornes pour un certain sommet

v € V(G) a été donné par les mémes auteurs.

Une question naturelle qui se pose est de savoir si les deux bornes du Théoréeme 2.10

restent valables pour les graphes non connexes.

Nous proposons ci-dessous de confirmer la borne supérieure du Théoréme 2.10 pour un

graphe quelconque d’ordre au moins 4.

Théoréme 2.11. Pour tout sommet v d’un graphe G d’ordre n > 4,

b(G —v) < b(G) + Lg | 2. (2.7)
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Preuve. Puisque 'ordre de G'— v est au moins 3, alors le Théoréeme 2.9 implique que,

]

Comme conséquence du Théoréme 2.9, nous allons montrer que tout graphe G = (V, E)
vérifiant la borne 2.7 appartient a la classe des graphes pour lesquels (G — v) = x(G) =
b(G), pour tout sommet v € V(G).

Observation 2.12. Soit v un sommet quelconque d’un graphe G d’ordre n > 4.
Sib(G —v) =b(G) + [g] —2, alors x(G —v) = x(G).

Preuve. Théoréme 2.9 implique que,

b(G =) SX(G =)+ 5] —2<X(G) + 5] -2 < 0(@) + 5] -2

Sib(G —v) =b(G)+ 5] — 2, alors x(G —v) = x(G) = b(G). O

En se basant sur cette observation, nous conjecturons que Cy, Py et 2P, sont les seuls

graphes pour lesquels la borne du Théoréme 2.11 est atteinte.

Conjecture 2.13. Pour tout sommet v d’un grahe G d’ordre n > 4, on a:

b(G —v)=0b(G) + ng — 2 si et seulement si G = Cy, Py, 2P,
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CHAPITRE 3

b-COLORATION DE CERTAINS GRAPHES PARTICULIERS

Dans ce chapitre, nous donnons des bornes et des valeurs exactes du nombre b-chromatique
de certains graphes particuliers, a savoir le graphe de Harary Hj, lorsque k est pair, le
graphe milieu et le graphe total d’une chaine P,, d’un cycle C,,, d’une roue W, et d’une

couronne d’une chaine Cr(P,).

Le travail présenté dans la premiére section de ce chapitre a été réalisé en collaboration
avec Z. Zemir et M. Blidia et a fait 'objet d’'une communication au colloque COSI’2010
[66] et a été soumis a la revue Australasian Journal of Combinatorics [67]. Les résultats
de la deuxiéme section ont été obtenus en collaboration avec les étudiants en Master,

Saadadou Djamel, Reggab Amira [68] et Kadri Meriem [69].

3.1 Graphes de Harary

Les graphes de Harary sont introduits par West [70].

Définition 3.1 (West [70]). Soient k et n deux entiers positifs tels que 1 < k < n. Les

graphes de Harary, notés Hy, ,, sont définis comme suit:

o Sik est pair, alors Hy,,, est un graphe dont les sommets sont vy, vy, Vs, .., Up—1 €t deux

sommet v;, v; sont reliés si i — g <j<i+ % (ou l'addition est prise modulo n).

o Si k est impair et n pair, alors Hy, est obtenu a partir de Hy_1, en ajoutant des

R .. . Com
arétes joignant v; a Vipn pour 1< < 5

o Si k est impair et n est impair, alors Hy,, est obtenu & partir de Hy_4,, en ajoutant

des arétes reliant v; G v, n1 pour 0 < < "T_l
2
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Notons que dans les deux premiers cas le graphe Hj, , est régulier. Par contre, il est
non régulier dans le dernier cas. Dans la suite de cette section, on s’intéresse uniquement

aux graphes de Harary lorsque k est pair.

Le résultat principal de cette section est le suivant:
Théoréme 3.2. Soit Hs,,,, un graphe de Harary. Alors

2m+1lsin=2m+1oun>4m+1

b(Hamn) = 2m — [12] s [5253] <p < 4m

>n—m-—1si2m+2<n< (5’"2—”}
Preuve. Soient vy, vy, ..., v,—1 les sommets du graphe Hy, , placés dans cet ordre autour

d'un cycle. Par définition, deux sommets v;, v; (j > i) de Hay,,, sont adjacents si

J — 1t < m, ou l'expression j — ¢ est prise modulo n — m. (3.1)
Quatre cas sont a distinguer selon 'ordre du graphe Hy,, .
Cas1l: n=2m + 1.
Dans ce cas, Hay,p, est une clique d’ordre 2m + 1 et par conséquent b(Hay, ) = 2m + 1.
Cas 2: n > 4m + 1.

Puisque A(Hap, ) = 2m, alors b(Hay, ) < 2m + 1. Pour montrer ’égalité, on construit
une b-coloration de Hy,, , avec 2m + 1 couleurs de la maniére suivante: On colore d’abord
le sommet vy par 0 ensuite, vu que n > 4m + 1, on colore les 4m sommets les plus proches
de vy ( 2m sommets dans chacune des deux directions autour du cycle et suivant I'ordre
donné aux sommets) de la fagon suivante: On affecte la couleur ¢ a v; (i = 1,...,2m) et la
couleur i — (n —2m — 1) av; (i =n — 2m,...,n — 1). Il est facile de voir que, pour cette

b-coloration partielle, deux sommets v; et v; ont la méme couleur si
i=j—(m—2m—1), pourie {1,...2m} et j € {n—2m,...,n—1}. (3.2)

Supposons que v; est adjacent a v;. Vu que n > 4m + 1, alors les conditions (3.1) et (3.2)
impliquent que

it+m>j=i14+n—2m-—12>1i+42m,
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contradiction. D’ot, deux sommets de méme couleur ne sont pas adjacents, ce qui im-
plique que cette coloration partielle est propre. Ainsi, il est facile de voir que ’ensemble
{viri=1,.,m}U{v;:i=n—m,...n—1} U {uv} représente les b-sommets de cette b-

coloration.

Enfin, vu que A(Hy,,,) = 2m + 1, alors on peut étendre cette b-coloration partielle
a une coloration propre du graphe Hy,,,. Pour cela, il suffit de colorer arbitrairement
chaque sommet non encore coloré dans le graphe Hj,,, par une couleur de I’ensemble
{0,1,2,...,2m} différente de celle déja affectée a son voisinage. On obtient alors une b-
coloration de Hoy,, », avec 2m + 1 couleurs ou vy, vy, ..., Upm, Un—m, -..Un—1 sont les b-sommets

de cette coloration.
Cas 3: [22E] <n <4m.

D’abord montrons que b(Hay, ) < 2m — L‘””T_"J Supposons au contraire que Ha,, ,, admet
une b-coloration avec k couleurs telle que k£ > 2m — LmT_”J + 1. Alors, on réclame le fait

suivant:
Fait 1. Il existe au moins une classe de couleur contenant un seul sommet.

Preuve du Fait 1: Sinon, chaque classe de couleur contient au moins deux sommets.

De ce fait,
Ay —

4m—nJ S dm—n

o 5, il s’en suit alors que n > 4m + 6, contradiction. Ceci termine la

Puisque |

preuve du Fait 1.

Soient 0, ..., k —1 les couleurs utilisées dans une b-coloration optimale de Hy,, ,,. Sans perte

de généralité, on peut supposer que vy est le seul sommet de couleur 0. Ceci implique que

Vo est un b-sommet
(3.3)

et tous les autres b-sommets sont adjacents & vy.

n

Soient v;,v; deux voisins de vy tels que 1 < i < 3

et 7 <j <n— 1. Désignons par V;;

(respectivement, V;;) I'ensemble des sommets entre v; et v; a droite (respectivement, a
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gauche) de v; et autour du cycle tels que vy € Vjj, vo & Vij et v;,v; & Vi; UV,

Posons X ={z; 1z, =v;, 1 <i<m}etY ={y;:y; =v,—;, 1 <j<m}. Alors X et Y
représentent les voisins de vy qui se trouvent respectivement a droite et a gauche de vy et
autour du cycle. Soit z, (respectivement, y,) le dernier b-sommet dans X (respectivement,
Y). De ce fait, pour i € {p+1,....,m} et j € {¢g+1,...,m}, les sommets z; et y; ne
sont pas des b-sommets. Posons A = {z; € X :i < plet B={y; €Y :j < ¢}
Soit Z =V ~ ({wo} U X UY) les non-voisins de vg. D’apres la condition (3.3), Z ne
contient aucun b-sommet. La définition de V,, et V},, implique que vy € Vi, vg & V,, et

Tp,Yq & Vg U Vg 1l est & noter que Z C V.

a) Si3m+1<n<4m,alors |Z| =n—(2m+ 1) > m. D’ou,

Voo ULap,ygt| > 12 +2> m+2. (3.4)
Ainsi, on a
dm —n
A+ 1Bl + oo} 2 b 2 2m — | T2 41
Am —
>om— "y
> 2m+3n+3 > Sm+4 > mt 2.
Alors,
Vo U{@p, Y}l = |Al + |B| + {vo}| = m + 2. (3.5)

Les conditions (3.4) et (3.5) impliquent que z, n’est pas adjacent & y,.

Posons
Ay ={u € A:uest adjacent a y,},

Ay ={u € A:un’est pas adjacent a y,},

By = {u € B : u est adjacent a x,},

By ={u € B : u n’est pas adjacent & x,}.
Puisque AU By U {vp} est une clique d’ordre m + 1, alors le dernier b-sommet z, dans
X a m voisins de couleurs distinctes dans AU By U {vg} et par conséquent, x, a besoin
d’au moins k —m couleurs distinctes qui n’apparaissent pas dans AU By U{vy}. Désignons

par C,, I'ensemble des & — m couleurs nécessaires a x,. Par la condition (3.3), toutes les
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couleurs de C, sont affectées a certains b-sommets de By. D’ou,
Toutes les couleurs de C,, apparaissent dans le voisinage de y, (3.6)

Nous avons donc besoin d’au moins & — m sommets distincts avec ces couleurs qui ap-
partiennent a V(Hapn) — ({vo} U AU B) et qui sont adjacents & z,. Soit A’ 'ensemble
des sommets demandés par w,. Similairement, notons par Cy I'ensemble des & — m
couleurs nécessaires a y, et B’ 'ensemble des sommets demandés par y,. Par un argument

symétrique, nous constatons que
Toutes les couleurs de C,, apparaissent dans le voisinage de z,, (3.7)

Ainsi, les conditions (3.6) et (3.7) impliquent que les couleurs qui apparaissent dans A’
sont différentes de celles de B, c’est a dire C;,, NCy, = (). D’on, A’ et B’ sont des ensembles

disjoints. Donc

n > |A|+|B|+ [{vo}| + |A'| + |B'| > k+2(k —m) = 3k — 2m

4dm — 4dm —
m3 nj+1)—2m:4m—3[m n

>3(2m— | |+3

>n+ 3,
contradiction.

Il convient de noter que A et By sont non vides puisque ils contiennent au moins x,, y,,
respectivement. Ainsi, si 'un des deux ensembles A;, By, disons By, est vide, alors z, =

2, A= X et By = B.

b) Maintenant supposons que [2%53] < n < 3m.
Fait 2. L’ensemble X (respectivement, V') contient au moins (m + 2) b-sommets.

m
Preuve du Fait 2: Supposons au contraire que X ou Y contient au plus 5 b-sommets.

Alors
dm —n

2m — | 3

J+1§k§37m+1

ce qui implique que n < 57’”, contradiction. Ceci termine la preuve du Fait 2.
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Fait 3. Tous les sommets de AU B sont des b-sommets.

Preuve du Fait 3: Nous montrons d’abord que x1,y; sont des b-sommets. Supposons
que x; de couleur ¢; n’est pas un b-sommet. De ce fait, il existe une couleur manquante,
disons ¢} dans le voisinage de x;. Ceci implique N (vg) ~\ {ym} ne contient aucun sommet
de couleur ¢|. A cet effet, la condition (3.3) implique que la couleur de y,, est ¢;. Donc
X UY ne contient aucun b-sommet de couleur ¢y, contradiction. D’ot1, x; est un b-sommet.

Par symétrie, y; est aussi un b-sommet.

Maintenant, supposons que A contient un non b-sommet, disons z;,l # 1, de couleur ¢.
Soient x4 et x4, s < [ < t, les b-sommets les plus proches dans chacune des deux directions
autour du cyle respectivement a droite et & gauche de z;. Notons par F' I’ensemble des
non b-sommets entre x, et x;. Il est clair que ’ensemble F' est non vide puisque il contient
au moins x;. Par le Fait 2, on a |F| < (m — 2). Comme z; n’est pas un b-sommet, alors
il existe une couleur manquante, disons ¢; dans son voisinage. Nous allons montrer qu'’il
existe un seul sommet de couleur ¢, dans V. En effet, puisque N[z;] ne contient aucun
sommet de couleur ¢}, alors cette couleur apparait dans M =V \ N[z;]. Vu que n < 3m,
alors |[M| = |V| — |N[xi]| =n —2m — 1 < m — 1. D’ongc, le sous-graphe G[M] induit par
M est une clique. De ce fait, il existe un seul sommet, disons vy, de couleur ¢, dans G[M].
Par la condition (3.3), v, est un b-sommet; de plus v, € B. Puisque x; et z; sont des
b-sommets, alors ils ont besoin de la couleur ¢; dans leurs voisinages. D’ou, x5 et x; sont
adjacents a vj,. Puisque la cardinalité de la clique maximum dans Hy,,, est m + 1, alors

Van| <m —1et ‘m‘ <m — 1. Alors

- 1 om
n = Vil + [Via| + e,z g} + [F < 2m o+ 1+ |F] S 2m 4 1+ 5 (m = 2) = =,

contradiction. Donc, tous les sommets de A sont des b-sommets. Aussi, par symétrie, tous

les sommets de B sont des b-sommets. Ceci termine la preuve du Fait 3.

Soit B’ C B l’ensemble des b-sommets tels que aucune couleur dans B’ n’est répétée
dans A. L’ensemble B’ est non vide sinon k& < m + 1, ce qui contredit I'inégalité qui est
juste avant la condition (3.5). Soit v, le dernier sommet de Y dont sa couleur n’apparait

pas dans A. D’apres la condition (3.3), v, est un b-sommet et par conséquent, v, € B’
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D’ou, on a

dm — 3
m3 Drr> 24 (3.8)

Al + B[ + [{vo}| = k = 2m — | 5

Fait 4. z, n'est pas adjacent a v,.

Preuve du Fait 4: Si x, est adjacent a v,, alors deux cas s’imposent:
a) Supposons que V,,. U {z,,v,} induit une clique. Puisque la cardinalité de la clique

maximum dans Hy,, , est m + 1, alors
Vi U {2y, 0} S mt 1 (3.9)
Vu que |V, U{x,, v} > |A| + |B’| + [{vo}], alors la condition (3.8) implique que
3m
|V;)r U{xp7v7“}| 2 7 +2 2 m+2a

ce qui contredit la condition (3.9). D’ou V,, U {z,,v,} n’induit pas une clique.

b) Supposons que V. U {z,,v,} induit une clique. Dans ce cas, I'ensemble V,,. U {x,} ne
contient pas de sommets de couleur ¢(v,). D’ou, par le fait 3, v, est adjacent a tous les
sommets de A. Ceci implique que Hy,, , est une clique, contradiction. D’olt WU {zp, v}
n’induit pas une clique.

En conséquence, x, n’est pas adjacent a v,. Ceci termine la preuve du Fait 4.

Le dernier b-sommet z, dans A a besoin d’au moins & — m couleurs qui sont affectées
a certains b-sommets a la fin de B’. De ce fait, on aura besoin d’au moins & — m sommets
distincts appartenant a V(Hap,) — ({vo} U AU B’) (auxquels on attribue ces k — m
couleurs) et qui sont adjacents a z,. Soit A’ I’ensemble de ces sommets demandés par
zp. Similairement, le dernier b-sommet v, dans B’ a besoin d’au moins k — m couleurs
affectées & certains b-sommets & la fin de A. Donc, on aura besoin d’au moins k — m
sommets distincts appartenant a V' (Hap,,,) — ({vo} U AU B’) et qui sont adjacents a v,.
Soit Bj I’ensemble des sommets demandés par v,. Par un raisonnement similaire a celui
utilisé¢ plus haut, on peut montrer que les couleurs nécessaires pour z,, apparaissent dans

le voisinage de v, et les couleurs nécessaires pour v, apparaissent dans le voisinage de x,,.

D’ou, ces couleurs sont différentes et par conséquent, A’ et B] sont des ensembles disjoints.
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De ce fait,
n> |Al+|B'|+ |A|+ |Bi| + 1> k+2(k—m) =3k —2m
> 3(2m — | T ) o — i — 3 2 g
>4dm —4dm+n+3=n+ 3,
contradiction.

En conséquence, dans tous les cas, si [2%2] < n < 4m, alors b(Ham,,) < 2m — [ 422 .

Maintenant, on donne une b-coloration de Hy,,,, avec 2m — L‘””T_”J couleurs lorsque

[%1 < n < 4m. Soient vy, vy, ..., v, les sommets de Hy,, , placés dans cet ordre et autour

dm—n

s ]. Alors n < 2k, car sinon

d’un cycle. Posons k = 2m — |

dm —n

n > 2k+1=4m—2|

|+1
1
n > 5(4m+2n+3)4m—|—3,
contradiction. D’ou n < 2k. De ce fait, on peut colorer tous les sommets de Hs,,,, par la

b-coloration suivante: On affecte la couleur ¢ & v; (i = 1,...,k) et la couleur i — (n — k)

awv (1 =k+1,..,n), suivant I'ordre des sommets. Deux sommets v; et v; ont la méme

couleur si
i=j—(n—Fk)pourie{l,...k}etje{k+1,..,n} (3.10)
Donc,
A —
j—i:n—k:n—Qm—{—Lm nJ
Am —
> —2m+ m3 L
2(5m+3)_2m_3
> 2 =m
> 3 )

Ceci contredit la condition (3.1). D’ot, deux sommets ayant la méme couleur ne sont pas
adjacents. Ceci implique que cette coloration est propre. Ainsi, on peut facilement voir
que les sommets v; (i =1,...m+1)etv; (j=n—k+m+2,...,n)avec k < m+ 2, sont

des b-sommets pour cette b-coloration.
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Cas 4: 2m +2 <n < [2237],

Pour montrer que b(Hy,,,) > n —m — 1, on construit une b-coloration avec n —m — 1
couleurs de la maniére suivante. Soient vy, vs, ..., v, les sommets de Hy,, , placés dans cet

ordre et autour d’'un cycle. Posons £k =n —m — 1. Alors n < 2k, car sinon
n > 2k
n > 2n—2m —2
n < 2m-+2,
contradiction. D’ou, n < 2k. De ce fait, on peut colorer les sommets de Hy,, ,, par la méme
b-coloration utilisée juste avant le cas 4. De ce fait, la condition (3.10) implique que
j—t=n—k=n—-n+m+1=m+1.

Ceci contredit la condition (3.1). D’ou, deux sommets ayant la méme couleur ne sont pas
adjacents; ce qui implique que cette coloration est propre. Aussi, on peut voir que les
sommets v; (i = 1,..,m+1)etv; (j=n—k+m+2,...,n) avec k < m+ 2, sont des

b-sommets pour cette b-coloration. Ceci termine la preuve du Théoréeme 3.2. O

Proposition 3.3. Soit Hyy, 2m+3 un graphe de Harary. Alors

6m+9
5

n—m—1<b(Haymamss) < |

I.

Ces bornes sont atteintes.

Preuve. Posons k = b(Hap 2m+3)- La borne inférieure découle du Théoréme 3.2. Pour
montrer la borne supérieure, considérons une b-coloration ¢ de Hay, 943 avec k couleurs.
Soient v, v1, ..., Va2 les sommets de Hayy, 243 placés dans cet ordre et autour d’un cycle.
Alors, il existe au moins une classe de couleur contenant un seul sommet, sinon n > 2k =
2(n —m —1) = 2n — 2m — 2 et par conséquent, n < 2m + 2, contradiction. Soit vy un tel
sommet. Comme nous I'avons vu dans le cas 3, on peut constater que la condition (3.3)
est vérifice. On définit XY et Z comme décrit dans le cas 3. Alors Z = {11, Umia} -

D’ou,

|1Z] =2 et X U{vms1}, Y U{vn42} sont des cliques d’ordre m + 1 (3.11)
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La condition (3.11) implique que chaque couleur de ¢ est répétée au plus deux fois.

Soit k; (respectivement, k) le nombre de classes de couleur contenant un seul sommet
(respectivement, deux sommets). On note par une 1-classe (respectivement, 2-classe), la
classe de couleur contenant un seul sommet (respectivement, deux sommets). Clairement,

un non b-sommet appartient a 2-classe et vy appartient a 1-class. D’ou,
n — k‘l + 2k2 et b(Hgm’2m+3) = kl + kz =n— k‘g =2m+3 — lﬂg. (312)

Siky =1, alors n—1 = 2m+2 = 2ks, ce qui implique quet ky = m+1. Donc b(Hap, 2m+3) =
n—-—m-1=m+2< L@J. Supposons maintenant que k; > 1. Puisque n est impair,
la condition (3.12) implique que k; est un entier impair et par conséquent, k; > 3. Nous
allons montrer que les voisins les plus proches de vy autour du cycle sont des b-sommets
qui appartiennent & 2-classe. Soient v et v,_1 les voisins les plus proches de vy autour du
cycle et vy, 41, Ve leurs non voisins avec ¢(vy,11) = a et ¢(v,,12) = b. Par les conditions
(3.3) et (3.11), c¢(v1) = b et c(v,—1) = a. Par ailleurs, v; et v,_; sont des b-sommets car
Um+1 €t U0 ne peuvent pas étre adjacents au sommet vy et donc ne peuvent pas avoir la

couleur ¢(vg) dans leurs voisinages. En conséquence,

Deux b-sommets appartenant & une 1-classe

(3.13)
ne sont pas consécutifs autour du cycle

Nous montrons maintenant qu’entre deux b-sommets qui appartiennent & une 1-classe,
il existe au moins deux b-sommets appartenant & une 2-classe. Supposons au contraire
qu’il existe un seul b-sommet qui appartient a une 2-classe. Sans perte de généralité, on
peut supposer que vy et vy sont des b-sommets qui appartiennent & une 1-classe. De ce
fait, v; est un sommet qui appartient a une 2-classe. Soient V; = {vg,v3, ..., Ums1} €t
Vo = {vo, Un_1,Un_2, ..., Um+a} les voisins de v; autour du cycle a droite et & gauche de v;
respectivement. Soit Z = {vp12, Umyi3} 'ensemble des non voisins de v;. Puisque v,,.2

(respectivement, v,,,3) n’est pas adjacent a vy (respectivement, vs), alors

Uma2, Um+s Ne sont pas des b-sommets et par conséquent, (3.14)

chacun de ces deux sommets appartient a une 2-classe.

Puisque v, appartient & une 2-classe, alors I'un des deux sommets v,,,19, V13, disons v,
9 +25 +3» +25

a la couleur c(vy). Il est clair que VoU{vy13} et (ViU{vmi3})\ {v2} indusent deux cliques
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d’ordre m+1. D’ou, la couleur ¢(v,,+3) n’apparait pas dans (V;UVaU{wv})\ {v2} . Comme
ve appartient a une 1-classe, alors ¢(v,,13) # ¢(v2). Donc vy, 3 appartient & une 1-classe,

contradiction avec la condition (3.14). Par conséquent,

Entre deux b-sommets qui appartiennent a une 1-classe, il existe (3.15)

au moins deux b-sommets appartenant a une 2-classe.

Les conditions (3.13) et (3.15) impliquent que ky > 2k; et puisque n = ki + 2ko, alors il
s’en suit que kg > %” En conséquence,

3n 6m +9
b<H2m,2m+3) =2m+3 — k’g S L?J = L 5

|
Ceci termine la preuve de la Proposition 3.3. O

Enfin, il convient de souligner que le graphe H;s 15 illustré dans la Figure 3.1 présente
un contre exemple a la conjecture posée par Effantin et Kheddouci [43].
Notons aussi que, dans la suite de ce chapitre, tous les sommets déssinés en gras

représentent les b-sommets.

=7

REAL <
IR

FIGURE 3.1. Exemple d’un graphe de Harary His 15 avec b(G) = 9.

3.2 Graphe milieu et graphe total

Nous déterminons dans cette partie, les valeurs exactes du nombre b-chromatique du

graphe milieu et du graphe total des graphes suivants: P,, C,, W,,, Cr(P,).
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3.2.1 Graphe milieu

Définition 3.4 (Hamada et Yoshimura [44]). Soit G = (V(G), E(G)) un graphe ot V(G)
est l'ensemble des sommets et E(G) est l'ensemble des arétes. Le graphe milieu de G, noté
M(G), est défini comme suit: L’ensemble des sommets de M (G) est V(G) U E(G). Deux

sommets x,y de M(G) sont adjacents si l'une des conditions suivantes est vérifiée.

e 1,y € E(G) et x,y sont adjacents dans G.

e 1 € V(G), y € E(G) et x est incident & y dans G.

OU A A 4 S S

FIGURE 3.2. Le graphe milieu d’une chaine d’ordre 8.

3.2.2 Graphe total

Définition 3.5 (Behzad [45]). Le graphe total de G, noté T(G), est défini comme suit.
L’ensemble des sommets de T'(G) est V(G) U E(G). Deuzx sommets x,y de T(G) sont

adjacents si ['une des conditions suivantes est vérifiée:
e z,y € V(G) et z,y sont adjacents dans G.
e ,y € F(G) et x est adjacent & y dans G.

e 2 € V(G), y € E(G) et x est incident & y dans G.

Remarque 3.6. Le graphe T(G) de G est obtenu a partir du graphe M(G) en joignant

par des arétes les paires de sommets qui sont adjacents dans G.
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FicUuRrE 3.3. Le graphe total d'un cycle d’ordre 6.

Nous commencons par montrer la proposition suivante.
Proposition 3.7. Pour tout graphe G de degré mazimum A(G), on a:
min {b(M(G),b(T(G)} > A(G) + 1.

Preuve. Posons H = M(G) ou T(G). Soit z un sommet de G tel que dg(z) = A(G).
Soient vy, vy, ...,va les voisins de x. Pour i € {1,2,..,A}, on note par u; un sommet de
V(H) correpondant a l'aréte xv;. Il est facile de vérifier que les sommets x, uy, ug, ..., ua
induisent une clique de taille A(G) + 1 dans H. Ceci implique que b(H) > A(G) +1. O

Notons que cette borne est atteinte pour les étoiles.
Maintenant, nous allons montrer la proposition 3.8 qui sera utile pour la suite.

Proposition 3.8. Si G est un graphe connexe (n — 2)-régulier d’ordre n, alors b(G) =

SIE

Preuve. Soit G = (V, E') un graphe connexe (n — 2)-régulier d’ordre n. Alors G est un
graphe complet moins un couplage parfait d’ordre n pair. Les sommets de V' peuvent étre
partitionné en deux sous-ensembles Vi = {vy, vy, .., vn} et Vo = {vn 1,02 49, .., v, } tels que
tout sommet v; € Ay est adjacent & v; € Ay (j # i+ g) et pour tout i, 1 < i < g, v; est
non adjacent a v;yn. Soit ¢ une b-coloration de G avec b(G) couleurs. Supposons que v;,
(1<i< g) est un b-sommet de couleur [. Puisque v; et Uz ont le méme voisinage, alors
vny; est un b-sommet de couleur [ car vz, a toutes les couleurs, sauf sa propre couleur
bien siir, dans son voisinage. En conséquence, les couleurs qui apparaissent dans A sont

les mémes qui se trouvent dans B. Ceci implique b(G) < g Comme w(G) = g, alors
n

b(G) > g Do b(C) = 5. O
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3.2.3 Le nombre b-chromatique de M (P,) et T(P,)

Théoréme 3.9. Pour toute chaine P, d’ordre n > 2, on a:

(

2sin=2
3sin=2,3
, 3sin=34 -
i) (M (P,)) = , @) b(T(P))=q 4sin=4
4sin=>5,6,7
5sin>5
\ 5sin > 8

Preuve. i) Tout d’abord, il est facile de voir que le m-degré de M (Ps) est égal a 5.
D’autre part, la Figure 3.4 présente une b-coloration de M (Fg) avec 5 couleurs. Ceci im-
plique que b(M (Ps)) = 5. Soit H = M (Pys) un sous-graphe de M (P,),n > 9 et considérons
une b-coloration ¢ de H avec 5 couleurs (coloration partielle de M(P,)). Puisque pour
n > 9, A(M(P,)) = 4, alors ¢ peut s’étendre & M (F,). En conséquence, b(M(P,)) = 5.
Pour 2 < n < 7, la Figure 3.4 donne les b-colorations optimales des graphes milieux des

chaines P, Ps, ... et Fs.

3 3 3 4 1 1
2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 3 1 2 3 4 2

M(P2) M(P3) M(P4) M(Ps)
4 1 1 3 4 1 1 3 3
3 1 2 3 4 2 1 3 1 2 3 4 2 4 1
M(Ps) M(P7)

M(Ps)

FIGURE 3.4. Une b-coloration optimale de M (F,), 2 <n < 8.

it) Pour 2 < n < 4, on peut facilement vérifier que b(T(FP)) = b(T(Ps)) = 3 et
b(T(Py)) =4 (Voir Figure 3.5).
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1 1 2 3 4 1. g 1
2 3 3 1 s :1 -
T(P2) T(P3) 3

T(P4)

FIGURE 3.5. Une b-coloration optimale du graphe T'(P,) ou n = 2,3, 4.

Pour n > 5. Posons V(P,) = v1,v, ..., v, et E(P,) = e, €2, ...,€,_1 avec €; = v;vj 11,
1 < j < n—1. Par définition de T(P,), on a V(T(P,)) = V(P,) U E(F,). Le graphe
T'(P,) contient au moins 5 sommets de degré au moins 4 mais il ne contient pas au moins
6 sommets de degré au moins 5. Donc m(T'(P,)) = 5. D’ou b(T'(P,)) < 5. Construisons
maintenant une coloration ¢ de la maniére suivante: c(v;)) = i — 1[5], 1 < i < n et
clej) = j+2[5],1 <j<n-—1 Il est facile de vérifier que ¢ est une b-coloration propre

avec 5 couleurs. En conséquence, b(T'(P,)) =5, n > 9. O

3.2.4 Le nombre b-chromatique de M (C,) et T(C,)

Théoréme 3.10. Pour tout cycle C,, d’ordre n > 3, on a:

nsin=34
5sin>5
Preuve. i) Par une simple vérification, on peut constater que le nombre b-chromatique

des graphes M(C,,)), 2 <n <7, est égal a son m-degré (Voir Figure 3.6).

Pour n > 8, il est facile de voir que M (Ps) est un sous-graphe de M (C),,)). Posons alors
H = M(F) et G = M(C,)). Nous allons montrer que toute b-coloration optimale de H
peut s’étendre a une b-coloration optimale de G et par conséquent b(G) = b(H). D’apres
le Théoréme 3.9, b(H) = 5. Soit ¢ une b-coloration de H avec 5 couleurs (une coloration
partielle de G). Comme A(G) = 4, alors il existe une couleur disponible pour tout sommet
non coloré de GG. Donc ¢ peut s’étendre & GG et par conséquent, G admet une b-coloration

avec A(G) + 1 couleurs. En conséquence, b(G) = 5, pour tout n > 8.
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m(M(Cs))=3 m(M(C4))=4

m(M(Ce))=5 m(M(C7))=5

FIGURE 3.6. Le m-degré et la b-coloration optimale des graphes M (C,,), 3 <n < 7.

i1) Pour n = 3, T'(C3) est un graphe connexe 4-régulier d’ordre 6 (Voir Figure 3.7).
D’apreés la Proposition 3.8, b(7'(C3)) =3 .

FI1GURE 3.7. Une b-coloration de T'(C3) avec 3 couleurs.

Pour n = 4, l'ordre de T'(Cy) est égal a 8. Vu que A(T'(Cy)) = 4, alors b(T'(Cy)) < 5.
Supposons que b(T(Cy)) = 5. Soit ¢ une b-coloration de T'(Cy) avec 5 couleurs. Soient
V1, Ug, U3, Vg €t vy les b-sommets de ¢ de couleurs 1,2, 3,4 et 5 respectivement. L’un de ces
sommets, disons vy, est le seul sommet de T'(Cy) de couleur 1 car sinon 'ordre de T'(Cy)
serait au moins 10. Notons par ui,us et ug les autres sommets de T(Cy) (Voir Figure

3.8 (a) ). Puisque v5 est un b-sommet, alors il a besoin des couleurs 2,3. Ceci implique
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que I'un des deux sommets uq, us, disons uy, recoit la couleur 3 et I'autre la couleur 2.
Dans ce cas, la couleur 2 est répétée dans le voisinage de vs. Ainsi, v3 aura une couleur
manquante dans son voisinage, contradiction. D’ou b(7'(Cy)) < 4. Par ailleurs, la Figure

3.8 (b) présente une b-coloration du graphe 7'(Cy) avec 4 couleurs. D’ou b(T(Cy)) = 4

. 4

FIGURE 3.8. Une b-coloration de 7'(Cy) avec 4 couleurs.

(b)

La Figure 3.9 donne une b-coloration de T'(Cs) avec 5 couleurs. Vu que A(T'(C)) = 4
alors b(T'(C5)) = 5. Montrons maintenant que pour n > 5, b(T(C,,)) = 5. Comme T'(C,,)
est un graphe 4-régulier d’ordre au moins 10, alors m(7(C,,)) = 5. Donc b(T'(C,,)) < 5.
Pour avoir I’égalité, il suffit de donner une b-coloration de T'(C),) avec 5 couleurs. Pour
cela, considérons un sous-graphe H de T'(C,,) obtenu a partir de T(Cs) en supprimant
un seul sommet de T(Cg). Puisque m(H)) < m(T(Cg)), alors b(H) < 5. Par ailleurs, la
Figure 3.10 présente une b-coloration ¢ de H avec 5 couleurs. Par conséquent, b(H) = 5.
Soit ¢ une b-coloration de H avec 5 couleurs. Comme A(T'(C),)) = 4, alors ¢ peut s’étendre

aT(C,),n>5. DoubT(C,)) =5, pour n > 5. O

FIGURE 3.9. Une b-coloration de T'(C5) avec 5 couleurs.
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(@ TGy

FIGURE 3.10. (a) Le graphe total de Cs (b) Une b-coloration de H avec 5 couleurs

3.2.5 Le nombre b-chromatique de M(W,,) et T'(W,,)

Théoréme 3.11. Soit W,, la roue d’ordre n > 4. Alors,

n+1si4<n<6
i) b(M(W,)) = , 1) b(T(W,)) = n.

nsin>"7

Preuve. i) Pour n = 4, posons H; = M (W}). On peut facilement vérifier que le m-degré
et l'ordre de H; sont respectivement 6 et 10 (Voir Figure 3.11); alors b(H;) < 6. Supposons
que H; admet une b-coloration ¢ avec 6 couleurs. Soit A ’ensemble des sommets denses de
H; (les sommets de A sont représentés en gras sur la Figure 3.11). Comme |A| = 6, alors
tous les sommets de A sont des b-sommets et de couleurs distinctes. A cet effet, il existe
une classe de couleur contenant exactement un seul sommet, disons z, sinon n(H;) > 12.
Dans ce cas, x est un b-sommet. Ceci implique que tout sommet de AN\ {z} est adjacent
a z, ce qui n’est pas vrai pour le graphe H;. En conséquence, b(H;) < 5. La Figure 3.11

montre aussi que H; admet une b-coloration utilisant 5 couleurs. Donc b(H;) = 5.

Pour n = 5, posons Hy = M (W5). L’ordre de H, est 13. De plus, Hy a 4 sommets de
degré 7, 4 sommets de degré 6, un sommet de degré 4 et 4 sommets de degré 3. Donc
m(Hy) = 7. Supposons alors que b(Hsy) = 7 et considérons une b-coloration ¢ de Hy avec 7
couleurs. Pour le méme argument cité précédemment, on peut constater que H, contient
7 sommets denses qui sont tous des b-sommets et de couleurs distinctes. En vue de cela,

il existe une classe de couleur contenant un seul sommet, disons x, car sinon n(Hs) > 14.
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Ceci implique que tous les b-sommets (sommets denses) de ¢ sont adjacents & z, ce qui
n’est pas vrai pour le graphe Hy. En conséquence, b(Hs) < 6. La Figure 3.12 montre que

H, admet une b-coloration avec 6 couleurs. D’ou b(Hz) = 6.

FIGURE 3.12. Une b-coloration du graphe Hy = M (Wj) avec 6 couleurs.

Pour n = 6, il est facile de voir que, le m-degré de M (Ws) est égal a 7. D’autre
part, la Figure 3.13 présente une b-coloration de M (Ws) avec 7 couleurs. En vue de cela,
b(M (W) = 1.

Pour n > 7, posons G = M(W,,). On peut vérifier que G a n — 1 sommets de degré
n—+2, n—1 sommets de degré 6, n—1 sommets de degré 3 et un seul sommet de degré n—1.
Ceci implique que m(G) = n. Donc b(G) < n. D’autre part, il est clair que A(W,,) =n—1
et donc par la Proposition 3.7, b(G) > n. D’ou b(G) = n.
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FIGURE 3.13. Une b-coloration de M (Ws) avec 7 couleurs. Les b-sommets sont déssinés

en noir.

i1) Pour n > 4, posons G = T'(W,,). Le graphe G a n — 1 sommets de degré n + 2,
2(n — 1) sommets de degré 6 et un seul sommet de degré 2(n — 1). En vue de cela,
m(G) = n. D’ou b(G) < n. D’autre part, on peut vérifier que G contient un sous-graphe

complet d’ordre n. Donc b(G) > n. En conséquence, b(G) = n. ]

3.2.6 Le nombre b-chromatique de M (Cr(F,), M(Cr(Cy), T(Cr(FP,) et T(Cr(Cy))}

Théoréme 3.12. Pour toute chaine P, d’ordre n > 2, on a:

3sin=2 (
48n=2
48sn=3
. By 5sin=34
i) BM(Cr(P) =< 5sin=4,56 i) b(T(Cr(P,))) =
6 sin=>5
6 stn=7,89
7stn>6
\787;72210 N

Preuve. Pour 2 < n <9, posons G,, = M(Cr(P,). Les Figure 3.14 et 3.15 présentent
une b-coloration des graphes M (G,), 2 < n < 9, avec m(G,) couleurs. En vu de cela,

b(G,) = m(Gy).

Pour n > 10, posons G = M (Cr(P,). Soit H = M (Cr(Ps) un sous-graphe de GG. Consid-

érons une b-coloration ¢ de H avec 7 couleurs (coloration partielle de G). Vu que A(G) = 6,
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alors on peut étendre ¢ & G. En conséquence, b(G) = 7.

2 1 3
3 3 4 4 2
2 2 1 1o 1

m(Gy)=3 M(Gs)=4

FIGURE 3.15. Le m-degré et la b-coloration optimale de M (Cr(P,) avec 2 < n < 10.

i1) Pour 2 < n < 6, on peut facilement vérifier le nombre b-chromatique des graphes
T(Cr(P)), T(Cr(Ps)), T(Cr(Py)), T(Cr(Ps)) et T(Cr(Fs)) est égal & son m-degré (Voir
Figure 3.16).

Pour n > 5, posons G = T(Cr(P,)). Le graphe G a au moins 7 sommets de degré 6
mais il n’a pas 8 sommets de degré 7. D’ou m(G) = 7. Par conséquent, b(G) < 7. Pour

avoir égalité, il suffit de donner une b-coloration de G avec 7 couleurs. Soit H = T'(C'r(F))
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un sous graphe de G. Soit ¢ une b-coloration de H avec 7 couleurs (coloration partielle de

G). Vu que A(G) = 6, alors on peut étendre ¢ a tous les sommets de G. En conséquence

2 1 3
4 4 3 4 1
3 1 4 5 4

m(T(Cr(P,)))=4 ™M(T(Cr(Ps)))=5

b(G) =1T.

m(T(Cr(Pe)))=7

FIGURE 3.16. Le m-degré et la b-coloration optimale de T'(Cr(P,),2 <n < 6.
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CHAPITRE 4

CARACTERISATION DE CERTAINS GRAPHES ARETE

b-CRITIQUES

Dans ce chapitre, nous étudions 'effet de la suppression d’'une aréte quelconque sur le
nombre b-chromatique de certains graphes particuliers. Un graphe G est dit aréte b-
critique si pour toute aréte e de G, b(G —e) < b(G). Dans ce sens, nous allons caractériser

les graphes P,-sparse aréte b-critiques et les graphes quasi-adjoints aréte b-critiques.

Le contenu de ce chapitre a été publié dans la revue Australasian Journal of Combi-

natorics [71].

Dans [54] T. Faik a montré que la suppression d’'une aréte quelconque de G peut faire

diminuer le nombre b-chromatique de G par au plus un.
Proposition 4.1. [5/] Soit G un graphe et e une aréte de G, alors b(G — e) > b(G) — 1.

Au vu de la définition ci-dessus et de la proposition 4.1, on a immédiatement la défi-

nition suivante.

Définition 4.2. Un graphe G est dit aréte b-critique si pour toute aréte e de G, b(G—e) =
b(G) — 1.

Il convient de remarquer qu’il est inutile de considérer les graphes possédant des som-
mets isolés car cela ne change rien a la définition 4.2. C’est pour cette raison que nous

nous restreignons notre étude au cas de graphes sans sommets isolés.

4.1 Reésultats préliminaires sur les graphes arétes b-critiques.

Dans cette section, nous montrons que, pour un graphe aréte b-critique G = (V, E), le

b-systéme S de toute b-coloration optimale de GG est unique, ’ensemble V\ S est un stable
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et b(G) = A(G) + 1. Aussi, nous montrons que tout graphe scindé différent d’une clique

n’est pas aréte b-critique.
Nous commencgons notre étude par le théoréme suivant:

Théoréme 4.3. Soit G = (V, E) un graphe aréte b-critique et soit ¢ une b-coloration de
G avec b(G) couleurs. Alors,

i) ¢ ne posséde pas deux b-sommets de méme couleur.

i1) Le b-systéme S de ¢ est unique.

1) V'\ S est un stable.

vi) Ve € V\ S, dg(z) < |S| — 2.

Preuve. Soit G = (V, E') un graphe aréte b-critique et soit ¢ une b-coloration de G avec

b(G) couleurs.

i) Supposons qu’il existe deux b-sommets de ¢, disons x;, zo, de méme couleur. Ceci
implique que tous les voisins de z; (i = 1,2) sont des b-sommets. En effet, s’il existe un
non b-sommet u € N(z;) (i =1 ou 2), alors b(G' — uz;) > b(G), contradiction. De ce fait,
puisque z; (i = 1,2) a toutes les couleurs, sauf sa propre couleur bien évidemment, dans

son voisinage, alors pour tout b-sommet z € N(z;), b(G — zz;) > b(G), contradiction.
i1) Est une conséquence directe de (7).

i11) Solent u et v deux sommets de V' '\ S. D’aprées (i7), u et v sont des non b-sommets.

De ce fait,, si u est adjacent a v, alors b(G — uv) > b(G), contradiction.

vi) Soit u € V'\ S. Alors u est adjacent & au plus |S| — 2 sommets de S, sinon, u serait un

b-sommet. O
Nous allons maintenant établir le résultat suivant.
Théoréme 4.4. Si G est un graphe aréte b-critique, alors b(G) = A(G) + 1.

Preuve. Posons b(G) = k. Pour un graphe G, il est facile de remarquer que k < A(G)+
1. Pour avoir I'autre inégalité, il suffit de montrer que tout sommet x d’un graphe aréte b-

critique G satisfait dg(z) < k— 1. Supposons au contraire qu’il existe un sommet y tel que
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dg(y) > k — 1. Au vu du Théoréme 4.3, on en conclut que y est un b-sommet. De ce fait,
le voisinage de y contient au moins deux sommets, disons u, v, de méme couleur tels que
I’'un des deux, disons u, n’est pas un b-sommet car sinon, on aura une contradiction avec le
Théoreme 4.3. Mais dans ce cas, b(G —yu) > b(G), contradiction. Donc k = A(G)+1. O

L’observation suivante est immédiate.

Observation 4.5. Soient G = (V, E) un graphe aréte b-critique et ¢ une b-coloration

optimale de G. Six €V est un b-sommet de c, alors dg(x) = A(G).

Théoréme 4.6. Un graphe d-régulier G est aréte b-critique si et seulement st G est un

graphe complet.

Preuve. Posons k = b(G). Soit G un graphe d-régulier aréte b-critique. Par le
Théoréme 4.4, k = d + 1. Considérons une b-coloration ¢ de G avec k couleurs. Soit
S un b-systéme de c. La définition de S implique que |S| = k. Supposons que S n’est pas
une clique. Comme G est d-régulier et V\ S est un stable, alors V\ S’ contient au moins
un sommet u adjacent a d sommets de S. Dans ce cas, u serait un b-sommet de couleur
répétée, ce qui contredit le Théoréme 4.3 (7). Donc S est une clique d’ordre d + 1 et par

conséquent, V\ S est un ensemble vide. D’ott GG est un graphe complet.
Inversement, il est facile de vérifier que les graphes complets sont aréte b-critiques. O
Nous allons montrer ci-aprés que les graphes scindés ne sont pas aréte b-critiques.

Définition 4.7. Un graphe scindé est un graphe dont les sommets admettent une partition

en deur sous-ensembles S et K ot S un est stable et K est une clique.

F1GURE 4.1. Exemple d'un graphe scindé
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Observation 4.8. Si G est un graphe scindé, alors b(G) = w(G).
En utilisant cette observation, on obtient le résultat suivant:

Observation 4.9. Tout graphe scindé différent d’un graphe complet n’est pas aréte b-

critique.

Preuve. Soit G # K,, un graphe scindé. Par 1’Observation 4.8, b(G) = w(G). Soit K
une clique maximum de G. Soit ' = {zy € E(G) : x € K,y € V\ K}. Vu que G est
sans sommets isolés, alors E' # (). Par conséquent, pour toute aréte e de E’', b(G — e) >

w(G) = b(G). O

4.2 Graphes Pj-sparse aréte b-critiques

Dans cette section, nous allons étudier la notion des graphes aréte b-critiques pour une
classe de graphes trés étuduée, a savoir les graphes P~ sparses. Ces graphes sont une
généralisation naturelle des graphes sans P;. Dans [72] Hoang a introduit la notion de
Py-sparse comme étant un graphe dont tout sous-ensemble & cinq sommets induit au plus
un Py. Cette classse de graphes a suscité 'intérét de beaucoup de chercheurs. Par exemple,
dans [26] les auteurs ont présenté un algorithme qui détermine une b-coloration optimale

pour cette classe de graphes.
Commencons cette section par la définition suivante.

Définition 4.10. Une araignée est un graphe qui peut étre partitionné en trois ensembles
de sommets S, K et R, avec R éventuellement vide, tels que :

1. S est un stable et K est une clique et |S| = |K| > 2;

2. Tous les sommets de R sont adjacents a tous les sommets de K et a aucun sommet de
S;

3. 1l existe une bijection f : S — K telle que:

(a) soitVx € S, N(x)N K = {f(x)}.

(b) soitVx € S, N(z) N K = K\ {f(z)}.
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Une araignée qui vérifie la condition 3(a) est dite fine , et épaisse si elle vérifie la
condition 3(b). Une araignée avec |S| = |K| = 2 est a la fois fine et épaisse. Le triplet
(S, K, R) (ou (S, K) si R est vide) est appelé la partition d’araignée, et peut étre trouvé

en temps linéaire [73]. Un exemple d’araignée est donné dans la Figure 4.2.

FIGURE 4.2. (a) araignée fine (b) araignée épaisse.

Il est & noter que le graphe complémentaire d’une araignée fine est une araignée épaisse
et vice versa.

Les graphes P;-sparse ont été caractérisés par Hoang dans [72] et indépendamment par

Jamison & Olariu dans [33].

Théoréme 4.11. [72, 33] Si G est un graphe Py-sparse, alors G ou G est non connexe,

ou G est une araignée.
Du Théoréme 4.11, on peut déduire I'observation suivante:

Observation 4.12. Soit G un graphe P,-sparse mon connexe. Alors, toute composante

connexe de GG est soit une araignée ou le joint de deux graphes.
Le résultat suivant est une caractérisation des arraignés aréte b-cririques.

Théoréme 4.13. Soit G une arraigné. Alors G est aréte b-critique si et seulement si G

est un graphe complet.
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Preuve. Soit G = (V, E) une araignée aréte b-critique avec V. = RU K U S. La
définitionn de G implique que,

A(G) = |K|+ . (4.1)

Soit ¢ une b-coloration de G avec b(G) couleurs. Nous allons montrer que RU S ne contient
aucun b-sommet et que tout sommet de K est un b-sommet. Supposons au contraire
que R U S contient un b-sommet, disons z. La définition de I'araignée implique que
dg(z) <|R|+ |K|— 1. En appliquant ’Observation 4.5, on obtient A(G) < |K|+ |R| — 1.
Ceci contredit la condition 4.1. Donc R U S ne contient aucun b-sommet. Supposons
maintenant que K contient un certain non b-sommet y. Soit z un voisin de y dans S. 11
est immediat de voir que b(G — zy) > b(G), ce qui constitue une contradiction. D’ou,
tous les sommets de K sont des b-sommets. En conséquence, toutes les couleurs de ¢ sont
présentes dans K. Ceci implique que S U R = ) car sinon b(G — e) > b(G), pour toute
aréte e ¢ F(G[K]). Do, G est un graphe complet d’ordre | K] .

La condition suffisante est simple a vérifier. Ceci achéve la preuve du Théoreme. [
Du Théoréme 4.13 et 'observation 4.5, on peut déduire le résultat suivant

Observation 4.14. Soit G un graphe Pjy-sparse aréte b-critique non conneze et soit G
une composante connexe de G. Si G; est une araigniée (S, K, R), alors:
i) S'UR ne contient aucun b-sommet et tous les sommets de K sont des b-sommets.

i1) Pour toute b-coloration de G avec b(G) couleurs, toute couleur dans S n’apparait pas

dans R.

Définissons maintenant la famille de graphes suivante qui nous sera utile pour la suite.

Définition 4.15. Soit G; un graphe connexe d’ensemble de sommets S° U KU R qui
satisfait les conditions suivantes:

1. K* est une clique et R, S* sont des stables.

2. K" 0, S"UR #10.

3. G; est une araignée fine (S, K', R') ou le joint de deux graphes G[R'] et G[K'| (différent
d’une clique). Si R' =0, alors G; est une araignée fine (S*, K*).
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P
Pour tout entier p > 2, soit G = UGi I'union des p composantes connexes G, G, .., G,

i=1
tels que, outre les trois conditions précédentes, les ensembles S, K et R satisfont la condi-

tion suivante:

P P
Si ' =0, alors ‘PJ‘ = U K| sinon |Rl| = U K’ —1.
j=1 (i) j=1 (i)

Soit G une collection de graphes définie comme ci-dessus. Alors, Il est aisé de remarquer
que tout graphe G € G satisfait,

p

A(G)=AG) =) |K'| -1, ie{l,..p}

i=1

Un exemple de deux graphes de la famille G est donné dans la Figure 4.3.

(b) Graphe H = H; + H>

F1GURE 4.3. Deux graphes de la famille G
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L’observation suivante est facile a vérifier.

Observation 4.16. Si G € G, alors b(G) = A(G) + 1.

Preuve. Soit G un graphe de G. Une b-coloration de G avec A(G) + 1 couleurs
p

est obtenue en colorant chaque sommet de UK “ avec une couleur différente et, pour
tout stable R', nous colorons les |R'| sommets par une couleur qui n’apparait dans K.
Finalement, nous colorons chaque sommet S* avec la méme couleur de telle sorte que cette

couleur n’apparait pas dans (K*U RY). O

Par ailleurs, par une simple vérification, on peut constater que les graphes de la famille

G sont aréte b-critiques.
Observation 4.17. St G € G, alors il est aréte b-critique.

Lemme 4.18. Si G; est une composante connexe d’un graphe Py-sparse aréte b-critique,

alors tous les b-sommets de G; forment une clique.

Preuve. Soit G un graphe Pj-sparse aréte b-critique non connexe et soit GG; une com-

posante connexe de G. Par I’Observation 4.12, on peut distinguer deux cas.

Cas 1: G; est une araignée. L’Observation 4.14 nous permet de constater que tous les

b-sommets de G; forment une clique.

Cas 2: G; est le joint de deux graphes, disons G[A] et G[B]. Supposons que G; =
G[A] V G[B] contient deux sommets x,u € A de méme couleur. Théoréme 4.3 (i) im-
plique que z ou u, disons u, est un non b-sommet. Il s’en suit que, pour tout sommet
z € B, b(G —uz) > b(G), contradiction. Ainsi, aucune couleur ne peut apparaitre deux
fois dans A. Similairement, tous les sommets de B sont de couleurs différentes. Par

conséquent, tous les b-sommets de G; forment une clique. O

Il convient de noter que le lemme 4.18 reste vrai méme pour les graphes P;-sparse aréte

b-critique connexes. Ainsi, une conséquence directe de ce lemme est:
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Observation 4.19. Soit G = G, V G5 le joint de deux graphe G et Go. Alors G est un

graphe Py-sparse aréte b-critique si et seulement si G est un graphe complet.
Le lemme suivant a été prouvé par C.T. Hoang and M. Kouider [42].

Lemme 4.20. [42] Soit p > 1 un entier. Soit G' et K, deux graphes de sommets disjoints
ou K, est une clique de p sommets, et soit G = G'+K,. Alors, on a b(G) = maz{b(G"),p}.

Maintenant, nous donnons une caractérisation des graphes Pj,-sparse aréte b-critiques.

Théoréme 4.21. Soit G = (V, E) un graphe Py-sparse. Alors G est aréte b-critique si et

seulement si G est un graphe complet ot G € G.

Preuve. Soit G = (V,E) un graphe Pj-sparse. Il est immédiat de voir que les
graphes complets sont aréte b-critiques. Par ailleurs, I’Observation 4.17 implique que
tout graphe de G est aréte b-critique. Il suffit donc de montrer la condition nécessaire. Par

le Théoréeme 4.11, on peut distinguer trois cas.

Cas 1: G est non connexe. Alors G est le joint de deux graphes G; et Gy. Au vu de

I’Observation 4.19, on en conclut que G est un graphe complet.

Cas 2: G est non connexe. Alors GG est 'union d’au moins deux composantes connexes.
Soit GG; une composante de GG. Puisque G est non connexe, alors G = G' + G;, ou G’

est un sous-graphe induit de G. Comme G est sans sommets isolés, alors E(G’) # ) et

V(G| > 2.
Fait 5. G; n’est pas une clique.

Preuve du Fait 5. Supposons que G; est une clique d’ordre p. Le Lemme 4.20 implique
que, b(G) = b(G") ou p. Si b(G) = p alors b(G — ¢) > b(G), pour toute aréte e de G’ sinon
b(G — e) > b(G), pour toute aréte e de G;. On a donc une contradiction dans les deux

cas, ce qui prouve que G; n’est pas une clique.

Fait 6. A(G;) = A(G).
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Prewve du Fait 6 . Supposons que A(G;) < A(G). Au vu de ’Observation 4.5, G; ne
contient aucun b-sommet. Par conséquent, b(G; — e) > b(G;), pour toute aréte e de G,

contradiction.

Fait 7. G, est un graphe scindé d’ensemble de sommets K' U S, ou K est une clique
et S, |SY| > 2, est un stable. En outre, tous les sommets de K* ont le méme nombre de

voisins dans S°.

Preuve du Fait 7. Soit ¢ une b-coloration de G' avec b(G) couleurs. Soit K I'ensemble
de tous les b-sommets de ¢ dans G;. Le Lemme 4.18 implique que K est une clique. En
revanche, le Théoréme 4.3 et le Fait 5 montrent que V(G;)\ K* est un ensemble stable non
vide. Donc G est un graphe scindé. Posons S* = V(G;)\ K. Supposons que S’ contient un
seul u. Vu que G; est sans sommets isolés, alors « a au moins un voisin dans K*. Montrons
que tout sommet de K? est un voisin de u. Supposons au contraire qu’il existe un sommet
r € K' qui n’est pas adjacent a u. Il est immédiat de voir que dg,(z) = A(G;) — 1, cela
découle de la définition de G;. Par ailleurs, le Fait 6 implique que, dg,(z) = A(G) — 1. De
ce fait, selon ’Observation 4.5, y est un non b-sommet, contradiction. Ceci implique que
G; est une clique; ce qui contredit le Fait 5. D’oi1, S? contient au moins deux sommets.
Enfin, il convient de signaler que I’Observation 4.5 implique que tous les sommets de K*

ont le méme nombre de sommets dans S*.
Fait 8. G; n’est pas une araignée épaisse.

Prewve du Fait 8. Supposons que G; est une araignée (S, K, R). Si |S]| = |K| = 2,
alors on peut considérer GG; comme étant une araignée fine. Supposons donc que G; est
une araignée épaisse avec |S| > 3 et considérons une b-coloration de G utilisant b(G)
couleurs. Nous allons montrer que tous les sommets de S sont de couleurs différentes. En
effet, supposons que S contient deux sommets, disons si, s, de méme couleur. Puisque
|K| = |S| > 3, alors la structure de G; implique qu’il existe un sommet x € K qui est
adjacent & sq, s3. Au vu de ’Observation 4.14, s; et s, sont des non b-sommets. De ce fait,
b(G; — zs;) > b(G;) pour i = 1 ou 2, contradiction. D’ot, tous les sommets de S sont de

couleurs distinctes. Etant donné que chaque sommet de K n’est pas adjacent & tous les
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sommets de S, alors chaque sommet de K a un voisin dans R tel que sa couleur apparait

dans S. Ceci contredit ’Observation 4.14. D’ou, GG; n’est pas une araignée épaisse.
Enfin, il convient de souligner que le Fait 7 implique que, G|R] est soit un graphe

discret ou bien un graphe scindé. Donc sans perte de généralité, on peut supposer que

SUR=S"et K = K"

Fait 9. Si G; est une araignée (K, S), alors G = Cr(K,) + K ,, oup = |K]| et |V(G)| =
3p+ 1 (Voir Figure 4.3 (b))

Prewve du Fait 9. Soit G; une araignée (K,S). D’apres les Faits 7 et 8, G; est une
couronne d’une clique Cr(K,) on K = K' et S = S* et p = |K|. De plus, ’Observation
4.14 implique que G; contient |K| b-sommets. Vu que A(G;) = |K|, alors le Théoréme
4.4 et le Fait 6 impliquent que b(G) = |K| + 1. Donc G = G; + G’ ou G’ est un sous
graphe induit de G qui contient un seul b-sommet, disons y. Le Théoréme 4.3 et le Fait 5
impliquent que V' (G’) \ {y} est un ensemble stable non vide. Puisque G est sans sommets
isolés, alors tous les sommets de V(G’) \ {y} sont adjacents & y. Ceci implique que G’ est

une étoile d’ordre |K|+ 1. D’ou G = Cr(K) + K, avec |[V(G)| = 3| K| + 1.

En utilisant ’Observation 4.12 et les Faits 5-9, on peut déduire que, G; est soit le joint
de deux graphes G[K'] et G[S'] ou K* et S’ sont, respectivement, clique et stable vérifiant
A(G;) = |K'| + |S'| — 1, soit il est une araignée fine (S, K, R) avec A(G;) = |K| + |R]
ou SUR = S"et K = K’ ou bien il est une araignée fine (S, K)koﬂ S=5,K=K-"

D’autre part, le Lemme 4.18 et le Théoreme 4.3 impliquent que UK ¢ est un b-systéme

i=1
k k

de G. Donc b(G) = > |K?|. Le Théoréme 4.4 et et le Fait 6 impliquent que > |K?| =
i=1 i=1

A(G)+ 1= A(G;) + 1. En conséquence, G € G.

Cas 3: (G est une araignée. Alors, le Théoréme 4.13 implique que G est un graphe complet.

Ceci termine la preuve du Théoréeme 4.21. O]
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4.3 Graphes quasi-adjoints aréte b-critiques

Cette section est consacrée a I’étude des graphes quasi-adjoints aréte b-critiques. Un graphe
est dit quasi-adjoint si le voisinage de tout sommet peut étre couvert par deux cliques
(c’est a dire, se partage en deux clique); ce qui est équivalent a dire que le complémentaire
du voisinage de tout sommet est un graphe biparti. La classe des graphes adjoints est
contenue strictement dans la classe des graphes quasi-adjoints qui, elle méme, est contenue
strictement dans la classe des graphes sans K 3. Par exemple, le graphe sans K 3 de la
Figure 4.4 n’est pas un graphe quasi-adjoint et le graphe quasi-adjoint Hy d’ordre 6 de la
Figure 4.5 n’est pas un graphe adjoint.

FIGURE 4.4. Graphe sans K 3 qui n’est pas un garphe quasi-adjoint.

Pour commencer, introduisons un certain graphe Hy qui joue un réle important dans

cette section.

Définition 4.22. Soient K, une clique d’ordre n > 3 et x,y deux sommets de K,,. Le
graphe Hy est obtenu a partir de la clique K,, en supprimant l’aréte xy et en ajoutant deux

arétes pendantes xu,yv, ot u,v ¢ K, sont deur sommets supplémentaires.
L’observation suivante est facile a vérifier.

Observation 4.23. H est aréte b-critique. De plus, b(Hy) = b(K,) = n.

Dans le but de caractériser les graphes quasi-adjoints arétes b-critiques, plusieurs ré-

sultats intermédiaires sont nécessaires pour la démonstration de ce résultat.

Lemme 4.24. Soit G un graphe quasi-adjoint aréte b-critique. Soient ¢ une b-coloration
de G utilisant b(G) couleurs et S un b-systéme de c. Alors tout sommet de S a au plus

deuz voisins dans V\S.
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K4 HO

F1GURE 4.5. Exemple d'un graphe Hjy obtenu a partir d’une clique d’ordre 4.

Preuve. Soit  un sommet de S. Par le Théoréme 4.3, V' \ S est un ensemble stable.
De ce fait, = est adjacent a au plus deux sommets de V'\ S, sinon G contient K; 3 comme

sous-graphe induit. O

Lemme 4.25. Soit G un graphe quasi-adjoint aréte b-critique. Soient ¢ une b-coloration
de G utilisant b(G) couleurs et S un b-systéme de c. Si G # K, Hy, alors tout sommet

de S a au moins un voisin dans V' \ S.

Preuve. Soit G # K,,, Hy un graphe quasi-adjoint aréte b-critique et soit x un b-sommet
d’une certaine b-coloration optimale ¢ de G. En premier lieu, il convient de noter que N(z)
est 'union de deux cliques, disons A et B. Supposons que tous les voisins de = sont des
b-sommets. Au vu de I’Observation 4.5 et du Théoréme 4.3, on en conclut que S = N|x].
Si N(z) est une clique, alors par le Théoreme 4.4, b(G) = A(G) + 1 = w(G). Vu que
GG est sans sommets isolés, alors ’Observation 4.9 implique que G = K,,, contradiction.
Donc N(x) n’est pas une clique. Par conséquent, N(x) contient deux b-sommets z; € A,
T9 € B tels que x; est non adjacent a x5. Ceci implique que z; (resp. z5) est adjacent a
un certain sommet wu; (resp. us) de couleur ¢(z3) (resp. ¢(z1)). D’aprés le Théoréme 4.3,
uy et us sont des non b-sommets; de plus, ils sont non adjacents. Par supposition, x n’est

pas adjacent a uj, us. Ceci nous ameéne a réclamer le fait suivant:
Fait 10. z; (i = 1,2) est adjacent exactement a un seul non b-sommet.

Preuve du Fait 10. Supposons que z; (i = 1,2) est adjacent & un autre non b-sommet
v; # u;. D’apres le Théoréeme 4.3, v; n’est pas adjacent & u;. Ainsi, par supposition, x
n’est pas adjacent & v;. De ce fait, les sommets z, ;, u;, v; induisent un K 3, contradiction.

Do, x; (i = 1,2) est adjacent exactement a un seul non b-sommet. D’ou le Fait 10 est
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démontré.

Cela signifié qu’a 'exception de x; (i = 1,2), le sommet z; (j = 1,2 et j # i) est adjacent
a tous les b-sommets de G. Montrons maintenant que, tout b-sommet de N(z) autre
que 1,79 est adjacent a tous les b-sommets de G. Supposons au contraire qu’il existe
un b-sommet r3 € A, (r3 # x1), qui n’est pas adjacent & un certain b-sommet z, € B,
(x4 # z3). En vue de cela, x5 est adjacent a un certain non b-sommet uz de couleur c(zy).
D’apres le Fait 10, la couleur ¢(z3) apparait dans le voisinage de z7 et xs. De ce fait, x4
et x5 sont non adjacents a ug car sinon pour i = 1,2, b(G — x;u3) > b(G), ce qui contredit
le fait que G est aréte b-critique. Par conséquent, les sommets 1, x3, u3, T2 induisent un
K, 3, contradiction. D’ou, tout b-sommet de N(z) autre que z1, 25 est adjacent a tous les

b-sommets de G.
Ceci implique que G = Hj, contradiction. Ceci termine la preuve du Lemme 4.25. O]

Soit F = {F}, ..., F7} I'ensemble des graphes de la Figure 4.6.

TIAAM R
1]

FIGURE 4.6. La Classe F = {F}, ..., F7}
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Lemme 4.26. Soit G = (V,E) un graphe quasi-adjoint aréte b-critique différent des
graphes F; (i = 4,5,6,7) de la classe F et soit ¢ une b-coloration de G utilisant b(G)

couleurs. Alors, tous les non b-sommets de ¢ sont de couleurs distinctes.

Preuve. Soit G = (V, E) un graphe quasi-adjoint aréte b-critique différent de F; (i =
4,5,6,7). Soit S un b-systéme d’une certaine b-coloration optimale ¢ de G. Trois cas sont

a distinguer selon la valeur de b(G).
Cas 1: b(G) > 4.

Supposons qu'il existe deux sommets u;,us € V'\ S de méme couleur. Ceci nous ameéne a

réclamer le fait suivant:
Fait 11. N(Ul) N N(Uz) = @

Preuve du Fait 11. Supposons que N (u;) NN (ug) contient au moins un sommet, disons
z. Au vu du Théoréme 4.3, z € S, cela découle du fait que V'\ S est un stable. De ce fait,
pour i = 1,2, b(G — zu;) > b(G), contradiction. D’ott N(u1) N N(ug) = 0. Ceci termine la

preuve du Fait 11.

Vu que G est sans sommets isolés, alors N (u;)NS # 0 (i = 1,2). Soient x1, x5 deux sommets
de S tels que pour i = 1,2, u; est adjacent a z;. Par le Théoréme 4.3, ¢(x1) # c(x9). Soit x3
un sommet de S de couleur ¢(uy). Le Théoréme 4.3 implique que c¢(x3) # c(x;) (i = 1,2).
Par ailleurs, x3 n’est pas adjacent a z1,xy car sinon b(G — z;u;) > b(G) (i = 1,2).
Soient vy, vy € N(z3) deux sommets de couleurs c¢(x;) et ¢(x2) respectivement. Au vu du
Théoreme 4.3, v, v9 € V' \ S; de plus, ils sont non adjacents. Posons I = S\ {1, x2, 23}
Comme b(G) > 4, alors I # (). Comme z3 est un b-sommet, alors il a besoin de toutes les
couleurs qui apparaissent dans I. Par ailleurs, vu que z3 a deux voisins dans V' \ S, alors

le Lemme 4.24 implique que,
x3 est adjacent & tous les sommets de 1. (4.1)

Supposons que x; n’est pas adjacent & xs. D’aprés le Théoréeme 4.3, la couleur ¢(x;),

(i = 1,2), n’apparait pas dans I, cela découle du fait que deux b-sommets quelconques
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sont de couleurs distinctes. Donc, pour i = 1,2, x; est adjacent & un certain non b-sommet,
disons w;, de couleur ¢(z;) (j = 1,2 et j # 7). Alors, x; (i = 1,2) a exactement deux
voisins, u;, w; dans V' \ S. Il est immédiat de voir que c¢(w;) # c(u;). Par ailleurs, puisque
x; (i = 1,2) est un b-sommet, alors il a besoin de toutes les couleurs qui apparaissent dans
I. Or, d’apres le Lemme 4.24, on peut constater que x; (i = 1,2) est adjacent a tous les
sommets de I. De plus, la condition 4.1 nous permet de conclure que x1, o et x3 ont
le méme voisinage dans I. De ce fait, pour tout sommet y € I, les sommets y, x1, x2, T3
induisent un K 3, contradiction.

Supposons maintenant que z; est adjacent & xy. Montrons d’abord que x; ou x5 a
exactement deux voisins dans V' \ S. Supposons le contraire. D’aprées les Lemmes 4.24 et
4.25, pour i = 1,2, u; est le seul voisin de z; dans V' \ S. Vu que z; (i = 1,2) a besoin
de toutes les couleurs qui apparaissent dans I, alors x; est adjacent a tous les sommets de
I. D’ou, la condition 4.1 implique que, x1,zs et 3 ont le méme voisinage dans /. De ce
fait, pour tout sommet w € I, w est non adjacent a vy, vy car sinon b(G — wv;) > b(G)
(1 = 1,2). Dans ce cas, pour tout sommet w € I, les sommets w, x3, vy, ve induisent un
K, 3, contradiction. D’otl, z; ou w3, disons 1, a exactement deux voisins u; et w; dans
V\S.

11 est immeédiat de voir que c(wy) # c(z;), (i = 1,2, 3). Si x5 est non adjacent a wy, alors
x1,Ta, ur, w; induisent un K 3, contradiction. Sinon, on distingue deux sous cas selon la

valeur de b(G).

Si b(G) = 4, alors I contient un seul sommet, disons w. Au vu du Théoréme 4.3, c(w) =
c(wy). Le sommet w n’est adjacent a aucun sommet de ’ensemble {1, xa, uy, ug, wy} car
sinon b(G — zqwy) > b(G) ou b(G — zaw,) > b(G) ou b(G — wuy) > b(G) ou b(G — wugy) >
b(G). Siw est adjacent a v; et vy, alors, en utilisant la condition 4.1, on trouve que G = Fg
(Voir Figure 4.6), contradiction. Si w est adjacent uniquement & vy, alors puisque w est
un b-sommet, il est adjacent & un autre non b-sommet, disons vs, de couleur ¢(vs). En
uitilisant la condition 4.1, on trouve que G = F7, contradiction. Si w n’est pas adjacent
a v et vy, alors la condition 4.1 implique que les sommets x3, v1, v2, w induisent un K 3,

contradiction.
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Si b(G) > 5, alors d’apreés le Lemme 4.24, [ contient un sommet w’ # w qui est adjacent a
x1 et x9. Dans ce cas, w’ ne peut pas étre adjacent a vy et vy. Ceci implique que I’ensemble

{w’', x3,v1,v2} forme une étoile K 3, contradiction.
Cas 2 : b(G) = 3.

Soient x1, 9 et x3 trois b-sommets de couleurs 1,2 et 3 respectivement. Supposons que
pour ¢ = 1,2, x; est adjacent & un non b-sommet u; de couleur 3. Il est clair que u;
(¢ = 1,2) n’est pas adjacent a x;; u; (j = 1,2 et j # i) et x3 n’est pas adjacent a x;, u;
(1 = 1,2). De ce fait, x3 est adjacent & deux non b-sommets v; et vy de couleurs 1 et 2,
respectivement. Le sommet x; (i = 1,2) n’est pas adjacent a v; (j = 1,2 et j # ), sinon
v; serait un b-sommet, ce qui contredit le Théoréme 4.3. Ainsi, il est immeédiat de voir
que x; n’est pas adjacent & v; puisque ils ont la méme couleur. D’apres le Théoréeme 4.3,
les sommets u;, v; (i = 1,2) induisent un stable. Si z; n’est pas adjacent a xo, alors x;
(¢ = 1,2) est adjacent & un certain sommet w; (j = 1,2 et j # i) de couleur j. Ceci

implique que, G = F5, contradiction. Si x; est adjacent a x, alors G = F}, contradiction.

Finalement, il est facile de voir que, si G est aréte b-critique avec b(G) = 2, alors G = K.

Donc, tout sommet de G est un b-sommet, c’est a dire V' '\ .S = (). O
Lemme 4.27. 51 G # K,,, Hy est un graphe quasi-adjoint aréte b-critique, alors b(G) < 5.

Preuve. Soit G # K,, Hy un graphe quasi-adjoint aréte b-critique. Il est facile de
vérifier que b(Fy) = b(F5) = 3 < 5 et b(Fg) = b(F;) = 4 < 5. En vue de cela, on
peut supposer que G # F; (i = 4,5,6,7). Soit x un b-sommet quelconque d’une certaine

b-coloration ¢ de G avec b(G) couleurs. Au vu du Théoréme 4.4,
Toutes les couleurs de N(x) sont distinctes. (4.2)

Par ailleurs, la définition de G implique que N(z) = AU B ou A et B sont deux cliques
d’ordre |A| et |B| respectivement. Sans perte de généralité, on peut supposer que |A| >

|B| . Ceci nous ameéne a réclamer le fait suivant:

Fait 12. Tous les non b-sommets de V\N|x] dont leurs couleurs apparaissent dans A

(resp., B) sont non adjacents & A (resp. B).
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Prewve du Fait 12. Soit z € VN N|z] un non b-sommet dont sa couleur apparait dans
A. Supposons que z a un voisin, disons x1, dans A. Le Théoréme 4.3 implique que x; est
un b-sommet. Puisque la couleur ¢(z) apparait deux fois dans le voisinage de x;, alors
b(G — zx1) > b(G), contradiction. En conséquence, la symétrie entre A et B nous permet
de conclure que tout non b-sommet de V\ V[z| dont sa couleur apparait dans A (resp.,

B) est non adjacent & A (resp. B). D’ou, le Fait 12 est démontré.

Pour prouver que b(G) < 5, il suffit de montrer que dg(x) < 4. Supposons au contraire
que dg(z) > 5. Ceci implique que |A| > 3. D’apres les Lemmes 4.24 et 4.25, N (x) contient

r non b-sommets, 1 < r < 2. De ce fait, deux cas sont a distinguer selon la valeur de r.
Cas 1: r =2.

Soit w,v € N(x) deux non b-sommets. Au vu du Lemme 4.24, tous les sommets de
N(z)\{u,v} sont des b-sommets. Tandis que le Lemme 4.26 implique que c(u) # c(v).
Par le Théoréeme 4.3, u est non adjacent a v, cela découle du fait que les non b-sommets
forment un stable. De ce fait, u, v ne peuvent pas étre a la fois dans A (ou dans B). D’ou,
on peut supposer que u € A et v € B. Soit y un b-sommet de couleur ¢(u). Il est immeédiat
de voir que y ¢ A et y # x. Par ailleurs, y ¢ B car sinon, b(G — xu) > b(G). Donc
y € VNUWV[z]. Vu que y est un b-sommet, alors il est adjacent & un certain sommet u; de
couleur ¢(x). D’apres le Théoréme 4.3, u; est un non b-sommet (car sinon wu; serait un
b-sommet de couleur répétée). Montrons alors que y n’a aucun voisin dans A. Supposons
au contraire que y est adjacent & un certain sommet w € A tel que w # u. Dans ce
cas, b(G — uw) > b(G), contradiction. Donc y n’est adjacent a aucun sommet de A. Vu
que y est un b-sommet, alors le fait que |A| > 3 et la condition 4.2 impliquent que y est
adjacent a au moins deux sommets w5, ug dont leurs couleurs apparaissent dans A. D’aprés
le Théoréme 4.3, us et uz sont des non b-sommets. De plus, uy, ug ¢ B car sinon pour
i =2ou3, b(G—xu;) > b(G). Puisque les non b-sommets uy, us, ug sont deux a deux non

adjacents, alors les sommets y, u1, ug, uz induisent un K 3, contradiction.
Cas 2: r=1.

Alors N(z) contient un seul non b-sommet, disons u. En d’autres termes, les sommets de
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I'ensemble N(z)\{u} sont des b-sommets. Vu que |A| > 3, alors par un raisonnement
semblable au Cas 1, on peut montrer que u ¢ A. Ceci implique que u € B et 1 < |B| < 2.
Le sommet u ne peut pas étre adjacent & tous les sommets de A, sinon, lui méme serait
un b-sommet. D’ot, A contient un certain b-sommet, disons x1, qui n’est pas adjacent a
u. Vu que x; est un b-sommet, alors il est adjacent a un sommet, disons y, de couleur
c(u). D’apres le Lemme 4.26, y est un b-sommet. De plus, y n’est pas adjacent a z, sinon,
b(G — zu) > b(G). D’ou, y € VN N[z]. Le sommet y a besoin de la couleur ¢(z) dans son
voisinage. De ce fait, y est adjacent a un certain sommet u; de couleur ¢(z). D’apres le
Théoréme 4.3, u; est un non b-sommet. Clairement, u; n’est adjacent & aucun sommet de

N(z). Ceci nous ameéne a réclamer le fait suivant:
Fait 13. y est adjacent a tous les sommets de A.

Preuve du Fait 13. Supposons qu’il existe un sommet zo, € A tel que y n’est pas
adjacent & x5. Vu que y est un b-sommet, alors il adjacent & un certain sommet u, de
couleur ¢(x). D’apres le Théoréme 4.3, us est un non b-sommet. Le Fait 12 implique que
us n’est adjacent & aucun sommet de A. Ainsi, le Théoréme 4.3 implique que us n’est pas
adjacent a uy. Ceci implique que les sommets 1, y, u1, us induisent un K 3, contradiction.

Donc y est adjacent a tous les sommets de A. D’ou le Fait 13 est démontré.

Si B = {u}, alors |A| > 4 et G = H,, contradiction. Si B = {u, 2’} ou 2’ est un b-sommet,

alors nous réclamons le fait suivant:
Fait 14. 2’ est adjacent a tous les sommets de A, |A| > 3.

Preuve du Fait 14. Supposons qu’il existe un sommet z; € A non adjacent & z’. De
ce fait, 2’ est adjacent & un certain non b-sommet, disons usz, de couleur ¢(x;). Le Lemme
4.24 implique que z’ est adjacent a tous les sommets de A\ {x;}. Le Fait 12 implique que
u3 n’a aucun voisin dans A. Puisque tous les sommets de A sont adjacents & y, alors il est
clair que u n’est adjacent & aucun sommet de A. Dans ce cas, pour tout sommet x; # x;
de A, lensemble {x;, 2", u, us3} forme une étoile K7 3, contradiction. Donc 2z’ est adjacent

a tous les sommets de A. D’ou, le Fait 14 est démontré.

Le sommet y ne peut pas étre adjacent a 2’ car sinon b(G — uz’) > b(G). Puisque y est un
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b-sommet de couleur c(u), alors il est adjacent a un certain non b-sommet u4 de couleur
c(z’). Comme z’ est adjacent a tous les sommets de A, alors uy4 n’est adjacent a aucun
sommet de A. D’aprés le Théoréme 4.3, u; n’est pas adjacent a uy. Ceci implique que
I'ensemble {x1,y,u1,us} forme une étoile K 3, contradiction. Ceci termine la preuve du

Lemme 4.27. O

Nous sommes maintenant en position de caractériser les graphes quasi-adjoints aréte

b-critiques.

Théoréme 4.28. Soit G un graphe quasi-adjoint. Alors G est aréte b-critique si et seule-

ment si G = K,,, Hy ou G € F (Voir Figure 4.6).

Preuve. La condition suffisante peut étre vérifiée en examinant les graphes K,, Hy
et ceux de la Figure 4.5. Etablissons alors la condition nécessaire. Soit G' un graphe
quasi-adjoint aréte b-critique. Si b(G) > 6, alors d’aprés le Lemme 4.27, G = K, ou
Hy. Considérons maintenant le cas ou b(G) < 5. 1l est facile de voir que le théoréme est
vérifié pour G = F; (i = 4,5,6,7). Supposons alors que G # F; (i = 4,5,6,7). Soit x un
b-sommet d’une certaine b-coloration optimale ¢ de GG. D’aprés le Théoréeme 4.3, tous les
b-sommets de ¢ ont des couleurs différentes. Aussi, le Lemme 4.26 implique que, tous les
non b-sommets de ¢ sont de couleurs différentes. En d’autres termes, si G' contient deux
sommets de méme couleur, alors I'un des deux sommets est un b-sommet et ’autre est un
non b-sommet. Puisque que G est quasi-adjoint, alors N(z) = AUB ou A et B, (|A| > |B|),
sont deux cliques. D’apres le Théoreme 4.4 et 'Observation 4.5, |[AU B| = b(G) — 1 < 4.
Vu que |[A| # 0 et [B] # 0, alors max{|A|,|B|} < 3. D’aprés les Lemmes 4.24 et 4.25,

N(z) contient un ou deux non b-sommets. De ce fait, deux cas sont a distinguer:

Cas 1: N(x) contient un seul non b-sommet.

Soient u € N(z) un non b-sommet et {z; : 1 <i < 3} I'ensemble de tous les b-sommets de

N(z).
Cas 1.1: b(G) = 5. Alors |AU B| = 4. D’ou, trois cas sont a distinguer.

a) A={x,x2} et B ={x3,u}.
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Le sommet u ne peut pas étre adjacent & tous les sommets de A, sinon, lui méme serait
un b-sommet. Donc A contient un sommet, disons x;, qui n’est pas adjacent a u. Vu que
x1 est un b-sommet, alors il est adjacent & un certain sommet y ¢ N[z| de couleur c(u).
D’apres le Lemme 4.26, y est un b-sommet. Puisque y n’est pas adjacent a x, alors il est
adjacent a un sommet u; de couleur ¢(z). Il est immeédiat de voir que u; ¢ N(z). Ainsi, u,
est un non b-sommet, sinon, on aura une contradiction avec le Théoréme 4.3. Par ailleurs,
uy n'est adjacent & aucun sommet de A car sinon, pour i = 1 ou 2, b(G — z;u1) > b(G).

Ceci nous ameéne a reclamer le fait suivant:
Fait 15. y est adjacent a x».

Preuve du Fait 15. Supposons le contraire. Alors y est adjacent a un sommet uy de
couleur ¢(x3). D’apres le Théoréme 4.3, uy est un non b-sommet. Par ailleurs, uy n’est
pas adjacent a xy, sinon, b(G — z1uz) > b(G). Ceci implique que ’ensemble {z1,y, u1, us}

forme un K 3, contradiction. D’otl y est adjacent a x5. Ceci termine la preuve du Fait 15.

D’un autre coté, y n’est pas adjacent a x3, sinon, b(G — z3u) > b(G). 1l s’en suit alors que
y est adjacent & un sommet uz de couleur ¢(x3). Le Théoréme 4.3 implique que u; n’est
pas adjacent & uz. De ce fait, uz est adjacent & tous les sommets de A, sinon, les sommets
y,uy,u3, z; (1 =1 ou 2) induisent un K 3. Il s’en suit alors que z3 n’est adjacent & aucun
sommet de A car sinon, pour i = 1 ou 2, b(G — z;u3) > b(G). D’ou z3 est adjacent a deux
non b-sommets uy et us de couleurs c(z1) et ¢(xs). Dans ce cas, ensemble {x3, u, uy, us}

forme une étoile K 3, contradiction. Donc, ce cas ne peut pas se produire.
b) A ={x1, 19,23} et B = {u}.

Puisque v est un non b-sommet, alors il existe un sommet de A, disons x1, qui n’est pas
adjacent a u. Ceci implique que z; est adjacent a un sommet y de couleur ¢(u). Par un
raisonnement semblable au cas précédent, on en conclut que, y est un b-sommet qui est
adjacent & xo. Par symeétrie, y est adjacent & x3. Aussi, il existe un non b-sommet, disons
uy, de couleur ¢(z) qui est adjacent & y et qui n’a aucun voisin dans N(z). Ceci implique

que G = Hy avec |V (Hy)| = 7.

¢) A={xy,x9,u} et B={x3}.
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Le sommet u ne peut pas étre adjacent & x3, sinon, u serait un b-sommet. Alors x3 est
adjacent & un certain sommet y de couleur c¢(u). De fagon similaire au Cas 1, on peut
constater que y est un b-sommet qui est adjacent & un non b-sommet wu; de couleur c¢(z),
et u; n’est adjacent & aucun sommet de N(z). Par ailleurs, y n’est pas adjacent a w1, xs,
sinon, pour ¢ = 1 ou 2, b(G — x;u) > b(G). Il s’en suit alors que y est adjacent a deux
sommets uz et uy de couleurs ¢(z1) et ¢(xq) respectivement.. D’apres le Théoréme 4.3, uy
et uz sont des non b-sommets. Le Théoréme 4.3 implique que {u;,us,u3z} est un stable.
Ceci implique que G contient K 3 comme sous-graphe induit, contradiction. Donc, ce cas

ne peut pas se produire.
Cas 1.2: b(G) = 4. Alors |AU B| = 3. Deux cas sont a distinguer.
a) A= {x1,x2} et B = {u}.

Avec un argument similaire & celui utilisé plus haut, on constate que A contient un sommet,
disons x1, qui n’est pas adjacent & u. Ceci implique que x; est adjacent a un sommet y de
couleur ¢(u). De maniére similaire, on peut aussi montrer que y est un b-sommet qui est
adjacent & un non b-sommet, disons u;, de couleur ¢(z). Ainsi, u; n’a aucun voisin dans
N(z). Par le Fait 15, on constate que y is adjacent a z5. Ceci implique que G = H, avec

|V (Ho)| = 6.
b) A={z1,u} et B={xy}.

Similairement, u ne peut pas étre adjacent a z5. De ce fait, x5 est adjacent & un sommet y
de couleur ¢(u). On utilisera les arguments précédents, on constate que y est un b-sommet
qui est adjacent a un b-sommet u; de couleur ¢(x). Clairement, u; n’est adjacent a aucun
sommet de N(x). Aussi, y n’est pas adjacent & 1 sinon, b(G' — xzqu) > b(G). D’ou y est
adjacent & un certain non b-sommet us de couleur ¢(z;). Le sommet uy est adjacent & x,
sinon, ’ensemble {x2,y, u1, us} forme un K; 3. Comme z; est un b-sommet, alors z; est

adjacent & un certain non b-sommet ug de couleur c¢(x3). Ceci implique que G = F5.
Cas 1.3: b(G) = 3.

Supposons que A = {z;} et B = {u}. Le sommet u ne peut pas étre adjacent a x1, sinon,
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lui méme serait un b-sommet. Alors x; est adjacent & un b-sommet, disons y, de couleur
c(u). Puisque y n’est pas adjacent a x, alors il est adjacent a un certain sommet u; de
couleur ¢(x). Il est facile de montrer que u; n’a aucun voisin dans N(z). Ceci implique

que G = Ps = Hy avec |V (Hy)| = 5.
Cas 2: N(z) contient deux non b-sommets.

Soit u,v € N(z) deux non b-sommets et soit {z; : 1 < i < 2} Pensemble de tous les
b-sommets de N (z). Par un raisonnement semblable au Cas 1 du Lemme 4.27, on constate
que u, v ne peuvent pas étre a la fois dans A ou B. D’o1, on peut supposer que u € A et

v E B.

Cas 2.1: b(G) = 5. Deux cas sont a distinguer.
a) A= {x,u} et B = {xy,v}.

Soient y; et yo deux sommets de couleurs c(u) et c¢(v) respectivement. Le Lemme 4.26
implique que y; et yo sont des b-sommets. Le sommet y; n’est pas adjacent a xy, sinon,
b(G — zyu) > b(G). Alors y; n’est adjacent a aucun sommet de A. D’ou y; est adjacent
a un certain sommet u; de couleur ¢(zq). D’aprés le Théoréme 4.3, u; ne peut pas étre
adjacent a u. Par symétrie, yo n’est adjacent a aucun sommet de B. Par ailleurs, y, est
adjacent a un certain sommet us de couleur ¢(x3), et us ne peut pas étre adjacent a v.

Ceci nous amene a réclamer le fait suivant:
Fait 16. y;,y2 sont adjacents a un certain sommet, disons us, de couleur c(x).

Preuve du Fait 16. Puisque y; n’est pas adjacent a x, alors y; est adjacent a un certain
sommet u' de couleur ¢(x). De méme, yo est adjacent a un certain sommet u” de couleur
c(x). D’apres le Théoréme 4.3, v’ et u” sont non b-sommets. Mais le Lemme 4.26 implique

que v’ = u”. Si nous posons uz = v’ = u”, alors le Fait 16 est montré.

D’autre part, il est clair que ug n’est adjacent & aucun sommet de N(z). Siy; est adjacent
a v, alors {v, y1, ur, us} forme un K, 3, contradiction. Similairement, y, n’est pas adjacent

a u. Par un argument similaire, y; n’est pas adjacent a uy et yo n’est pas adjacent & u;.
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Comme y; est un b-sommet, alors il est adjacent & s, sinon, on aura une contradiction
avec le Lemme 4.26. Similairement, 3, est adjacent & x;. D’un autre coté, u; est adjacent
& 9, sinon, {xs9,y1,us,us3} forme un K3, contradiction. Ainsi, us est adjacent a . Le
sommet y; est adjacent & y, sinon, on aura une contradiction avec le Lemme 4.26. Ceci

implique que G = F}.
b) A= {x1,29,u} et B = {v}.

Soit y un b-sommet de couleur c¢(u). De maniére similaire au cas précédent, on peut
montrer que y n’a aucun voisin dans A U {z}. Alors y est adjacent & 3 non b-sommets de
couleurs ¢(x), c¢(z1) et ¢(x2). D’aprés le Théoréme 4.3, N|y| contient K3 comme sous-

graphe induit, contradiction. D’o11, ce cas ne peut pas se produire.

Cas 2.2: b(G) = 4.Vu que deux non b-sommets ne peuvent pas étre adjacents, alors

posons A = {x1,u} et B = {v}.

Soient y; et y» deux b-sommets de couleurs c(u) et ¢(v) respectivement. Le sommet y; ne
peut pas étre adjacent a xy, sinon, b(G — xyu) > b(G). Alors y; est adjacent a un certain
sommet u; de couleur ¢(z1). Il est clair que u; est un non b-sommet qui n’a aucun voisin
dans N(z). Puisque y; et y, sont non adjacents a z, alors par un raisonnement similaire
aux cas précédents, on peut montrer qu’il existe un non b-sommet uy de couleur ¢(z) qui
est adjacent a y; et y,. Clairement, uy n’a aucun voisin dans N(z). Si y; est adjacent a v,
alors {v, y1,uy, ug} forme un K 3, contradiction. Le sommet y; est adjacent a ys, sinon, on
aura une contradiction avec le Lemme 4.26. Si y, est adjacent a u, alors x; est adjacent
a v. Ceci implique que G = F3. Si y, n’est pas adjacent & u;, alors y, est adjacent a x;.

Dans ce cas, G = F3.
Cas 2.3: b(G) = 3.
On peut supposer que A = {u} et B = {v}.

Soient y; et yo deux b-sommets de couleurs c(u) et ¢(v) respectivement. Si y; et yo ont un
voisin en commun, disons ', alors z’ est un b-sommet de couleur ¢(x), ce qui contredit le

Théoreme 4.3. 1l s’en suit alors que y; (resp. y2) est adjacent & un certain non b-sommet,
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uy (resp. ug) de couleur ¢(x), ce qui contredit le Lemme 4.26. Donc, ce cas ne peut pas se

produire.

Enfin, il est facile de montrer que, si G est aréte b-critique avec b(G) = 2, alors G = K.

Ceci termine la preuve du Théoréeme 4.28. O

Dans [74], L.W. Beineke a montré qu'un graphe G est le graphe adjoint d’un autre
graphe si et seulement si G ne contient pas comme sous-graphe induit un membre de la
liste des neuf graphes présentés dans la Figure 4.7; autrementi dit, tout graphe qui n’est
pas le graphe adjoint d’un autre graphe contient un de ces neuf graphes comme sous-

graphe induit.

Il est facile de vérifier le graphe Hy d’ordre n > 3 n’est pas un graphe adjoint puisque
il contient le graphe (f) de la Figure 4.7 comme sous-graphe induit. Pour n = 3, Hy = P;
qui est bien le graphe adjoint de Ps. Par ailleurs, par une simple vérification, on peut
constater que K, et tous les graphes de la classe F ne contiennent aucun membre de la

Figure 4.7 comme sous-graphe induit. De ce fait, le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 4.29. Soit G un graphe adjoint. Alors G est aréte b-critique si et seulement

siG=K,, P ouG e F.

S SR b <P
> P HER

F1GURE 4.7. Neuf graphes minimaux qui ne sont pas des graphes adjoints.
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CHAPITRE 5

CARACTERISATION DES ARBRES B-CRITIQUES

Dans ce chapitre, nous proposons d’étudier 'effet de la suppression d’'un sommet quel-
conque d’un graphe G sur le nombre b-chromatique b(G). Un graphe G est appelé b-
critique si la suppression de tout sommet de G fait diminuer son nombre b-chromatique.
Nous étudions ci-apres les propriétés d'un tel graphe dans le cas d'un arbre T, ensuite
nous montrons que son nombre b-chromatique est égal & A(T) ou A(T') + 1. Enfin, nous

caractérisons les arbres b-critiques.

Ce travail a été accepté comme communication au colloque COSI’2011 [75] et a été

accepté aussi dans la revue Opuscula Mathematica [76].

5.1 Résultats sur les arbres b-critiques

Nous rappelons quelques définitions et résultats qui nous seront utiles pour la suite.

Définition 5.1. [8] Un arbre T = (V, E) est pivoté si T a exactement m sommets denses
et contient un sommet spécial v tel que:

(1) v nest pas dense.

(2) Tout sommet dense est adjacent 4 v ou & un sommet dense adjacent & v.

(3) Tout sommet dense adjacent a v et & un autre sommet dense est de degré m — 1.

Le sommet v est dit pivot.

Dans [3], Irving et Manlove ont montré qu’a I’exception de I'arbre pivoté le nombre

b-chromatique d’un arbre 7" est égal m(T") ou m(T) est le m-degré de T.

Théoréme 5.2. [3] Si T = (V,E) est un arbre piwoté, alors b(T) = m(T) — 1; sinon
b(T) =m(T).
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Nous commencons notre étude par quelques résultats spécifiques que nous utilisons a

plusieurs reprises dans la suite de ce chapitre.

Lemme 5.3. Soient T' un arbre b-critique et ¢ une b-coloration de T' avec b(T') couleurs.
Soit S l'ensemble de tous les b-sommets de c. Alors:

(i) Tout sommet de V(T)\ S a un voisin dans S.

(i1) Si z est un sommet support, alors z € S et il est le seul b-sommet de couleur c(z).
De plus, z ne peut pas avoir deux voisins de méme couleur de telle sorte que 'un deux est

une feuille.

Preuve. (i) Si un sommet u € V(T) \ S n’a aucun voisin dans S, alors ¢ reste une
b-coloration de T\ u avec b(T") couleurs.
(ii) Si chaque partie de (ii) n’est pas vérifiée, alors la suppression d’une certaine feuille

adjacente & z ne fait pas diminuer le nombre b-chromatique. O

Théoréme 5.4. Soient T' un arbre b-critique et ¢ une b-coloration de T avec b(T') couleurs.
Soit S l’ensemble de tous les b-sommets de c. Alors:

(1) ¢ ne peut pas avoir deur b-sommets de méme couleur, c’est a dire, |S| = b(T).

(11) Tout sommet w € V(T) \ S satisfait dr(u) < b(T) — 1.

(111) Tout sommet x € S satisfait b(T) — 1 < dp(x) < b(T).

Preuve. Posons k = b(T). Si k = 2, il est immédiat de voir que T = P, et le théoréme
est vérifié. Donc, on peut supposer que k > 3.
(i) Supposons que ¢ a deux b-sommets x et y de méme couleur. Si z ou y est un sommet
support, adjacent a une feuille z, alors ¢ reste une b-coloration avec k couleurs de T\ z,
contradiction. D’ou = et y ne sont pas des sommets supports. Enracinons maintenant 7’
en x. Soient uq,...,uy les voisins de . Comme x est un b-sommet, alors h > k£ — 1. Pour
tout i € {1,...,h}, soit T; une composante de 7"\ x qui contient u;. Vu que x n’est pas un
sommet support, alors 7; contient un sommet support z; de T'. Le Lemme 5.3 (ii) implique
que z; est le seul b-sommet de couleur ¢(z;) dans T'; en particulier, ¢(z;) # ¢(x). De ce
fait, T' contient au moins k£ — 1 b-sommets supports z1, ..., 2, de couleurs distinctes. Si le

nombre des sommets supports est plus que k£ — 1, alors deux entre eux ont la méme couleur,
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ce qui contredit le Lemme 5.3 (ii). Donc h = k — 1, et chaque 7} contient exactement
un seul sommet support. Si un sommet quelconque u de V(T') \ {z,21,...,2x_1} est de
degré au moins 3, alors le sous-graphe T; qui contient u contient deux sommets supports
de T', contradiction. D’out dp(u) < 2. En particulier, dr(y) < 2. Ceci implique que k = 3,
dr(z) = dr(y) = 2, et par le Lemme 5.3 (ii) on a aussi dr(z1) = dr(z2) = 2. Donc, T est
une chaine. Comme 7" contient au moins quatre b-sommets dont deux entre eux (z et y)
sont des sommets non-supports de méme couleur, il s’en suit alors que 7" est une chaine
contenant au moins 7 sommets. Mais dans ce cas, T' n’est pas b-critique, contradiction.

D’ou (i) est vérifiée.

D’aprés (i), on a S = {s1,82,...,Sk}, ou s; est 'unique b-sommet de ¢ de couleur i,

pour tout i € {1,...,k}. Par le Lemme 5.3 (i), on a V(T') = N[s1] U--- U N{sg].

(ii) Soit w un sommet quelconque de V(7T') \ S et supposons que dr(u) > k. Puisque
V(T) = Nls;)U---U N]|sg], on peut supposer que u € N(s1). Le sommet u est adjacent
a au plus k£ — 2 b-sommets, sinon u serait un b-sommet ou bien il n’y a pas une couleur
disponible pour u. Donc, on peut supposer que N (u)NS = {s1,...,s,.} avec 1 <r < k—2.
Comme T est un arbre, alors u a au plus un voisin dans N|s;] pour tout ¢ € {1,...,k}.
D’ot, dp(u) = k, u a un voisin u; € N(s;) pour tout j € {r+1,...,k} et u,4q,...,u; sont
deux a deux distincts. On peut supposer que ¢(u) = r+1. Pour tout j € {r+1,..., k—1},
soit v; un sommet de couleur j + 1 dans N(s;) (peut-étre v; = w;). On définit une
coloration 7 de T avec k couleurs obtenue & partir de ¢ de la fagon suivante. Pour tout
je{r+1,...,k—1}, si v; # uj, alors on interchange les couleurs de u; et v;. Tous les
autres sommets conservent leurs couleurs. On obtient alors une b-coloration 7 de T" avec
k couleurs telle que u et s..; sont des b-sommets de méme couleur, ce qui contredit le

Théoreme 5.4 (i) pour 7.

(iii) Soit z un b-sommet et p = dp(z). Il est clair que p > k — 1 puisque z est un b-
sommet. Soient 77,75, ..., T, les composantes connexes de 7"\ z. Supposons que p > k+1.
Alors N(x) contient une au moins feuille, sinon le Théoréme 5.4 (i) et le Lemme 5.3 (ii)
impliquent que |S| > dr(z) + |[{z}| > k + 2, contradiction. Pour tout r € {1,...,k}, soit

N7 (z) Pensemble des voisins de x de couleur r. Soit u une feuille adjacente a z, et soit ¢
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la couleur de u. Alors |N*(z)| = 1, sinon ¢ reste une b-coloration de 7'\ u avec k couleurs,
contradiction. Vu que p > k+ 1, alors il y a une couleur ¢ # ¢ telle que |[N*(x)| > 2. Alors

deux cas sont a considérer.
Cas 1: |[N'(z)| > 3.

Soient 1, xo,x3 trois sommets de N*(z). On peut supposer que x; € T;, pour i = 1,2, 3.
Le Lemme 5.3 (ii) et le Théoréme 5.4 (i) impliquent que I'une des composantes 77, Ty, T3,
disons 77, ne contient aucun b-sommet de couleur £ ou . On recolore les sommets de
V(T1) U {u} par un échange de couleur entre ¢t et {. On obtient une b-coloration dont la
couleur de u apparait sur un autre sommet de N(x). D’ou, ¢ reste une b-coloration de

T \ u avec k couleurs, contradiction.
Cas 2: Vr dans {1,...,k}, |[N"(x)] <2.

Vu que dr(z) > k+1, alors il y a deux couleurs qui apparaissent exactement deux fois dans
N(x). Sans perte de généralité, on peut supposer que z1, 72 € Ni(z) et 23,14 € N(z),
avec h # t, 0. Aussi, on peut supposer que z; € T; pour tout i € {1,2,3,4}. D’apres le
Théoreme 5.4 (i), il existe une composante T,, avec 1 < w < 4 qui ne contient aucun b-
sommet de couleur ¢ ou ¢ (ou bien h ou £). Sans perte de généralité, on peut supposer que T}
ne contient aucun b-sommet de couleur ¢ ou /. Dans ce cas, on peut recolorer les sommets
de V(T}) U {u} en interchageant les couleurs ¢ et £. On obtient alors une contradiction

comme c’est décrit & la fin du Cas 1. Ceci termine la preuve de ce théoréme. O]

Une conséquence immediate du Théoréme 5.4 est le suivant.

Corollaire 5.5. Si T est un arbre b-critique, alors A(T) < b(T) < A(T) + 1.

5.2 Caractérisation des arbres b-critiques

Dans cette section, nous allons donner une caractérisation des arbres b-critiques. Cela
revient a caractériser les arbres b-critiques ayant un nombre b-chromatique égal a A(T)

ou A(T) + 1.
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Rappelons que dans un arbre 7', il existe un chemin unique simple entre deux sommets
distincts de T

Un arbre enraciné est un arbre orienté (arborescence) dans lequel on distingue un
sommet unique r que l'on appelle racine et a partir duquel il existe un chemin a tout autre
sommet de T. Grace au sommet r, on définit une relation de parenté p d’'un sommet de
T. Pour un sommet = d’un arbre enraciné, le parent p(x) de = est 'unique sommet tel
que il existe un arc de p(z) vers z. Le fils de x est un sommet y tel que p(y) = = et
un descendant de x est un sommet z pour lequel il existe un chemin de z & z dans 7T'. 1l
faut noter que quand on considére un arbre enraciné, ’orientation ne sera pas mentionnée

explicitement et on parlera aussi d’arétes au lieu d’arcs.
Soient 7" = (V, E) un arbre enraciné en x et A un sous-ensemble de V. Alors, on
utilisera les notations suivantes:

D(x) ={y € V : y est un descendant de z}, D[z] = D(z)U {z}.
D(A) ={y € A:y est un descendant de =}, DI[A] = D(A)U A.
Ly ={y €V :dr(y) =1 et ply) = z}.

Un sous arbre maximal enraciné en v noté par 7, est le sous arbre de 7" induit par D|v].

5.2.1 Arbres b-critique avec b(T') = A(T)

Afin de caractériser les arbres b-critiques 7' vérifiant b(7)) = A(T'), nous définissons une

famille 7; comme suit:

Définition 5.6 (Classe 71). Un arbre T est dans la classe Ty, si et seulement si, pour
certains entiers k et p avec k > 4 et 2 < p < k — 2, l’ensemble des sommets de T peut

étre partitionné en quatre ensembles {v}, D1, Do, X avec les propriétés suivantes:

e |D1| = p, et tout sommet de Dy est adjacent a v;

o |Ds| =k — p, et tout sommet de Dy a un voisin dans Dy;

e Tout sommet de X a un voisin dans D1 U Ds;

o [l y a un sommet w € Dy tel que w a un voisin dans Dy, w est de degré k,

et tout sommet de Dy U Dy \ {w} est de degré k — 1.
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Notons qu’il n’y a pas d’arétes autres que celles mentionnées dans la définition, parce
que T est un arbre. Par ailleurs, il est facile de voir que la définition implique que
|X| =k*—3k+p+1. DoncT ak?—2k+ p+ 2 sommets. Aussi, A(T) =k, m(T) =k,
les sommets denses sont les sommets de D U Dy, et b(T) = k.

La classe 7; peut contenir plusieurs membres non-isomorphes avec la méme valeur de

k et p, dépendant de I'adjacence entre Dy et Ds.
Alors, nous avons le résultat suivant
Lemme 5.7. Si T € Ty, alors T est b-critique.

Preuve. Comme nous I’avons observé ci-dessus, on a b(T') = k et m(T) = k. Soit
Y = D;UD,y\ {w}. Considérons un sommet quelconque = de T'. Si x € N[Y]U{w}, alors
b(T\z) <m(T\z) <m(T)—1=k—1. Siz € N(w), alors T'\ = est un arbre pivoté.
Par le Théoreme 5.2, b(T'\ ) = m(T) — 1 =k — 1. D’ou, T est b-critique. O

Nous sommes maintenant en mesure de caractériser les arbres b-critique ayant un

nombre b-chromatique égal a A(T).

Théoréme 5.8. Soit T un arbre avec b(T) = A(T). Alors T est b-critique si et seulement
siT eTh.

Preuve. Si T € 7;, alors d’aprés le Lemme 5.7, T est b-critique. Pour prouver la
réciproque, considérons un arbre b-critique 7" avec b(T)) = A(T). Posons k = b(T).
Considérons une b-coloration ¢ de T" avec k couleurs et soit S ’ensemble de tous les b-
sommets de c. Par le Théoréme 5.4, il y a un unique b-sommet s; de couleur 7 pour tout
ie{l,...,k}, et donc S = {sy,..., sk}

Considérons un sommet = de degré maximum, et enracinons 7" en x. Soit L, I’ensemble
des feuilles adjacentes a z, soit S, = SN N(z) et Y, = S(x) \ (S, U L,). Posons Y, =
{y1,...,y,}. Parle Théoréme 5.4, z est un b-sommet. Comme dr(z) = k, alors il y a deux
sommets de méme couleur dans N (z). D’autre part, puisque = est un b-sommet de degré
k, alors tous les voisins de x a ’exception de ces deux sommets doivent avoir des couleurs

différentes. Nous appelons ces deux sommets la paire répétée. Par le Lemme 5.3 (ii)
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ces deux sommets ne sont pas dans L., et par le Théoréeme 5.4 (i), 'un des de ces deux
sommets n’est pas dans S. Do, I'un des deux est dans Y, et donc ¢ > 1.

Pour tout ¢ € {1,...,q}, soit T; la composante de T'\ x qui contient y;, et soit S; =
SNV(T;). Soit S, = SN D(S,). La définition de L, et Y, implique que 7; contient un
sommet support de T, et le Lemme 5.3 implique qu’un tel sommet est un b-sommet. D’ou,
|Si] > 1 pour tout 7 € {1,...,q}. Donc, |S| > ¢+ 1+ |S;|. Si L, = 0, cette inégalite
implique |S| > dr(z) + 1, contradiction. De ce fait, L, # (). Pour tout i € {1,...,q},
soit Ly = {v € Ly | Sewy € Si} et L' = {v € L, | Sewy € S.}. Notons que d’aprés le
Lemme 5.3, pour tout sommet z € L,, la couleur ¢(z) n’apparait pas dans N(x) \ z. D’ou
Ly=ILU---UL,UL.

On observe que:

Soient s;,s; € S et y € N(z). Supposons que c(x) # i,j et, s; et s; sont &

la fois soit dans D(y) ou bien ne sont pas dans D(y). Alors un échange de (5.1)

couleurs entre i et j dans G[D(y)] permet de produire une b-coloration de T

avec k couleurs.
En effet, apres ’échange, la coloration est propre (car ¢(z) # i, j), tout b-sommet s, avec
h # i, j reste un b-sommet de couleur h, et s; et s; sont soit des b-sommets de couleur j
et i respectivement ou bien leurs couleurs sont restées inchangées. D’ou le Fait (5.1) est

vérifié.

Toutes les couleurs qui apparaissent dans Y, sont différentes. (5.2)

Supposons au contraire que deux sommets ¥, yo dans Y, ont la méme couleur A (donc ils
forment 1'unique paire répétée). Par symétrie, on peut supposer que s, ¢ S;. Rappelons
que L, # (. Soit z un sommet quelconque de L, et soit £ = ¢(z). D’apres le Lemme 5.3,
¢ # h. Si sy n’est pas dans T}, alors on intercgange les couleurs h et ¢ dans T;. D’aprés
(5.1), ceci produit une b-coloration 7 de T" avec k couleurs telle que z est une feuille
de couleur répétée dans N(z). D’oun, 7 reste une b-coloration de 7'\ z avec k couleurs,
contradiction. Ceci implique toute couleur qui apparisse dans L, a son b-sommet dans
Ty, c’est a dire, L, = Ly, et Ly =--- = L, = L' = (). Alors s, € T3, sinon on aura aussi

L, = Ly. L’ensemble S3U---US, (si ¢ > 3) doit contenir ¢ —2 b-sommets (car S; # () pour
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tout j € {1,...,q}), et ces sommets doivent étre des b-sommets dont leurs couleurs sont
dans {ys,...,y,} (car toutes les autres couleurs ont leurs b-sommets dans S, US; U{sy}).
Par le principe des tiroirs, on a |S;| = 1 pour tout ¢ € {3,...,q} et aussi |Ss| = 1, c’est

a dire, Sy = {sp}. Si T3 a un sommet de degré au moins 3 autre que sy, alors il y a au
moins deux sommets supports dans 75 qui sont des b-sommets, contradiction. Donc T3
est une chaine entre y, et s, plus les feuilles attachées a s,. Il est facile de recolorer les
sommets de T, de telle sorte que la coloration est propre, y» obtient la couleur 7 et s, reste
un b-sommet de couleur h. Ceci produit une b-coloration 7= de T avec k couleurs telle que
z est une feuille de couleur répétée dans N(z). D’oun, 7 reste une b-coloration de 7'\ z
avec k couleurs, contradiction. D’ou le Fait (5.2) est vérifié.

Le fait (5.2) implique que la paire répétée peut peut étre écrite comme {y1,s;} avec

1y € Y, et s, € S,. De plus, on réclame que:

Supposons au contraire que |Y;| > 2. Alors D(y;) contient un sommet support de 7', et
par le Lemme 5.3, ce sommet est un b-sommet s,.. Notons que r # t et T} ne contient
pas de b-sommets de couleur r ou t. On interchange les couleurs t et r dans G[T}]. Par
(5.1), ceci produit une b-coloration 7 avec k couleurs. Le sommet x a un voisin z” de
couleur r, et on a " € L, UY,. Supposons que x" € Y,. Alors 2" # y;, et Y, contient
deux sommets de couleur r (dans 7), contradiction & (5.2). D’ou, 2" € L,. Alors z" est
un sommet de couleur répétée dans N(z). Donc, 7 reste une b-coloration de 7'\ x" avec

k couleurs, contradiction. D’ou, le Fait (5.3) est vérifié.

Chaque enfant d’un sommet appartenant & S, est une feuille. (5.4)

Supposons le contraire. Alors, pour un certain sommet 5 € S,, ’ensemble D(/3) contient
un sommet support de 7', et par le Lemme 5.3, ce sommet est un b-sommet s,.. Il est clair
que r # t. Alors T} ne contient aucun b-sommet de couleur ¢ ou r. Le Fait (5.3) et le
fait que z est un b-sommet impliquent que L, contient un sommet x" de couleur . On
interchange les couleurs ¢ et r dans T;. Par le Fait (5.1), ceci produit une b-coloration

7 de T avec k couleurs telle que 2" est une feuille de couleur répétée dans N(z). D’ou,
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7 reste une b-coloration de 7'\ =" avec k couleurs, contradiction. Donc le Fait (5.4) est

vérifié.

Chaque enfant de y; est un b-sommet. (5.5)

Supposons qu'un certain enfant u de y; n’est pas un b-sommet. D’apres le Lemme 5.3 (i),
u est adjacent & un b-sommet s,. Clairement, r # ¢ et c(u) # r,t. Vu que z est un
b-sommet, alors en utilisant le Fait (5.3), on constate que L, contient un sommet z" de
couleur . Notons que D(y;) \ D[u] ne contient aucun b-sommet de couleur 7 ou ¢. On
interchange les couleurs ¢ et r dans G[T7 \ D[u]]. Par le Fait (5.1), ceci produit une b-
coloration m de T avec k couleurs telle que =" est un sommet de couleur répétée dans
N(z). D’ou, 7 reste une b-coloration de 7'\ 2" avec k couleurs, contradiction. Donc le

Fait (5.5) est vérifié.

L,=L,. (5.6)

Soient z un sommet quelconque de L, et ¢ = ¢(z). Supposons que s, n’est pas dans 77.
Rappelons que s; € S,. D’ou, s; et sy ne sont pas dans T7. On interchange les couleurs ¢
et ¢ dans 7. Par le Fait (5.1), ceci produit une b-coloration = de T" avec k couleurs telle
que z est une feuille de couleur répétée dans N(z). Donc, 7 reste une b-coloration de
T\ z avec k couleurs, contradiction. Ceci implique que toute couleur qui apparaisse dans
L, a son b-sommet dans 77. D’ou le Fait (5.6) est vérifiée.

Notons que les faits précédents impliquent que S = {z} U S, U S;.

Tout b-sommet s, dans S; satisfait dist(y;, s,) < 2. (5.7)

Supposons qu’il existe un b-sommet s, € S; tel que dist(y1,s,) > 3. Sans perte de
généralité, on peut supposer que dist(y,s,) = maz{dist(y;,v) | v € S;}. Ceci et le
Lemme 5.3 (ii) impliquent que s, est un sommet support. Le fait (5.3) et le fait que = est
un b-sommet impliquent que L, contient un sommet u de couleur r. Soit zy le parent de
s, et z1 le parent de zy. Notons que zg n’est pas adjacent a y; (en particulier, z; # 1),

sinon dist(y;, s,) < 3. Alors il y a deux cas a considérer.
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Cas 1: ¢(z9) # t. D’apres le Théoreme 5.4 (i), D(y1) \ D[z0] ne contient aucun b-sommet
de couleurs 7 et t. Donc, un interchange de couleurs entre ¢ et  dans G[1} \ D]z]] produit
une b-coloration 7 de T" avec k couleurs telle que u est un sommet de couleur répétée dans

N(z). D’ou, 7 reste une b-coloration de 7"\ u avec k couleurs, contradiction.

Cas 2: c(z9) = t. Alors zy n’est pas un b-sommet. Aussi, D(zp) ne contient aucun b-
sommet de couleurs c¢(z) et t. Si c(z1) # ¢(x), alors on interchange les couleurs ¢ et ¢(z)
dans D[z]. D’ou, ¢(zp) = ¢(x) # t. Ceci implique qu’un échange de couleur comme décrit
dans le Cas 1 produit une nouvelle b-coloration m de 71" avec k couleurs telle que u est un
sommet de couleur répétée dans N(z). Donc, 7 reste une b-coloration de 7"\ u avec k
couleurs, contradiction. Si ¢(z1) = ¢(z), alors z; n’est pas un b-sommet. Dans ce cas, on
peut interchanger les couleurs ¢ et r dans T3 \ D[z1]. Ceci est possible puisque T3 \ D[z ]
ne contient aucun b-sommet de couleurs ¢ et r. On obtient alors une b-coloration 7 de T’
avec k couleurs telle que u est un sommet de couleur répétée dans N(z). Donc, 7 reste

une b-coloration de 7"\ u avec k couleurs, contradiction. D’ou, le Fait (5.7) est vérifié.

Tout sommet v dans S\ {z} satisfait dr(v) = A(T) — 1. (5.8)

Rappelons que S = {z} U S, U S;. D’abord, supposons que v € D,. D’aprés le Fait
(5.4), chaque enfant de v est une feuille. Par le Lemme 5.3 (ii), dr(v) = A(T) — 1.
Maintenant, supposons que v € S;. Si dist(v,y;) = 2, alors tous les enfants de v sont des
feuilles, sinon, le Lemme 5.3 (ii) implique que D(y;) contient un b-sommet qui se trouve
a distance au moins trois de y;, ce qui contredit la Fait (5.7). Par le Lemme 5.3 (ii), on a
dr(v) = A(T) — 1. Sidist(v,y;) = 1 (c’est a dire, v est un enfant de y;), alors d’apres le
Théoreme 5.4 (iii), on a dp(v) > A(T) — 1. Si dr(v) = A(T), alors v peut jouer le méme
role que x avec Y (v) = {y1}. Alors par analogie avec le Fait (5.3), on constate que S,
contient un b-sommet de couleur ¢ qui est différent de s;. Ceci contredit le Théoréeme 5.4

(i). Donc, dr(v) = A(T) — 1. D’ou, le Fait (5.8) est vérifié.

Les faits (5.3)—(5.8) impliquent que 7" € 7; (o1 y; joue le role de v et x joue le role de

w). Ceci termine la preuve du Théoréme 5.8. ]
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5.2.2 Arbre b-criticque avec b(7) = A(T) + 1

Posons k = A(T') + 1. Afin de caractériser les arbres b-critiques avec b(T') = k, nous
définissons la famille 75 comme suit. Un arbre T est dans 75 s’il existe une séquence
d’arbres T1,T5,...,T;, avec T' = T}, ou T} est une étoile d’ordre k, et pour tout i €
{1,...,k — 1}, T;;1 peut étre obtenu récurssivement a partir de 7; par I'une des trois

opérations ci-dessous.

Opération O, : Identifier le centre d’une étoile d’ordre k£ — 1 avec une feuille d’'un sommet
support de degré k — 1 de T;.

Opération O, : Attacher une étoile d’ordre k£ — 1 de centre x en joignant x & un sommet
u de T; tel que 1 < dp(u) <k — 3.

Opération O3 : Attacher une étoile d’ordre k en joignant I'une des ses feuilles & un

sommet u de T; tel que 1 < dr,(u) < k — 3.

Soit P la classe des arbres pivotés.
Lemme 5.9. Si T € P, alors T n’est pas b-critique.

Preuve. Puisque T est poivoté, alors b(T") = m(T) — 1. Soit z une feuille quelconque

de T'. Alors il est facile de voir que b(T'\ z) = b(T). D’on, T n’est pas b-critique. O
Lemme 5.10. Si T € T, \ P, alors T' est b-critique avec b(T) = A(T) + 1.

Preuve. Puisque T" est dans 7Ty, alors il est facile de vérifier que A(T) = m(T) — 1.
Comme T est non pivoté, alors b(T)) = m(T). Donc, b(T) = A(T') + 1. Soit x un sommet
quelconque de T'. La définition de 73 implique que m(7'\ x) < m(7T)—1, et en conséquence
b(T\ z) < A(T). D’ou, T est b-critique. O

Maintenant, on présente un théoreme qui caractérise les arbres b-critiques 1" avec

b(T) = A(T) + 1.

Théoréme 5.11. Soit T un arbre avec b(T) = A(T) + 1. Alors T est b-critique si et
seulement si T € T\ P.
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Preuve. Posons k = A(T') + 1. Le Lemme 5.10 implique la suffisance. Pour prouver la
nécessité, considérons un arbre b-critique 7" avec b(T') = k. Nous montrons d’abord que T’
appartient a 75. Puisque b(T) = k = A(T') + 1, alors le Théoréme 5.4 implique que 7" a un
b-sommet unique s; de couleur i, pour tout i € {1,...,k}, et que dr(s;) = k — 1. Posons
S = {s1,892,...,8}, et E; = T[N|[s;]] pour tout i € {1,...,k}. Alors E; est une étoile
d’ordre k. Enracinons 7' en s; et supposons sans perte de généralité que dist(s;,s2) <
dist(sy, s3) < -+ < dist(sy, s). Soit T} = Ey. Pour i = 2,...,k, soit T; le sous-graphe de
T engendré par V(FE;)U---UV/(E;). Supposons que i < k— 1. Soit r € {1,...,i} tel que
dist(s,, $;+1) = min{dist(s;, s;41) | 1 <[ < i}. Puisque T est un arbre, alors il existe une
chaine unique P reliant s, & s;;1. Le choix de s, implique que tout sommet intérieur de

P n’est pas un b-sommet.

Supposons que la longueur de P est au moins 4. Soit u un sommet de P qui n’est pas
adjacent & s, ou s;;1. Le choix de s, et s;,; impliquent que u n’a aucun voisin dans S,

d’ou (T \ u) > b(T), contradiction.

Maintenant, supposons que P est de longueur 3. Soit P = s.-u-v-s;;1. Alors u et v ne
sont pas des b-sommets, de plus v € V(T;) et v ¢ V(T;). Donc T;,1 est obtenu a partir

de T; par la troisieme opération appliquée a ’étoile E; .

Supposons maintenant que la longueur de P est égale a 2. Soit P = b,~u-b;y1. Alors u
n’est pas un b-sommet, et u € V(T;). Donc T}, est obtenu a partir de T; par la deuxiéme

opération appliquée a I'étoile E; q \ {u}.

Enfin, supposons que P est de longueur 1, c’est & dire, s, est adjacent & s;,1. Alors T},

est obtenu & partir de 7T} par la premiére opération appliquée a 'étoile F; 1 \ {s.}.

A la fin de cette procédure, on aura T’ = T),. Donc T est obtenu aprés k — 1 étapes par
I'une des trois opérations Oy, Oy ou Os, a partir d’une étoile d’ordre k. D’ou T € 75. Par

le Lemme 5.9, T' ¢ P. Ceci termine la preuve de ce théoréme. O

Nous pouvons maintenant résumer nos résultats comme suit.

Théoréme 5.12. Un arbre est b-critique si et seulement s’il apparatient ¢ 7y U Ty \ P.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Au cours de cette thése, nous nous sommes intéressés principalement a la notion de la b-
coloration dans les graphes. Plus précisément, nous nous sommes focalisés sur trois points
importants: Etablissement des bornes sur le nombre b-chromatique et caractérisation des
graphes atteignant ces bornes; détermination des valeurs exactes du nombre b-chromatique
pour des classes particuliéres de graphes et caractérisation de certains graphes critiques

par rapport au nombre b-chromatique.

Dans un premier temps, nous avons montré que tout graphe G satisfait I'inégalité

n+w(G)—1
e < (PEAD
(G, ensuite nous avons montré qu’il existe une famille de graphes pour lesquels cette borne

| ot n et w(G) sont respectivement 'ordre et la clique maximum de

est atteinte. Ainsi, nous avons caractérisé les graphes bipartis tels que b(G) = [5]. Nous
avons également établi une borne supérieure pour la différence b(G) — x(G) en fonction
de l'ordre de GG ensuite nous avons caractérisé les graphes pour lesquels cette borne est
atteinte. A partir des ces résultats, nous avons déduit un autre résultat concernant la
relation entre le nombre b-chromatique du graphe G et celui de G — v ot v est un sommet

quelconque de G.

Dans un second temps, nous avons présenté des bornes et des valeurs exactes du nombre
b-chromatique de certains graphes particuliers, a savoir le graphe de Harary Hy,,, lorsque
k est pair, le graphe milieu et le graphe total d’une chaine P,, d'un cycle C,,, d’une roue

W, et d’une couronne d’une chaine Cr(P,).

En dernier lieu, nous avons abordé la notion des graphes dits aréte b-critiques, c’est
a dire les graphes G dont la supppression d’une aréte quelconque de G fait diminuer le
nombre b-chromatique de G. En effet, aprés avoir donné quelques propriétés fondamentales
de ces graphes, nous avons caractérisé deux classes de graphes arétes b-critiques, a savoir
les graphes P, sparses et quasi-adjoints aréte b-critiques. Nous avons ensuite étudié les
graphes b-critiques. Un graphe G est dit b-critique si b(G —v) < b(G) o v est un sommet,

quelconque de G. Dans ce contexte, nous avons constater que tout arbre b-critique satisfait



110

b(T —v) = A(T) + 1 ou A(T) est le degré maximum de 7" ensuite nous avons caractérisé

les arbres vérifiant cette propriété.

Les travaux réalisés durant cette thése ouvrent plusieurs perspectives de travaux futurs.
En effet, au vu des résultats obtenus sur les graphes aréte b-critiques et sommet b-critiques,
il est naturel de poursuivre I’étude de ce probléme sur des graphes ayant une structure
proche des arbres: cactus, graphes en bloc, unicycles, etc. Il est possible également de
prolonger le concept des graphes critiques aux classes de graphes critiques, qui ont été
définies dans le premier chapitre. Une autre question intéressante est de caractériser les
graphes G tels que b(G) = m(G). 1l serait intéressant aussi de déterminer la valeur exacte
du nombre b-chromatique pour des graphes particuliers notamment le graphe milieu et le

graphe total d’une clique.
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