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1: Introduction

Berrv | Berry (1984)] a découvert un cllet géométrique relatif a la phase des
états stationnaires. Cel effet apporte un complément au théoréme adiabatique standard.
Ce dernicr ¢nonce que si les paramétres d'un lHamiltonicn varient lentement ¢n
fonction du temps, le nombre quantique principal ne varie pas c'est-a-dire que
I'évolution d'un élat propre reste toujours €lat propre de I'Hamiltonien. Le point
nouveau mis en évidence par Berry est que I'évolution de la variable conjuguée (la
phase) n'est pas uniquement "dynamique”, c'est-a-dire fixée par ['Hamiltonien
instantané. il s'v ajoute une phase géométrique enticrement déterminée par le chemin

suivi dans I'espace des parametres de 'Hamiltonien.

La phase de Berry a été généralisée 4 des évolutions non adiabatiques par
Aharonov ¢t Anandan [Aharonov et Anandan (1987)] mettant ainsi en évidence la
phase géométrique pour des ¢volutions cycliques. Une maniére d'obtenir des états
cycliques est de considérer I'évolution d'états propres de l'opérateur invariant [Lewis el
Riesenfeld (1969)] qui joue le méme réle que 'Hamiltonien dans le cas adiabatique, ce
qui a conduit plusieurs auteurs [Molares (1988). Cervero et Lejarreta (1989), Gao et al
(1990), Bose et Dutta Roy (1991), Maamache (1995), Ji et al (1995)] a utiliser la

théorie des invariants pour I'étude des phases géométriques non adiabatiques.

['analogue classique de la phase de Berry a ét¢ mis en ¢vidence par Hannay
[ Hannay (1985)]. En effet, cc dernier a montré que lorsque les paramétres d'un
Hamiltonien classique, supposé intégrable, varient lentement en fonction du temps,
I'évolution de la variable conjuguée a l'action (conservée d'apres le théor¢me
adiabatique classique) contient en plus de la partie dynamique une partie géométrique
enticrement déterminée rar le chemin suivi dans l'espace des paramétres de

I'Hamiltonien.

De nature géométrique l'angle de Hannay _apparait ¢galement pour des
évolutions non adiabatiques. La version classique de l'approche d'Aharonov et

Anandan a ¢té étudiée par Berry et Hannay [ Berry et Hannay (1988)], et celle utilisant
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la théorie des invariants par Bhattachargee et Sen [Bhattachargee et Sen (1988)].

Le lien de I'angle géométrique avec la phase quantique [Berry (1985)] faisait
appel a 'approche de Maslov [ Maslov et Fedoriuk (1983), Berry (1983)] reliant ainsi,
dans la limite semiclassique, la fonction d'onde aux trajectoires dans |'espace de phase.
Ce lien entre angle et phase géométrique a €té retrouvé par une approche opposée a
celle de Berry par Maamache et al; [ Maamache et al. (1990), (1994)] et consiste a
décrire "quantiquement" I'espace de phase classique a l'aide des Clats cohérents action-

angle.

Dans la littérature, I'illustration de la phase et de l'angle géométrique a €€

souvent étudiée dans le cas de l'oscillateur harmonique généralisé et du spin Y2 dans un

champs magnétique.

La phase géométrique non adiabatique du spin 2 dans un champs magnétique
variable a é1¢, discutée et calculée de différentes maniérés. Parmi elles, les évolutions
cycliques [ Layton et al (1990) ], les évolution régie par des Hamiltoniens périodiques
[ Bulgac (1988), Moore (1990), Moore et Stedman (1990) | et enfin les évolutions
relevant de l'approche des invariants [ Mizrahi (1989) ]. Récemment, Maamache
[ Maamache (1996) | a discuté et calculé I'angle géométrique non adiabatique relatif a
un spin % dans un champs magnétique dans le cas commutatif (Bosonique) en

utilisant I'approche des invariants.

La question de la description classique d'une particule & spin était posée depuis
longtemps, ce n'est que dans le cadre d'une mécanique classique Grassmanienne
[Casalbuoni (1976)] que Berezin et Marinov [Berezin et Marinov (1977)] ont pu les
premiers traiter la dynamique Hamiltonienne d'un spin "classique” en présence d'un
champs magnétique. Gozzi et Thacker [Gozzi et Thacker (1987)] ont pu, les premiers,
calculer l'angle de Hannay adiabatique pour un spin Yo placé dans un champs
magnétique en utilisant la mécanique "classique" Grassmanienne. Abe [Abe (1989)]

avait introduit les états cohérents fermioniques dans le but de retrouver les résultats de
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Gozzi et Thacker [Gozzi et Thacker (1987)]. Maamache et al [ Maamache et al (1992)]
ont montré que I'angle de Hannay calculé dans I'approche d'Abe n'apparait pas dans la . :
phase globale de I'état cohérent fermionique, mais apparait dans l'argument du nombre’
complexe définissant les états cohérents fermioniques, de la méme maniére que dans le

cas commutatif.

On se propose dans cette thése de retrouver les résultats classiques non

adiabatiques du spin % dans un champs magnétique variable :
- En étudiant la version grassmanienne du spin % dans un champs magnétique.

- En étudiant I'évolution des états cohérents fermioniques invariant angle, c'est-

a-dire on donne une description quantique & I'évolution classique.

Avant d'étudier ces deux derniers point en détails, nous allons rappeler les notions
de phases et angles géométriques et d'états cohérents action-angle au chapitre II. Le
chapitre 111 est consacré  la détermination de l'invariant du spin % dans sa version
grassmanienne et enfin I'évolution classique exacte et l'angle de Hannay non
adiabatique. Une fois que le spin 1/2 dans sa version grassmanienne aura été quantifié,
on définit les états cohérents fermioniques invariant-angle qui rendent compte de
I'évolution classique exacte et de l'angle de Hannay non adiabatique a l'instar des états
cohérents action-angle dans les cas commutatif. C'est l'objet du chapitre IV. un

appendice termine cette thése.
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Chapitre Il ©  Rappels sur les phases et angles géométriques et états cohérents action-angle

[1-1 . Théoréme adiabatique quantique et phase de Berry :

En considérant I'évolution d'un systéme quantique, régie par un Hamiltonicn

dépendant de paramétres X (t) qui varient lentement en fonction du temps, Berry
[Berry (1984)] a découvert un effet géométrique relatif a la phase des ctats
stationnaires. Cet effet apporte un complément au théoréme adiabatique [Messiah
(1964)] qui stipule qu'un systéme initialement dans un ¢tat stationnaire non dégénére,
repéré par un ensemble donné des nombres quantiques, restera dans un état spécifié

par les mémes nombres quantiques lors d'une évolution adiabatique.

Soit H(X) un Hamiltonien ayant des vecteurs propres non dégénérés |n, X>

el des valeurs propres El(X):
H(X)|n,X >=Ey(X)|n,X >, (2.1)

or d'aprés le théoréme adiabatique, l'évolué [y(t)> par H(X(t)) dun état initial
[y(0)= = |n, Jﬁ_({{])::-, état propre de I'Hamiltonien & l'instant z¢€ro H (i{(ﬂ']],e*st toujours
état propre de I'Hamiltonien H (X (1)). L'idée de Berry est que la phase ¢, de cet état,

défini par rapport aux états de références |n, i{t}} par:
| w(ty>=expidy(t] n, X (0>, (2.2)

est entiérement déterminée si on impose a [y(t)> de satisfaire I'équation de Schrodinger

"en moyenne”,

< (i 5 o> = < yOAXO|ww >. 2.3)

on obtient alors

I'i’n(l] ey Ep(X)+ < n, X|i ;L|n.}{ >y (2.4)

(
7

R |



Chapitre Il : _ Rappels sur les phases et angles géométrigues et états cohérents _action-angle

d'ot la phase ¢,(t) contient deux termes, le premier appelé phase dynamique est

"attendu”, car il est présent méme si les paramétres X ne dépendent pas du temps,

t
Bo(t) = _ﬁl IEn{s)ds; E, (1) =< njqﬁ{i)]n, R (2.5)
0

Le second terme est la phase de Berry ¥, (ou phase géométrique) donné par :

(1)
Ya(t)= I{ n, XiVi[n, X > dX. (2.6)

x(0)

Son caractére géométrique est justifié par le fait que lorsque les paramétres effectuent
adiabatiquement un cycle C, y, ne dépend que du chemin suivi dans l'espace des

paramelres, et cela se remarque sur la formule précédente car le temps n'apparait pas.
11-2 . Généralisation au cas non adiabatique:

De nature géométrique, la phase de Berry apparait également pour des
évolutions autres qu'adiabatiques. Aharonov et Anandan [Aharonov et Anandan
(1987)]ont généralisés 'évolution adiabatique cyclique de Berry, en considérant une
évolution cyclique quelconque au cours de laquelle un état prend au bout du temps T

sa valeur initiale & une phase constante prés :
| p(t+T)==e"® [p(t)> . 2.7
Si on choisi les états de références |y (t) >, tel que
[y (+T)>= g ()=, (2.8)

on définit la phase ¢(t) de I'état |y (1)= au cours de son €volution par
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| w(=e*" |y (1> . 29

Comme par hypothése | w(1)> satisfait de maniére exacte I'équation de Schrodinger,

cette phase est déterminée elle aussi de maniére exacte. Sa dérivée

d o gt X o
__Ttt:' i _é = w(i}‘H'q}{t} > +i < “"“)El‘”m > (2.10)

contient deux termes, qu'Aharonov et Anandan (A-A) interprétent comme des

contributions dynamique et géométrique.

Une approche généralisant celle de (A-A) est la théorie des invariants [Lewis et

Riesenfeld (1969)]. Soit i(t) un opérateur dépendant du temps vérifiant I'équation

al(t)

.i - -~

L, A [] 2.11

h{ (), H(t) @.11)
¢t soit |n,t= un choix de vecteurs propres de références de i(t). I(t) s'exprime en
fonction de I'opérateur d'évolution U(t) de I'équation de Schrodinger (ih % - IAI[‘I]

par i) = UI)U* ), (2.12)

il en résulte que l'évolué  |w()>=U()jn,0> d'un état initial |n,0> est toujours Etat

propre de I(t). Repérant alors sa phase ¢,(t) par rapport aux états |n,t> par
w(t>=U(1) [n,0>=eid, (|n,t>, (2.13)

on établit facilement pour elle 1'équation

dén(t) i n,l,|]t](t)n,l >+1i< n,[|—{1!n,t > (2.14)

dt "~ h at

dont le second membre contient lui aussi une partic dynamique et une partic

géométrique. Donc un état propre de l'invariant ¢volue comme un état propre de

9
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I'Hamiltonien dans le cas adiabatique, d'oi on en déduit que dans le cas non
adiabatique I'invariant joue le role que I'Hamiltonien dans le cas . adiabatique. C'est
une des raisons majeurs que la théoric des invariants a pris une place trés importante
dans les travaux sur la phase géométrique non adiabatique [Molares (1988), Cervero et
Iejarreta (1989), Gao et al (1990), Bose et Dutta Roy (1991), Maamache (1995), Ji et
al (1995)].

11-3 .Théoréme adiabatique classique et angle de Hannay :

En mécanique classique le théoréme adiabatique applicable au systémes
Hamiltoniens intégrables [Amold (1976)] stipule qu'au cours dun changement
adiabatique des paramétres d'un Hamiltonien intégrable les variables d'action I;
restent constantes. On pourrait penser que les variables angulaires conjuguées 0;
évoluent avec des vitesse éi[tJ égales aux fréquences instantanées associces a
'Hamiltonien au méme instant. Hannay [ Hannay (1985)] a montré que comme dans le
cas quantique, s'ajoute & cette contribution "dynamique” aux angles 0; ,une
contribution géométrique qui ne dépend que du circuit suivi dans l'espace des

parameétres.

Au lieu de se placer avec Berry [Berry (1985)] dans le cadre des
transformations canoniques dépendantes du temps [Goldstein (1964)]; plagons nous

avec Maamache et al [ Maamache et al. (1990), (1994) ] dans le cadre du principe

variationnel moyenné qui permet d'obtenir le théoréme adiabatique standards (I = 0)
et I'angle de Hannay d'une maniére plus simple et rapide, et considérons le cas a une
dimension. Soient I et O les variables action et angle associés @ un Hamiltonien
H(g,p, X)=92¢(1, X). Ces variables permettent un paramétrage q(1., X), p(1,8, X)
de l'espace de phase. 2nl représente l'aire d'une trajectoire et O est la variable
conjuguée mesurée sur chaque trajectoire (ce qui implique un choix d'origine sur les
trajectoires). I.'angle de Hannay peut étre obtenue de maniére exacte en moyennant le
principe variationnel

1



Chapitre [1 :  Rappels sur les phases et angles géométrigues et états cohérents _action-angle

a“efsdt] =0; L=pq-H (2.15)

de la mécanique classique Hamiltonienne. Ce principe moyenné s'écrit :

5[ I‘E_Edt] = ) (2.16)

ol < est la valeur moyenne de <£ définie par

2n
L _[dm(qa,a, %), p(l, 0, %), %)
y| s
0

£

(2.17)

aq. . aq': s
— 1 +10 —X-2%1X
e +pax (1, X)

(en remarquant que 1 = 2l épdq = p%‘ ). Comme 6 est une variable cyclique
T

oL

pour £, laction 1= E est automatiquement conservée (i =0 théoréme
adiabatique standard ). Utilisant ce résultat dans I'extrémalisation par rapport a I, on
obtient :
8=@+ ip_q _i[pa—ﬂJXZBD-PEH 5 (2}3}
| ox \ dl al\" gXx

La partie géométrique qui s'éerit sous forme d'un crochet de poisson [Koiller (1989)]

(2.19)

s'identifie lacilement @ l'expression donnée par Berry et Hannay.

11



Chapitre Il :  Rappels sur les phases et angles géométrigues et états cohérents action-angle

I1-4 . Les états cohérents Action -Angle :

Dans son article consacré a I'angle de Hannay, Berry [Berry (1985)] établit une
relation "semi classique” entre I'angle classique et la phase quantique en utilisant la
méthode de Maslov [Maslov et Fedoriuk (1983), Berry (1983)]. Cette méthode relie de
maniére générale la fonction d'onde, définie en représentation q, aux trajectoires dans
I'espace de phase. Une approche opposée pour retrouver la relation semiclassique entre
l'angle classique et la phase quantique a été développée par Maamache et al [
Maamache et al (1990)] et consiste (a l'aide de la notion d'états cohérents) de décrire

quantiquement l'espace de phase classique.

Les états cohérents action-angle utilisés sont analogues aux ¢tats cohérents

usuels (de l'oscillateur harmonique)

11I'I
n'!

% ol =
o, X>=¢ 2 Z —
1
n=0

n, X>, a=|de™® eC (2.20)

In.ib étant les vecteurs propres de 1'Hamiltonien [:[[}7{}. Dans la limite classique
(h — 0, |a| = +o, Hlaf* finic), le nombre complexe a est relié aux variables

classiques action-angle par

Q= : Pl (2.21)

: ; o .
Ftant donné gue la somme (2.20) est piquee autour de N=|a/*, alors un changement de
phase de I'état |n, X>—o elen(X) |n, X > induit un changement sur les états la, X = dans

la limite classique

i[q:N -N Q‘PNJ ;20N

o, X>— ¢ L foxn N B £ (2.22)

Cette derniére expression a été obtenue en utilisant le développement
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P
oN 7

dépendance en n de @, peut étre considérée comme une dépendance "continue” dans

¢p = @n +(n-N) c'est-a-dire en se plagant dans I'hypothése ou la

la variable classique I = nh, en d'autres termes une dépendance "lente" dans la
variable n.
Ce résultat simple montre que :

- Le module de @ (la variable action) n'est pas modifié.

- L'argument de « (la variable angulaire) est modifié selon la régle

E[\UN
0 —=+0-——, 2
—» r (2.23)

- Si ce changement de phase correspond au transport de Berry

n, X(0) >— ci’-'"m"n. X(t) > , I se traduit sur les états cohérent par (N = |a?);

LNONNG

i(yn()-N 5
S N lge N ,X(1) > (2.24)

|e, X(0) >—

de la relation o = \Ec“ " on déduit le transport de Hannay dans I'espace de phase

classique :
(g, p)(1, 0, X(0)) = (q, p)I, 0 + 0,4 (1), X(1)) (2.25)
avec 0t = - M (2.26)
oM

Cette derni¢re expression est la formule semi classique entre la phase de Berry et
l'angle de Hannay.

- Une autre propriété tondamentale des états cohérents action-angle |a, X> concerne

la valeur mayenne d'opérateur

13



Chapitre 11 :  Rappels sur les phases et angles géométriques et états cohérents action-angle

ki
AYLX) = f % < |a|e+iﬂ,)'{‘,i‘e-i“|u|,i », (2.27)

qui ne dépendent que de l'action dans la limite classique.

14



Chapitre IIT

VERSION GRASSMANIENNE DU SPIN 1/2
- ET ANGLE DE HANNAY NON ADIABATIQUE.
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Chapitre [l :  Version Grassmanienne du spin 1/2_et angle de Hannay non adiabatique

I1I-1. Spin 1/2 dans sa version Grassmanienne:

Comme nous I'avons annoncé dans l'introduction, le spin 1/2 dans un champs
magnétique est un des modéle proposé pour mettre en évidence la phase géométrique
dans le cas non adiabatique (ou adiabatique) . I est donc naturel de faire appel & sa
version Grassmanienne pour mettre en évidence I'angle de Hannay non adiabatique
(ou adiabatique) dans le cas fermionique. L'Hamiltonien d'un tel systéme (spin ' dans

un champs magnétique) est donné par

H(B) = ~ 1 Bo(E A )

(3.1)

o Ei Ekme Bk (DEmE,

B,désignant le champs magnétique et & = {Em} . (m=1,2,3) trois variables

dynamiques anticommutantes réelles qui engendrent une algébre de Grassmann
[Em: &e], = EmEe + Eilm = 0. (3.2)

LLa dynamique est régie par I'équation

df (&)
o e i (3.3)

l'algébre de Grassmann étant munie d'une structure de crochets de Poisson (P.B)

définie par :

(1@ g‘EJ}P‘B . iZ (€0, - Oe(E) (3.4)

=

ou ém et d,, sont respectivement les dérivations a droite et a gauche par rapport &

£ - Cette définition implique en particulier

16



Chapitre Il : _ Version Grassmanienne du spin 1/2_et angle de Hannay non adiabatigue

{‘gm!at]p_g = iam.!'. : (3.5)

Alors Ta régle de quantification canonique (avec i = 1 ) qui consiste a remplacer les

crochets de poisson des variables {£,} par i fois I'anticommutateur des opérateurs

correspondants &

Sk titae Fi8ai8] =8, (3.6)

conduit a identifier les opérateurs {ﬁ%m}avec les matrices de Pauli [&m} ( les

matrices de Pauli constituant la seule représentation matricielle irréductible de ces
relations d'anticommutation). Il en résulte que le "quantifié" du Hamiltonien H[E(t})

de départ, n'est autre que :

H(B(1) = % B(t). 6 (3.7)

et que, le Hamiltonien I:I{l-i{t}} est exactement celui d'un spin "classique" dans un

champs magnétique variable.

Compte tenu de I'équation dynamique (3.3), on obtient I'équation du

mouvement pour les variables dynamiques £,
Em = {H.&mp g = —iCkme B (VG - (3.8)

Avant de résoudre cette équation, nous allons reprendre quelques résultats obtenus par

Gozzi et Thacker [ Gozzi et Thacker (1987)] relatif au cas ou le champs Best constant

et établir la relation entre les variables Grassmaniennes et les variables action-angle.
En eflet, la décomposition des variables de Grassmann & en modes normaux

complexes

17



Chapitre I1] - Version Grassmanienne du spin 1/2_et angle de Hannay non adiabatique

Y = (5**)rmr E, (mt=12,3) (3.9)

Sm¢ désignant les éléments de la matrice unitaire
S[R:—}B+ " R_;—}Hg) (3.10)

donnée ci-dessous ( page 21 formule (3.25) ) affectée du coefficient é— et le nombre

imaginaire i luiaffecté de B et R,=R;+iR, - B.=B;+iB,, Ry > B; la

substitution de R, et Ry par B, et B; respectivement, permet d'écrire le Hamiltonien

B * *
H=-Jyiv 2 wivs @3.11)

. * . - 5
en fonction des modes normaux y, = y, complexes conjugués l'un a l'autre, B

désigne le module du vecteur B. Les solutions relatives a ces deux modes normaux

sont données par
vi®) = ey (0 .y =e®y,(0) . (3.12)

Ceci permet d'identifier

Ty OV (1) = 2y h (O 4 (0) = - §mm-¢;mdt -1, (m=12) (.13)
2 2 2n

aux actions I, en fonction desquels 1'Hamiltonien s'écrit

G =(-1, +1,)B (3.14)

ol e 7 L R A Pt DRI

eton m, -~ = —y . estle moment canonique conjugué. 1l est simple de voir
oyl m =

a partir des ¢quations de Hamilton que l'argument de w(t) s'identifie & la variable

angulaire 9 .
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Chapitre Il ;' Version Grassmanienne du spin 1/2 et angle de Hannay non adiabatique

Revenons a la résolution de I'équation du mouvement (3.8) ot le champs

ﬁ[t}dépcnd maintenant du temps et introduisons I'invariant ;

I(t) = - é ﬁ{t)(i A E]
(3.15)
=~ %ﬁkerkUJﬁm@f
défini par :
0 -,

ou Ry(1) (k=1,23) désignent des parameétres dépendant du temps a déterminer .

En identifiant les deux termes de I'équation (3.16), on obtient le systéme d'équations

différenticlles du premier ordre couplé reliant les parameétres de H[ﬁ(t}) a ceux de

I(R(1))
R = B(t) A R(1), (3.17)

ce systéme est équivalent au systéme différentiel couplé suivant :

.
]

i(B3;R, — R3B,)

i(R;B_ - B3R_) (3.18)

.
Il

Ry = %(Bm_ -B_R,)

pour le découpler. posons
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Chapitre 11l :  Version Grassmanienne du spin 1/2 et angle de Hannay non adiabatique

2
PR g (3.19)
2
on obtient alors
2
irr + r? B,
P R NS (3.20)
3 B,
2
. 2
“ (1t + 2 5,)
R.=-2[1- - (3.21)
r ' B .

ol la fonction auxiliaire r(t) obéit a I'égquation auxiliaire non linéaire

1 2
A[L%L M_Zig(ﬁ] >y (3.22)
a\B,) 4 B, dt \ B, £~

Il en résulte que l'invariant I(t) s'écrit

- 12 . -2 = B
0= =H{(52 4 ot = (5 =1 o + 2 + frijﬂm}gmg; (3.23)

et que son "quantifié" n'est autre que

P g . (2irt + r?B;)
T lLjjr® 41 ghi- —F
I Yy = = g, — | ————|O - (8] (324]

Il est possible aussi de réécrire l'invariant 1(t) (3.23) en fonction des modes

normaux 1, = y5 . En effet, la décomposition des variables de Grassmann £ en

mode normaux complexes ., = (S'J f,é‘! ou S,, sont les éléments de la matrice
m

unitaire S donnée par :
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Chapitre Il :  Version Grassmanienne du spin 1/2 et angle de Hannay non adiabatique

r

i PR, T ey Al eRIE —(1-R)L e |
Hoem-ond] leen-on] (252
(3.25)
=l il e R o1 R E & PR T S wl Ry G P P
S-"'I J‘E[{] R;) = (1 “ﬂr] _‘;5[[1 R;) . (1 RJ};‘J 1[r zr ]
i i
- = 2R
| ]
permet d'exprimer l'invariant sous une forme quadratique ;
l=-§wfm+%w§wz = Y1y = Wayy - (3.26)

Notons que 4 = q.-; (est réel) et que y,; = Lp; sont complexes conjuguées l'un a
I'autre.

[11-2. Angle de Hannay non adiabatique :

Une mani¢re simple de résoudre (3.8) et de calculer l'angle de Hannay non

adiabatique d'un spin 4 est d'utiliser le principe variationnel moyenné introduit au
paragraphe (11-3), dont le Lagrangien

L = %gkék +%akmtﬂkmamq ‘ (3.27)

associé a I'Hamiltonien (3.1), s'écrit en coordonnées normales (voir appendice pour le
détails des calculs)

&£ = _f[ti';\ifl + Wy 4 W;lifs) + '21 WiSESKW; + é—ﬁmrﬂkwfsﬁ:is.-,%

H ¥ . L L B+ B_ - L]
- 'é‘[ll’m'l + Yaya + ‘+’3'+'3) + %[r—g’f r_zj[wllfl = W:ll‘-'z)' (3.28)

Remarquons que ce Lagranizien (3.28) exprimé en fonction des coordonnées normales

ne dépend pas de la variable 0 (argument de la coordonnée normale ), mais chacun
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Chapitre [11 :

Version Grassmanienne du spin 1/2 et angle de Hannay non adiabatique

des deux termes Eiw;gzjs'kjwj et %Emﬁwfﬁa Sgw; Pris séparément dépend de 0, donc

on peut remplacer ce Lagrangien par sa valeur moyenné sur 0

£ =Ll [ (3.29)
In

sans affecter le résultats obtenu.
D'ol le Lagrangien se réduit a :

@ = i—(w?tin +yawg + llf;lifa] + éw:ﬂﬁ'ﬂ-ki%‘ + 'ELEhnéBk"-F':S;ﬁSﬂwi

S g R r iR (:* & g
= —r(\}‘]"lft + Yoy + wsws) = I_i(r_- - L](w]q"l B '-F'Z'-I-"I)
2 A (3.30)

+ 'zl' BORO(wivi - yava )

Notons que le deuxiéme terme -iR_l(f_ - I}[wfw b WEW) dans (3.30) provenant de
2 \¢" r

la valeur moyennée sur 0 du terme é—w?SEiSk}-wJ— est responsable de I'angle de

Hannay non adiabatique car il s'annule a paramétres fixes (ﬁ = cte} .

Les équations d'Euler-Lagrange

d | 0<f ot ] . » s
i — | -=== = 5 I: = =y (t L) —1,2 (331
dl{ﬂ[j) Eﬂj i ELFJ[JWJ[](] ) )
conduisent a
; . : A B B
D H _ + ~ -
Bj = E}j .|.:E|j = (_I}J[T + 2*], (G =1,2)
r r

la partie géométrique (ou angle de Hannay non adiabatique) s'écrit
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Chapitre [11 :  Version Grassmanienne du spin 1/2 et angle de Hannay non adiabatique

9? = (-1)i(- i) fﬁz;[d’ -%] (3.32)

®
r
(€)

et s'identifie & I'expression obtenue par Maamache [Maaamache (1996)] dans le cas
commutatif’

Finalement, les solutions relatives a ces deux modes normaux sont données par :

il = Ei{ei{ma&)wj(m . (=12) (.33)

ol l'angle 6} est relié aux conditions initiales,

Ayant résolu le spin 2 dans sa version Grassmanienne, nous allons retrouver

ces résultats a l'aide des états cohérents fermioniques invariant-angle dans le prochain
chapitre.
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Chapitre IV _ﬁia_t;_pgﬂr{rg:nls fermioniques invariant-angle et angle de Hannay non adiabatique

IV-1. Définition des états cohérents fermioniques invariants-angle :

Le deuxiéme point important de cette thése et de retrouver les résultats
classiques établies au chapitre précédent (chap I11) en faisant appel aux états cohérents,

On souhaite obtenir des états cohérents |£,t> ayant les mémes propriétés que les états

cohérents action-angle |cr, X> introduits au chapitre [1, a savoir -

- Tout changement de phase |n,t>— e'¥n |n, t > de I'état propre de l'invariant
I(t) induit le changement de I'argument ?E,e"“,t > des paramétres £ (t) de l'état

cohérent Grassmanien invariant - angle.

- L'invariant classique est égal a la valeur moyenne de l'opérateur invariant

quantique dans ces états.
[ =< & {i(t)E, ¢t >.

Nous avons remarqué qu'au niveau classique, l'introduction des modes
normaux complexes en fonction desquelles l'invariant est quadratique permet de
résoudre complétement le probléme posé. Une question naturelle se pose au niveau
quantique : peut-on associer & ces modes normaux classiques des opérateurs
fermioniques b(t) et b'(t) en fonction desquelles I'invariant est quadratique? et ou b(t)
annihile l'état propre fondamental 0,t> de I(t) et b'(t) améne I'état |0,t> a I'état excité
propre |1,t> de T[t}. Pour cela, il suffit de connecter_lcs opérateurs b(t), b'(t) et ¢(t)
aux opcrateurs b, b et ¢ & l'aide d'une transformation unitaire U dépendante du temps

similaire 4 la transformation unitaire S (3.25).

b(t) l b
N

b7 (1) = U*|b* 4.

i

|.\L'{EJ J LC



Chapitre IV__Etats cohérents fermioniques _invariant-angle et angle de Hannay non adiabatique

Avec,

rf(l +R3)r /1 1Ry /r 12)
U =% ~(1=-Ry)er*  (4R)e® W2 |- (4.2)
ClU 2 R Y R N

b, b" et ¢ sont reliés aux opérateurs ﬁéj (j=12,3) par

g = ﬁ(b +b*), &, = ﬁ(b - b*),E; = ¢ = ¢* (4.3)

s'identifient aux matrices o-1(g, — i e e & i et —-1-—1:-‘3 en
2{1 1 Z{I 2) NG

représentation matricielles, et enfin ils satisfont les relations d'anticommutations

{h,h+}+ = {c,c}+ = |

(4.4)
{b,b}, ={bc} =0
Cette transformation unitaire U transforme l'opérateur invariant i(t) en
- N + e l
I(t) = [b (t)b(t) 2] (4.5)
et les relations d'anticommutations (4.4) en
(b, b* ()} = fe®),e(v)}, =1
s (4.6)
{b(t), (1)}, = {b(1),c(t)}, = 0.

On définit alors les ¢tats cohérents fermioniques invariant-angle a l'instant

initial par :
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Chapitre IV _ Etats cohérents fermioniques _invariant-angle et angle de Hannay non adiabatique

lg
E(0),0> = ¢ ST (10,0 > - E(O)[1,0 >)

ou £(0) est une variable anticommutante complexe. Il est utile de remarquer que €€s
états peuvent étre déduits de I'états fondamental par l'action de l'opérateur unitaire (ou

déplacement) :

£0),0 >=¢ 1O @+E OO g4 5 (4.8)

et qu'ils sont des états propres de l'opérateur annihilation b(0) :
b(0) £(0).0> = £(0) [£(0),0> . 4.9)

Comme il est rappelé dans l'introduction et au début de ce chapitre, on souhaite
formuler I'évolution classique au niveau des états cohérents fermioniques invariant-
angle. En utilisant les résultats du paragraphe 114, cette idée peut étre illustrée de la

fagon suivante :
- I'évolution quantique exacte des états propres de l'invariant (paragraphe III-1)

10,0>— e'®®o,t >

(4.10)
et
[1,0>—» Eimm!l,t >
montre immédiatement que I'évolué des I'état cohérents |£(0),0> s'écrit :
1£(0),0 >—>e D [g(t), t > (4.11)
avec
E(t) = ﬁg)e-iwﬂ{tl—hltl} } (4.12)
De I'expression de (1) on déduit que la valeur de l'invariant 1= |E(0)] est fixée.

Quant au parametre angulaire 0(t), il vaut (do(t)-¢s(t)) et admet une composante

dynamique et une composante géométrique. La premiére, qui s'éerit
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Chapitre IV Ltats cohérents fermioniques _invariant-angle et angle de Hannay non adiabatique

0P = J:dr({ LUHE)LY > - < 0, [H(t)j0, t* >) (4.13)

fait apparaitre la différence entre les valeurs moyennes de I'Hamiltonien quantique
H (1) dans les états |1,t> et |0,t>. La seconde de nature géométrique
1
oF = i‘[dt’[{ 'Iil,t'ti 0,t' > - < l,t']ih,t’ ::-) (4.14)
at’ ot’
0

n'est rien d'autre que l'angle de Hannay non adiabatique.

La seconde propriété souhaitée au niveau de ces états cohérents fermioniques
invariant-angle concerne la valeur moyenne de l'opérateur invariant I(t) dans ces états.

Il est alors immédiat de vérifier que la valeur moyenne <E(1),t [f(DIE®), > est égale &

l'invariant classique I(t) ; & (1) &(t) -% (au terme additif -%} prés, (sans influence sur

les résultats) si on identific le paramétre & (t) de I'état cohérent avec le mode propre
y5(t). ceci permet d'interpréter les états [E(t),t> comme des états invariant-angle dans
la mesure ol, |E(0? s'identific & l'invariant classique (1) et l'argument de E(1) a la

variable conjugué 06,(t).
IV-2. Calcule de I'angle de Hannay non adiabatique :

Nous allons faire le calcul explicite des résultats obtenus au paragraphe
précédent. En utilisant I'équation (4.1), nous pouvons réécrire I'Hamiltonien quantique

(3.7 ) sous la forme suivante

b(t)

H(t) = —l‘,(mm,B_m,Jia_,,u;.)um b* (1) (4.15)

c(t)
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Chapitre IV _Etats cohérents fermionigues invariant-angle et angle de Hannay non adiabatique

il en résulte que l'angle dynamique (4.13) est

b(t")
D _ .[dt' < x,rp{m(r}.B_(tf},JEB;{f))U{_t-] b () |1t > -
e(t')
b(t")
< 0,|(B, (1), B(t), ﬁﬂ;{t'})U{t'} b*(t) 0,1 >
e(t')

(4.16)

seul les termes proportionnels a I'opérateur () contribuent au calcul de 8°, car les
états |0,t> et |1,t> sont orthonormés et l'action des opérateurs b(t) , b'(t) etc(t) sur

ces états est donnée par

o(t)0,t > = - -J—§|G,t >, o, t>= -41—511,1 > @.17)

bjo,t>=0,  bOLt>= lo,t >, (4.18)
et

b*@®)0,t > =Lt>,  bTOLt>=0, (4.19)

d'ou, l'angle dynamique est donné par

IB(t ). R(t")dt" . (4.20)

Quant a l'angle de Hannay non adtabathue ( ou partie géométrique) (4.14), il suffit de

remarquer qu'il s'écrit :

+ gt
EH-~1-[d' nﬁab (t}iﬂt =5 (4.21)

La dérivée de I'équation (4.1) par rapport au temps
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Chapitre IV__Etats cohérents fermioniques invariant-angle et angle de Hannay non adiabatiue

(ab(t) ) (b(t) )
ot
B W| _ gyl O
ot
9c(t) (1)
el R
ol
‘R:i[i-_:'_f_] 0 L:i——*ri' - 11131
gty 22 22 o
. o e - (4.22)
U*U = 0 Ra[r_*iz] RE & R 2R;
T 22 22
bt o 2R it e Ry 0
2V2 22 2l 22 242 A |
permet d'obtenir L :
at
ab* (t (r' ['] i 1 . * *, 4R3
B o m - It » —m 1 i) 5P (4.23)
ot 3 r r 2-\‘{5 ( ] ir‘l

seul le terme proportionnel a b*(t) donne une contribution non nulle. L'angle de
P

Hannay non adiabatique dans une évolution cyclique (c'est-a-dire R(t + T) = R(t ]}

est donné par :

oM (T) = —i §R3(d': : ﬂj (4.24)

r r
(€)

et coincide avec le résultat obtenu au chapitre 111

En conclusion, remarquons que les résultats obtenus dans ce chapitre ne sont

que partiels: on n'obtient par cetle méthode qu'un angle associ€ a I'évolution classique
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Chapitre IV Etats cohérents fermioniques _invariant-angle et angle de Hannay non adiabatique

et non deux (voir chapitre I1I). Ceci est dii au fait que tous les Ctats propres de
linvariant quantique ne sont pas pris en compte de fagon équivalente, I'tat
fondamental 0,t> jouant arbitrairement le réle privilégi¢ de "vide". Pour obtenir le
deuxiéme angle, il faudrait choisir I'état |1,t> comme "vide" en échangeant les roles de

b{t) ct b ().
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APPENDICE : Calcul du Lagrangien en fonction des

coordonnées normales .
On se propose d'exprimer le Lagrangien

L= égkék + —; Ekm!ka (t)E_lmEJ!l

(A.1)

en fonction des coordonnées normales W, (M= 1,2,3) introduites au paragraphe(IIL1),

W = (8*), & = Sime-

W = &5

(A.2)

Notons qu'il y a sommation sur les indices répétés. La substitution de (A.2) dans (A.1)

donne le Lagrangien.

£ = %‘P?ﬂﬁjskj‘@j + %H’;Sﬁigkjw’j * %EmaBkW?S;ﬁSqu
qui comprend les termes i =j et i#].
1)casou i#].
- Le premier terme du Lagrangien est nul,

S1iSk =0

- Les termes qui proviennent de %mzﬂﬁéuw i +%am¢Bkw;S§ﬁS,jw [
€1 BiSt Sz = ExmeBiSh2Su = ShiSk2 = SiaSu =0 m#{

+ Y i 2Rj

" Bks S3=S+g i—S+$. -
mi ml=¢ k1“k3 k32k2 Zﬁ 2.\}5
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Appendice : Caleul du Lagrangien en fonction des coordonnées normales

exmeBiSm2Ses = SkaSis = ~SksSir = -5[4_'5 3B ap (A.5)
+ 't n + ZRi
2V2 22 2

rF vl 2R

+
22 22 o

emBrS5aSu = Stk = —S§25k3

€1 BkShsSe2 = SisSie = -S§,Sk3

se compensent exactement. Dans les expressions ci-dessus, nous avons exprimé les

paramétres R,, Rz, R; en fonction des paramétres By, B, B; par

- R, +RB
e 183
R
(A.6)
R, + R,B
AP 253
R;
en utilisant les équations (3.18).
2)casoli=])
- Dans le premier terme du Lagrangien le produit des éléments de matrice :
S-Sk =1 (A7)
- Dans le second terme de Lagrangien, le produit S, . Eki donne :
: : i
B B = =8, 8, ==R [———J
k1-“kl k2 “k2 3 o . (A8)

S;j'gk:? — ﬂ

- Tandis que le troisiéme terme en utilisant les équations (A.6), le produit

€ kme B W ;5 :.tis‘ﬁ v; (m#f) donne
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€me BkSmiSu1 = ~€kme BiSmaSe2 = -i(ﬁit)ﬁ[t}]
(A.9)

Finalement, en substituant les résultats (A.4) & (A.9) dans le Lagrangien (A.3) on

obtient le Lagrangien en fonction des coordonnées normales

1 .- " . . - B+ B_ . -
£ = é["i"u‘l"l + Va2 +W3W3)+%(r—z+rj;](W1W1 'Wﬂ’i) (A.10)

as
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Evolution of grassmannian invariant-angle coherent states and nona-

diabatic Hannay's angle

M. Maamache and (). Cherbal

Iustitut de Physique, Université de Sétif, Seétif (19000) ALGERIA
Submitted to European Physical Journal D

Abstract
We show how the exact evolution and nonadiabatic Hannay’s of grass-
mannian classical mechanics of spin one half in a varying external magnetic
field is associated with the evolution of grassmannian invariant-angle coher-

ent states,

PACS number(s): 03.65.5¢,02.40 + m

Considering the evolution of a quantum system whose Hamiltonian H(t)
depends explicitely on time through a set of parameters X(t), Berry [1] has
shown that, when X(t) describes adiabatically a loop C in the space of pd
rameters. an eigenstate of the Hamiltonian develops, besides an expected
dvnamical phase, a geometrical phase 4,(C) whose depends essentiallv on
the closed path C which has been followed in the space of parameters. Re-
moving the adiabatic hypothesis, Aharonov and Anandan [2] have generalized
Berrv's result and shown that such a geometrical phase may appear for any
state which is eyclic with respect to some evolution. (Cyelicity means that

the state returns to itself, after some time up to a phase; in Berry’s approach,



the adiabatic hypothesis ensures the cyclicity of the eigenstates of H(t) af-
ter one loop). Therefore, in the study of quantum nonadiabatic holonomy
effects. a complete set of cyclic states play the same basic role as the Hamil-
tonian eigenvectors in the adiabatic case. A naturel (but not unique ) way to
wet such a basis of cyclic states is to consider the eigenvectors of an hermitian

periodic invariant f(#) defined by

% = 1[I, H]. (1)

Indeed, any eigenstate |n,0) (relative to the time-indepedent eivalue An) of
an invariant operator I(0) at time zero evolves continuously into the corre-
sponding eigenstate |n.t) of the invariant operator I(t) at time t [3], exactely
as an eigenstate of the Hamiltonian does when the evolution is adiabatic.
For this reason, invariant theroy take an important place in recent works on
nonadiabatic geometric phases [4-9].

The classical analog of Berry’s phase, is Hannay’s angle [10]. According
to the classical adiabatic theorem, any trajectory in phase space, of the
classical integrable Hamiltonian at time zero evolves into a trajectory of the
Hamiltonian at time t with the same action. Hannay [10] has shown that
when the adiabatic excursion takes place on a closed path in the space of
parameters, an extra shift analogons to Berry’s phase is realized in the angle
variahles. This extra angle depends on the geometry of the parameter space
circuit and on the conserved actions. Since the invariant action due to Lewis
and Riesenfield exists a geometrical angle can be defined on constant-action
surface for a eyclic evolution [11-12] and the appropriate interpretation of the

2



angle thus obtained is that it is the classical counterpart of the geometrical

phase due to Aharonov and Anandan [2].

This remarkable parallelism between the quantum and the classical cases

as well as the semi-classical relation between geometrical phase and geomet-
rical angle [13] are not suprising. Indeed, the classical case can be deduced
from the quantum one through the semi-classical limit (h — 0, n — oo, nh
fixed). However, instead of basing this parallelism on semi-classical theo-
rems, it is instructive to give a quantum perspective to geometrical angle.
As explained in Refs.[14], a simple way to provide a quantum description
of the evolution of a classical system and to derive the geometrical angle
from the geometrical phase is to study the evolution of "action-angle” (or
“invariant-angle” ) coherent states.

Since. we shall be interest in this paper by a purely quantum inter-
pretation of exact solution and nonadiabatic geometrical angle associated
witl grassmannian classical spin, let us recall how these angles appear in the
action-angle coherent states when dealing with ordinary (commutative) clas-
sical mechanics. The action-angle coherent states are defined in the classical
approximation, that is for i small with respect to the classical action (or
invariant), in a way which resembles the definition of the usual (harmonic

oscillator) coherent states:

e a”
o, ) = e71ol/2 Y~ —=n,t). (2)
vn!
n=0
For |a| large, the sum over n is highly peaked around the value N =
lal* — IH~" but yet contains agreat numnber of eigenstates since the disper-
sion in n is N2, With help of this remark one can deduces the key result

3



that any phase modification |n,t) — ¢'®n|n.t) on the quantum eigenstates
L H@ .
lead to the change |ja,t)) — |la ¢ 5% )} of coherent rays. This phase mod-
ification mav have various origins. If it is associated with the time evolution
of the eigenstates |n. t). for theparameters fixed, the corresponding change
. 8E '
a — ae~ "8 ' (I = Nh) shows that the modulus of the complex number
@ is constant and its argument is minus the classical variable 8. Therefore.
action angle rays and points in phase space are in one to one correspondance
through the relation o = /I/he~*. If the phase modification correspond
4. B
to the geometrical phase in quantum mechanics then eH(t) = - %{r} de-
fines the corresponding one on classical mechanics. We have exemplifield the
quantum-classical correspondance at the level of action (or invariant) angle

coherent states. let us note that, the mean value of the quantum Hamiltonian

and the quantum invariant in these states

(a,t|H(t)la,t) = H(L,t), (a,t

Ia,t) = I, (3)

can be identified with the classical Hamiltonian H. (which is a function of
the action only) and the classical invariant I, respectively.

All the above discussion is valid for quantum Hamiltonian with an in-
tegrable classical limit in ordinary phase space. In the classical limit such
quantum Hamiltonian possess an infinite number of energy levels. Recently
there has been an interest to provide a classical counterpart to Hamiltonians
with a finite numbers of levels. As shown by Giavarinni and al [15], the cor-
responding “classical” mechanics deals with anticommutative (Grassmann)
dynamical variables and is analogous to the mechanics initiated by Casal-
buoni and Berezin and Marinov [16] in relation with Feynman paths and the

1



description of "classical” fermions. Gozzi and Thacker [17] were the first to
caleulate the adiabatic Hannay's angle for a grassmanman system. namely
the classical analogue of the quantum one half spin in a slowly time vary-
ing magnetic field. Abe [18] introduced fermionic coherent states in order
to give an alternative derivation of the result by Gozzi and Tacker about
the Hannay's angle for the “classical” one half spin system. Maamache and
al [19] have proved that Abe's approach does not connect. as claimed. the
adiabatic holonomy with adiabatic evolution of fermionic coherent states but
with canonical transformations and they have clarified that Hannay’s angle
does not appear as an external phase in front of the fermionic coherent states

but inside its parameter’s argument.

The important point which we emphasise in this paper is that the an-
ticommutaive case is much like the commutative one. Indeed we shall find
grassmannian invariant-angle coherent states |(,#) ({ denoting a complex
anticommuting parameters) which possess the two key property of the state
|, t) namely: any change of the phase |n,t) — €'**"|n,t) on the quantum
invariant's eigenstates induces a change |(e'?,#) of the arguments of the pa-
rameters of grassmannian invariant-angle coherent states and the classical
(grassmannian) invariant is equal to the expectation value of the quantum
one in these states. The difference with the commutative case is that now
there is no need of a classical limit n — oo and ki — 0. (We therefore set
h = 1in the following.) Formula (2) is replaced by a similar expression wich
contains a finite sum of terms (due to the anticommutation properties of the
(’s) and (3) gives a relation beteween the quantum invariant and its classical

-
]



counterpart.

To be explicit. we start with the exact classical evolution and nonadia-
batic Hannav's angle of Grassman spin in a time-dependent magnetic field.
In order to get an idea of how to treat this svstem in a classical mechanical
model, containing Grassman variables see the api)endix 1 and 2. The original

Hamiltonian is given by

t

H:2

Ekij Br(t)€ik;- (4)
The components £; (1 = 1,2,3) of the vector E are Grassmanman: §;§; +
£;€i = 0. The simplest invariant I(t) is, in this case
1 ; P
I(t) = —5exi; Rul(t)&i&;, (9)
which satisfies the condition

f;t—f = _{H(),I(E)}pp = —iH(E)5; . 5 1(§), (6)

where 9 ;j and Fl ; are right and left derivatives with respect to £;. According

to (6), the parameters R; of I(t) satisfv the coupled differential equations
e
By = 5[R-By — R4 B-],

Ry =i|RyB; — RyB.), (7)
R, = |RsB_ — R_By),

(where, By = By £1B;, Ry = R; £1R;.) The Eqs.(T) can be simplified by
setting R = r%(t)/2 where r(t) is the solution of the auxiliary equation:

2] H®




wliere

(1rr + B;rzfﬂ}
Rﬂ- — 1
By
and
e 21— (wrr + Byr?/2)? i r*Z
e ik =

+
The invariant can be written in the form:

PR _ 2 - 31
{{f‘d -I—]" ‘:JEJ.‘TH‘ _t{rz—f' 2}52“.” + B' [11"!"+ 'j ]ESfm}gfgm- [g}
—+ s

I=-

| e,

When we quantize the £, with the rules given in appendix 2, we get the
gquantum Hamiltonian and the associated quantum invariant for one half

spin in the time-dependant magnetic field as

H = B(t)5 (10 - a)
= Y= (i s ()

(10 — b)

Decomposition of the Grassman vector E into the complex normal coor-
dinate ¢; = (8§%);€; (i,7 = 1,2,3) via the r(t), r*(t) and Rs(t) dependent
unitary matrix (A.5) §(By — R4, By — R;), (Bx — Ry. By — Ry de-

notes the subtitution of By and By by Ry and Rj respectively), gives the

following invariant
RS, R
I= 366+ 366 = 16 =66 (1)

where () and (; are complex conjugate of each other (3 = ¢}, while (z = (3

is real. The exact solution of the equations of motion for {; and (; are

Gi(t) = e70@¢(0), G(t) = €9¢(0) (12)



and nonadiabatic Hannay’s angle appears in the angle variable 8 after a cyelic
evolution and is caleulated in terms of the above-mentionned matrix S and
the time derivative of ST [20].

Now, we proceed to study the evolution of femionic invariant-angle co-
herent states. For this purpose, we express the quantum invariant | =
R.{t] & /2 corresponding to the classical one T = —tegij R (1)Ei€; /2, in terms
of fermionic operators b(t) which annihilate the lowest eigenstate |0.1) of [

and b*(t) which brings this state onto the other eigenstate [1,#) as

I(t) = (bT(t) b(t) — ). (13)

[ | =t

The time-dependant fermionic operators h(#+) and hT(#) are related to the

operators §; via the time-dependent unitary transformation [
bit) b
Bt {:f] =Ut| it ks

eft) c
(14 Ra)r/r* —(1—Ry)r*fr —|r*/\V2 b

1 .
% . - Ry)rfr* (14 R3)r*fr —|r|?/V2 it ¥, (14)
rzf'n/ﬁ r'z_h@ 2R, C

where the operators b = (£, — fé} };’v"ﬁ bt = (£ + :'E;}f-.f‘._l and c = ct = £

satisfy the algebra
i5,5") = {e,e} =1, {b,d} = {b,c}=0. (15)

(In the matrix notation, b* = oy and b = o_ with o4 = (o) +i02)/2, and
the Clifford number ¢ is o5/1/2.) Therefore the time-dependent operators

b(t), b*(t) and oft) obviously satisfy the algebra isomorphic to Eq.(15):

{b(1), b7 (1)} = {c(t),c(t)} =1, {b(),b()} = {B(t),c(t)} =0.  (16)
8



The mmtial fermionic invariant-angle states are taken to be
. % g ..
16(0),0) = ezp[-5¢*(0)¢(0)] (10,0} — ¢(0)I1,0)) (17)

and are eigenstates of b(0) with eigenvalue ((0), and they are created from the
ground state |0, 0) by the unitary operator exp (—[((0)6%(0)+¢*(0)5(0)])|0, 0).
According to the Lewis-riesenfeld theory, one immediately see that the evo-

lution

|0,0) — ei¢olt) 0, t)

and
1,0) - (D)1 1) (18)
of the eigenstates of I(0) induces the evolution of fermionic invariant- angle

coherent states
16(0),0) — e*®® |¢(0) £ 18 (D=$el} ) = |¢(2), 1) (19)

1.e. the argument of parameter ¢ change in the evolution. As is well known,
the global phases ¢,,(t) (n = 0,1) contain a dynamical part ¢ = — j; (n,t'|H(t')|n,t")
and @ geometrical one ¢ = :J'L: (n,t'|@/0t' |n, t)dt'. The main point of this
elementary result 1s that the argument ¢(t) — @3(#) of the parameter ((t)
contain a dynamical part ¢ — ¢ and a geometrical part ¢f — ¢§. This
geometrical part is nothing but (minus) Hannay's angle [10] in a cyclic evo-
Intion. The second key property I. = (((t),t|I(#)|¢(t). t) + 1/2 = (*(0)C(0)
15 an immediate cousequence of (13) and (19). It allows to identify the ('s
entering into the definition of |, t) with the classical normal modes and justi-
fies the fermionie invariant-angle coherent states denomination of |, ¢) + (*C

15 the classieal invariant variable,



Let us embark on the calculation of these angles. From Eqs.(10-a) and

(14). we have

t fl ")
;|] ) 53l s r Pas 7o 3 ,

gl — _, dt' (1,8 =(BLit'), B_{t'), V2Bs(£')) U(2") | v+t 1)
¥ :"l,i;}

Ik |

‘ b{t')
J, OGP (). B (), VIBu(E)) U ( b*(t'}) 0.¢) (20
0 e e(t')

we see that only the term proportionnal to e(t) contribuate to the calculation
of the dynamical angle, which yields
t

el = | Rit").B("dt' (21)

Using Eq.(14), the db™ /3t can be expressed as

3b+:R3(E—f)h*rra+( 1B

1
v,;—}h_ll 4\;‘,; (r-:‘- ¥ —T % f‘))(_{f_}_ (22)

ot ™+ r
so that
X a J
e ! "] i it ! -
0% =—i | d ({1.t;atj|1*t} (u.uat,w,t;)
Tial O s iR r* T e
=i ) dLEI (0.t = i | d R;(” & F)' (23)

For a cyclic evolution of duration T the nonadiabatic Hannay's an gle is
i dr dr
g6 = —zjg R;(i o —*), (24)
C

We note here that r must return to its original value, and indeed there do
exist such solutions to Eq.(8). These above results agrees with those obtained
by Cherbel [20] in the classical Grassmannian case and by Maamache [21]
for the classical bosonic model of spin one half.

ill the exemple we studied there is only one angle variable 8, (t) = ¢,(t)—
do(t) instead of two corresponding to the classical normal modes Eq.(12).

10



The reason is that the fundamental state |0,1) taken to be the "vaccum”
is not left invariant by the evolution. (We note that the second normal
mode could be obtained if |1,¢) has been chosaen as "vaccum”. This is done
by interchanging the roles of b(t) and b*(t); in this case we would obtain
the second angle 6, = —#,.) Although this approach has the attractive
consequence that the Hannay's angle appears as the difference of two Berry’s
phases it has the major drawback of priviledging one of the two eigenstates

and thus not allowing a generalisation to the case N > 2 levels.

Appendix 1

In this appendix we study the evolution of Grassmanian variables at
fixed parameters. We introduce three classical anticommuting variables £, &3, £3
satisfying &€ + &6 = {&i. &} = 0(4,7 = 1,2,3). If we employ Grassmann
variables. the Lagrangian and Hamiltonian for the two level system can be

written as a classical model [16,17]

i = f =
H=- B({ﬁf), (A.1)
where E';? is a Grassmann vector, B = (B, B;, By) is a set of external param-

eters. We introduce the Poisson brackets (PB) stucture

(1), 9N rn =i(15)(T9), (4.2)

where J; and 8, are right and left derivatives with respect to £;, and f and
g are functions of €. £,. £3. In particular we have

{Eikilrm = i6;;. (A.3)

11



Hamilton’s equation of motion then yield
£ = {H.&} = —iz1;Bik;. (4.4)

To solve this equation we hold the parametrs fixed and we decompose the
Grassman vector £ into the complex normal coordinates ; = (57);§ (1,7 =

1,2,3) via the B dependent unitary matrix:
(BiBy +1iB:B)/\/2B,B_ (B,B; —1B:B)/\/2B;B_ B,

S=2| (B:Bs—iB.B)/\J2B,B_ (B:Bs+iB.B)/\/2BB_ B, |,
—/B4+B_/V2 —/B4B_{V2 ‘?jl 9
9

which diagonalize the Lagrangian and Hamiltonian

el A RS LSRR | R
L=35G0+560+566- 500+ 560,
& L S

H= —551 G+ ECE{;EE (A.6)

with B = |ﬁ| As seen from (A.3), {; and (2 are complex conjugate of each
other (3 = (f, while (3 = (} is real. The Poisson brackets (A.2) and (A.3)
are preserved by the transformation to normal coordinates the solutions of

the equations of motion for ;.
G(t) = e7PG(0),  Go(t) = eP'C2(0), G = Gs(0). (4.7

They are something like harmonic oscillators in the Grassman variables [17].
The normal coordinates have the following canonical momenta

B T
HFE—;;- (G =12). (A.8)

As consequence, the action variables are

o i '2']?}{”*51““ e %C}‘(”GHP %C}‘Eﬂlﬂf{m (A.9)

12



in t;erms of which the Hamiltonian is
H=(-I+5L)B. (4.10)

The anglﬂ variables are given bv the equations of motion

. oH
g: = — A1l
g | : ’
giving fj] = =B, éz = B with solutions 8,(t) = —Bt, 8, = Bt, (where we
have made the choice #(0) = 0.) Therefore the normal coordinates are related

to the angle variables by

Gi(t) = 9 (0), C(t) = 19 0) (A.12)

Appendix 2

Our goal in this appendix is to recall the quantization rules for Grass-
ma.nilan system [17]. For this, the quantization rules say that we should
replace the Poisson brackets (A.3) by the anticommutator (instead of the

commmutator)
{€.& ps — {6 6)e h=1 (4.13)

The operators £; are shown to generate the stucture of Clifford algebra
{E EJ} = 55,:'? [A'ldf}

, and therefore they can be represented irreducibly by the Pauli matrix as

é;- — 0;/v/2. When we quantize the £, with the rules just given above, we get

for the classical Hamiltonian (A.1) the quantum one

N = —%eh,ﬂké}& (A.15)

13



and using the Pauli matrix representation for ¢;, we obtain

g
H = _Efl'i_fgkgiﬂj =

L
S8, (4.16)

This is the quantum mechanical Hamiltonian for a one half spin in the mag-

netic field 5.
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ERRATUM

- Une erreur s'esi giissée dans ia page 10 a ia fin de la deuxiéme ligne :
1l faut remplacer ** le cas non adiabatique™” par *“le cas adiabatique’” .

- Dans la page 14 il faut remplacer la formule (2. 27) par : 4,(7.X) = (@, X|dla, X ).

- Dans la page 38 , la deuxiéme référence : Bouchiat ...... ; remplacer (1889) par (1989)
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