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RESUME

Soit X ,X?,,..,X ... une suite de variables aléatoires
1 2

Y
indépendantes et de méme loi avec E(X) = m et VarX = o

alors le Théoréme Central Limite dit que

5 2(-3‘:"--“‘ ) e

-
Ce qui montre que ( ) Xi) - m tend vers 0 de la méme fagon
4
i

1 i ¥ S
que -~ .Ceci est vraie pour une valeur fixée de n.
¥
Pour avoir une borne uniforme de convergence vers 0,on doit
s'attendre & une vitesse un peu plus lente.

Hartman et Wintner prouvérent que

L=

: > ) vz % = 1 avec probabilité 1
‘l%m 2 . s |
i Y2nloglogn =

s
Ceci donne une vitesse de convergence de 1l'ordre de /(loglogn/n)
De la méme facon il a été prouvé que si on suppose les X

uniformes sur [0,1],que le processus empirique i

\
an(x)= v¥n (Un(x)-U(x)) ,x « [0,1] avec Un(x)=%if{ e w)
=]

L

peut &tre approximé par une suite de ponts browniens et par un

processus de Kiefer de facons optimales.




Donc pour mieux comprendre les fluctuations aussi bien des

"sommes partielles Sn= Xi+Xz+....+Xn que de an(x) introduisons
le mouvement brownien 3 travers sa représentation mathématique
le processus de Wiener.

Par définition on dira qu'un processus de Wiener {W(t);t=0}

1- est une fonction aléatoire continue de t tq W(0)=0
2-Yte ., B8, 000 o2 0 { W(tde),W(tz),...,W(tk)} suit une 1loi

normale

3- E(W(t)) = 0 et E(W(t)W(s)) = min(s,t)

I1 a les propriétés suivantes

1- W(t) est & incréments indépendants c'est a dire

si O=to<ti<tz<....<tk alors { W(ti)-W(ti-1)} sont des variables
aléatoires indépendantes.

2- W(t) est a incréments stationnaires c'est a dire

que { W(t+h)- W(h) } a méme loi que { W(t)}.

3- {W(rt),t>0} a méme loi que { V» W(t),t=0}

4—- W(.) est un processus markovien.

¥ 2
5- P(Sup W(s) < x¥t ) = 1-2P(W(t)>xv¥t) = V(2/n)S e—t /idt
5}
C'est le principe de refexion.
|W(t)|
6- lim Sup = c'est la loi du logarithme itéré.
t-s @ VY2tloglogt

|[W(t + clogT) - W(t)]

= R resque surement.
clogT / s "

7- lim Sup
T -— © .
0=t %T~-clogt

C'est la loi des grands nombres d'Erdds—Rényi.




La loi dAu logarithme itéré et la loi des grands nombres
d'Erdds-Rényi pour le procesus de Wiener standard peuvent &tre
combinées en une seule loi. Elle a la forme suivante:

......... | W(t+a ) - W(t) |

lim Sup

T-—0 OSLET-a

.= 1 avec probabilité 1

p o :
T V/ZaT(log_§; + loglogT)

W étant le processus de Wiener standart et a = T ou a = logT.
Avec = T on obtient la loi du logarithme itéré tandis qu'avec
a = logT c'est la loi des grands nombres d'Erdds-Rényi.
Récemment Csdrgd et Révész prouveérent que si 0 < aTé T et
certaines conditions sur a (assez légeéres), alors 1la relation
précédente reste toujours valable.

Leurs conditions sont aussi satisfaites si - R et L
logT. Ainsi, Csdrgd et Révész trouvérent 1le 1lien qui existe
entre la loi du logarithme itéré et la loi des grands nombres
d'Erdds-Rényi. Les résultats analogues pour les processus de
Wiener a plusieurs variables ne sont pas évidents. La loi du
logarithme itéré pour les processus de Wiener de dimension d

(d>1) a été démontrée par R. Pyke en 1972.

Dans ce travail, on établit d'abord la loi des grands nombres
d'Erdds-Rényi pour les processus de Wiener a plusieurs
variables. Le résultat donne aussi une forme plus générale pour
la loi des grands nombres d'Erdds-Rényi comme dans le cas du

processus de Wiener standard.

Ensuite, comme l'ont fait CsOrgd et Révész pour le processus
de Wiener standard, on peut combiner les deux théorémes en un

seul dans le cas des processus a plusieurs variables. On donnera




la démonstration de cette version.

On utilisera la méme argumentation pour prouver le module de
continuité de Paul Lévy pour les processus de Wiener 3 plusieurs

variables, en l'incluant dans le théoréme de Csbrgd pour le cas

multivarié.

Enfin, on prouvera a la fin des résultats analogues pour les

processus de Kiefer.
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CHAPITRE 1
INTRODUCTION et PRELIMINAIRES

Soit U(x) , x « [0,1]d, la distribution uniforme de dimension

d, 4=z 1.

Soit Xi,Xz, ,Xn,une suite de vecteurs aléatoires indépendants de

méme loi U.

I1 a été prouvé dans [7] que le processus empirique :

- :
a (X)= ¥n [Un(X) - U(X)] ,X = [0,1]"

5 : !
ou Un(X) = —%— 4 {XLJQE X } = »%«-# {Xc 1= 32 w.% = x }
L=l & .
peut &tre approximé par une suite de ponts browniens de dimension
d et par un processus de Kiefer de dimension (d+1).

[L'écriture Xi < ximplique toutes les coordonnées de Xi sont = aux

coordonnées respectives de x et # {—} est le nombre d'éléments de

o8

Ces processus peuvent &tre définis a4 1'aide du processus de

Wiener multidimensionnel.

En établissant la meilleure approximation dans le cas d=1
[17],1a loi du logarithme itéré et 1la loi des grands nombres
d'Brdoi-Renyi jouent un trés grand réle dans les accroissements du

processus de Weiner standart.




Ces deux lois sur les accroissements  du processus de Weiner

peuvent é&tre combinées en un seul théoréme de la facon suivante:

Soit W(.) un processus de Wiener standard .Alors

|[W(t+s)-W(t)]|
(*) 1lim  Sup Sup ‘ = 1

Ete i
T O0%tLET~-a 0%5s%a
T

3 ’
¥ 2 aT[Log~_§_n+ Log Log T]
T

-avec : aT = Log T ou ar= T

Si aT= Log T ,c'est la loi des grands nombres d'Erdés Renyi et si

aT= T c'est la loi du log itéré

La question que 1l'on pourrait se poser est si la limite (*) reste
valable pour log T = aTS T.

La réponse est positivement donnée par Csdrgd et Revesz [9]

avec certaines conditions sur a  donnant ainsi une relation entre
la loi du logarithme itéré et la loi des grands nombres d'Erdés-Renyi

[13].

Pour le cas ou d>1,peu de chose est connu sur les propr i étés

des accroissements du processus de Wiener de dimension d.

La loi du logarithme itéré pour le processus de Wiener de

dimension d a été prouvée par R.Pyke [28].




Dans ce travail,on donne d'abord la généralisation de la loi
des Grands nombres d'Erd6s—Rényi pour le processus de Wiener de

dimension 4d.

Aprés on montre que ces 2 lois peuvent &tre combinées en une seule

comme en dimension 1.

Les résultats sont ensuite utilisés pour étudier certaines
propriétés des accroissements du processus de Kiefer de dimension

(d+1).

Dans le chapitre 1,on donne quelques résultats et définitions de

base utilisés par la suite.

Le chapitre 2 est consacré aux accroissements du processus de

Wiener standard.

Dans le chapitre 3,on étend 1'étude aux accroissements du

processus de Wiener de dimension 4 > 1.

Le chapitre 4 est consacré a 1'étude de certaines propriétés du

processus de Keifer de dimension (d+1).




Préliminaires
On suppose connu les résultats de base de 1la théorie des

probabilités et des processus stochastiques .Pour les références

voir [11,[5]1.[11],et [29].

Dans cette partie ,on introduit quelques notations et résultats

de base utiles pour la suite.

(G:,A,P) désignera toujours un espace de probabilité.Un processus

stochastique X(t,w),t « = Ed et w ) est une fonction
X(...): T 0 5 &

tq , ¥V t e T fixé, X(t,.) est mesurable par rapport a la -—algébre

c'est A dire est une variable aléatoire.

On dit que X est un processus stochastique a valeurs sur T est
défini sur 1'espace de probabilité (¢,A,P) .La famille des valeurs
réelles de la fonction X(..,w) ,w = (0 est appelée trajectoire du

processus stochastique X .(ou courbe représentative).

Définition 1.1: La trajectoire du processus stochastique
X(t,w), t & T< Edet w e (3 ,est continue avec probabilité 1 s'il

existe un ensemble N avec P(N)=0 tqg X(.,w) est continue ¥V w & N.

Pour éviter d'alourdir 1'écriture ,on supprimera w dans la

notation et on écriraX(t) au lieu de X(t,w).

Ainsi on écrira {X(t) < A } pour {w:x(t,w) < A } etc..




. La probabilité P{X(t) < k} . e T et -0 < w est appelée

7

distribution de X(t).

Définition 1.2: Un processus stochastique X(t), t = T est un
processus Gaussien si X(ti),...,X(tn) a une loi jointe Gaussienne

¥ otits D tRnE e R st Y ] f iR,

Définition 1.3: Un processus stochastique X(t),t=T,est dit
séparable s'il existe D = T mesurable et tg X est uniquement
déterminé par X(t),t = D.Dans ce cas D est dit un séparant.

Pour plus de détail sur la séparabilité voir [11].

Les résultats suivants sur la séparabilité sont souvent utilisés

dans ce travail.

Proposition 1.4: 8Si X(t),t = T, est un processus séparable
avec séparant D .Alors

Sup X(t) @ Sup X(t)

teT - teD

C'est a dire :.P{Sup X(t) < X } =P {Sup W) e & } V re(—w,w)
teT t<D

Le séparant d'un processus séparable n'est pas unique car on a:




Proposition 1.5: 8i X(t),t & T,est un processus séparable
ayant une trajectoire continue avec probabilité 1 (c'est a dire
X(t) continue avec probabilité 1 ¥V t = T), alors toute partie D
dense et mesurable de T est un séparant.

Pour la démonstration voir [23] page 88.

Définition 1.6: Soit X et Y deux processus séparables définis

«__“l
L |

sur ((O,A,P) et A valeurs sur T
D

it
On écrit X g Y ou - XEt) RN e e Slas distributions

jointes sont égales c'est A dire

n

P{X(ti)ﬂ al,...,X(trw)E a‘} = P{Y(tl)’ﬂ ai,....,Y(tn):{ a}

Pour toutes suites finies ‘ti,tz,...,tn & T et al,...,a = K
: "

Si X est un processus Gaussien séparable ayant une trajectoire
continue avec probabilité 1 (En fait un processus Gaussien ayant
une trajectoire continue avec probabilité 1 doit &tre séparable),
alors 1la distribution jointe finie est déterminée par la
structure de la covariance de X.Elle détermine la distribution de
X sur un ensemble mesurable et dense et par conséquent le

processus lui mé@&me.Ainsi:

Proposition 1.7: Un processus Gaussien» séparable est déterminé

par la structure de sa covariance.




Notations: On utilise toujours ¢(.) pour la distribution normale

standard c'est a dire

2
e lzdx pour tout » £ R

e fﬁ

172——1:{“- —0

L'inégalité élémentaire est souvent utilisée dans certaines

démonstrations :

- 2 ;
1 =% 2 - J~ e“‘x' a2 dx =< ’—.—1"— e—‘.)“ /2 Y X > 0.

1
X+ X
: 3 ‘

Proposition 1.8 (Lemme de Borel-Cantelli)

Soit'{An, n= 1} une suite d'événements telle que

a- & P(An) < 4o ——— P(1lim Sup A) = 0.

n=1
< (), 11 n'y a qu 'un nombre

&=

( En d@'autres termes, pour presque tout « =

fini d'indices p tel que & = Ap ).
b- 8i T P(An) = +w et les An’ n> 1, indépendants, alors
e i

P(lﬁm Sup An) =,




Chapitre 2

Les accroissements du processus de Wiener Standard

Dans ce chapitre, on étudie les propriétés des accroissements

du processus de Wiener standard.

Dans 1le premier paragraphe, on donne les définitions et
quelques propriétés élémentaires tandis qu'au second paragraphe,
on parlera du module de continuité de Paul Lévy pour un processus

de Weiner standard.

Dans les paragraphes 3 et 4, on étudie la loi du logarithme itéré
(LLI) et la loi des grands nombres d'Erd6s-Rényi pour le processus

de Wiener.

Enfin, dans le paragraphe 5, on montre que la L.L.I et la loi des
grands nombres d'Erdds-Rényi peuvent &tre combinées en un seul
théoréme sur les accroissements du processus de Wiener avec des
conditions différentes sur les accroissements. Ces conditions sont
les 2 extr@mes de la famille des suites d'accroissements et ainsi
donnent un lien entre elles. C'est dans le théoréme de Csbérgo—-

Revesz qu'on trouve ce lien.

2.1 Définitions et propriétés:
Un processus de Wiener W(t),t=0 est un processus Gaussien,
séparable tq:
(2.1.1) W(.) est continue avec probabilité 1.
(2.1.2) W(0)=0 avec probabilité 1 et si t>0

1 i ® L
P(W(t)<o) = j exp {————i} dx = ¢(
Yanu -0 pan

A

Yt

re(—w,+w)




(2.1.:3) E(W(s)W(t)) = st = min (s,t) ¥Vs,t=o0
{2180 81 0= &« bt B4 ... &€ & .
(] 1 2 n
alors les variables aléatoires gaussiennes W(t ) - W(t 1) sont
L L=
indépendantes 2 4 2 de moyenne 0 et de variance t~~t,1.
L Ui

L'existence du processus de Wiener a été prouvé par N.Wiener (Voir
[32] ou [1]). De la proposition 1.7 et des conditions (2.1.3)et

(2.1.1) les autres conditions sont redondantes. On a

Proposition 2.2: Soit W(t),t®0 un processus de Wiener.

Alors pour tout T>0,on a:

{2.2:0) -V'"T_W(t/T)[lQW(t) 0=t=T

et par conséquent

(2.2.2 Sup W(t) D Y T Sup W(t)
OSLET OS5

Maintenant, on va définir le pont brownien . Comme on 1'a dit
précédemment 1le pont brownien a la méme covariance que le
processus empirique an(x) = V"E'(Fh(x)—x), ou Fh(x) est la
distribution empirique définie & partir d'un échantillon de taille
n uniformément distribué. La covariance de o (x) est

(S

E(a (x)a (v)) = x ¥ - xy = min(x,y) - xy V x,v € [0,1]
N n

On définit :

Définition 2.3: Un pont brownien B(t), O0=t=1 est un processus
Gaussien séparable tel que
(2.3.1) B(0) = B(1) = 0 avec probabilité 1 et si 0<t<1
P{B(t) = A} = o (0/Y E(E-1 ) —-w < AN < w
(2.3.2) E(B(s)B(t)) = s t - st =min(s,t) - st




Donc, on peut écrire
(2.3.3) B(t)=W(t) - tW(1) 0=t=1

ol W(1l) est un processus de Wiener défini en 2.1.

Le résultat concernant 1la structure de 1la covariance de 2

processus Gaussiens donne:

Proposition 2.4:

Soit B(.) et W(.) respectivement un pont Brownien et un processus
de Wiener.Alors :

t o i,
(2.4.1) (1+t)B(g53) = W(t) 0=t <

t
(z.4.2) B(t) B (r-eplit i ot
L'un des premiers problémes concernant les propriétés des
processus stochastiques est de trouver la distribution du supremum
sur un intervalle.

Dans la suite, on établira sans donner la preuve, la

distribution de Sup W(t) et Sup B(t). Les démonstrations de ces

0=t %4 |

résultats peuvent &tre trouvées dans [10].

Théoreme 2.5 : Pour tout » > 0 , on a :

(2.5.1) P{Sup w(t) = k} = 1-24(-A)
0StEe
et donc, par la proposition 2.2 ,on a :

(2.5.2) P{Sup W(t) < A= 1-25(——) ¥ T>0

2

10




Concernant un résultat similaire pour B(t),une démonstration remarquable
fut donnée par J.L.Doob dans [10].C'est le théoréme suivant:

Théoréme 2.6: Pour tout » > 0, ona:

(2.6.1) P{ Sup B(t)s A} = 1- exp{-2."}
0t

et

(2.6.2)P{ Sup [B(t)|=)} = 1-2 7 (-1)

0%t S n=1

Yitd

exp{—Zn?hz}

Pour la distribution de Sup|W(t)|, la forme est plus simple.

0StEg
Théoréme 2.7: On a:
2 2 pas (2n+1)°n°
SRl iy v R ASREeE s AR ETRE
P{S?pLW(t)l>_} n ) 2n+1 exp{ & }
0=t =4 n=0 8.

Pour la démonstration voir [1] page. 80.
2.2 Module de continuité de P.Lévy.

On a vu que la trajectoire d'un processus de Wiener est
continue. Cependant elle est aussi trés irréguliére. Le théoréme

suivant:

Théoréme 2.8: Avec probabilité 1,la trajectoire du processus de

Wiener n'est pas différentielle.
I1 est aussi intéressant de voir de combien elle s'éloigne de 1la

différentiabilité?

La réponse est donnée par le module de continuité de P.Lévy.

11




Théoréme 2.9: On a,avec probabilité 1,

B |W(t+h) - W(t) |
(2.9.1) 1lim Sup = 4

h+ 0 o%t<1-h ¥ 2h log 1/h

Remarque: Orey et Taylor [25] montrérent que la lim dans (2.9.1)
peut é&tre remplacée par lim.
La preuve du théoréme 2.9 peut &tre basée sur plusieurs processus

stochastiques standards.

2.3 La loi du logarithme itéré:

Le module de continuité de P.Lévy traite les petits accroissements
du processus de Wiener.En particulier les accroissements

considérés tendent vers 0.

D'abord on donne la version Gaussienne de la 1loi du logarithme

itéré de Khintchine [14].

Théoréme 2.10: On a avec probabilité 1 ,

W(n)
(2.10:1)  lim it 5.
ns+o 7 2nlog log n

Remarque:Le résultat original de Khintchine concernait 1l1la somme
de v.a.i.i.d de loi quelconque et de moyenne O.
I1 est clair que ’
W(n) =} W(k) - W(k-1)
k=4

est une somme de v.a.iid.

La suite est une version plus forte que le théoréme 2.10.

12




Théoréme 2.11: On a,avec probabilité 1,

W(t)

(2.11.1) lim Sup - =il
: s @ ost<r ¥ 2T log log T
d'ou B
(2.11:2) lim Sup e i =
hs 0 0%t<4-h Y 2hlog log 1/h

On donnera la preuve de ces deux théorémes.

2.4 Loi des grands nombres d'Erdds-Rényi

Dans leur article [13] Erdés et Rényi prouveérent une nouvelle
loi des grands nombres.

Leur résultat concerne le probléme de la moyenne mobile maximum
d'une suite de v.a.iid.

Exemple,si {Xn} est une suite de "pile ou face",alors quel est

le saut maximum ou le nombre maximum de "pile" pendant n essaies.

Soit {X } une suite de v.a.iid de fonction de répartition F(.)
m
tel que la fonction génératrice des moments existe au voisinage de

0. La loi des grands nombres d'Erdds—-Rényi montre avec probabilité

1 que :

lim max

PAE =0
N4 +0 0ZnSN-a a
N

N

o 8 =¥, XK, aN= [clognu]l, [X] = le plus grand entier inférieur ou
m ™ '

K=1 ;

égal A X et o = oi(c) est uniquement déterminée par 1la fonction

génératrice des moments de F(.).

13




Par exemple, si F est discréte et F(1) = F(-1) = 1/2 , « est

définie par

ou h(x) = xlog ;;£-+ (1-x)1log m_3;~ , 0<x<1
P X z 1-x

et si F est continue, <« est définie par:

e "= min ¢(t)e

Lo

—oit

oi ¢(t) = E [eXt] en le supposant fini au voisinage de t=0.
Pour des sommes de v.a.i.i.d : 8 = W(n).
n

La loi des grands nombres d'Erddés-Rényi est comme suit

Théoréme 2.12:

On a avec probabilité 1

(2.12.1) 1lim Max W(n + [clogn]) - Win) _ ¥ 2le : ¥ ¢c > 0.

N4+ o05naN- [clogn ] [clogw]

I1 est assez facile de voir que, pour tout =£>0

P { Sup W(t+[clognul)-W(t) > (¥ z/c + &)[cloan] } =
nst=n+l

=P { Sup W(t + [cloan]) — W(t) > ( ¥ z/c + & ) [cloagn] }
. 0%t

=P{ Sup W(t)>(V-%r +£)¥ [clogN]

0=t =4

, -
2 P{W(l) > (V—%—+ e )Y [clogN] }
yi l 1 exp{—(vf% +2)°[clogN]}

n'- =
(VC%;-+5) Y [clogN]

1A

i
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pour tout n = 0 et A > 0 constante appropriée et 5 > 0

- Le lemme de Borel-Cantelli et les inégalités ci-dessus donnent

lim Sup  W(t+[clogN])-W(t) = V/z avec proba 1
N @ ntSn+t [clogN] 3

pour tout =& > 0.
En conséquence,on a
Corollaire 2.13:0n a,avec probabilité 1

(2.13.1) 1lim Sup W(t+[clogN])-W(t) _ fom
Nsw 0=t<N-[clogN] [clogN] it

Remarque: il est aussi facile de montrer que, avec probabilité 1

on a

Wit+lclogl)-W(t) _ /2

f2.13.2) lim Sup S =

Ts 0:t<T-[clogT]

pour tout ¢ > 0

Dans [3],Chan améliora le théoreme 2.12 sous la forme suivante:

a

Théoréme 2.14: Soit ay une suite d'entiers tel que -

n!Z

+ 0,¥5 >0.

-
!

Alors ,avec probabilité 1, on a

W(n+aN )-W(n)
(2.14.1) 1lim max =y
N> w 0<n<N-a 1/a [clogN]
N N

pour tout c > O.

15




8i, en plus, on a a_+»w pour N+w, alors avec probabilité 1, on a

N
o /5
. (2.14.2) lim g SR ) e
N anN

5 ofit“fg’}lg 0<sE
™ iR // a [clogn]
- N

On ne donnera pas la preuve de ce théoréme ici. Mais on donnera la
preuve compléte pour la version de ce théoréme en dimension d, qui

englobera ce résultat.

2.5 Théoréme de Csdérgd et Révész sur 1les accroissement du

processus de Wiener

D'abord, supposons que aT est une fonction réelle de T. Alors on

peut facilement déduire des théorémes 2.11 et 2.12 que

W(t+s)-W(t)
lim Sup Sup = 1 avec proba 1

3 < <Z‘ o <85 /
T+ ® O0=t<T-a, O<s<a, VZaT[log(T/aT)+loglogT]

si aT= T ou aT=[logT]. I1 est évident,qu'il y a une grande

différenceentre logT et T.
Dans [9], Cs6rgd et Révész montrérent, avec certaines conditions

sur aT, que 1'égalité précédente est toujours vraie pour tout aT
vérifiant 0 < aT = T. Ainsi, ils donnérent la relation entre 1la
L.L.I et la loi des Grands Nombres d'Erd6s-Rényi.

Avant de donner leur théoréme,on définit ce qui suit:

Définition 2.5: aT etant une fonction positive,monotone et non

décroissante,est dite ﬁT—fonction si

(2.15.1) 0 < aT < T,

16




(2.15.2) aeku/hek =g Ve >1letVk>0

(:2.. 1.5 .30 aT/T est monotone non croissante.

Remarque: Notons que (2.15.3) implique (2.15.2).Car,supposons que

(2.15.2) soit fausse.Alors il existe & > 1 tel que
aSMA/an > & pour une infinité de k.
donc agk < aehi/ - c'est & dire
aek/ek < aeku/bkd pour une infinité de k
ceci implique que aT/T n'est pas non croissante,ce qui contredit
(2.15.3).Néanmoins on prendra cette condition dans la définition

pour commodités.

Théoréme 2.16: Supposons que A s est une HT—fonction. Alors on a,

avec probabilité 1

{2.16.1) lim Sup ﬁT|W(t+aT)— W(it)| =1

et

(2.16.2) 1im Bup Sup ﬁT|W(t+s)—W(t)1 = 1
T+ w o=t=T-a 0%s%a
T T
ou /i = ( 2a [log~g-+ loglogT])_i/2
T T aT
Si en plus on a
log(T/aT)

( 2 . 1 6 . 3 ) T_’,}Jlm "'i"gd—**-]-c)"a"f——— = 44]

alors l1lim dans (2.16.1) et (2.16.2) peut &tre remplacé par lim. On
ne donnra pas la démonstration du théoréme 2.16 car on a un
résultat analogue dans le cas des processus de Wiener de dimension

d, qui sera prouvé au chapitre 3.
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Quelques corollaires du théoréme 2.16

Corollaire 2.17: On a, avec probabilité 1

(2.17.1) lim 3_|W(T+a,)-W(T)| = 1
Tsoo * T-

ol an, est une HT—fonction avec ﬁT définie au théoréme 2.16.

Le corollaire 2.17 est une simple généralisation du théoreéeme de
Lai [19] qui prouva ce résultat sous des conditions plus fortes
sur aT.

Corollaire g.lB;On a, avec probabilité 1,

(2.18.1) lim Sup | W(t+1)-W(t)| _

: LT A = 1
Tom OSLET—1

(21agn) "

Bien sur,le théoréme 2.14 implique aussi que
i xin) .
i = 1 avec probabilité 1
Now [Zlogn]

ol X;n) est la nleme statistique d'ordre de la suite de v.a.i.i.d

. - n)
normale de moyenne Oet de variance 1 c'est a dire XL =max Xi
{4 S .

Dans [17],Komlds-Major-Tusnddy montrérent que si

Sn=£ Xi est la somme partielle d'une suite { Xi} de v.a i.i.d
t.q E(X1)=O, E(Xj)=1 et E(etxx) <w au voisinage de 0,
alors |Sn~ W(n)|= O(logn) avec probabilité 1, pour m»w.
Ainsi, si aq est une HT—fonction t.q logT/T » 0 pour T w, Oon a un
résultat similaire pour Sn' En effet on a

Corollaire 2.19:

Soit aT'une HT—fonction tel que 1ogT/aT+0 pour Tsw.

18




Soit Sn définie comme ci-dessus ,alors on a avecC probabilité 1:

(2.19.1) 1lim max S —Sn|= 1

”NI n+a

Now EnEZN—aN
et
(2.19:2) 1im | S - 8.1=1
Nsw " N+aN M

ol ﬁT est définie au théoréme 2.16.
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Chapitre 3

Incréments du processus de Wiener multidimentionel

3.1. Définitions et propriétés:

Selt X =% o oet ¥ =y ..y ) o= [0m )'“'l
i d 1 d
(P1) On écrit x <y s8i x= yV¥vV 1i
1 1
(P2) %= %%
1 d
(P3) % 2 = (X .. Y )
1 1 Cl v.:l
e O R
11 A d
(P4) <x ,y >= {z tg x £ z 5 ¥ } gi x = vy

et 1'intérieur de <x,y> est définie par

Int <x,y > = {z: X < zZ2 <y }

d

(P5) (%2 #>|= |Ipt<x.y > = F 4y~ & )
L:l | L

(P6) FUY) = (F svios¥ B 0B %) 1=i<d
X L-1 b L+d d

Définition 3.1 :Wd(x),x & [O,m)dest un processus de Wiener de
dimension d.wd(x) est un processus réel gaussien séparable défini
sur un espace de probabilité (O,A,p) ta:

(3.1.1) W (x)=0 si |x|=0 et si |x|>0

PO () < M) = a0 $A el




(3.1.2) Wd(.) est continue avec proba 1.
(3.1.3) ¥V x =< vy , on définit 1l'accroissement ge <X,Y> par
W]

Wi, y) = Wiy) + L (-0W (F (1)
1=1

+'Z (—1)2 Wﬂ(F;Uo F;p(y))+...+
L)
d A i (b d
+ F (-1)" W (FY (x)) +(-1) W(x)

L=

Ainsi Wd(<x,y> et W#(<u,v>) sont indépendants si

Int<x,y>n Int<u,v>=} et
d d \
E [W (<x,y>W (<u,v>)] = |[<x,y>n <u,v>|

si leurs intérieurs ne sont pas disjoints

Remarque: L'existence de ces processus a d'abord été prouvé par
Chentson [4], en 1956, pour d = 2.Ensuite J. Yeh prouva 1' existence
de la mesure de Wiener sur C[O,1]2. Et en 1970, W. J. Park [27]

- prouva l'existence de Wd(g) pout ‘tout d > 1,

Il est évident que pour d = 1, Wi(x) = W(x) et
W1(<x.y>) = Wix) - W(y)

Sodtim i =ii(sy  Tusi N g =G N O
1 d

Alors |s g Wd(s"ix) vérifie les conditions de la def 1.

avec
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g = (s1 ,...,s;') c'est 4 dire qu'on a
R [ o e | [D 5| Lo
|s| " Wi(s x ) = W(x) ; 0=x<s.

Proposition 3.2 : ¥ s >0 on a

P{ Sup Wd(x)<h } =P { Sup wﬁ(x) < } Y 220

. 0=x=s . 0Ex<1 ary

R ; d :
Proposition 3.3 :80it I <« [0,w) c'est & dire I= <x,y> pour x < ¥

dans [O,m)d.Si J= <u,v>c I ,on écrit Wd(J) = W(<u,v>)

Yoo >0 om a

(3.3.1) P{sup W (J)>n} < 47 BYW (I)>0}
J=1

et ainsi ¥ »>0

(3.300) P{sup W' (3) > » } £ 4'p(=n/ |11"%)
JEI
d
olt |I]=}<x,¥>| = ﬂ(yt— XL)

- |

Théoréme central limite
Soit k = (k ,....k ) €N et n = (n,n,...,n)e N, n>1
Supposons que {xk} est une suite de va iid indéxée par k avec :
F(x) = XX ¥z & €0,15= [0,1]d

on définit Sn =k§nxk et [k.t]=([k1t1],...,[katd]) Yk et t=<0,1>

22




Th§2£§me 3.5: (Wichura [32]) Soit Xket Sn définies ci-dessus :

Soit & (t)y = |n| "8 on a:
n S e |

(3.5.1) FENAE e

Définition 3.6 : Un pont Brownien & 4 paramétres Bd(tLt = <0,1>

est un processus réel ,séparable et gaussien vérifiant

(3.6.1.) B(t) = 0 avec prob 1 si |t|(1-|t|)=0

(3.6.2 ) P{B(t)x} = ¢ N/ Y[ETG-TE[T ) -si [t](1-]t]) >0 VAeR

d d
(3.6.3.) E(B (s) B (t)) —(siA ti)...(SdA td) = 51...Sd. ti"'td

¥sette <0 1>

Donc on peut*écrire que

(3.6.4) Blit) = wi(t) - |t|wi(1) osts1

Soit o (t) processus empirique uniforme sur [0,1]d
N

a (t) = VE'(Fr(t)—ltl) 0=t=1

8 ‘;XLE t ,1i-"L':'~_:n}

ou i S et {XL} suite de vecteurs
n n

aléatoires iid et de méme distribution sur [0,1]d

En 1975 Komlds ,Major et Tusnady [18] montrérent que

Sup ja (&) - B (x)|= O(nileog n) avec prob 1 pour n grand.
N &

xe= [0,1]

une version de ce théoréme pour d > 1 est donnée par Csdrgd

Révész [7] in ZWG 31 (1975) comme suit:

23
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Théoréme (3.7) :Soit {Xt}une suite de v.a 1iid uniforme
sur [0,11°, sur (:,A,P) supposée " assez riche".
Alors on peut définir wune suite (Bd) de ponts browniens
18]

(Q,A,P) tq : ;

(3.7.1) Sup |a (x) - Bé(x)|= O(n “2cd+23(log n)mq) avec proba
n d N
X & [o,1]

avec n assez grand.

Proposition 3.8 (Kiefer [15] en 1961):

Pour o ainsi défini on a:
¥ & >0, i1 existe une constante c¢(=,d)>0 tq
(2 s”z
(3.8.49 P {S8up |a (x}|z A} = c(e,d)e Yi>0
m

d
x=[o,1]

En combinant le théoréme et cette proposition on a:
Proposition 3.9:

V£ >0 et d>1 3 c(z,d) > 0 tg

5 2
(3.9.1) P {Sup |B'(x)|>r} < c(s,d) & ¥ on

X & <0o,1>

24
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3.2 Module de continuité de Wd(g)

Théoréme(3.10): (R.Pyke [28] et S.Orey-W.E.Pruitt[24])

Soit I = <0,1> < [0,0 )" et h = (h, . h )
On a avec probabilité 1
d
|W™ (<x,x+h>)|

{ 3. 4653 lim Sup e 1
|h| ->0 02x=+-h ¥ 2|h|log |h]

3.3 La loi du log itéré et les accroissements d'Erdds-Rényi pour Wﬂ(.)

R.Pyke a trouvé la 1.1.i pour le processus Wd(.) .I1 a montré que

la suite Wd(n.x )

Zolr) = n=3
™

¥ 2n? loglogn

est relativement compacte avec ses points limites qui coincident
avec l'ensemble des fonctions de carré intégrable absolument
continues et dérivables par rapport & la mesure de Radon-Nikodym

sur [0,1]4

on ne s'intéresse ici qu'd la forme suivante de la LLI.

Théoréme3.11:80it T = (T,...,T) « [0,+w)". Alors

- Wix)
(3.11.1) lim Sup : e = 1 avec probabilité 1
T OSxEX ¥ 2|T|log log T

: i % ; ol
On regarde maintenant les accroissements d'Erd6s—-Renyi pour W

oo




Théoréme 3llgwf9han‘1976 [3]):80it aN= ( a1 ,...,ahq) une suite

N
a } vérifie
N

: Q
o N

R N G
d ; E
de [0,wm) avec des coordonnées entieéres .Si

& |
(3.12. 1) 1lim —5 =0 Y4 > 0 alors on a
N =
W' (<n,n+a >) -
( 312.2 ) 1im max -,~NW~~_, AN V’ .-é,,_ avec prob 1 Y0

Ny b (0 OEnSN—aN v 2diaN|[clogN]

(3.12.3) Si en plus on a lim aN Sy A= i=d
N v~—~':»rl‘,l‘
Alors Wl i e | =
(3.12.4) lim S up Sup e & 4
N DEyEa OExER-¥ S
g v 2d|a |[cloan]
¥ ¢ >0, avec proba 1
Preuve:

Pour N = (N,N,... ,N) et k = (k1,...,kﬂ) 25

wd(<n,n+k >)
Posons &(N,k) = max EVEE PR T e et
0<n=N-k ¥ 2d[k| [loan]

€ (N,k) = max Sup Wd(<nlq+k>)

< N— Js<n, S B L
Gepel-k  JE<R.MEE oR

Ved>0etd >0tqs 2ec+e”

Remarque : ¥ & >0 , le nombre de k tq 1%|k|< N  ne dépasse pas N

2 o
oy e 5 -~ fE e “ f2
En utilisant la proposition 2 et J“\e 2 qu < g /2 550

P S
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On a : ¥ A>0

P { max ., & (N,k) > 14z } s g P{ W'(<n,n+k>)>
.1kl N 1% k| =NS nEN-k

- 2 i
(1+2 ¥2d|k|log n } < e e

< ANV

ot y = (1+£)°d - (1+5)d >0

: * | sl
Soit E = { max g (N,k ) >1+s } alors E N E =0 si
- o gy N N+1
1< | k|=N& -
[log N ] = [log N+1]

mais [log N 1# [log N+1] pour N=[ek] et pour quelques k
uniquement déterminés par N.

Soit O = {N;[log N]1=[log N +1} alors

B ~ B g i
E P(E, NE, ) =EPE NE JSEP (B)SEAL T <o

N&EQ NG k
Comme P(EN) < ANY ——>0 pour N—> w on obtient
N N -5 e
T

= lim M{E UU (E  n E

m+ 2 }

N >0 mon

= llm { P ( EN )+E P ( Emn Em-ﬂ. ) }
N =50 Ndm

=0

Ceci veut dire que :

T *
lim max . 6 (N,K)% 1+ avec proba 1 ¥ £>0
N o 1= k| = N
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— > 0 alors lim & (N,aN) < 1 avec prob 1
N >0

Lo

Comme |a |~ N
N

c'est a dire

_______ W (<n,n+aN >)
lim max % 1 avec prob 1
N—w 0%n<N-a ¥ 2d |aN| [log n]

On suppose que (3) est réalisée c'est & dire 1lim aN= w VYie= A,d
104
N —$(0

o
W (< X,x+y >)

Posons ¥V kN S(N,k) = Sup Sup i)
0=ysk 0=x=N-y zd[aN}[log N ]
Remarquons que Y Oi-'y':‘-'aN et 0=x=N-vy ils existent
n=N et k = aN+ 1  tag
<X ,X+y>=<n,n+k>
Ainsi, pour N assez grand tq |aN+ i = N on a
#*
S (N.,a +1 )% max .& (H.k)
N - ]
1= | K| =N
ol
laN+ 1 1,2
S(N,a ) = { e } S(N,a + 1 )
N N
: |aN| ;
¥
Comme lim max . 8 (N,k) £ 1 avec prob 1
g o Q3
N -0 15| Kk|= N
la + 1|
et la condition (3) du théoréme implique ~—wT~5—T~ —>1, N—>w
N
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on a d
W (<X,x+y>)

lim (8 ,a ) = lim Sup Sup el
N —00 »oH N—m 0=Zy=a O0=x=<N-y
‘ £ Ve T ¥ 2d |aN|[log nl

avec probabilité 1.

Inversement
Soit £ >0 quelconque ,posons k = (k ,...,k )Y odk =[ - 1
N iN dN LN a
LN
i e o
1<i=<d .Ainsi |k |z ———
N d
2 |a |
N
Soit &0 tq & = (26-£-)d - & > 0
Alors si N est tq :
v (1-2)® 2 dllog N] »
- y on a
1+ (1-<) 2 dl[logN]
d
. W (<n aN,(n+1)aN>)
P{ Q(N,aN) < 1-¢ } = P-{ < 1—5,0£~'ni-'N—aN}
] y VZdIaN;[log N]

T 1-e

W (<n a ,An+1la >) .
5 { N N }

Y 2d laNl[log N]

29




_ e
£ P { W' (1) £ v (1-£)%2d [log NI } ot

Zz
N—(l—s) d = &

A ] )
Y 2

d, d
N /2 |a | o
N

]J\
©

ol o = (Zs—sz)d - & >0

Le lemme de Borel-Cartelli implique que

lim & (N,a ) = 1 avec prob 1
N —30

et ainsi 1lim 8 (N,aN) = lim & (N,aN) = 1 avec prob 1.
N —=0 N --~'~>ulv

Donc les relations (2) et (4) sont prouvées pour c=1
Si ¢>0 gcg le résultat provient du fait que

[clog N]

lim IR s C
N—m

Le théoreéme 3.12 inclus le cas d = 1.Ainsi en prenant d = 1

on a les résultats des théorémes 2.14 et 2.12.

Quelques conséquences du théoréme 2: la |

Corollaire 3.13 :8So0it c¢>0 fixé et supposons que lim . = 1
N —s@w [clog N]

d
W (<n,n+a>)

Alors 1lim max W = ——?i- avec prob 1. (3.13.1)
N = OSnSN—aN N i
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Corollaire 3.14 :Supposons dgque anérifie les conditions (1) et (3)
du théoreéme 2,alors
d
W (<x,x+a >) R
N

(3.14.1) l1lim Sup = —5— avec prob 1 ¥ c > 0
N ——300 Oiix:iN—aN 14 2dlaN|[clogN]

3.4 Théoréme de Csdrgd—-Révész sur les accroissements du processus de

Wiener de dimension 4.

On peut formuler le théoréme 3.11 et 1le théoréme 3.12. en un

seul théoréme sous la forme suivante:

(*) 1lim Sup Sup ﬁN]Wd(<x,x+y>)|= 1 avec prob 1
N —m  0sy= aN 0=x<N- aN

o = {2la lllog (|N|{/}|a |) + log log N]) """ et a=N ot a
N N N N N

vérifie les conditions (3.12.1) et (3.12.3) du théoréme
Comme pour les processus dans [F ,on cherche quelles conditions sur
a - (*) est vraie

D'abord on donne les définitions suivantes:

Définition (def2.15) :So0it anonction monotone,non décroissante,

positive est dite GT—fonction si:
(1.) 0 < aTS i
(1.3 a ket / ak =8 ¥eg »1 et Y k0

fa] a8
(1.) aT/ T est monotone non croissante
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Définition 3.15 :Une d—ﬁTfonction a,= ( a:i;,...,ax?) est

une fonction de [0,wm )ddans lui méme tg a , 1=i=d est

une ;3 -fonction et ¥ i,j, 1<i,j= d ,

[N

lim wmwg;m”:fj' existe.

Ly 1)

*
Cette limite peut &tre infinie.
Théoréme 3.16:Y T=0 ,posons T = (T,T,...,T).Supposons que a est

une d-GT fonction .Alors

(3.16.1) lim Sup HTIWd(<x,x+aT>)|= 1 avec probabilité 1
T =300 OixiT—aT
et
(3.16.2) . lim Sup Sup ﬂrlwﬁ(J)|=1 avec proba 1
T o » 00 0<x<T—aT J£<x,x+aT>
ol

a2

p.= (2lag|[log |T|/|ay| + log log T )"

Si en plus on a:
| T|
(3.16.3) Yim log ——— /[ Tog lag F= w
T —sw ]aT[

alors
(3.16.4) 1lim  Sup [%’le"‘l(<x,x+aT>)1= 1 avec prob 1
T —3w 0%x<T-a
T
et
(3.16.5) 1lim Sup Sup ﬁi |W (J)|=1 avec proba 1

T —3m 0%x<T-a J= <X,xX+a_>
T : T
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Remarque :Si on prend a = (T,...,T) alors 1le théoréme précédent

est une version de la loi du log itéré pour le cas multivarié.

Si anérifie les conditions (1) et(3) du théoréme 2 de Chan (1976)

12
)

alors HN(~E§-|aN][clogN] S
g N s

Et ceci prouve le théoréme 2 de Chan ( 1976 ) avec quelques

conditions sur aN.

Lemme 3.17:V £>0 petit , (¢ = ¥ 4/5 ), il existe une constante

c=c(=,d)>0 tg

' = e

t9. A0 08 P { sup  Sup |W(J3)>r|h|" } o
. 0=t=1 g=<t,t+h ,

¥ 2>0 et 0O<h=1

Preuve : Soit &30 tq (1+5)°=(14s.2) et h = B 20l
Soit R le plus petit entier tq 1/R< &°h /2 ¥ 1<i<d et soit m
! v v i

1

le plus petit entier tq hEZ-%F-.Alors e R o e 1 R () § N
: L

1 L
0=M=R tq

i3 : .
(x,x+h ) S (~— (—2)+m+ /R ))
L L RL R L 1 1

d 1
Alors ,¥ x « [0,11%,3 n tq 0<n=R tq
1

Soit m=(m ,....m ), R=(R,. .. R)et R'= e
<x,x+h>c<nR ' ,nR "+ (m+1)R'>
Ceci implique que

Sup Sup |Wd(<x,x+s>)|£ max Sup ]Wd(<nR-1,nR_1+s>)|
0<x<1 0<s<R 0<n=R 0<s<m+1l
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i , Ri
g i g e S S g
hi< m+ -ﬁ« % h+ 2 Rl = hi (1+& ) £ hi (1+&)
15 L
on a —-—--E_L-Ei—. > (1+46)% et ainsi
m+1
IR |h] 4 e
Rihi -2d & ~2
R e e S o= g = e
[m+1| Lgi( m+ 1 R s it 2 )
Lt

5] 7z
Ainsi par la proposition 2 et J e 2fz dx = e
On a

; - il
P{ max lWJ(<nR1,nR ‘v s >)| >,>«|h1 b
- 0=s=m+ 1 .J

< 4%p {|wd(<nR’"‘,nR"‘+(r_n+;)5"1 >)| > &‘v-lhlﬁl}
i |h| |R] - :
24 (A —— S
[m+1]
A
d+1 = dve 1 £, 2 =
= B Tk S r " e -
Yz
dve 1 ¢ X2 g (R - A
e 4 : f e 2 dX 1_."' ‘“"""—":"—' e "'%’1" e 2id+E/2
Yan "1 Y2 d
A l+s/2 :
" i (1+e2,2) A 2 g
-~ vy - ),.\ 24+ £ _4‘1~> >
< e Tzas)c A o/ (2ve) e
}"“ 1/2?
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e PR

s

avec A =

Ainsi

' - 2
5| ; 1.2 : - A 2
P{ Sup  Sup W (J)|> » (h|" "*} < K|ReLja 0P

0=x<1 o=<x,x+h>

< ¢ |h|

pour C = C(=,d)>0 convenablement choisi.

Et le lemme est prouvé.

Lot o 5 5
Comme { Wd(x),Oixis } = { lsll'zwd(x s 1),O£x£s }

< ' S j
Yoo (si,...,sj) et s = (si,...,s ) on a

Lemme 3.18} ¥ £>0 ,il existe c=c(z,d) > 0 ta

; _ A Is|
(3.18.1) P Sup Sup ;W"l(j)|>?»_|h[1”2 } e i SR
Bkt o = [ h !
0=xsd J=<, i h> J

¥ & > 0 et 0=h=s

Démonstration du théoréﬂ?(?L??JM7

Boit T = (7.%,...,0) ¢

A(T) = Bup Sup HTIW (3)]
0=t=T- J=<t,t+ >
t aT t aT
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Donc par le lemme 2 ,on a

' | T] | T
P{ A(T) = 1+g} e e D {—(1+g)[ln e+ 1log log T]} =
- : |2y - | 2l :

c ebmes
T |T|logT

lag

T
=0 - (i )é ,._.,wl..u.,_,.._ o
| T| (log T) '“

S . " ;
Posons TN= & (68 >1).Alors si aT est une d—ﬁr fonction,on a

| & - |
LPAE@E s s )2 E 0T g RS ._D;w?mmmw.wuwjm< &
N N ‘TNI " _emoel”®

s

22 20ek 8 >
Donc par le lemme de Borel-Cantelli on a

lim A(TN) < 1 avec probabilité 1.
KN 5

Remarquons que pour & proche de 1 et N assez grand on a:

/ 3 d

. Ven PR
(3.16.6) 15 = A 2
>t
N+1
-1 : ;
Comme R T B e
- i T
N WA
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1 ;
<(1-A IT] exp{—(l—a) [log--—+loglogT]}) T
[log ——— + loglogT
[a,]
| T|
| T| |T|logT —(1—5)? [T?ﬁn]
ﬂ{l—A([1og—T5—1+loglogT].( = )) }
; T T
| T
2 [—+1
| T| LogT | T| logT -(1-¢) |a,,|
5 T
z{ 1-A [1og ] ]. ] }
. _ T T
7| e (-1—;:)2
i A
< expl|- I?TW e
T LogT |T| LogT
Log |a | =
T
] i ]
lTI & 1~&
1 s 2
< expl- o S avee £ '=2& — &
T LogT
|T‘ & 1-—&
Comme (1) implique §, exp|-||— —mlm— Sty N =IO
a
T LogT
Par le lemme de Borel-Cantelli, on a :
lim Sup ﬁT Wix, x* aT)| =1 avec proba 1.
T— v 0% X L T-a =

e
Ceci prouve (3.16.4) et (3.16.5).

Pour montrer la premiére partie du théoréme, considérons d'abord
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le cas ol 1lim

Alors, dans ce cas, il existe nécessairement a

aft)
lim T o e
T b

4]

lim

T—

Supposons que

a
lim
T 30

{1y
5

et =)

T
T

Comme n'est

i
i

a
T e i :
Supposons que e 1£1 , j=r est aussi
a\ 3t
T
3 i i, {1
alors e 1<isr et a;' > a;’
. 3 ; L

Posons F(T) = T- aT

Avec T1 > 0 tg F(Tl)

Notons Zk l'ensemble de tous les intervalles

(13

a(i)

T 5
L < 3 s
7 c 1 1 1

pour r+1 =

; (L
pas crolssante, on a a
T

T=0 et T = inf { Ak
ke le-q

>0

L
X o=l naart o, , T -n 20 A0 >
T les S
k k
(4 by
e e Y=o a i )
T T
k k
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=

(1)

r

tel que

r =

T pour r+1<ij=d

monotone

pour T assez grand.

F(T) }, k=2

<x,y> avec




=~

ou 1=n =

k

[TL/ a;u ] ., 1£i“r tq le plus petit des n =1
L C ‘ L

Ainsi tous les intervalles J dans Zkont des intérieurs disjoints

et intJ dans Zl et intI dans le sont disjoints.
3 s

Par conséquent les événements

1w (3)] K

B = max 3
k T
Je # k
k

Pour montrer la

3.16.2)

il suffit de

1wgpartie de

g { BL:>1_£ ] =

D'abord,on peut écrire Ty comme suit

(1
a
'l'?
T S
k
=T ( n (1- -
n=2

De 1'inégalité

-~

T = T exp
k 1

i

t13
a
1 T}
3 1
) e
T
q
(1)
a
5 1
™ i
________ S
e 0
A
oy SRS
e = A= 20 2 e
(1)
L
N ™
(1)
(1- Wi

7 )

notre

montrer que
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théoréme
s L]
a
TV
(1- —5—)
|
2/

sont indépendants

(cad

3.16 .1

et




a
Tk I 1 ! Y
On a donc W SRR o) Bt s 5"‘ SEaa
T I (dy T
1 . T - a i 4 z
i T
1
L
1 k T
]
Log T - Log T = e it
o k : 1 ) E T
T n=z n
1 T
1
(1
a
k T
(- 2") flog T~ dog T} < 5 SN2
i T k At T
1 =2 n
<y
T]l'
Comme -—-,f«-—l— w3 1 pour k --» w ,on a pour k assez grand,
k

le nombre d'intervalles dans ZL_ est plus grand que

d-1 $d ) & iy o] [ vl )
( T F e IR O Rl B ey
;3 T ke E T T

k ke J I ke

V£ >0 et pour A et A1 convenablement choisies on a
O

T T , #Z
P { Bk < 1- g}-(P{W (1) < {2~ a)/Zlog I—a-~|-log TL) } e
H)...a(”T...T T;“la;“ /a(“...a{”
T T Tk ko s k T 1
“ {1 A k ) } k
T logT
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(a' ) a
Tlv rl Flv
= eXp {—A - }
i 1-2&£1r ek
: T (logT ) ;
Lk |5
(1)
1‘}_ A=z Ef 1 V-2
% exXp {—A1 _.."}._\_‘.., o — }
k log T
)~
1 (8 0%
1 1-2&T 1 N i-24 TL_ 1
= 1—Ao A fiees - 1~A) ‘ 1-2&
T log T 1% (log T )™ °°
le k k k
Ainsi
. au‘;
k ; : k b 1 1-2&
5 T
: >1—-g i PRERPER i N
ZP{BYW]-&}_EAU T log T
TRiC= P n=2 n g
aa-l}
L =22 b T
m
O TSR r|—
(8] ].OQ T P - T
M
i 1 1-2& 15
> A | (log T ~~log T HT g ')
(8] ke 1 1 T
3 log Tk 1
g B
= T =
(log Tk log le( 4 aTi)
i 5
0 ke —300

( log Tp)i—zg
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v

a
. T ’
Suppposons maintenant que ----——ne soit pas monotone, alors
¢y
v
S
comme al est une d—ﬁ[ fonction,on peut supposer que lim v >1
T T Ly
T

pour 1 = i = r (cette limite peut &tre infinie) et a' V=T pour

r+1=3j=d.

On définit Z - {Jn"ﬁ':J e 7 } et 2 = { Jn L :Je 7 }
k I k Je : ke k

o, L= {X S b G TR | | - SR L e B L [ T }
k i k-1 1 k

Comme J = (Jn"fL) U (I Lk) ¥YJ a2 oid

B 8- 2B =8B+ 8 k = 2 avec By déja définie et

le (idYl: I e Zlf } et Bva Sup { ,("l
k = ; iy

-,

- A
S d s . = ;
Bk- Sup { B, _qw (3)]l: J = Zk}

3
: : 45 i
Aussi 1lim a;'/ a
T -300

1 pour I=i=r Implique" que #Zy= #kaour

v {TLI
k grand et #Z_< #2 2 ——
l aTk ]

Soient m = min {[Jl: J & Zy} et M = max {[Jl: J & ZL}
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{10
a

: e P
Comme lim -————=> 1 pour 1 = 1 = r, on a

(v
T
m}_ M}f
W s SRR I - 1 o bt e s 0
| aTL | o e 30 | aTy | Be o o

Comme les Bysont indépendants, on refait la méme démonstration

que pour les B} et en utilisant le fait que

m T i
PR T u e on obtient 1lim BX > 1 avec probabilité 1
| aT‘( ‘ ke ——3c0 ke %0

La preuve en partie est:

On a:
ik a . g
o " | Tkl l_T_‘_kl
P(Bk<1—e,);: m P{W (1)<(1—a-). / Z'WI'TIW log e + log logT
4 T
Je 24 ; k
k 7
. |aTL.| T, |log T,
< mn PWW (1) <(1-2) / 2 ”jﬁ;; log : -
~ 1 k : laT |
J= Z S k
ke
#2Z
i k
Py Wil) € (h-g) T R T
‘ £
k
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- d'aprés le résultat pour B

Pour k assez grand tel que |a l/mri (1+g)2et A >0 constante
2 (%)

T
convenablement choisie.

Ainsi,comme pour BLon g3 ¥ P{ B> 1-& } = @
g 4]

Maintenant pour montrer les résultats (3.16.1) et (3.16.2)

=
il suffit de montrer que lim B = 0 avec probabilité 1
Jon E e
Comme pour tout w , Bpi BL - B
Soit = > 0 alors
a
v - v 4 I Tl I logl T glogT}_ -
PJ{ B> } < (#2 )P{|W (x)]>72 [ ~ 1]
k k Ml«'
v : i (aTk! log |Tk | =log Tk :
£ 2482 ) enxp 3~ & [ ]
l Mk [ 4 l
) T
ke
a
v b 2
. k £ I a I M
<, e e AN I
< 2 (#2)( I TlogT ) Tk |
k'e k
. aT;-|
3l T et
& o | T ] 2 P
k a M=2(~—~— k
= 2 g ) ( ) | Tkl/ k (l I(.l )
Tk (T 1 .
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%1 | el

st L SRS i, 'S
Comme Vi yam et T -+ Cc <1

'
On a : E P { B1 D } < m

-

Ceci est suffisant pour conclure que lim B = 0 avec proba 1

{u

Considérons maintenant le cas ol aT = MU Al e R e
Posons Tz K et T = (Typ.,,Tk ] peur ksl.2,....
: {dey ey .
Soit I, 1=i=d,l1'hyperplan passant par 1le point (O,...,TV..O)
1L 3
et paralléele a X{...X, ¥ ...Xl plan.

Lo ki

Alors F;bdivise l'intervalle <0,Tk+1>en deux intervalles
d'intérieurs disjoints

De méme 1'hyperplan F;bdivise ces deux intervalles en 4
intervalles .Ainsi par recurrence on a Zdintervalles avec des

interieurs disjoints.

Parmi ces intervalles,il vy a l'intervalle < IL, T A >,et le reste
r L
des intervalles Jt""’J"dl'
Remarquons que a;“ > TL1_ TL. ¥ Kk assez grand
g 3
k+1

Ainsi on a

ELWiI 1)1 = |0 (T -T) T
m 1 ket d k

L TR U5 RN
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Comme = g ], on a

P { max (3 |Wd(J 1> @ } < 2d max P { 3 |Mﬂ(J )| >& }
Tl i m T m
. k4 . k+t E

A Sl by By e
=2°P {lw'(l)[>5 (2[log-—==. + loglog Twl]'ﬁmwm;"”mlﬁw ) }

: 2 | e
k1 A - k

Et ceci pour tout 5>0 et A2= A?(d) >0 constante convenablement

choisie.
a
(W : ' T1<+ 1 l
Comme By T ¥Yi on a e e S G
(T S0 k b0
k+1  k k
o -
Donc 3 P(m%x ﬁT W (3 }]| »6 YL
k+d *
et donc max ﬁT |Wd(J )| —~——3 0 avec proba 1
k+ 4 G K~

D'un autre coté,en remarquant que ¥ = >0 on a:

(2Z{1-2 (T -T )dlog log {9 - % ))1/2
k+d  k k+1 k:
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d
T
2 (1-(3/4)2)(2]a, [[log ~'*~ + loglog T
b+ laT | i
k4

1/2

Et ceci implique

p{ﬁT Wi T >)1- — } _

k+ 1

= . d % 3 d 3 172
= P {W (<Tk,Tk ) > (2(1 é)(Tkﬂ.T;) loglog(Tkﬂ Tk)) }

A
> ""—“MiT' Aq constante positive convenablement choisie.
k' 7
L'indépendance des <TL,Tk1> et le lemme de Borel-Cantelli
- £
impliquent:

———— d «
lim ﬁT |W (<Tk,all>)| = 1 avec proba 1.
e T
k —s@ ki

Mais comme

d d 24 !
< i ; ¥31 B L gl YT i
lW ( Tk+1 aT Tk+1 )I lW ( Tk+1 Tlr: )I E lW (Jm)l
]r:+1 =4
Wy
aT
Ceci prouve le cas ol T y 1 ¥ i. Ceci compléte la

démonstration du théoréme 3.16.
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3.5 Discussions supplémentaires sur 1es grands et les petits

accroissements.
) 3 -tz
Rappel: W (x) = |s| Wi(s.x) , 05x51 Vs = (51""’51) z 0
Alors avec h = (hip..,hl) on a
d A -&
P { Sup Sup o W (J)|>1-e } = C|h]|
0<t=1-h u<<t,t+h> :

ou @, = ( 2|h|[log|n| ™+ log log )™/

En utilisant la méme argumentation que pour 1la démonstration du
théoréme.Ceci donne

d
S [W (J)|

lim Sup Sup < 1 avec proba 1
i 0 0=t=1- = o £y
hy sl 1-h o=t tel ¥z | | Loa| b 1

De la méme fagon on peut montrer que

d
|W (J)]|
lim Sup Sup = 1
0<t<1-h JS<t t+hy ~1
ik ¥z | h| log| h|

Ces 2 inégalités combinées impliquent le théoréme 3.10
(de Pyke-Orey et Pruitt)
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Dans ce qui suit on va combiner le module de continuité de P.Lévy
et le théoréme de Csbrgd-Revesz sur 1les incréments en un seul
théoréme,c'est a dire qu'on va laisser une partie des coordonnées
'dans les accroissements tendre vers 0 et le reste non décroissants

Ces 2 théorémes résument ceci.

Considérons Wz(x) = Wz(xfxz) processus de Wiener & 2 paramétres

avec 0=x =1 et x= 0
1 2
on notera J intervalle dans [0,11x[0,w)

Théoréme 3.19

Soit ap= (a;“, a;m), T =(T.,T) et T=0 une Z—ﬁT—fonction
(1)
arl“

ta = s 0
T T —300

{17
On pose b = g s a‘m : ; = b =
P g 7 T T ; .3 T

Soit a = (2|%T|.[log(T/|aT|) + log log T1)™'* alors

e e ~

(3.238.11 1im Sup aT}w2<<x,x+aT>)g=1 avec proba 1
T —@ Oixi(i,T)~aT
et (3.19.2) lim  Sup " sup . mTIWZ(J)|=1 avec proba 1
T —w OSxﬂ(l,T)—aT J£<x,x+aT>
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| T| e

Si en plus on lim log Té“1 / log log T = «w alors lim peut &tre
T—1y -0 T

remplacée par lim.
Une évidente généralisation de ce théoréme est 1le cas ou on

considére le processus de Wiener a3 d-paramétres (d>2).

wi(x) = W ok ERE R (k... .ox ) e (0,110 et

C a8

iy
(X. ,...,le) e [0,w) 3

Pour 1=r=d ol [0,0)" = O
Soit eT=(1,1,...,T,.‘.,T) ol les r premiéres coordonnées sont

égales A 1 et le reste égal a T ,alors on a

Théoréme (3.20) Soit an= (aT({i..,aT(%}une d—ﬁT fonction tq

(L
T
T

P
T pour r+1-3j =d

> 0 pour 15isr et C;“= a
T - w

o (1) (ry  (r+d) (b
et R Rt (ol A ST o L T e [

T T T T T
y g ~1/2
Alors avec uT=(2|aT|[log(TL1/|aT|)+loglogT])
On a : lim Sup aT]hﬁ<<x,x+aT)j= 1 avec proba 1. (3.20.1)
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et

(3.20.2) lim Sup Sup aTIWd(J)|=1 avec proba 1
| ToOW goxe - a, JS<X,X+a>
et G T T of o= i v
100 172
Si en BIHE R . 1A ARG TH i, S L
A
T -3 loglogT

Alors l1lim peut étre remplacée par lim.

On prouvera seulement le théoréme (3.19) a4 la lumiére du théoréme
(3.16)

Le théoréme (3.19) ne ressemble pas trés bien au module de
continuité de P.Lévy. Cependant le théoréme suivant montre sa

ressemblance avec le module de continuité

Theoreme (3.21)
Soit “ﬁ(ti’tz)’02t1i1 et 0=t = ,processus de Wiener a &

parametres.

Supposons que c est une HT— fonction et soit h = (h'ﬂ r)

Alors

(3.21.1) : lim Sup ¢4_1,‘"‘|W2(<t,t+h>)|= 1 avec proba 1
h =0 05t=cd  1<k=h o

et

(3.31.29 lim Sup A Sup c»z1<}4|W2(J)|=1

h ——G Ot den udh o A JECh el

avec proba 1

ou : e 2|/h|[log ~_1~~~+ loglogu»im 1
3 h|h|
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Le théoréme 3.21 peut &tre généralisé comme suit

Théoréme 3.22: Soit W (t), te [0,1] pour 1Zi<r<d et te [0,wm)
5 3}
pour r+1 =<ij< d,un processus de Wiener a d paramétres .

Supposons que a;y, r+1=j=d ,sont  des GT—fonctions et

(1,1,...,1,a¥+“,...,a;m une d-33 -fonction
SolE MR o et L EP e g AT e
1h 1-h h h h
Alors
Y 3| i
(3.28.0), 18 .  Bup —+—— |W (<t,t+h>)|=1 avec proba 1
R h
b ~—50 Oztzek—h
- S
(3.22.2) 4im Sup Sup . e il %m{=1 avec proba 1.
h —0 Oitﬂep—h J=<t,t+h> :
" . t 4.2
avec a1+ = (2]|h|[log(h |h| ") + loglog(—Tm)]) e

e 1

Pour la preuve du théoréme 3.19 on utilisera les lemmes suivants:

~

Lemme 3.23: Boit aps g et o, comme définies dans le théoréme 3.19.

Posons V(T) = Sup > Sup .. IWZ(J)I

OEX=c1, -l  IELRENEL
? T T

o3




Alors on a :

lim aTV(T) % 1 avec proba 1.
T-— w

Preuve : par le lemme 3.18 on a

1/2 2 1/z2
P( o V(T) > 146) = P( V(T) >|a_| (2(1 + ) 1og(T/|a |)logT) )

2 T
2 ioon Tammy - fitia)  1o9(-os0ER
= 2+& T
la_ |
T
o ja, ] ,& 1 1+& _ la_| ¥ 1 1+8
=N b e i
T T
En posant g =1+ et Ty: Qk on obtient:
IaTl : 1 1+&
L Ploo V(T ) > 142) = T ¢ ( B 0ot =%
T k el 2 .

k ke k i klog&

et ainsi par le lemme de Borel-Cantelli et ¥<£>0 on a

lim aT V(Tk) < 1+ avec proba 1.
k =0 k ¢
aT
Comme ——— =< @ et V(T) < V(T ) pour T <T<T
% e+t k k+4
“p
ket 4
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Choisissons T, comme dans la démonstration du théoréme 3.16
ainsi que Z, -

On a:

L [ Max o I“F(I)I > = ]
1

P( Max O{T |W2(J)| S =& ]
J = Zp k

s 2 k
T

P( BL~ ¥ od=e)

S - 2
ou W (.) est un processus de Wiener sur (0,+w) .

Ainsi ¥, P[ Max oA |hﬂ(J)| > 1- ¢ ] =
J & 4 k ;
i
ke

qui implique:

lim I'(T) 2 Iim Max o |W2(J); > 1 avec proba 1.
Jo ey 20 J e B k
7
k (1 )
La seconde partie du théoréme découle du fait que si aT
| T|
log -+
a_]
vérifie lim oy e =
S
nz & 1 1
e o - a <
alors | exp { (]an[ ) (logn ) }

et ceci veut dire que ¥ P ( I'(n) < 1-2 ) < w

D'ou en utilisant le lemme de Borel-Cantelli,on a le résultat.




CHAPITRE 4
LES INCREMENTS DU PROCESSUS DE KIEFER

Introduction

Une présentation grossiére du processus de Kiefer est:Un
processus de Kiefer a (d+1) paramétres est un processus Gaussien
tq si on fixe les d premiers paramétres,on obtient un processus de
Wiener a 1 paramétre et si on fixe le (d+1)tem9paramétre,on a un

pont brownien & 4 paramétres.

Définition 4.1:Un processus de Kiefer a (d+1) variables
noté K(x,t),x = [0,1]d et t= 0 , est un processus Gaussien
séparable tqg sa covariance est

d

(4.2.1) E(K(x,t)K(y,s))=(tAs)(r]x]AyJ~ o RE. T )
e % ;

i

Y (x,t),(Y,s) = [0,11° % [0,0 )
On peut aussi écrire
(4.1.2) K(x,t) = W' (x,t) - [x|W™(1,t) ¥ (x,t) « [0,17%[0.,%)

avec W&"(x,t) — W(xi,x?,...,xl,t) processus de Wiener A (d+1)

paramétres.
Sh e [0,1]':1 X [0,0) on posera 1I= <x,y>x<s,t>
Un accroissement de K qu'on écrira AK(I) est défini par

(4.1.3) AK(I) = K(<x,y>,t) - K(<x,y>,s)
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= W (<x, v, t)— | v-x WL, t)

= W&A(<x,y>,s)+|y—x|wﬁd(1,s)

i d S
el P RS S TR SRR

5 wd+ 1

i=1

+....+(—1)de+i(x.t)
¢ A A -+
c'est A dire défini de la méme fagon que W "ex,v>)
Les processus de Kiefer tiennent un rdle trés important dans les

principes d'invariance forts pour les processus empiriques

multivariés.Le théoréme suivant illustre bien ce rdle.

Théoréme 4.2 : On p e ut construire un espace de
probabilité (Q,A,P) ,une suite de v.a. indépendantes
uniformément distribuées sur Id,et un processus de Kiefer K(.,.)
tq

(4.2.1) Sup |Vn an(x)—K(x,nH:O(r(n)) P.S
X

logzn gi d=1 (Komlos—Major—Tusnady)(1975)

avec r(n)

d+1

n2(d+2)1092n

et r(n) ¥ d>1 (Csbrgd-Revesz)(1976)

Dans ce chapitre,on étudie les propriétés des accroissements du

processus de Kiefer a (d+1) variables.
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Dans le paragraphe 1 on examine les propriétés des
accroissements du processus de Kiefer en fixant 1les d premiers
paramétres c'est & dire la partie de Wiener du processus de
Kiefer.Ce résultat est du a Csérgd et Chan [6].

Et dans le paragraphe 2,on discutera sur les propriétés des

accroissements du processus de Kiefer a (d+1) paramétres.

4.1- Les accroissements du processus de Wiener comme partie du
processus de Kiefer.En fixant x,le processus de Kiefer K(x,t)
devient un processus de Wiener.

On va étudier les incréments de ce processus de Wiener lorsqu'on

prend le sup pour X & [0,1]d=<0,1>

Théoréme 4.3:So0it a_ une HT—fonction.Alors,on a avec probabilité 1

(4.3.1) lim  Sup Sup aTlK(x,t+aT)mK(x,t)|=1
T —500 uEtET—aT xelo,1]
et (4.3.2)
lim  Sup Sup  Sup aTlx(x,t+s)—K(x,t)|=1
T =30 0%t ST"CLT 0%s S a Xe [o1]

1 T i
avee @ = ( ———a [log -+ log log T])1 .
e 2 T a
o
i
log »_é 1 ”
Si en plus on a (4.3.3) —y w pour T-—3 @
log log T
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Alors,avec probabilité 1,on a

(4.3.4) 1lim Sup Sup ; aTlK(x,t+aT)—K(x,t)|=1
: T—30 05t ET e =10, 41

et (4.3.5)

lim Sup Sup Sup imT|K(x,t+s)—K(x,t)l=1
T—3(0 0£L£T~aT uisiaT Xﬁ[uAf

Corollaire 4.4:5i on pose aT=T dans le théoréme,on obtient

SR |K(x,t)|
(4.4.1) 1im Sup Sup - . =1 avec prob 1

T—s0 o=t<t xelo,1]” ¥ 2Tlog log T

Corollaire 5:8i on pose a = [log T] alors on a:

|Rlx, t+LYogT] ) -Kix. Lt}
(4,.5.1) 1ia Sup Sup e Mot e e S )
T —sw 05t=T- [logr] 0zx=1 [logT]

avec prob 1

Quelques lemmes avant de prouver le théoréme 4.3:

Lemme 4.6: ¥ =>0,3 c1= cl(g,d) constante positive tg

' l e 2
(4.6.1) P{ Sup (K(x,t+h)-K(x,t)) > A } s ST

d 1
xelo, 1]

¥ »2>0,h>0 et t=0 .Donc

.

(4.6.2) p{ Sup |K(x,t+h)-K(x,t)| > »Vh } v R
xzflo, 11 !
avec C=2C1

o
il
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Démonstration:0On sait que ¥t>0;¥h>0 on a:

L
K(x,t+h) - K(x,t) K(x,h) = v h B(x) V x e [0,17°

B(x) etant un pont Brownien a d variables.
Les relations4.6.1 et4.6.2 découlent de la proposition suivante:

Y o> ot 451 3 € = Cle,d4) 30 constante tq

el e T TN G e S
\ 3w o 1 r

€= [U il ]’:

Donc

P{ Sup 1 |K(x,t+h)-K(x,t)| > »vh } = B s 1{K(x,h)|>/ﬁ']
xelo, 11 sl

= P[ Sup ¥h |B(x)|>Vh 1 = C(s,d) & (2%

x=[o,1]

Lemme 4.7: ¥V =>0 FC=CHz, 4] >0 1tg
(4.7 .41 P{Sup Sup  |K(x,t+s)-K(x,t)| > hVﬁm} < C“e"u'ﬂkﬂ
oZs%h X=lo,1] .

Y h>0 , »>0 et t=0
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Preuve : Comme K(x,t) est un processus stationnaire et a

accroissements indépendants en t,donc il suffira de montrer que:

' ; o
( 4.7.2 ) P{ Sup Sup 1 ' K(X S ) > ;\-/hm } < C’\e" (2 &0/
o%sth Xe[o), 1 1 i

K(x,t) est aussi un processus séparable.Donc l'ensemble D = {J D
Tt
mesurable et dense;ol

D = {(_Mfw,'..,vwmf",,mwﬁl5) s @E ML 7 1 I2igdsl }
2 .

1 18} i) L

détermine complétement K(.,.) sur [O,1]Jx [0,h]

Pour n fixé, posons m=1+ m + n22”+ £ T e pour 0<m=<2"
1

EER1

et 1=i<d+1.

m1 HH hmLl : : m1 m1
L - & a1 : s
On défindf W Bl -— , ..., , === 0 SNENIEEEE e )
m 2}: 21\ 211 T 211 27\
i s vw’ii;
etE=-{K>?~. o R pourm<m} i TR
m m L
Les E sont disjoints et |J E = { max K(x,t)> }
tn m
: 1 v (x, byeED

Soit 1'événement

n m d+1 m
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alors, comme Km“ Km est symétrique et indépendant de E

il

i ' .
p {E B } < P(E ,E - K <0 } = 1/2 P(E )
11 1 T

m N n il
Ainsi P{E ) <« 2P(E B )
n L O

Comme B < | E on a P(U E )= 2P(B )
i { m L]

En faisant n—-s +x , on a V¥ »>0

P{ Sup Sup K(x,s))h} < 2P { Sup K(x,h) > }
0%s<h xelo,1] x=[o.4] A

et en utilisant le lemme (4.6) on a le résultat c'est a dire:

P{ Sup  Sup K(x,s)>xh1”2} % 2P { sup  K(x,h) >hh1”2}
0%s=<h XE[O,i]r ) XG[DA]' j

~{(2-E9N

= 2P { Sup B(x) > } = Clz,d)e
d
x=[o, 1]

Lemme 4.8 : V £>0 petit , 3 C = C(¢ 4)>0 tg

o

(4.8.1) P{Sup Sup Sup 1lK(x,t+s)—K(x,t)l>kVﬁ i

0ZtET 0%s%h Xelo, 1]

¥ »>0 et h>0
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Démonstration :Comme K(x,t) ='/“T“K(x,~«%w-) V X = [0,1]d et
0=Zt=T, <« il suffira de vérifier (1.7.1) pour T=1.

Soit R le plus petit entier tg ; = E4h et m le plus petit
entier tqgq : = "

o e 5 & &

h;"E"; h+-Ew; h(1+'"iw") =< h(1l+ -§~)

alors

Sup Sup Sup d|K(x,t+s)—K(x,t)1 =
0%t%1 0%s<h xXelo, 1]

< max Sup Sup AN S
s Fo 5 d R B
<hE=R 1532—E- xelo,1]

& Rh
Posons & = xe 3 .Comme = > , On a

P{ Sup  Sup Sup 1|K(x,t+s)—K(x,t)[>hVﬁ"'} <

0%1<1 0%e%h xelo,1]

R 5

% P{ Sup Sup |K(x, — +a )-K(X, LS i }
e d R R

n=o l0fsI —— x=[o,1] ¥

1A

(R+1)C (s:d) exp {—(2—5')A2,[1y34 }
g 2 " m

1A

(R+1)C2exp{— (2_5—) AZ } < Chiexp .{—(2—5:);‘-,._2 } pour R>2

. fls ] ] : ]

=
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Démonstration du théoreéme 4.3:

Soit >0 ,on définit

A(T)= Sup Sup Sup o |K(x,t+s)-K(x,t)]
ClﬁL‘ET«-aT Uf_:aii’l’ma'r Xe I:L'),i]L
1

Choisissons O<g'<2(1—«(1;:)2) .Alors (2—5')(1+5)2>2 et posons

(2-c' V(14 )o= 2425 , 530,.Aingi

P{A(T)>1+g}£ C(a',d)~«§ ----- exp {—1og(w*?§933w)1+ﬁ }
- / T . T
a 148
1 T = 1
< Cle' M —f I g )

Posons g=14+= &7 TN=F3N Alors:

[ POAGE N Gy (L
N N ;
&) Nlogs

k8]

et 1lim A(TN) % 14& avec probabilité 1

o
TH + ;
On a 1 = .. i X “ & pour N assez grand.
aT
N
=t of ey -1 e | .
Com ) S R 5 =0 ol
omme uT dT A et uN A(TN) wT A(T) AT A(TN+1
N N+1 N+1
pour TNzT:-TN+1
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On obtient de ces observations:

B(T) = = A(TN 1)'_'ii (1+a)2 avec probabilité 1
Vi

N+1

Ceci nous donne

lim A(T) = (1+a)2 avec proba 1 V¥ =>0

T =0

c'est a dire : 1lim A(T) = 1 avec proba 1.
P

E
D'un autre coté K(v;-,l,...,l,t) = nwi~mW(t) pour 0=t<wm

%

: 1 = - T ~1./Z
Aussi —— 3 = « avec ? = (2a [log —-- + loglogT])
zZ T i T T a i

lim Sup ot | K( _;-—,1,...,1,t+aT)-K( ~; Aty bl =
T —300 OEtST—aT ¥

lim Sup ZaTIW(t+aT)~W(t)|=
T — OStéT—aT

lim Sup HT|W(t+aT)—W(t)
T —3W OEtET—aT

= 1 avec proba 1

et aussi
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T g R L, AR
T 2 T Z

T -5 OEtSTFa

avec proba 1 si 1lim - =
T ->x loglogT

Ceci termine la démonstration du théoréme.

v ok B 2L

En utilisant une argumentation semblable a celle du parag 3.5

on peut montrer ce qui suit

Théoréme 4.9:

Soit K(.,.) un processus de Kiefer:

Alors |K(x,t+h)-K(x,t)|

lim Sup Sup o e
h—s0 0=t<1-h xelo,1] vhiog(h )

avec proba 1.
Remarque :Le théoréme 9 montre que le processus

Y(t) = 8up K(x.t) . =0
0=x<1

est presque surement un processus a valeurs

continue mais non différentiable.
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4.2. Les A accroissements du processus de Kiefer.

Dans cette partie,on va montrer que les résultats des théorémes

3.21. et 3.22 restent vrais si on substitue K A WZ(.) et Wd(.)

On a

Théoréme 4.10 :Soit K(x,t), x =[0,117et t*0 un processus de
Kiefer a 2 variables et que CT soit une ﬁT-fonction

On définit :(4.10.1)

A(h)= Sup Sup Sup Sup |K(<x,x+y>,t+s)-K(<x,x+y>,t)]

05x%i-h © ll’: L ART-cd h (l‘;yf;:h 0%z%ci h

Alors on a :

Li < lim "d17vA(h) = 1 avec proba. 1
h —0 ‘
tados. o -= (2h ¢  [log(h’c , )™* + loglogh'1)™"”
17 ‘.,\ 1 /h 1 /I' h

Démonstration :0n définit (4.10.3)

B(h)= Sup Sup Sup Sup |W2(<x,x+y>,t+s)—wz(<x,x+y>,t)|

05xZ1-h O%tET-ci /h 05y Sh 0%eSed.h

et (4.10.4)

C(h)= Sup Sup  Sup |y| |W (1,t+s)-W (1,t)]

O0%tST-c1 / h 0 % yEh 0%s%cish

alors B(h)-C(h)=A(h)=B(h)+C(h)
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On a par le théoréme 3.21.

lim @ B(h) = 1 avec proba 1
h —30 1

Donc pour montrer le théoréme 4.10,il suffira de prouver que

o
lim -—%C(h):O avec proba 1
h —0
Posons F(t) = Bup Sup ]W2(1,t+s)—wﬁ(1,t)|

GELST - OEase
T ¥

et f = (2C (log — +loglogT))™"”
E .

Donc par le théoréme de Csdrgb6-Révész (2.16) sur les incréments

du processus de Wiener a 1 paramétre et du fait que

Wz(l,t) 2 W(t) , t*0 on a

lim HTF(T) < 1 avec proba 1
T —w

donc lim 3 1F(%;) = 1 avec proba 1
- y

h ~—30 h
Avec o = VfwﬁT ol a1 £Y1 g1
1 ]”l ‘ 1
< TS SO < 1 1 1
Ainsi ~B—C(h) < = 31 F(—r-) Sup |y| = Yh 3 1 F(-r—)

h Oi':'y'i".}"o h
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Ceci donne 1lim o« ¢« C(h) = 0 avec proba 1.
h —0 h
Avant de généraliser le théoréme précédent on donne

Lemme 4.11 : Pour h>0 posons

E(h)= Sup Sup Sup |y| de+1(1,t+s)—wﬂ+1(1,t)|
0<y=h o%tsr- « £ Oisi':",l. -

Ot‘ h =(h10001h) et T=' Sl

=

.8oit o deéfinit par

a d*‘l
= (zm.--'f.. gl oo ) 4 lOglogT)"“"‘
T Td aT

alors

(4.11.1) 1lim @« 1+ E(h) = 0 avec proba. 1

h —0 h

avec a une ﬁTmfonction

T 42
Preuve : Posons GT= (ZaT[log = 9 loglogT]) % alors
T

On définit pour tout T

F(T) = Sup sup W M(1,tes)w R (1, b))
OFtET ~a o<s=a
T T
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L

Remarque : wd”(l,t) W(t) t=0

théoréme de Csdrgd-Revesz :0n a lim HT F(T) = 1 avec proba. 1.

T—
Comme
: 1 4 k (ol | 1 E 172 . i
a1 E(h)=| hlﬂﬂ,}w F(-T~ )= |hi( i ) ﬁz;w F( i =thl - 4Py jfv) -0
h I : : ' ' K L e

On a donc 1lim « }“E(h) = 0 avec prob 1.

ll '''''' ™t
: - ; et le lemme 4.11 est prouvé.

En utilisant le lemme 4.11 et le théoréme 3.22 on a:

Théordme 4.12 :Soit h = (h,...,h) > 0 & [0,1]%et C_une
BT—fonction . On @8findt :04.12.1)

D(T)= Sup Sup Sup Sup |K(<x,x+y>,t+s)-K(<x,x+y>,t)]|
0=x=1-h oi?t.‘;’-?'r—v;T 0=y=h o:‘figf;ch

1
ol T=-t-

Soit o 1 = (Zhdcvintlog(thjL ' + loglog w%»])i’?
e h b
= 1 avec prob 1.

alors on a :(4.12.2) lim o & D(h)
|

h =30
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Démonstration : On définit B(h) comme suit:

d A+
B(h)= Sup Sup Sup Sup |W j<x,x+y>,t+s)—wju(<x,x+y>,t)|
0=x=1-h Llﬂ'_{:‘,f'_"'vf'"':irl‘ 0=y=h Oﬁei:v:T

Oon a B(h)-E(h) < D(h) = B(h)+E(h)
ou E(h) est défini comme au lemme 4.11

Le théoréme 3.22. et le lemme 4.11 impliquent que

lim o 1 B(h) 1 avec prob 1

h =0 F
Y 1 ot

® avec prob 1

—
=
3
&

T
=
=

1]

C'est a dire :

lim a 1 D(h)
h —0 h

1 avec prob 1

Ceci compléte notre démonstration.
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Conclusion

On a étudié les propriétes des accroissements du processus de
Wiener a plusieurs dimensions ainsi que ceux du processus de

Kiefer.

Dans le chapitre 3, on a étudié les incréments sur des rectangles

et toutes les convergences possibles.

De la méme facon, on a étudié les incréments du processus de

Kiefer au chapitre 4.

Cependant, il y a encore plusieurs problémes intéressants liés

aux propriétes de ces accroissements.Entre autres:

1-On sait que Wd(.) est le processus limite du processus des

sommes partielles Zn(.) (voir théoréme 3.5 du chapitre 3) de la

distibution uniforme de dimension d.

Supposons que Zn(.) est le processus empirique de distribution

F sur R':l et F # U. Révész dans [30] , pour d = 2, et pour d > 1

Cs6rg6 et Révész dans [5] montrérent que Zn converge vers un
processus gaussien dont la covariance est fonction de F.

C'est trés différentdu cas a un paramétre ou K(.) ne dépend pas
de la distribution.

Pour cette sorte de processus gaussiens il trés difficile de
définirles accroissements.

Un probléme intéressant serait de définir 1les accroissements
de ces processus et de prouver des résultats semblables a ceux
des chapitres 3 et 4.

2- I1 serait trés intéressant de prouver le théoréme de Strassen

pour une partie du théoréme 3.16 ou dans le théoréme 2.16.

3-La condition (3.16.3) du théoréme 3.16 est suffisante pour

changer la 1im par lim. Est-elle aussi nécéssaire ? Sinon a

quelle condition ?

4-La bibliographie est relativement ancienne car les théorémes

de Komlos-Major-Tusnady sont optimaux sauf la partie concernant

1'approximation par un processus de Kiefer.
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