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Nombre de Reynolds

Nombre de Mach
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Coefficient de trainée

Force

Rayon de la Particule

Diamétre de la Particule
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Viscosité Dynamique de 1’écoulement
Viscosité Cinématique de I’écoulement
Rapport des chaleurs spécifiques

Libre Parcours Moléculaire Moyen
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div Divergence

A Laplacien

\V/ Opérateur nabla

p’ Masse volumique de la particule

v,v’ Vitesse de la particule

Vx Composante longitudinale de la vitesse
u,u’ Vitesse du fluide

w Vitesse relative de la particule par rapport au fluide
x Distance du choc

t Temps

Uy Vitesse du fluide en amont du choc

U, Vitesse du fluide en aval du choc

my Masse de la Particule
m Masse d’une Molécule
f Fonction de distribution
n Densité numérique
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Inﬁ*’bduction

Le mouvement des particules dans les écoulements fluides a été étudié depuis de nombreuses
années, par différents auteurs [3,4,6,11,15,16,19,20,21,22 et 23]. Le probléme est d’actualité
notamment pour les écoulements & vitesse supersonique. En effet, les méthodes de mesure
utilisant la vélocimétrie laser nécessitent la connaissance de la relation liant les vitesses des
particules diffusantes a celles de I'écoulement qui les entraine. Généralement on identifie les
mesures de vitesses des particules a celles du fluide. Dans les cas ou la densité des particules
est trés supérieure 4 la densité de I’écoulement, ou dans les zones a forts gradients de vitesse,
les particules ne répondent pas instantanément aux variations de vitesses et leurs célérités sont
différentes de celles de I’écoulement [6,23].

A tout écoulement turbulent sont associées des fluctuations de pression, elles sont une cause
de fatigue des structures d’un mobile : les ailettes et les disques des turboréacteurs par
exemple. Nous proposons d’étudier le comportement d’une particule a la traversée d’une
discontinuité de type onde de choc. Le sujet en question trouve son application directe dans
les mesures de débit, de fluctuation, et du champs des vitesses  travers un turboréacteur. La
compréhension des différents phénomeénes qui régissent I’écoulement étudié, me sera d’un
important apport a l'interprétation et la compréhension de différents comportements du
turboréacteur, lors de son passage au banc d’essai, et une contribution plus efficace lors
d’élaboration et I'interprétation des essais préliminaires de corrélations qui auront lieu sur le
banc d’essai, lors de sa mise au point.

Ftant donné I’état actuel de la recherche et de la technique de pointe, de plus amples
connaissances sur les écoulements turbulents apparaissaient indispensables. La modélisation
des écoulements est maintenant un théme de recherche important pour des grosses industries
telles que I’industrie aéronautique.

L'action proposée dans cette voie a pour objet, I'étude numérique de ces écoulements en
adoptant des modéles mathématiques proposés dans la littérature [3,4,6,11,15,16,19,20,21,22
et 23]. Le premier chapitre décrit le principe de base de la vélocimétrie laser, tout en
s'intéressant au probléme de suivi des particules. Dans le deuxiéme chapitre, sont établies les
différentes théories classiques, les lois ne seront pas présentées dans un ordre chronologique,
mais seront regroupées par familles ou affinités. Le troisiéme chapitre est une revue de la
résolution analytique de I'équation de Tchen [11], & travers une discontinuité. L'un des buts de
cette étude est d'évaluer limportance du terme de Basset [20], dans le mouvement d'une
particule & travers une onde de choc, on le verra pourquoi. Dans le quatriéme chapitre,
Tedeschi [6] traite le probléme d’écoulement autour des particules, tel que la raréfaction, on
verra en détail ces critéres de classification et les expressions couvrant ces régimes. Et enfin la
conception d'un logiciel de calcul, permettant la comparaison des résultats obtenus par
différents modéles mathématiques.

Institut d’ Aéronautique de Blida i



Chapitre : 1

la VL.D et la Théorie de la Particule



(fflapitre 21 la V.L.D et la Théorie de la Particule

1.1 Principes de base de la vélocimétrie laser

La Vélocimétrie Laser a effet Doppler, est I'une des applications laser dont le
principe repose sur. le décalage en fréquence de la lumiére laser diffusée par des particules
mobiles (appelées traceurs), que l'on injecte dans I'écoulement et dont on cherche a
déterminer la vitesse. Elle constitue dans de nombreux cas un moyen d'investigation
efficace dans des écoulements turbulents. Le caractére non instructif de cette technique a
suscité l'intérét des expérimentateurs en mécanique des fluides, notamment pour I'étude
des caractéristiques dynamiques du champ de vitesse dans des écoulements supersoniques.
Toutefois, cette technique n'est pas exempte de difficultés, particulicrement dans les
écoulements supersoniques, ou le probléme d'ensemencement doit étre effectu¢ de manicre
correcte.:

VLD est basée sur I’effet Doppler-Fizeau. Lorsque ’on passe a cote d’une source
sonore, ou lorsque celle-ci se déplace, on peut se rendre compte que la hauteur du son pergu
varie au cours du temps. En 1842, Doppler découvrit que ce phénoméne particulier étais dii
a un changement de fréquence. Fizeau, lui, étendit ceci aux ondes lumineuses. L’invention,
vers 1960, du rayon laser, Faisceau lumineux cohérent et monochromatique, permit a la
vélocimétrie laser de voir le jour.

Si une particule P se déplagant a une vitesse Vest éclairée par un faisceau de
fréquence f; ( longueur d’onde Ao ) de direction i,, un observateur fixe dans la direction 1

e
recevra un signal de fréquence f; = fo + TV'( i, —i,). La différence de fréquence, ou
0

V.6, -1,)

I
fréquence Doppler sera alors : fp = o
0
Or, en pratique cette derniére fréquence atteint des valeurs de 'ordre de 10® MHz et
se révéle trop importante pour étre mesurée directement. C’est pourquoi on utilise le
phénomeéne d’interférence. Lorsque I’on croise deux faisceaux lasers de méme fréquence, on
voit apparaitre a I’intersection un réseau de franges d’interférences, bandes paralleles a la
bissectrice des rayons et constituées alternativement de maxima et de minima d’intensité
lumineuse. La distance entre deux franges, ou interfrange, dépendra de la longueur d’onde
g
2sin@

des rayons incidents, ainsi que de I’angle 6 entre ceux-ci et leur bissectrice : Ax =

fo,Ao
o —
[ - 2
fo,Ao
fo, Ao
Figure:1.1 Croisement de deux faisceaux Figure:1.2 Réseau de franges
lasers de méme fréquence. d’interférences

Institut d’ Aéronautique de Blida 1



Chﬁpitre :d

.

Comme toute onde électromagnétique, la lumiére laser est la superposition d’un
champ électrique et d'un champ magnétique, régis par les équations de Maxwell. En général
tous les lasers sont polarisés rectiligne (c-a-d que la direction privilégiée des vecteurs est
perpendiculaire 4 l'axe du laser). Il est caractérisé par une distribution transversale d'intensité
lumineuse. Il procure le diamétre et la divergence angulaire les plus faibles. :

Dans un dispositif de VLD, un réseau de franges est localisé dans un ellipsoide
de révolution qui constitue le volume de mesure au point de convergence et de focalisation
des deux faisceaux. Chaque particule passant par ce réseau diffuse de la lumiere lorsqu’elle
traverse une frange brillante. La lumiére diffusée est focalisée sur un photomultiplicateur
qui la collecte et la transforme en courant électrique modulé a la fréquence Doppler, laquelle
est transmise vers un processeur de signal VLD. Les particules arrivent aléatoirement dans le
volume de mesure.

L’intersection sera appelée volume de mesure. Si une particule de
taille suffisamment petite passe a I'intérieur de celui-ci, elle sera alternativement sombre et
éclairée. Elle va donc émettre un signal lumineux, dont la fréquence dépendra de
I’espacement entre les franges, mais aussi de la composante de sa vitesse V, normale a la
bissectrice des rayons :

2V sinb
D T,
Si ’on connait la longueur d’onde des rayons incidents, ainsi que leur angle, on peut
déterminer la vitesse de la particule dans une direction donnée, en mesurant la fréquence du
signal émis par celle-ci.

La mise en ceuvre d’une chaine de vélocimétrie laser a franges pour la mesure de
vitesses d’un écoulement nécessite alors plusieurs éléments. La partie émission est constituee
d’un générateur laser et d’une optique permettant de deviser le rayon en deux parties et de les
émettre dans des directions choisies de fagon a faire apparaitre le volume de mesure a un
emplacement donné. La partie réception est constituée d’un photomultiplicateur permettant de
recevoir le signal et d’une unité d’acquisition pour traiter. Un ordinateur stocke et traite
ensuite les données. Le troisiéme élément est celui nous intéressant en premier lieu pour cette
étude. Ce sont les particules, grice auxquelles on ensemence I’écoulement a I'intérieur de la
soufflerie, et dont on mesure la vitesse.

Institut d’ Aéronautique de Blida 2




Cha;lpitre 2l la V.L.D et la Théorie de la Particule

> Soufflerie
9 o) Photo
b multiplicateur
4 e b & Signal
Laser Optique
i cf T prroigs il
Acquisition

¢ |

Données
|

Ordinateur

Figure:1.3 Chaine de Vélocimétrie Laser

Bien qu’onéreuse et difficile & mettre en ceuvre, la vélocimétrie laser présente de
nombreux avantages. Elle ne nécessite la présence d’aucune sonde matérielle a I'intérieur de
Pécoulement et ne perturbe donc pas celui-ci. Le signal regu dépend uniquement de la vitesse,
a I’exclusion de toute autre grandeur ( température, pression, ... ). Elle permet la mesure de
vitesse instantanées et donc I’étude de la turbulence. On peut également déterminer plusieurs
composantes de la vitesse simultanément ( généralement deux ), & condition de disposer de
deux faisceaux lasers de couleurs différentes ( souvent bleu et vert ) et de deux parties
réception.

1.2 Probléme du suivi des particules

Toutefois, outre les inconvénients dus & la mise en ceuvre compliquée un
certain nombre de problémes se posent, essentiellement liés aux particules traceuses.

D’une part ’ensemencement doit étre effectué de maniére correcte. Cela suppose que
la densité de particules soit suffisamment faible pour ne pas perturber I’écoulement, mais
aussi suffisamment élevée pour permettre une acquisition du signal dans de bonnes
conditions. L’injection doit se faire & proximité d’une ligne de courant passant par le
volume de mesure ( de fagon a ce que les particules passent dans le volume de mesure ), et
bien en amont pour ne pas modifier I'écoulement. et les particules seront considérées isolées
dans I’étude de leur mouvement.

Institut d’Aéronautique de Blida 3



Chapitre :1 la V.L.D et la théorie de la particule

D’autre part, la vélocimétrie laser nécessite la connaissance de la relation liant les
vitesses des particules diffusantes a celles de I’écoulement qui les entraine. Généralement,
on identifie les vitesses des particules & celles du fluides. Mais, dans les cas ou la densité
des particules est trés supérieure a la densité de I’écoulement (comme en aérodynamique)
ou dans les zones a forts gradients de vitesses ( couches limites, couche de mélange, onde
de choc, accélération dans les tuyéres, ... ), Les particules ne répondent pas instantanément
aux variations de vitesses et leurs célérités sont différentes de celles de I’écoulement. Ce
phénoméne sera encore plus important dans ’écoulements & grande vitesse. Ceci a fait
I'objet d’études relativement succinctes de la part de différent auteurs. Dés 1987 Eléna [29],
résolue I’équation de Tchen [11] & travers une discontinuité de vitesse. Ce travail sera repris
et développé au chapitre 3. Meyers [30], en 1991, compare des vitesses calculées
numériquement, mais en ne trouvant aucun accord. Tedeschi [6], en 1989 dans le cas d’un
choc, et Maurice [28], en 1990 dans le cas d’un tourbillon en écoulement compressible,
établissent numériquement que le terme de Basset est négligeable.

Or, ces derniéres années, un net regain d’intérét pour les écoulements supersoniques
est apparu : le développement tels que les avions de transport commerciaux : A.T.S.F (Avion
de Transport Supersonique du Futur) frangais et A.S.T. britannique (supersoniques), A.G.V
(Avion a Grande Vitesse) frangais, Singer allemand, fait apparaitre le besoin d’expériences
approfondies. La vélocimétrie laser étant une des techniques employées pour la détermination
des vitesses des écoulements concernés, et vues les conditions extrémes de ceux-ci (grandes
vitesses, forts gradients, faibles densités), il devient nécessaire de mener une étude poussée
concernant la validité des mesures effectuées, notamment au niveau du suivi de particules.

Des expériences dans ce sens ont été réalisées en 1985 a 'LM.S.T ( Institut de
Mécanique Statistique de la Turbulence ), visant & mieux connaitre la fagon dont la vitesse
des particules rattrape celle de I’écoulement derniére une onde de choc. En effet, une onde de
choc est un phénoméne aérodynamique relativement bien connu, présentant un saut de vitesse
important grice auquel on peut effectuer une comparaison du suivi des particules par rapport
a I’dcoulement . Elle permet de qualifier de maniére relativement simple leur comportement .
Or, ces expériences firent apparaitre une indépendance du suivi vis-a-vis de la taille,
contrairement a ce que prédisent toutes les théorie actuelles. Bien que sujettes a caution, elles
ont constitué le point de départ du présent travail, en mettant en lumiere le manque d’analyses
théoriques et expérimentales concernant ce point crucial de la vélocimétrie laser. Une étude a
vu le jour 4 'LLM.S.T a Marseille, Tedeschi [6] pour la partie théorique, et le D.L.R a
Gottingen, Allemagne pour la partie expérimentale.

Le mouvement d’une particule est déterminé grice aux forces auxquelles elle
est soumise, et aux conditions initiales. Sa masse étant constante, la relation fondamentale de
la dynamique nous donne 1’équation vectorielle du mouvement dans un repere galiléen :

m, ——=F m_ étant la masse de la particule
dt .

Le probléme réside alors dans la détermination de la force F. Pour cela, on devra
poser un certain nombre d’hypothéses simplificatrices. Tout d’abord, on supposera les
particules sphériques ( ce qui n’est pas forcement vrai, notamment dans le cas de fumée
d’encens ou de gouttes d’huile ) et indéformables, de rayon a trés petit (de I’ordre du micro ).

Institut d’Aéronautique de Blida 4



Chapitre :1 la V.L.D et la théorie de la particule

Elles ne doivent pas perturber I’écoulement a cause d’une concentration trop importante, et
les interactions avec la paroi ne seront pas prises en compte. Les seules forces considérées ici
seront les forces surfaciques dues au tenseur des contraintes, et non les forces volumiques
(électrostatique, électromagnétique, de pesanteur ) trop faibles pour joyer un role.

Une étude bibliographique des théories classiques est faite en premier lieu,
exposant les différentes expressions de la force exercée sur une sphere placée dans un
écoulement ou, ce qui revient au méme, du coefficient de trainée :

aF

£ e
o pV‘na2

Dans la suite de cette étude sauf indication contraire, le coefficient de trainée Cp, le nombre

\%
JyrT

seront basés sur la vitesse

2pVa
de Reynolds Re = 5 et le nombre de Mach M =

relative entre la particule et I’écoulement.

Dans le cas d’un choc obtenu dans une tuyére dont le nombre de Mach nominal est 2,3 a
une pression génératrice de 0,5 atm, on aura pour valeur maxima :

Remax =3 (a=2um), Max = 0,25

 Les conditions particuliéres de I’écoulement et de la particule, vont nous conduire &
I'étude de phénoménes particuliers, tels que I'instationnarité ou la raréfaction. Cette derniére
notion nous permettra de mettre en évidence des régimes d’écoulement peu habituels autour
de la particule. Ainsi, nous proposerons une nouvelle loi [6] pour le suivi de particules en
écoulement supersonique, plus adaptée que les lois classiques, et moins empirique que
certaines expressions proposées par certains auteurs [4,13,15,16,19,21 et 22] pour le méme
cas. Cette loi utilisée pour le calcul du mouvement de particules  la traversée d’une onde de
choc oblique. Les différents effets ( grands nombres de Reynolds, raréfaction, compressibilité
) pouvant influencer le mouvement des particules seront analysés. Auparavant, une €tude sera
menée pour connaitre ’effet spécifique produit par le choc lui-méme sur le mouvement.
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Chapitre :2 Les Différentes Théories Classiques

Le mouvement d’une sphére solide et indéformable et la trainée d’une telle sphere ont faif
'objet de nombreuses études par différents auteurs [3,4,6,11,15,16,19,20,21,22,23].
Certaines sont théoriques mais nécessitent des conditions d’emploi assez strictes, d’autres
admettent des champs d’application plus vastes mais sont le plus souvent empiriques.

Les lois ne seront pas présentées dans un ordre chronologique mais seront regroupées par
familles ou affinités. Ce choix n’est évidemment pas unique, les théories pouvant
certainement étre rapprochées autrement. Le premier groupe correspondra aux lois valables
en régime continu et ne mettant pas en jeu de termes d’instationnarité. Le deuxieme
comprendra, lui, des lois faisant intervenir des termes d’instationnarité, en régime continu.
Dans le troisiéme seront réunies celles valables en régime d’écoulement raréfié. Certains
auteurs ont développé des formules empiriques afin de les appliquer a I'étude du
comportement de particules en écoulement supersoniques, celles-ci sont regroupées au sein
du quatriéme groupe. ;

2.1 Lois valables en régime continu sans terme d’instationnarité.

2.1.1 Introduction

La premiére étude théorique de la force exercée sur une sphére par un écoulement
fluide a été effectuée par Stockes[4] en 1851. Il a supposé que le nombre de Reynolds étais
. trés petit devant 1, de fagon a pouvoir négliger les termes non linéaires de convection dans
les équations de Navier-Stokes. Cependant, comme il sera vu au paragraphe 2.1.2, cette
solution, bien que permettant de déterminer I’expression de la force, conduit aux paradoxes
dits de Stokes et de Whitehead. Oseen [22] en 1911, a trouvé que ces derniers étaient dus a
la non prise en compte des termes de convection. Il propose alors une linéarisation de ces
termes, permettant de déterminer une nouvelle solution. La découverte des développement
asymptotiques raccordés permet a Proudman et Pearson [6] en 1957, ainsi qu’a Chester et
Breach [17] en 1969, de proposer des expressions du coefficient de trainée incluant des
développement en Re a des ordres supérieurs.

Ces lois sont cependant limitées aux nombres de Reynolds trés inférieurs a 1. C’est
pourquoi certains auteurs, dont Schiller et Nauman [16] en 1933, ont cherché des
expressions semi-empiriques, de structures voisines aux lois ci-dessus, valables pour les
nombres de Reynolds supérieurs a 1. Toutefois, ces expressions ne conviendront qu’ aux
écoulements incompressibles et ne tiennent pas compte de Iinstationnarité de I’écoulement.
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On considére dans un repére li¢ a la particule (en mouvement uniforme), un
écoulement stationnaire et incompressible. On utilise les équations de Navier-Stokes ainsi
que I’équation de continuit€ :

p(UV)U=-VP+pAU (2.1
div U =0

avec les conditions aux limites suivantes :

[
Il
O

R =a =
(2.2)
=

[

R > o —-0U,,P > P,

On rend les équations sans dimension en effectuant les changements de
_pUoa

variables :u=-5- p=—£—Re ou: Re

2 , les longueurs étant divisées par
Uo'P ™ o3 g P

Re(ﬁﬁ i=-Vp+Ai

(2.3)
divi=0
avec les conditions aux limites :
r=1 = =20
e (2.4)
I—> = A2y, 0. P

2.1.2 Expression de STOKES

Stokes [4] suppose que Re <<1, donc que le membre de gauche des équations de
Navier-Stokes (2.3) est négligeable. Ceci revient a négliger le terme de convection

p (ﬁﬁ')ﬁ par rappert au terme visqueux pA U. On a alors les équations de Stokes :

—grad p + AT =0

2.5
diva =0 @2)

avec les conditions aux limites (2.4).

Pour une sphére, on obtient d’aprés Van Dyke [2], la fonction de courant suivante :

1o b Go
. ddrs 2r° - 3r +; sin” 6 (2.6)
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Or, le rapport en ordre de grandeur de la force due au terme de convection sur la force
due a la viscosité est r Re. Méme en restant dans le cas Re <<1 I’hypothése de Stokes est

justifiée au voisinage de la sphére (r > Eg) , par contre elle ne I’est plus a partir d’une

1
certaine distance (r > —J
Re

Néanmoins dans le cas d’une sphére (3D), les conditions aux limites sur la paroi et a
’infini sont tout de méme satisfaites, et on peut déterminer la force exercée
par I’écoulement sur une sphére :

F=6npa0l, (2.7)

Par contre pour un cylindre (2D), seules les conditions 4 la surface sont satisfaites et
le modéle prévoit des vitesses non bornées & I'infini. D’aprés Van Dyke [2], ceci est dii au
fait que les perturbations de I’écoulement sont plus faibles en (3D) qu’en (2D). Ce paradoxe
est généralement appelé paradoxe de Stokes.

La solution de Stokes constitue une premiére approximation. Pour avoir une
seconde approximation, Feuillebois [2] pose :

Il

i =1, +Re 4,

(I'indice s désignant la solution de Stokes)

p ps+RC pl

On obtient les équations :

(@, V)i, =—Vp, +aq, e
divi, =0

avec les conditions aux limites :

1

(2.9)

e el

e =0
r—> o =  —0

En négligeant les termes en Re supérieurs a 'ordre 1 et en tenant compte du fait que la
solution de Stokes obéit & 'équation de Stokes (2.5). Whitehead [6] en 1889, a déterminé la
solution de (2.8 ). Il a constaté que la condition aux limites & I'infini ne pouvait pas étre
respectée, de la méme fagon que dans le cas de la premiére approximation pour un cylindre
( Van Dyke ). Ceci est connu sous le nom de paradoxe de Whitehead.
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2.1.3 Expression d’OSEEN

Oseen [22] a montré que ces difficultés étaient dues a la non prise en compte des
termes de convection. Pour déterminer I’écoulement, il propose de remplacer ces termes

dans les équations de Navier-Stokes par leur forme linéarisée (ﬁo €7) §. Cette

approximation sera valable loin du corps, mais pas prés de la paroi. Cependant, dans ce
dernier cas, la force visqueuse sera beaucoup plus importante, comme dans I’équation de
Stokes [4], et la convection ne jouera aucun role. Il obtient de nouvelle équations :

( V)i = - grad p +AD (2.10)
=0

avec les conditions aux limites :

r=1
(2.11)

[ B =1
o

=
r—> o© = U, , P77 Py

plus facilement intégrables que les équations de Navier-Stokes (non linéaires). Les
conditions aux limites pourront ici étre respectées.

La fonction de courant pour une sphere est ( Van Dyke ) :

1 1 e 3 -—Rer(l-cose)
AR T S e 2 2.
(RS 4|:2r + J sin” © > Re (l+cosB )|:l e (2.12)

Prés de la paroi (r Re << 1),0na:
bis b
y~ —|2r° -3r +— |sin”6
4 r :
qui coincide avec la solution de Stokes (2.6).

L’expression de la force exercée sur la sphére par 'écoulement sera :

i

F=6npaf}0{l+§Re} pour Re = g
au (2.13)
< = 3 pU,d
ou F=6npal, 1+-1—6-Re pour Re =
u
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2.2.4 Expressions déterminées grice aux développements asymptotiques
raccordés.

Van Dyke [2] a montré qu'en utilisant la méthode des développements
asymptotiques accordés a partir de la solution des équations d'Oseen (2.11) au second
ordre (loin de la paroi) et de la solution des équations de Stokes (2.5) (prés de la paroi), on
retrouve la solution (2.13) déterminée par Oseen [22]. Proudman et Pearson [6], ont
continué I’analyse pour des approximations d’ordres supérieurs et donnent :

24 3 e ; U,d
Cp = ——[1+i oo Balis a2 10 (Re')} pour Re = BRES @us

Re 16 160 - u

Cette expression présente une singularité en Re = 0. Chester et Breach [17], ont également
poussé le développement a I'ordre supérieur. Goldstein [18] avait déterminé I’expression
suivante (avant la découverte des développements asymptotiques raccordés) a partir de
I’équation d’Oseen.

19 R P 121519 _,
R L B 4 Re’} 2.15)

3 : _
2 [l 76 B 1280 % * 20008 X " 32206400 ° ¥ 550502400

Néanmoins les expressions de Goldstein [18], Proudman et Pearson [6] ainsi que Chester
et Breach [17], bien que déterminées de fagon plus exacte que celles de Stokes [4] et
d’Oseen [22] donnent des résultats moins corrects. D’aprés Feuillebois [1] et Dadi [2], elles
divergent plus rapidement de la courbe du coefficient de trainée standard (relevé

expérimentalement) que les lois de Stokes et d'Oseen .

Proudmsn—-Pearson |
- i i

Q.

a.

Figure :2.1 Coefficient de trainée théoriques et courbe standard
- - en fonction du nombre de Reynolds, [1,2]
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Remarque :

Brooke Benjamin [6], en partant du fait que les formules précédentes ont €t¢ congues
pour des valeurs de la vitesse positives, préconise I’emploi de la valeur absolue du nombre
de Reynolds dans les expressions entre parentheses. Par exemple, la loi d’Oseen deviendra :

F=6npal {1+—3~‘Req
ll 0 16 >

2.1.5 Expressions semi-empiriques

Schiller et Nauman [16] en 1993, ont corrigé la loi de Stokes griace a un
coefficient dépendant de Re, afin de I’étendre aux nombres de Reynolds supérieurs a 1. Ils
obtiennent ainsi ’expression du coefficient de trainée pour une sphere :

d
Gy =-12—{i(1 +aReB) ou: a=0.15; p=0.687 ; Re=pU°
e m

(2.16)

Cette loi a souvent été attribuée a Torobin et Gauvin [1]. Or de nombreux auteurs
n’ont retenu que ce dernier article, en oubliant celui de Schiller et Nauman [16].

Cette modification a également été effectuée par d’autres auteurs les coefficients o
et p pouvant parfois avoir des valeurs proches mais différentes, notamment pour Rudinger

od P Bigr i i
[10],ou(a—6et[3 3 )

+ L’expression (2.6) sera utilisée pour les lois valables en régime continu sans terme
d’instationnarité, pour des valeurs du nombre de Reynolds inférieures a 200, ce qui suffit
largement aux cas que ’on étudiera (compte tenu du fait que la vitesse considérée est la
vitesse relative). On verra dans le chapitre 4 comment I’ utiliser.

2.1.6 expression de FAXEN

Les expressions précédentes ont le désavantage de ne pas prendre en
compte les gradients. Faxen [21] a étudi€¢ le cas d’un écoulement stationnaire dont le

champ de vitesse U, n’est pas uniforme autour d’une sphére ayant une vitesse constante
V. Il obtient la loi :

F = 6npa[(ﬁoc ~ V)] + nua’(lﬁo)c (2.17)

L’indice ¢, indique que les caractéristiques sont évaluées au centre de la sphere, pour
I’écoulement libre non perturbé par cette derniére.
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Cette expression est soumise aux mémes restrictions en ce qui concerne son
utilisation, que la loi de Stokes, mais elle prend en compte la non uniformité¢ de
I’écoulement. On verra au chapitre 5 qu’en fait la non uniformité influe trés peu sur le
mouvement d’une particule a la traversée d’une onde de choc.

2.2 Lois valables en régime continu avec terme d’instationnarité.

2.2.1 Introduction.

Parmi les difficultés posées par la spécificité de I'onde de choc se trouve le
probléme de I'instationnarité. En effet, la particule se trouvant amont du choc, va étre
soumise brutalement a une contrainte engendrée par une différence de vitesse tres
importante. Il conviendra de déterminer dans quelle mesure le mouvement de la particule va
étre influencé par cette instatinnarité (ceci sera étudié dans le chapitre 3). Les expressions
du présent paragraphe permettront de calculer I'importance relative des termes
instationnaires. Boussinesq [19] et Basset [20] ont trouvé Iexpression de la force exercée
sur une sphére en mouvement non uniforme dans un fluide au repos. Elle a été généralisée
intuitivement par Tchen [11] au cas d’un écoulement instationnaire. Feuillebois [2],
Gatignol, Maxey et Riley [23] ont déterminé plus rigoureusement les solutions du probléme
dans le cas du mouvement non uniforme d’une sphére dans un écoulement instationnaire
non uniforme. Ces lois seront valables en régime d’écoulement continu, pour des nombres
de Reynolds et de Mach tres inférieurs a 1.

2.2.2 Expressions de GATIGNOL, MAXEY et RILEY.

Gatignol, Maxey et Riley [23], ont étudié le mouvement non uniforme d’une sphére
+ dans un écoulement incompressible, instationnaire et non uniforme. Les équations utilisées
seront celles de Navier-Stokes, linéarisées grace a I'’hypothése de Stokes (Re<<l). Le

champ d’écoulement (Uo ,Po)non perturbé par la sphére, et une perturbation de champ

(0,.p).

Grace a la linéarité du tenseur des contraintes c(ﬁ' s P) , la force F exercée sur la particule

sera la somme des forces Fo et F, correspondant aux champs précédents :
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L’expression de F, est déterminée en appliquant un théoréme de réciprocité

permettant d’évaluer la résultante des efforts de contrainte d’un écoulement sur une sphére,
3 condition de connaitre la solution d’un autre écoulement avec des conditions de vitesses
différentes sur la frontiére. Pour le calcul, Gatignol utilise des transformées de Fourier et
Maxey et Riley des transformées de laplace. i

Gatignol [23] obtient :

2na® d ! a—(v-fj(S))
P = 7 .o il 7 S R B e
F=-6np a(V-U )- 3 pdt(V-U )-6a nupi o dt
i 4na’ dOWY 3 ix
3 0 (2.18)
= 1 = - 1 y
avec: U® = E{JUO(xi’t)dS g = pompr _[Uo(xi,t)dV
ot U, est la vitesse du fluide non perturbé.
Maxey et Riley [23] obtiennent :
2ot - 288 ¢ fiiw it o
& - -67tpa(V-Uo—ga2AUo)— 3 pa(V-UO—-l—(S a‘AUoj
d (_ . g ) (2.19)
2 tJ-d vy A, +41ra3 dU,
- n T
ol t-1 W

Ici, la vitesse du fluide non perturbé U, et ses dérivées sont évaluées au centre de la
sphére. Cette forme, identique a (2.8) a également été donnée par Gatignol.

Le premier terme de ces expressions est semblable a la force de Stokes (2.7). Ilest di a la
différence de vitesse entre la particule et 'écoulement. Le deuxieéme terme correspond a la
force crée par le gradient de pression (provoqué par la différence de vitesse). Il est
généralement dit de masse ajouté. En effet, considérons un fluide de vitesse nulle U, =0
Si on fait passer ce terme dans le membre de gauche de I’équation du mouvement
sphére la moitié de la masse de fluide déplacé . Le terme le plus intéressant ici sera le
troisiéme, souvent appelé terme de Basset, ou terme d’histoire du mouvement. Il fait
intervenir les accélérations relatives successives de la sphére et de I’écoulement, mais de
telles sorte que les plus anciennes aient une influence s’évanouissant. En effet, les
accélérations sont divisées par le terme Jt-1 ou t tend négativement vers I’infini pour les
événements les plus anciens. Physiquement, cela correspond au fait que ’écoulement (donc
la pression et la vitesse) au temps t est déterminé par la condition de non uniformité a
laquelle il est soumis & P'infini (ou plut6t a une distance « suffisamment grande » de la
sphére) et par la présence de la sphére, mais garde également la trace des perturbations et

p' étant la masse de la sphére ), tout se passe comme si on ajoutait a la
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mouvements -antérieurs. Ce phénoméne se traduit par ce terme supplémentaire dans
Pexpression de la force exercée sur la sphére. L’effet sur le fluide des mouvements
antérieurs ayant tendance a s’amortir avec le temps, il en sera de méme avec celui sur la
particule. Le quatriéme terme correspond a la force nécessaire pour modifier la vitesse de
I’écoulement autour de la particule et ainsi entrainer le fluide.

2.2.3 Expressions de TCHEN et de BOUSSINESQ et BASSET

Dans le cas ol on considére un écoulement non perturbé uniforme (mais toujours
instationnaire), on a :

g =% =g e AU =0

Les expressions (2.18) et (2.19) se simplifient et on obtient I’expression proposée par Tchen
[11] qui sera, en supposant U, et V paralléles au méme axe :

d
S e
F= -6 npa(V-Uo)—%na'b %(V—UO)—&fnpuaz Idrmo d-c:+47t3a pd}ijto

(2.20)

Dans le cas ou la vitesse de ’écoulement est nulle, c-a-d que I'on considere le
mouvement non uniforme d’une sphére dans un fluide incompressible au repos, on trouve
I’expression déterminée par Boussinesq [19] et Basset [20]:

dv

: 2 dv -l
F= - V-Zna’p—-64 3 2.21
6 tpa 3Rap = 6mppa :L/T_-?dt (2.21)

2.3 Lois valables en régime d’écoulement raréfié.

Les lois valables en écoulements raréfié seront exposée plus en détail dans le
chapitre 4. On verra alors quels sont les différents régimes d’écoulements possibles ,
quelles lois y utiliser.

Pour mémoire on peut citer les lois valables en régime de glissement ( raréfaction
légere ). La plus célébre est celle formulée par Cunningham [15] en corrigeant la loi de
Stokes [4] grace & un coefficient prenant en compte le glissement de la particule : :

ag

Re, a2

a

€5 ou A désigne le libre parcours moléculaire moyen (2.22)
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Millikan [7] a effectué une correction empirique du coefficient de Cunningham en fonction
des expériences qu’il avait réalisées :

24 1

Re A &
1+; A + Be’

g = oi A=0864, B=029, C=125"(2.23)

(Les coefficients donnés ici proviennent de Carlson et Hoglund [18]). Il essaye ainsi
d’étendre la loi de Cunningham au Régime Moléculaire Libre (raréfaction extréme). Mais,

A : A
lorsque le rapport — devient petit devant 1 (c’est-a-dire quand on est en régime de
a

glissement), cette expression ne tend pas vers celle de Cunningham, les coefficients A étant
différents.

Ces deux lois correspondant & la théorie linéarisée de Stokes en auront les mémes
contraintes, mais ne seront pas limités au régime d’écoulement continu.

L’expression de la trainée d’une sphére en Régime Moléculaire Libre a été calculée par
Patterson [14] :

2 g+ 01485 #4880l P4 11 2J0%a 1
s AR g = ST
D 3 [ 48 N J;[S +2]]+ 38 \I. )

¥ . 5
[SZ + —2—} e +[s3+4s+i—s—}/5 erf (S)

, 1
3a* + 3[s+5§}/1? erf (S)

: avec :

Sl

erf désignant la fonction d’erreur

U

,/ZrT

( la signification des différents termes est exposée en détail dans le chapitre 4 )

S=

Cette expression assez complexe a entraine de nombreuses erreurs typographiques,
notamment de la part de Schaaf et Chambré [13] et Crowe, Babcock et Willoughby [26] qui

s
-52

e g8 Feiok ; : :
ont remplacé —— par —;—=, ansi que de Walsh qui a remplacé la méme expression
e Syl oy ]
8¢ =

28%Vr

par e
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2.4.3 Expressions de CROWE

Crowe [26], propose une expression du coefficient de trainée basée sur une
interpolation. Celle-ci s’effectue entre, d’une part, un coefficient trainée Cpinc correspondant
a un écoulement incompressible, et d’autre part, un coefficient pour le Régime Moléculaire
Libre. Mais ce dernier sera basé également sur une interpolation, cette fois entre les cas
limites. Ceci donne :

Re

fa ”—M \/—_E_ h M i
£y {ess s gy Seamant Wl e/ 0 B0 (2.26)
JrM
g(Re) = 1()"25[‘”“(0-7710gke-1.92)]
; T
e h(M) = 2.3 + 1.7 }—T— - 2.3 th(1.17 log M)
C pinc ' €St pas précisé

Babcock et Willoughby [6], proposent une autre interpolation. Elle sera effectuée
entre un coefficient Cpm, correspondant au Régime Moléculaire Libre, dont ils donneront
une expression comportant une erreur typographique (voir plus haut), et un coefficient Ca;
correspondant a un écoulement non visqueux. Ils obtiennent :

Cp = K ( Com - Cai ) + Cai.

.z.s[ﬂr
Ci ® 0.66 + 026th(2InM) + 0.17¢ o

ou : 04 _12J/Kn Re 06 Kn
 n I(in lez - o e-"g’(Coo-“A)Kn e
Kektee™™ #ul

(2.27)

Coo représente le coefficient de trainée standard (voir figure 2.1). Cpm est donné par la
relation (2.24).

Cette expression ne nous conviendra pas pour plusieurs raisons. La plus
important est que lorsque le nombre de Knudsen tend vers 0 (régime continu), Cp tend vers
Cg expression valable pour un écoulement non visqueux, ce qui n’est pas notre cas. De
plus, cette interpolation couvre un domaine trés large entre le régime continu et le Régime
Moléculaire Libre, On verra au chapitre 4 que, la loi de suivi en régime de glissement étant
connue, on peut réaliser directement une interpolation entre celui-ci et le Régime
Moléculaire Libre. '
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2.4.4 Expressions de WALSH et de HENDERSON

Walsh [17], utilise I’interpolation suivante :

R s +lc. coiet™ (2.28)
ou: Cp, est le coefficient de trainée en régime continu (non précisé)

A et N sont des paramétres empiriques dépendant du nombre de Mach ( le tableau indiquant
leurs valeurs est dans la référence ).

Henderson [3] se sert de deux expressions empiriques, une pour un écoulement
subsonique :

24

g - 3 (2.29)
186 . 4%y -2 5
P SR
Re+S|4.33 + e i
1 + 0353 -
. -

£

~osM [45 + 0.38 (0.03 Re + 0.48 VRe)
+ e vRe
~ I + 0.03Re + 048 VRe

M
+0.1M? +02 M*} + [1- e RE}O.é S

et une pour M >1.75

% ; 3
0.9+O’4+1.86,}M VLD e B L S
. M? Re 3 S T N
Dsup=
1+1.86JM—
Re

Pour les nombres de Mach compris entre 1 et 1.75, il utilise cette interpolation :

(2.30)

Cy(M,Re) = CDsub(l,Re)+g-(M—1){CDW(1.75,Re) - Cpus(1.Re)|

Or, Walsh [17], explique en effectuant des comparaisons avec des résultats
expérimentaux de Bailey et Hiatt et de Zarin [24], que I’expression d’Henderson est valable
pour des nombres de Mach voisins de 2, mais pas pour des nombres de Mach voisins de 0.5
(cas nous intéressant). Par contre, une comparaison avec la relation (2.28) qu’il avait
donnée précédemment montre que celle-ci suit parfaitement les points expérimentaux.
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Toutefois, il propose une correction tenant compte de la transition entre le régime continu
et le Régime Moléculaire Libre :

- PourM2>0.1 : Cr.= Cpi (2.28)

- Pour M < Mmax <0.1 (continu) : Cp=Cp2(2.16)

gy = CD] % CDZ
- Pour My <M <0.1 (raréfig):  Cp= —2——22(M - M, )+ Cp,

o el A

avec :

M. =0.014/Re siRe>1

Mmx=0.01Re siRe<1

Mais la méme année Henderson sans contester les conclusions de Walsh, estime quand
méme que cette comparaison était trop restrictive. En effet, d’aprés lui, pour des nombres
de Reynolds supérieurs a 200, les deux lois sont équivalentes. Il remarque que, bien que
juste pour des nombres de Mach élevés, la loi de Walsh n’est pas valable pour les faibles
valeurs (M < 0.1), malgré la- correction apportée. De plus, il considére que les calculs
effectués par Walsh ne donnent pas de bons résultats a cause d’une erreur dans I’expression
_ de la loi de trainée employée en Régime Moléculaire Libre (voir § 2.4).

2.4.5 Conclusion.

On vient de voir qu’aucune loi n’avait I’air d’étre capable de décrire correctement le
suivi d’une micro-particule dans un écoulement supersonique. Les lois de Walsh et
Henderson ne sont apparemment pas suffisamment exactes pour les faibles nombres de
Mach. Toutefois, I’expression d’Henderson est fréquemment utilisée pour I’étude du
comportement de particules en écoulement supersonique. La loi de Carlson et Hoglund
devient fausse en Régime Moléculaire Libre. Celles de Crowe paraissent intéressantes, mais
les interpolations proposées sont perfectibles.

Il conviendra donc d’essayer de trouver une expression, décrivant le comportement de
particules dans un écoulement a grandes vitesses mieux adaptée, av cas rencontrés en
vélocimétrie Laser. Pour cela, elle devra couvrir tous les régimes d’écoulement (du continu
au moléculaire libre), ainsi que des gammes de nombres de Reynolds relatifs voisines de 1,
et de nombres de Mach variant environ de 0 a 1.
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Chapitre :3 Résolution analytique de 1’équation de Tchen 4 travers une discontinuité

Dans le cas d’un écoulement supersonique, le terme de Basset [20] (traduisant les effets
instationnaires) est généralement négligé dans I’équation du mouvement d’une particule.
Il est en effet peu commode d’emploi, et nécessite, dans le cas d’un calcul numérique, la
sauvegarde des vitesses et accélérations successives du fluide et de la particule, depuis
un instant ou le mouvement est en repos. Dans une précédente étude effectuée en 1989
par Tedeschi [6], il a été établi numériquement que ce terme était négligeable a la
traversée d’une discontinuité, ce qui fut confirmé par Amram et Thomas [12], en 1991.
Néanmoins, 1’équation du mouvement n’a jamais été résolue analytiquement dans ce
cas, alors que le mouvement fortement instationnaire de la particule risque de donner
une grande importance au terme de Basset. Ceci sera fait dans ce chapitre, et on va
déterminer dans quelles conditions on pourra effectivement le négliger sans risque
d’erreur.

On étudiera le probléme d’une particule sphérique, de masse volumique tres
supérieure a celle du fluide (p’>>p), traversant une discontinuité de vitesse unidimensionnelle.
I’ensemencement étant effectué avant le choc, la particule suit bien I’écoulement en amont.
On veut déterminer sa vitesse en aval.

Afin d’intégrer analytiquement I’équation de Tchen [11], on suppose que la vitesse relative du
fluide et de la particule est suffisamment faible. Ainsi, I'écoulement autour de la sphére est
considéré comme incompressible, et les termes non linéaires sont négligés ( hypothéses de
Stokes ). Ceci correspond a la nécessité d’utiliser de faibles nombres de Reynolds et de Mach
relatifs ( Re, et M, ).

3.1 Résolution analytique de I’équation de Tchen dans le cas d’un choc unidimensionnel.

3.1.1 Présentation des conditions de Cauchy et d’une analyse limite associée au
probléme du choc

Relativement au repére, I’équation utilisée est celle de Tchen[11], obtenue grice a
Pexpression (2.20) :

ulN

F=%napv(t)— -6npa(v-u)(t) - = ma’p(v -w)(t)

- 6ynppa’ J(v:/-t‘]%(r) +4n3a pi’ (1)

Ici, 1 et p sont des fonctions du temps.

Dotz ¥(1) - B (t) + o v'-u )(t) j J—)( =30 3.1)
: g s ,
5 s a’ 2p'+p o 2p +p
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Chapitre :3 Résolution analytique de 1’équation de Tchen a travers une discontinuité

Relativement a un repére lié a ’écoulement, on notera : u=u'-U; et v=v'- U,

U et U, représentent respectivement la vitesse du fluide & I’infini amont et a I’infini aval.

Si a I’instant t = 0, le fluide et la particule subissent le choc, pour t <0 leur vitesse sera
constante et égale 4 Uy (u=0et v'=0). Pour t > 0 la vitesse du fluide sera constante et
égale a U,, et u = Uz - U;. Le probléme se raméne alors a la détermination de la vitesse
de la particule, c’est-a-dire v.

On note w = v -u la vitesse relative de la particule par rapport & I’écoulement. En
différentiant I’équation (3.1), on obtient (voir annexe 1.1) :

SR () 4 (i 40)wl) = 610 + « () - b |-Sede 62)
ol k=a[1-3~2@] , B ea k= 3a26{1-%} et o=-(1-p)u

Dans I’onde de choc, il y a une discontinuité de vitesse, il n’est pas possible donc,
d’intégrer analytiquement I’équation (3.2). On déterminera la solution w(t) quand u(t) tend
vers une fonction de Heaviside, grice 4 une méthode d’analyse limite. Elle permettra de
déterminer la solution du probléme, bien qu’on ne connaisse pas la forme de u(t), mais
seulement « allure ». L’emploi de distribution auraient nécessité la connaissance des fonctions
de distribution a la surface de I’onde de choc.

La solution étant connue pour t <0, il reste @ la déterminer pour t> 0. On cherche
alors la limite du second membre de (3.2) quand t> 0 et lorsque u(t) tend simplement vers
(U .Uy Y(t), ou Y est la fonction de Heaviside, A cette fin nous considérons une suite de
fonction u, réelles de classe C? vérifiant les propriétés suivantes :

a) u, est une fonction décroissante sur R
. 1 .
b) Yt .. he heso ;[,un(t)=0 (voir annexe 1.2)
134
0) Vt, te [-—, *l:,un(t) e[0,u,-U)]
J.n 8
11
d) Vt, te = +oo|:,un(t) € U, —-U,,

Cette classe de fonctions représente un raccordement analytique entre la vitesse aval et
la vitesse amont du fluide.

Les fonctions o et B dépendent de la vitesse u du fluide et de la masse volumique p .
p est différent en amont et en aval du choc donc a et B également. Ces fonctions sont
discontinues comme la vitesse u et on introduira une régularisation sous forme de suites de
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; . " P
fonctions a, et B, associées a uy(t). Hors de I’intervalle :]— e ,—{ o, et B, seront constantes, et
n'n

.l
sur }— y ’;[ elles sont supposées de classe C*.

Cette hypothése correspond a une viscosité gardent dans le choc des valeurs intermédiaires a
celles des écoulements amont et aval. Cette condition est conforme au modele faiblement
dissipatif et & une estimation de ’ordre de grandeur de la viscosité effectuée au chapitre 5.

Posons ¢, = - (I—Bn)ﬁn

vt,teR™, 3n, nelN, t > % = Bft)o 0= ity =0

On en déduit lim a, o () =0

vt,teR™, 3n, nelN, t > ﬁ =i () =0 ¢l=9

On en déduit nl_l,lpm ¢,=0

En annexe 1.3, on montrera que la condition p’ >> p implique

nl_x’r& _] ¢;".(? dr = -zAtI,j avec AU= U, - U, (3.3)

Pour une onde de choc (traversée par la particule a I’instant t = 0), la vitesse relativement au
fluide d’une particule sphérique vérifie pour t > 0 I’équation :

() + 2k W) + (k? + 02) wlt) =20 (3.4)
212

L’équation du second ordre (3.4) est une conséquence de 1’équation de Tchen (du premier
ordre). On détermine la solution de (3.4) (une autre analyse limite permettra de la réinjecter
dans I’équation du premier ordre afin de déterminer complétement la solution du probleme, ce
qui sera fait plus loin).

En ajoutant la solution générale de 1’équation sans second membre et une solution particuliére
(annexe 1.4), on obtient la solution générale de (3.4) :

& t oku G TR
LR, o e P AR e S
2o t, u"fz L u’?

ou t; et ty sont deux constantes a déterminer.
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Chapitre :3 Résolution analytique de I’équation de Tchen a travers une discontinuité

3.1.2 Détermination de la constante ty

On suppose que la vitesse de la particule est discontinue en t=0. La valeur du saut est
égalea AV=v(0)-v (0" ou v(0)=0.

Notons w(O") = lim w(t)

t—0"

w0 =v(0)-u(0)=-AV-(U;-U,)=AW. Pour t<t,.

< lsin(co t) l }M du

t kn
e""sin((o t) Je__cgs((o—u)du 7
u

3
u/Z

t

(3.5)

kt 1 i : kt 1 1 C
L e ][_E«/—E:' ‘sm(mt)l =5 'l:—z—f—m—}(sm(mt)l

Pour t, fixé, et t e ]O,t, [ ; ek[l[g—lj—;—;\lf?} ' sin(mt)| a pour limite 0 quand t tend

vers 0.
: bAU % e sin(o
On en déduit w (0%) = — [ S“;.( . 5o
20 u’?
ty ku _*
2
La borne tq vérifie la relation : J %}(mu) u= Lo AW
: : u’2 bAU

D’ou

n.

t Jku Lo
w(t)= bzA(oUe-kt sin(m t) J.C—(X)SE;(ED__H_)_du - CcOoS (0) t) afe_f_lfzz_ﬁ)_ﬂdu (3.6)

t . i

+ AWe * cos (wt)
L’expression précédente nous permet de vérifier les limites suivantes :

lim w(t)=0 (la différence de vitesse devient nulle a I infini aval )

=+

lim w(t)=— oo (I'accélération est infinie au moment du choc )

t=0"

( les calculs sont explicités a I’annexe 1.5 ).
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Chapitre :3 Résolution analytique de I’équation de Tchen a travers une discontinuité

3.1.3 Détermination des constantes t; et AW
L’équation (3.4) est une conséquence de 1’équation de Tchen pour déterminer
complétement la solution, ¢’est-a-dire les constantes d’intégration t; et AW, il est nécessaire

de reporter la solution (3.6) dans I’équation (3.1).

Pour un mouvement de classe C? et pour t > 0, I’équation (3.1) s’écrit :

w(t)+aw(t)+b_”2 S el
ot @(t) =~ [1-p(t) |u(t)

(3.7)

Dans le cas du choc, pour les fonctions u, et 3, précédentes, pour tout t positif lim ¢, (t)=0

n—>+w0

(au sens de la convergence simple ).

On démontre en annexe 1.6 la relation suivante :

t

} w(t) J»w(t x) AW
el .

En aval du choc, I’équation (3.7) du mouvement de la particule s’écrit :

(1) + o w(t)+b'|.ﬁg\/=-—ﬁdx £5 %:o (3.8)
O X
B dérivant (3.6),
e cos(w u) e sm(m u)

+sin(o t) J-

b
w(t)=—kw(t)+e™] 2 cos(mt)f u’

t

| - AW o sin(ot)
] (3.9

En multipliant (3.8) par +/t, et en remarquant que lixg}«/fw(t)z-bAU,

- : (w(t-x) : , :
] gﬁﬁw(t)_o et }i‘%“[t_(! 5 dx =0 (voir annexe 1.7), on obtient

lirg} b(AW - AU) = 0, dou AW = AU. La vitesse de la particule ne sera pas discontinue
t=>
ent=0.

Institut d’Aéronautique de Blida 24




Chabitre 3 Résolution analytique de I’équation de Tchen a travers une discontinuité

L’équation (3.8) s’écrit alors :

Lw(t-x) AU

ww+awﬁhhj—7?—¢(+b3? (3.10)

5 0

Un calcul donné en annexe 1.8 exprime la condition que doit vérifier la borne t; :

e** cos (@ u) -1 2
du =

u’? f

st gek (3.11)

S —_—

3.1.4 Conséquences

La solution du probléme est donnée par :

b e*"cos(ou
w(t) = AU {—e sin (@ t) j.——(——)du
20 < %
b te*" sin(w u ,
- —e*cos (ot I——;i———)-du + ¢  cos (0 1) }
20 : u’”?
En remarquant que :
e*" cos(wu Le** cos(mu) -1 e 1
-———37(——)du o j (3 ) du + j-——;du

E u? o u’? G ou

0 _ku t ku t

e coslou)—-1 e " coslou) -1 1
el e SRR du-zH
£y b 0 ¥ ul,
}-ek“ cos(ou) -1 2 o
= : u- — n

s 7

On obtient :
Le¥' cos(ou) -1 2
w(t)=AU e {--5m ot “ ( ) du - 3 - bn}
g 3 (3.12)

du + cos(® t)}

M cos(m t)

3
;|

]-e sin(® u)
0 u’
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Remarque :

Lorsqu’on résout analytiquement I’équation du mouvement de la particule F= m I", en aval

du choc, en prenant pour F I’expression de Stokes F = -6 © p1 a w, on a classiquement :

1o

w()=AUe 2"  (10)

Le coefficient n =+ , est généralement appelé temps de relaxation. Si on le compare au

n
2a’p
coefficient k de I’équation (3.1.2), on a, dans le cas ou 5 <«

3 3p 9 7]
-
a‘ 2p'+p 2ap

Les deux coefficients seront sensiblement égaux.

3.2 Analyse dimensionnelle du probléme
L’équation de Tchen (3.1) est invariante par la transformation :
(t,u,v) > (Art,A2u,A2v) oul, et A, sont deux réels positifs.

Cette propriété nous conduit & choisir comme unité de temps I'inverse de k, et comme unité
de vitesse AU. Ce sont des caractéristiques du mouvement de la particule a travers le choc.
Dans ces unités on obtient :

,/334 3p) \f i 11 -2
el B ERLd x\{2-38 ° """V2n\4-3p

b 3
représentant respectivement ®, b et & etouf = _Z—EPTp
L’expression (3.1.2) devient :
w(t)=w,(t)+w,(1) (3.13)

avec w,(t) = e cos(o, 1)

w,(t) = e 4y, sm(o) t)[_[e COS(O;. e du - % + bln]

2

0 u’
‘e“ sm(co u)
-ylcoso) t J———;———du
0 u’?

Institut d’Aéronautique de Blida 26



Chapitre :3 Résolution analytique de I’équation de Tchen a travers une discontinuité

ol W,(t) représente la contribution du terme de Basset. Nous allons étudier I'importance

relative de ces deux termes.

Dans ces unités, le graphe associé a la relation (3.13) ne dépend que de B, donc de ‘—57

Pour B, et a donnés, (3.13) représente I’allure générale de la courbe et les parametres de

I’écoulement fixent les unités des axes. Pour un écoulement donné (i.e. v, p, AU) et pour des
particules de densité p’, I'unité de longueur caractéristique du mouvement de la particule a

travers le choc ne dépend que du carré de son rayon (la distance de « rattrapage » ou de
relaxation est proportionnelle au carré du rayon). La contribution relative du terme de Basset a

la solution (3.13) ne dépend que de § et ceci quelque soit I’écoulement.

3.3 Résultats et discussion

3.3.1 Calcul numérique

La singularité en 0 présente a |’ intérieur des intégrales est levée grice a une
intégration analytique du développement limité des fonctions sous le signe intégrale autour de

0.On a ainsi :

—ldu =2 + ]-e“cos((;)lu)—ldu

u’?

‘J.c“ cos(®, u)
3

2

u?

=4

3/

]e cos(colu)—ldu PP }e“cos(mlu) =
0 4 ] € u'?

Pour connaitre la vitesse de la particule , il suffira d’écrire v(t}=AU.W(t}hU2,
I'intégration numériques s’effectuant simplement grace a la méthode de Simpson. On a ainsi

la vitesse pour un rapport ﬁ, constant. On calcule ensuite aisément la distance au choc x(t) en

intégrant cette vitesse. On obtient le rattrapage pour différentes tailles de particules en la
divisant par le coefficient k (dépendant du rayon a).

Les résultats numériques, relatifs & I’équation (3.13) sont présentés, notamment dans
les conditions correspondant a I’écoulement obtenu dans la soufflerie supersonique S8 de
PLM.S.T ( Institut de Mécanique Statistique de la Turbulence ) lors d’expériences :
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Py = 0.5 atm.
Grandeurs réservoirs : : T, = 295 °K

M; =23

U1 =552 m/s

U,=281 m/s

= 3

Grandeurs en amont du choc : p1=0.099 Kg/m

T,=143 °K

P, = 4068 Pa

i =1.168. 107 (S.I)

M, =2.07
U, =522.5 m/s
Upn=217.5 m/s

p2 = 0.127 Kg/m’

T, =160 °K

P, = 5028 Pa

uy =1.168. 107 (S.I)

Grandeurs en aval du choc :

Angle de réflexion 0= 6°

Angle de ’onde de choc B=30.6°

3.3.2 Importance du terme de Basset

L’un des buts de cette étude est d’évaluer ’'importance du terme de Basset dans le
mouvement d’une particule & travers une onde de choc. Généralement ce terme est négligé.
D’aprés la forme sans dimension (3.13) de (3.12), sa valeur relative ne dépend que du rapport

Ep;, et non de la taille de la particule. Des calculs ont été effectués pour un rayon de 0.5 pm et

pour plusieurs rapports ;)p_' Pour des valeurs de p’/ trés supérieures a p, aucune différence
nest observable entre les résultats numériques de I’intégration avec et sans le terme de Basset

et les courbes sont confondues. Par contre, a partir de -g,— ‘d’ordre de 107 (figure 3.1) une
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différence apparait. Dans les écoulements supersoniques, les rapports —57 sont typiquement de

Pordre de 102 & 10™ [6], et I’hypothése qui consiste 4 négliger le terme de Basset est alors

tout a fait justifiée.
>

3.3.3 Influence du rayon et de la masse volumique sur la solution de I’équation
de Tchen

Les figures 3.2 et 3.3 présentent les vitesses des particules en aval du choc

dans le cas, d’une part, de rayons a différents pour § fixé, et d’autre part, de différents

3.2

rapport ‘—s— le rayon a étant fixé. Les calculs ont été effectués dans les conditions

d’écoulements précitées. On observe que, comme attendu, les distances au bout desquelles la
vitesse de la particule est sensiblement égale a celle de I’écoulement sont fonction de ces
deux paramétres. Pour des conditions classiques dans les écoulements supersoniques

étudiés (a = 0.5 pm, —g—' =10"), I’équation de Tchen donne une distance de I'ordre de 1 cm.

Ceci est en accord avec les résultats numériques obtenus précédemment.

La figure 3.4 présente une comparaison entre des résultats de calcul obtenus a 'aide
de la relation (3.13) et ceux présentés par Haertig [6], pour des conditions d’écoulement
correspondant a cette référence :

Pp=3.3 bar; To =275 °K ; M, =2.06; U; = 502.3 m/s ; M = 1.498 ; Upx = 398.5 m/s ;
0 =-15° ( ou U, représente la composante longitudinale de la vitesse du fluide aprés I’onde

de choc oblique ) pour une particule de masse volumique p’ = 3000 Kg/ m’.

La figure 3.5 présente une comparaison entre les résultats théoriques associés a la
relation (3.13) et des résultats expérimentaux obtenus & I'LM.S.T. Dans les conditions
précitées, pour des particules de latex de rayon 0.15 um et 1 um et de masse volumique
p'= 1050 Kg/m’. Toutefois ces résultats expérimentaux sont sujets a caution. Il est probable
que I’indépendance du comportement des particules vis-a-vis de leur taille, relevée sur la
figure, ne soit en fait due qu’a la prise en compte des seules gouttelettes d’alcool ( utilisé
comme solvant ) par le photomultiplicateur et non des particules.

3.3.4 Conclusion

Une nouvelle résolution analytique de I’équation de Tchen & travers un choc, associée
a une écriture linéaire de la trainée, a montré que dans des conditions expérimentales usuelles
des écoulements supersoniques, le terme de Basset pouvait étre effectivement négligé. Les
conditions de validité de cette approximation ont été précisées.
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Figure 3.5 : Evolution de la vitesse des particules en fonction de la distance au

choc comparaison de résultats théoriques et expérimentaux pour p’=1050Kg/m3.
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4.1 Introduction

L’emploi de vitesses élevées va modifier profondément les conditions d’écoulement
autour des particules. D’une part, les densités de fluide dans les écoulements supersoniques
sont plus faibles que celles d’un écoulement subsonique incompressible. D’autre part, afin de
réduire les effets d’inertie, les tailles de particules employées lors des mesures en vélocimétrie
laser vont devoir étre tres petites (de I’ordre du micron).

Les conditions sont ainsi réunies pour avoir autour des particules un régime d’écoulement
raréfié. C’est un écoulement dans lequel le libre parcours moléculaire moyen A ( défini par

X=% /Trn_f ) est de I’ordre d’une longueur L significative de I’écoulement ( ici le diamétre de

A
la particule ). Lorsque le nombre de Knudsen Kn= 3 n’est plus suffisamment petit devant 1,

le gaz ne se conduit plus comme un fluide continu et on voit apparaitre des phénomenes liés a
la raréfaction.

Le but de ce chapitre est de classifier les différents régimes d’écoulement, d’étudier
les phénoménes physiques auxquels ils correspondent, et les conditions pour lesquelles on les
obtient. On analysera ensuite le suivi de particules. L’expression de la loi de trainée d’une
sphére en Régime Moléculaire Libre est calculée (§ 4.3), valable tout aussi bien en
écoulement subsonique que supersonique. De méme, on explicitera la loi de Cunningham
(§ 4.4), dérivée de celle de Stokes, applicable & une sphére placée dans un écoulement
subsonique (Re << 1), mais pour le régime de glissement. Une nouvelle loi est ensuite
proposée, qui prend en compte tous les régimes d’écoulement et des domaines de vitesses
suffisant pour les applications de la vélocimétrie laser.

4.2 Les Différents Régimes
4.2.1 Critére de Classification des Régimes
Le paramétre permettant de classifier les différents régimes d’un écoulement est le

nombre de Knudsen. Il est parfois plus commode de I’exprimer en fonction du nombre de

et du nombre de Mach M=

pUL
Reynolds Re=

M
et Chambré [13], utilisent le rapport Re pour différencier les régimes :

U P M Ym
, ce qui donne Kn=—/—. Schaaf
JyrT ReV 2
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Régime  continu M
weese () (1]
A Rie
glissement M ;
st 0,0h5 Re <0.1 ( voir figure 4.1 )
transition M
Ol <= <3
Re
moléculaire libre M
R
Re

M M
Dans le cas ou Re >> 1, il faudra utiliser au lieu de — . En effet, dans ce cas 1, la
~JRe Re

dimension caractéristique de I’écoulement importante pour déterminer les effets visqueux sera
I'épaisseur & de la couche limite, au lieu d’une dimension typique L du corps. On aura I’ordre

) 1
de grandeur du rapport —=—7—.
g pp L2 e

Si on compare cette classification aux conditions expérimentales généralement
obtenues dans les souffleries supersoniques ( nombre de Mach nominal égal a 2.3, pression
génératrice égale a 0.5 atm. ), on peut déterminer les différents régimes obtenus en fonction
du diamétre des particules :

Régime continu d >37um
glissement 37um >d > 3.7 um
transition 3.7 um>d > 0.12 pum
moléculaire libre 0.12 pm>d

Vu la taille des particules employées (autour d’1 pm ), on peut remarquer que l'on se
situe essentiellement dans le régime de transition, trés €loigné du régime continu et donc du
domaine d’application des lois plus classiques (Stokes, Schiller et Nauman, Basset, Tchen, ..)

4.2.2 Régime Moléculaire Libre ( R.M.L.)

Le régime d’écoulement moléculaire libre est le régime de la raréfaction extréme. Le
libre parcours moléculaire moyen est par définition plusieurs fois la dimension caractéristique
du corps. Les molécules qui heurtent la surface et sont alors réfléchis, voyageront en moyenne
assez loin avant d’entrer en collision avec d’autres molécules. On peut ainsi négliger I'effet
des molécules réfléchis sur I’écoulement incident. Celui-ci est donc supposé ne pas étre du
tout perturbé par la présence du corps. C’est I’hypothése de base de la théorie de I’écoulement
moléculaire libre. En conséquence, aucune couche limite ou onde de choc, n’est prévue au
voisinage de 1’objet. -
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Les calculs théoriques du transfert de chaleur externe, et des caractéristiques
aérodynamiques de corps plongés dans un champ d’écoulement moléculaire libre, peuvent
étre effectués en traitant séparément les écoulements des molécules incidentes et réfléchies.
On suppose que le gaz incident est en équilibre Maxwellien local, ses différents composants
étant 4 une méme température T et la vitesse microscopique de ses molécules ne dépendant

pas de la direction.

4.2.3 Régime de Glissement

Dans le régime de glissement (raréfaction légere), le champ de vitesse de I’écoulement
est perturbé par la présence du corps (de la méme maniére qu’en régime continu). Il y aura
une couche limite qui se développera. Mais au lieu d’avoir une vitesse relative nulle a la
paroi, on aura une vitesse tangentielle finie ‘vitesse de glissement’. Le libre parcours
moléculaire moyen A sera de ’ordre de 1 & 10% de la dimension caractéristique L.

Bien que le probléme de la formulation exacte des équations différentielles et les conditions
aux limites pour décrire les écoulements de glissement ne soit pas résolu de fagon exacte, on
considére que quelques modifications des conditions aux limites a I'aide d’une vitesse de
glissement peuvent étre raisonnablement employées avec les équations de Navier-Stockes.

4.2.4 Régime de Transition

Dans la transition entre le régime de glissement et le régime moléculaire libre le
libre parcours moléculaire moyen est du méme ordre que la dimension typique du corps. Les
collision avec la surface et les collisions intermoléculaires de I’écoulement libre sont plus ou
moins d’égale importance, et ’analyse devient extrémement compliquée. Cela correspond
physiquement a la région dans laquelle les effets de quelques collisions intermoléculaires
commencent a déformer la distribution de vitesse de 1’écoulement libre.

A noter connaissance aucune étude théorique n’a pu décrire correctement les phénomeénes s’y
déroulant. Le seul moyen d’accéder & ca régime est de faire une interpolation entre le régime
moléculaire libre et le régime de glissement, et d’effectuer des calculs numériques exacts trés
lourds et trés cotiteux, afin de recaler quelques points de I'interpolation.

4.3 Trainée d’une particule en Régime Moléculaire Libre

4.3.1 Introduction

Le principe du suivi d’une particule en régime moléculaire libre, repose simplement
sur I’interaction entre les molécules de I’écoulement gazeux et la particule sphérique
considérée. On suppose qu’il n’y a pas d’interaction entre les molécules incidentes et
les molécules réfléchies, ceci étant plus vrai que ’on considére une surface convexe.
Les molécules en approche sont en équilibre Maxwellien local. On verra ce qu’il en est
pour les molécules réfléchies.
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Le coefficient de trainée d’une sphére placée dans un écoulement moléculaire libre a été
calculé par Schaaf et Chambré [13], ainsi que Patterson [14]. Cette expression est valable
pour de grandes vitesses ( sauf lorsqu’on a des phénoménes d’arrachement ou de combustion
de la particule, ce qui ne sera pas envisagé ici ), mais elle est lourde & utiliser. On la
simplifiera donc pour les basses vitesses.

4.3.2 Les différents types de réflexion

Le premier type de réflexion est appelé «spéculaire ». Si la surface est considérée
comme lisse la composante tangentielle de la vitesse est conservée et la composante normale
subit seulement une inversion de sens. Ainsi, la fonction de distribution des molécules
réfléchies est la méme que celles des molécules incidentes de I'écoulement a Iinfini :

[:>4u

.C.

) S
2 1=1 ’

T S e e \ £ wimmet (C est basé sur ¢ )
f =f=f,= e ou c » m,

o
Il
)

RT (c,_ estbasésurT,)

Ici, il n’y a aucune accommodation de ’état des molécules a celui de la surface.

Le deuxiéme type de réflexion est appelé «diffus». Si la surface est trés rugueuse on
peut supposer que le gaz reste en contact avec elle suffisamment longtemps pour atteindre sa
température et perdre tout son mouvement macroscopique. Ainsi, la direction de réflexion
n'aura plus aucun rapport avec la direction incidente. On dit alors qu’il y a accommodation
compléte. La fonction de distribution des molécules réfléchies correspond alors a celle de
molécules provenant d’un gaz Maxwellien fictif a la température Ty de la particule :

ou C, estbasésurc, ( voirci-dessus)

c, estbasésur T,

Ici la quantité inconnue B remplace la densité n. On peut la déterminer en utilisant la
condition que le nombre de molécules incidentes N; percutant I'élément de surface dA
pendant 'intervalle de temps dt est identique a celui des molécules réfléchies N;.

N, = [£'f, de’dAdt  ou &, est dirigé suivant la normale 4 dA et 2’
représente d&’ d&;, d&;
f, est la fonction de distribution des molécules

incidentes ( voir ci - dessus )

( le systéme d’axes est indiqué en annexe 2.1 )
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oCm, {e.sz cos® J;Ts cose[l +erf(S cose)]} dA dt (4.1)
( d’apres Patterson [14] )

B st S=-Uo =ML
2rT 2
Be,
g = ikt (4.2)

r 2\/’;

( d’apres Patterson [14] )

o o T
ou erf(x) =7: Ie" dt  est la fonction d'erreur
Ty

dou: B= n: .. {e's2 ©s® 4 Jn S cos 6[1+erf( S cose)]} (4.3)

m,,

4.3.3 Coefficients d’accommodation

Dans la réalité physique les molécules interagissent de fagon intermédiaire avec la
surface. Les deux types de réflexion ci-dessus représentent des cas extrémes. On suppose
théoriquement qu’une fraction k des molécules se réfléchit de maniére diffuse et que I'autre
fraction 1- x se réfléchit de maniére spéculaire. La fonction de distribution des molécules
réfléchies sera ainsi :

£ =(1- ). $x1. (44)

On a alors le nombre de molécules réfléchies par unité de surface et par unité de temps :
N,=(1-x) [€' £, d&} +x [e] £,de’=(1-x)N, +x N, (4.5)

( les molécules réfléchies de maniére spéculaire gardent leur vitesse macroscopique U et

auront pour vitesse &=c+U, alors que les molécules réfiéchies de maniére diffuse ont perdu
leur vitesse macroscopique et auront pour vitesse ¢ ).

De la méme fagon on peut écrire la force normale exercée par unité de surface et de temps :
P=(1-x)m fg'% f d&'+xm jc'z, f, dc'=(1-x)P,+xP, vk 86 )

P~ P,
Pop

que I’on peut noter : k=

w
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On a également la force tangentielle par unité de surface et de temps ( portée par la direction
X' ) :

E =(1—m)mj§;§2fm d§'+1<m_[c{c; f, dc’

(4.7)
=(1-x)t, +x1, =(1-x)1,

Ici T = 0 car un gaz ayant une vitesse macroscopique nulle, a la température de la particule,

exercera une contrainte normal ( pression ), mais pas de contrainte tangentielle.

’ . TQ—T
Onéerit : x=

T

T

o0

ainsi que I’énergie cinétique transférée par unité de surface et de temps :

1 o B ’ 1 ¥e ot ’
Erzg(l—lc)m_"ﬁ & Talt +—2—KmJ‘c ¢y I, de

=(1-x)E, + xE,

(4.8)

I t noter : . 3
que onpeu IIOCI'.K—EQ—EW.

D’aprés cette théorie assez simplifiée les trois coefficients k devraient étre égaux. En effet,
Elena [29] a constaté expérimentalement qu’ils sont proches mais différents. C’est pourquoi on
définit les trois coefficients d’accommodation suivants :

E.+E

i P ' ) r

| ererges g € o=y " o T eestn (4.9)

4 E. 5%, P -P

Pour une réflexion entiérement spéculaire on aura o=0=c'=0, et pour une réflexion
entiérement diffuse on aura o=o0=c"=1. La réflexion réelle ( expérimentalement proche de la

réflexion diffuse ) sera donc basée sur une interpolation linéaire entre ces deux cas limites :

P=(1-c')P, +c'P,
1,.=(1-0)1, (4.10)
E,=(1-a)E, +aE,
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4.3.4 Contraintes aérodynamiques sur la particule

1. Pression résultante :
>

P=P +P =(2-0)P,+c'P, (4.11)

P,=m[e £, d&' =m [dE; [de; [&r? £, de;
ol e (4.12)
=-1—p o - ScosB e 5 +1(1 +2 87 cos? B)[1 +erf(S cos6)]
IR Liw 2

U
21 Tw

avec S=

P =m_[c{2 £ dc’=m}dc; +Tdc; Tc;z £, e’

My

. (4.13)
mfc;,
e
P = 2 p, c: 1(2-a") -I—Scosﬁe‘szcosze +~1-(1+2 § c0529)[1 + erf(S cos 8)]
2 0T ‘\/;[' 2 .
Donc :
4 cm 2 "4
+_q__ v [e—s s'0 4 [7S cos O [1 + erf(S cos 8)”}
2%

; U'2 3.3 1
. Pw {(2 _c,)l:iscosee~s cos” 0 +5(1 P SZ COSZB)[1+ erf(S CcOS 9)]:|

28? Jr
¥ T 2 2
+92— ?‘”—[e‘s @' 4 JuS cos O [1+erf(S cos 9)”} (4.14)

I1. Cisaillement résultant ( porté par la direction x’; )

1=7,-T, =0T, (4.15)

o t.em [EEf.d8= m Jder [aE: [61ks £}
0 -0 -

: (4.16)
PwCh 8 a2
= >-Ssin0{e> " +/nScos0[l+erf(Scos®
~—=-Ssind { [1+erf (S cos ]
URne s '
Donc: 1t =0 P,,,z -Sj/n—TS-{e's gl O ™ ScosG[l+erf(ScosO]} (4.17)
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[I1.Bilan d’énergie cinétique

Si I’on considére qu’il n’y a ni absorption de la particule, qu’il n’y a pas d’énergie
radiative ou de source de chaleur interne 4 la particule, et que sa température Ty est uniforme,
Pénergie cinétique incidente E; = E_sera égale a ['énergie cinétique réfléchie

E.=(1-a)E,+aE,.
ou :

—omfe e fdg=g m [ag faey feres, &g |
RTE S (4.18)

3
= p;/f” {( +l S) e 2 +g ScosOG-rS )[1+ert($cos@)]}
ok fere? £,der= = jd *Td T b il LY 4.19
Sart.d i c m ¢y jdc; jeic ch= 2\/; (4.19)

-0

[V.La force exercée sur deux éléments de surface diamétralement opposée est :

= pw UZ 2 e-Szcosze ’ ; s \/'7;0.1 . =
F = 2 dA{ 7S [(2—0)cos 0 + sin 9]+ 3 cos” 0 i-
(4.20)
1
+ 2 erf (S cos 9)cos€{(2-c’)[ Sz}+csin29”sm9 do
V. Coefficient de Trainée :
2+0'+0|4S* + 48? -1 e's’[ 1] 2Wno' [T
L, = if (S) +—=|8? += et 4.21
D s’ { 4S e il o oot | e R Sl

En intégrant les énergies cinétiques incidente et réfléchie sur la sphere et en égalant les deux
expressions, on obtient :

JEi do= IE, do.. = ,[Ew do=(1-a) IE,, do +(1.IEW do (o repfésentant ici la surface ) -

o

L’équation devient indépendante de o IEw do = IEW do
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Gracea(4.18)et (4.19),0na:

{(1 +— S ) pre +—\/2: S cose(2 +3S )[1+erf(S cos 9)]} do

- 2\/; chc

En remplagant B par sa valeur tirée de (4.3 ) :
[sz + 7] [53 +48 +~§—} Jr erf ()
2 48
1
-8 S
3e +3{s +2S]&erf(3)

Ju i 422)
A —

On obtient la force exercée sur la sphére en Régime Moléculaire Libre grice aux expressions
(4.21)et(4.22):

Fn=-CpS’p _RT_mn 2

Remargques :

1. On peut remarquer que ’accélération de la particule ne dépendra plus que de I'inverse du
rayon, au lieu de I’inverse du carré du rayon pour les lois classiques en régime continu. En
effet, pour Stokes :

F 6npaVv 9
bt PR e Lty
m’ 4 3.0 zap’

3TaP
et en Régime Moléculaire Libre :

F C,8'p. BT 4 3 5 A
sz—ﬂ—z-— D pw = rm=_3—CDE———sz
m’ oo 4 ap’

gnap

2. Les coefficients d’accommodation dépendent de la nature de la particule et sont seulement
connus empiriquement. Ils sont en général voisins de 0.9.

3. Cette expression du coefficient de trainée ne dépend pas du nombre de Reynolds.
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4.3.5 Simplification pour les petites vitesses (S <<1)

On va simplifier I’expression du coefficient de trainée ci-dessus en effectuant
un développement limité en S autour de 0. Le développement sera arrété a I'ordre 3. On a
ainsi :

a1 8 +0(8")

erf(S) = —g—{s ~ S} +0(S*)
\/f[ 23
On obtient :

3+%s2+o(s‘)

o
T, 348 +0(s*)
e
e 34 08T .4 ] )
- I, A ’ L _ .2 ‘
d’ot . -l+g8 +0(8') o \/;:_Hgs +0(s*) |

On a le coefficient de trainée :

2—-0c'+0 2nc’ 2
C, =———1(8-582 - 2]
b TS ( )+ 38 [1+98

que I’on pourra écrire :

1 16+8c+2(n-4)c’
Cp =7 (o +nS? =
o S((p n ) avec @ ¥ o
4n (4.23)
-10-50 + ?+5 c’
e Wn
2 Zs
g% cR LR R RN 2
D’ou la force simplifiée : FS—-8K112p ((p+nS)
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Si ’on compare la loi compléte et la loi simplifiée pour o =c'=0.9, on constate que cette
derniére est valable (4 2.5 % prés ) pour 0 <S <0.2.

4.4 Trainée d’une Particulo en Régime de Glissement

4.4.1 Introduction

la loi de trainée d’une particule en régime de glissement a été étudiée a
I'origine par Cunningham [15]. Elle est essentiellement basée sur la notion de vitesse de
glissement. En effet, en régime continu, il faut exercer une force sur la particule égale a 6
nua V ( d’aprés Stockes[4] ), pour maintenir la particule et le fluide environnant a une
vitesse 'V dans un écoulement au repos. Or, comme on va le voir, en régime de glissement il
suffira de maintenir le fluide environnant a une vitesse k V, (1-k)V constituant alors la vitesse
de glissement, et donc la détermination du coefficient du Cunningham k, obligatoirement
compris entre 0 et 1.

Cette loi, dérivée de celle de Stokes [4], ne sera valable que pour les faibles nombres
de Reynolds et de Mach ( écoulement subsoniques ).

L’étude de la force exercée sur une sphére en régime de glissement a été poursuivie sur le
plan théorique par Milikan [7]. Il a corrigé la loi de Cunnigham [15] au moyen d’une
expression déterminée grace a des résultats expérimentaux.

4.4.2 Loi de Trainée en Régime de Glissement d’aprés Cunningham

' Cunningham [15], considére les particules de masse m, comme un nuage doté d’une
vitesse moyenne V,. Il cherche la valeur de la force a appliquer 4 une particule pour la
maintenir a cette vitesse. Il détermine d’abord I'impulsion communiquée a la particule par une
molécule de masse m ( c’est-a-dire I’augmentation de quantité de mouvement ), puis en
déduit la force exercée par les molécules ( dont le nombre est n par unité de volume ) du gaz
en fonction de I’état de ce dernier et la vitesse moyenne de la particule.

La vitesse d’une molécule sera ﬁ(ﬁr , Uy ,ﬁq,)et celle de la particule \7(\7” VG,V¢) +V,.

\70 sera situé sur ’axe du repére sphérique , u, et v, seront les composantes normales ( a la
paroi de la particule ) de la vitesse ( annexe 2.2 ).

On admettra que les collisions sont de type impulsion, entre sphére élastiques non rugueuses
et qu’elles interviennent lorsque la distance entre le centre de la particule et le centre de la
molécule est égale au rayon a de la particule. Ceci est dii au fait que le diamétre de la
molécule est négligeable devant celui de la particule.

On aura donc une collision lorsque le centre de la molécule se situera a I'intérieur de la sphere
d’élément de surface do = a? sin 6 d 6 do. Pour qu’une particule puise entrer en contact avec
la particule pendant Iintervalle de temps 8t, il faut qu’elle soit dans le volume cylindrique
ayant ( v, +Vp cos 0 — u; ) 8t pour coté et la surface d’élément dw pour base, avec v, +V)
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cos O —u, > 0 (annexe 2.2 ). En se plagant dans un repére lié¢ 4 la particule, la vitesse normale
de la molécule avant le choc est v, +V; cos 8 — u, (la vitesse de la particule est alors nulle) et

. : 2m .
la vitesse de la particule aprés le choc sera — (vr +V,cos0 —u, ) (en considérant un
m+
choc unidimensionnel). L’impulsion communiquée a la particule (ou la quantité¢ de”
mouvement gagnée ) sera :

!

J= 12nr’n+rr2 (vr +V, cosG—ur)

la force exercée sur la particule par la différence de vitesse macroscopique moyenne Vy entre
la particule et I’écoulement sera :

F= § 2y T m m
gl h(m’ + m)

le gaz et la particule étant a la méme température, la constante h sera identique.

Et si m’ >> m ( ce qui est notre cas) , on a

8 T m
Pui =———-—1 o = i "
uisque h o oA et p-=nm, on obtient

F=-§ 2% Vo pe 271 T

Dans le cas ou la particule est petite par rapport au libre parcours moléculaire
moyen X=-pH— -2-;’%— (Régime Moléculaire Libre), on retrouve exactement la méme

expression de la force que celle obtenue grace a ( 4.23 ), pour ¢ =’ = 0 (le terme en S* étant
négligeable ).

Dans le cas du régime de glissement, Cunningham considére que si la particule se déplace a
la vitesse V, le gaz a la paroi de la particule sera entrainé & la vitesse k V. Il faudra alors
utiliser pour V, la différence de vitesse entre la particule et la molécules V - kV ( vitesse de
glissement ). La force exercée sur la particule sera donc :
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F=—§ a? (Vk V) pay2nr T

D’autre part, si I’on utilise la formule de Stokes pour déterminer la force & appliquer a la
paroi pour maintenir le fluide a la paroi a la vitesse k V, on trouve :

F=-6npakV

En égalant les deux expressions , on obtient :

92l
= -6npakV avec k={1+2;:]
(4.24)
F g
5 p. Ve RE

Remarques :

1. Cette expression a souvent été utilisée mais pas toujours avec le bon coefficient. Cette
imprécision peut s’expliquer par la difficulté de donner une définition quantitative du libre
parcours moléculaire moyen.

2. Lorsque le rayon a de la particule devient petit, on aura une accélération de la particule
qui dépendra de I'inverse du rayon ( comme en Régime Moléculaire Libre ) au lieu de
I'inverse du carré du rayon.

3. Cette expression ne convient que pour les faibles vitesses. En effet, la formule de Stokes
ne peut s’appliquer que pour de trés faibles nombres de Reynolds ( Re << 1), et I'erreur de
P'intégration n’est faible que pour des valeurs de vitesses peu élevées.
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4.5 Loi de trainée pour les écoulement supersoniques et hypersoniques.

4.5.1 Introduction

Les difficultés liées au calcul de la trainée d’une particule en écoulement
supersonique ou hypersonique vont étre essentiellement au nombre de deux. Premierement,
les vitesses considérées, mémes si elles sont relatives, pourront étre ponctuellement assez
élevées. Deuxiémement, les nombres de Knudsen relatifs a la particule risquent d’étre voisins
al.

Un probléme supplémentaire va résider dans le fait que ces deux difficultés
seront ici présentes en mémes temps, et qu'un modele de trainée devra donc prendre en
compte la totalité des domaines de vitesses et de régimes d’écoulement.

On va dans un premier temps, modifier la loi de trainée pour le régime de glissement,
en I'étendant a des vitesses plus élevées. On verra que, quand le nombre de Knudsen
augmente, elle devient alors voisine de la loi de trainée en Régime Moléculaire Libre. On la
modifiera ensuite une seconde fois, grace a une interpolation, pour qu’elle devient valable
quelque soit le régime d’écoulement.

4.5.2 Extension aux vitesses élevées de la loi de trainée en régime de glissement.

L’idée de départ est de reprendre la méthode de Cunningham [15], pour obtenir une loi
utilisable aux vitesses. Il va falloir tenir compte de deux problemes différents. Tout d’abord la
loi en régime continu devra accepter de grands nombres de Reynolds, ce qui n’était pas le cas
pout la loi de Stokes[6], utilisée par Cunnigham. Ensuite il faudra intégrer au calcul la
correction apportée précédemment.

On va partir de la formulation proposée par Schiller et Nauman [16], pour le
coefficient de trainée, utilisée pour le suivi de particules dans les écoulements supersoniques
par Walsh [17],et Carlson et Hoglund [18].

L =E(1+aReB) aveca = 0.15 et PB= 0.687
B : :

qui a I’avantage, par rapport a celle d’Oseen [22], de ne pas diverger quand le nombre de
Reynolds devient grand car f<I.

On va appliquer le méme raisonnement que Cunningham, c’est-a-dire que I’on va supposer
que la force appliquée a la particule pourra étre exprimée de deux maniéres différentes. La
premiére expression vient de la loi en continu utilisée avec la vitesse k V :

_2p=kVa

F=-6npakV(l+aRe*) ;  ou: Re 5
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La deuxiéme, vient de la loi (4.24 ) prenant en compte la différence de vitesse V-KV entre
la particule et le fluide a la paroi. On multipliera a cette expression le coefficient correcteur
'(S”), oiS’= (1-k )S est basé sur cette différence. Ceci donne :

8 D %
Rittoomot P2 RT, (V-kV)e'(S) :

Si on exprime ces relations en fonction du nombre de Knudsen

A
R =

{ Vv
e o a2 I:T,, etde S =\/—5_?—i- , on obtient en les égalant :

T 1+0L[S«/E—k—}B 1=f(kKn) (425)
2 Kn| [g(S’) 5 =

Pour que ce coefficient existe, on doit avoir :
-1
lim k =1 et imk= [l + = Knjl ( coefficient de Cunningham [15]).

le coefficient k doit étre solution de I’équation :

glk)=a,k* +a, k-1=0 (4.26)
avec a, (k)= L SJ— taf et gt
2 a(S) 2:-88)

9 M |yn
s0)=1+3 06 ®) T2 " Re\/i

12

e'(S')_Z‘é_(HS'Z)e f(S)+——
s'=(1-k) M\g—

Cette équation se résout numériquement ( par exemple par la méthode de dichotomie ) de
facon trés simple. En effet , il n’existe qu’une racine entre 0 et 1 ( limites de k ) car g’(k) > 0
et g (0)=-1<0, g(1) = a, + a -1 > 0. Ce coefficient, contrairement a celui de Cunningham,
dépend de la vitesse de I'écoulement.
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On peut voir ’évolution de k ( par rapport au coefficient k. de Conningham ) en fonction du
nombre de Knudsen pour plusieurs valeurs de S dans la figure 4.2, on constate que lorsque la
vitesse est faible les deux coefficients sont égaux. Par contre, pour les vitesses élevées, le
glissement se fera sentir plus loin dans le régime continu.

On aura alors une force appliquée a la particule en régime de glissement, valable pour des
vitesses d’écoulement élevées. Sa valeur est :

, 2 s %
F, = —37z3zsk—‘l‘<n{1 +a[$«/§%} }
Pe (4.27)

oo F,=-6ru akV[1+a(kRe)’9] o ity

Cette expression correspond au suivi d’une particule en régime de glissement. On va essayer
de I’entendre au Régime Moléculaire Libre et par interpolation au régime de transition.

4.5.3 Extension au Régime Moléculaire Libre.

Lorsque le nombre de Knudsen tend vers I'infini, on voit que le coefficient k tend vers

5

ry Iin ) . Si S, donc S’ est faible, £’(S’) ~ 1. On aura alors une force de glissement :

A 428
et £3.28)

Or , on a vu que quand S tendait vers 0 I'expression de la force exercée sur la particule en
Régime Moléculaire Libre se simplifiait notablement :

e (429
=78 P kanl 5. il
On s’apergoit alors que quand Kn est élevé et S est faible les deux forces dépendent

3
linéairement I'une de lautre: F, ~CF, ou §=-1-£6E\/; . On va donc effectuer une

modification de la loi de suivi en régime de glissement en la multipliant par une fonction du
nombre de Knudsen £ (Kn). On devra avoir selon Tedeschi [6] :

lim &(Kn) =1
Jim g(Kn) =¢
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Pour faire cette interpolation, nous choisirons & (Kn) = p;+p, th [ f{iKn) ], ( la tangente
hyperbolique permet le respect des limites inférieures et supérieures ), pjet p étant
déterminés grice aux conditions aux limites ci-dessus. La fonction f{Kn) doit permettre une
bonne prise en compte du paramétre Kn. En effet, la transition entre les différents régimes ne
dépend pas linéairement de Kn mais plut6t de son logarithme népérien :

Régime Glissement et continu 0<Kn<0.15 =-o<In(Kn)<-1.9
Transition 0.15<Kn<4.5 -19<In(Kn)< 1.5
Moléculaire Libre 4.5<Kn<+® 1.5 <In(Kn) < +

C’est pourquoi on écrit f{Kn) = A, In (A, Kn ). Ceci nous donne :

A, In(%, Kn)| =

% }\‘anll__l
onauradonc:§(Kn)=g:,;1+C 1( 2 ) (4.30)

2 (7&2Kn)ﬂI £}

Les valeurs numériques telles qu’en limite de Régime Moléculaire Libre & (Kn) = £ =1.353
(pour 6 = ¢’ =0.9) et en limite de régime de glissement & (Kn) = 1 & 2 % prés donnent :

M 2.16
3.66Kn>" -1 8'58[7@} =
é(Kn)=1.177 +0.177=———=1.177+0.177
3.66 Kn*' +1 M 1"
e

On obtient ainsi grace a (4.27 ) et ( 4.30 ) la loi de suivi d’une particule dans un écoulement
supersonique, prenant en compte tout les régimes d’écoulement et valable pour Re < 200
environ. Son expression est :

F =& (Kn) Fy(S,Kn) )
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Les figures 4.3, 4.4 , 4.5 , montrent I’évolution de plusieurs expressions de forces ( divisées
par la force de Stokes F=- 6 mpa V) en fonction du nombre de Knudsen, pour plusieurs

M
valeurs de S. Pour pouvoir les commenter, il convient de se rappeler que Kn ~ Re etS~M.

C’est-a-dire qu’a S constant, quand Kn tend vers 0, Re tend vers I’ infini.

Ces figures nous montrent, les limites des autres lois. Celle en Régime Moléculaire Libre
diverge rapidement en régime continu. Celle de Cunningham a tendance a sous-estimer la
force exercée sur la particule en Régime Moléculaire Libre ainsi que lorsque Re augmente.
Celle de Schiller-Nauman diverge quand le nombre de Knudsen augmente. Par contre
expression d’Henderson (2.62) réalise une bonne interpolation. Elle est proche de
I’expression de Tedeschi pour S faible, excepté aux alentours de Kn = 0.2 ou elle donne une
force un peu plus élevée. Le mouvement de la particule se faisant 2 Kn fixé en aval du choc,
cette différence peut engendrer une certaine modification du comportement. Pour S grand, la
loi de Henderson donne une force nettement supérieure & celle obtenues gréce a Schiller et
Nauman o Tedeschi en régime continu et a la force en Régime Moléculaire Libre.

On peut constater que I’expression de Tedeschi rejoint trés bien la loi en Régime
Moléculaire Libre quand Kn devient grand. En régime continu ’expression de Tedeschi tend
vers I’expression de Schiller et Nauman, mais elle sous-estimera la force quand S devient
grand ( S de I’ordre de 1 ). Ceci provient du fait que I'inertie est prise en compte par Schiller
et Nauman ( au moyen du Nombre de Reynolds ), mais la compressibilité ne I'est pas. Or
bien qu’en Régime Moléculaire Libre celle-ci ne joue aucun role, ce n’est pas le cas en régime
continu.

Le phénomene le plus important ici est celui li¢ au nombre de Knudsen, la gamme entiere de
régime pouvant étre couverte suivant la taille des particules et les conditions d’écoulement.
Les effets dus a la compressibilité et & I’inertie joueront un rle moindre car, d’une part, les
vitesses relatives induisent des nombres de Mach et de Reynolds pas trop élevés et , d’autre
part, ceux-ci diminueront assez rapidement en aval du choc.
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Chapitre i$ Méthode de calculs et discussions

5.1 Introduction.

On a vu dans le chapitre 4, quelle était la loi & utiliser pour le calcul du mouvement
d’une particule en écoulement supersonique. Il reste maintenant a préciser le contexte
physique d’utilisation de cette loi.

Tout d’abord, avant de chercher & connaitre les vitesses des particules en aval de 'onde de
choc et dans quelle mesure elles sont voisines de celles de I’écoulement, il est nécessaire de
savoir si ces particules sont correctement entrainées en amont. Dans le cas contraire, ¢’est-a-
dire si elles présentent déja un décalage de vitesse, cela provoquera des erreurs de mesure non
négligeables. Ensuite, il faudra prendre en compte la spécificité de I'onde de choc qui n’est
pas une discontinuité mais une zone mince ou apparaissent de forts gradients de différentes
caractéristiques physiques ( pression, masse volumique, température, vitesse et viscosité dans
le cas ou elle dépend de la température ). La viscosité jouant un grand role dans la force
exercée sur une sphére, on essaiera de déterminer son ordre de grandeur a I'intérieur de ’onde
de choc.

Dans le cas ou elle y atteindrait des valeurs trés importantes, cela risquerait de modifier le
mouvement d’une particule & la traversée du choc. On présentera une évolution des
caractéristiques physiques de I’écoulement & Iintérieur de I'onde. Une fois celles-ci connus,
on les utilisera pour calculer la vitesse d’une particule 4 la traversée d’une onde de choc non
discontinue, et comparer les vitesses obtenues en aval du choc avec celles obtenues en ne
considérant qu’une simple discontinuité. On déterminera la force due au gradient de masse
volumique de I’écoulement a I’intérieur du choc, en proposent une analogie avec le milieu
fluide. Ceci nous permettra de juger I'importance relative de la force exercée sur la sphére due
a ce gradient et de la force donnée par I’expression de Tedeshi. On fera de méme avec la force
due aux gradients de pression et de vitesse. on pourra ainsi conclure sur le bien-fondé de
I’hypothése consistant a négliger I'épaisseur de la zone & forts gradients. Pour finir, on
montrera comment ramener le probléme de la traversée d’une onde de choc bidimensionnelle
4 un probléme unidimensionnel. Pour cela, on utilisera les composantes normales des vitesses.

5.2 Calcul numérique.

Les calculs sont effectués sur un compatible PC le langage de programmation
étant le Turbo-Pascal version 7.1. Le programme de calcul de la vitesse des particules ne
présente aucune difficulté majeure. L’équation ( 4.26 ) est résolue grace a la méthode de
dichotomie, la fonction d’erreur est calculée par la méthode de Simpson :

n-1

Jrt)a:- %[f(to) +£(t,)+ 2Zf(ti) 42, f(ti)] +0(a0)"  (n pair)

i=1

La formule d’ Adams sera utilisée pour résoudre 1’équation différentielle =g(t) :

f{ty) = £1) + 5 [238(t) - 168(t.) + Seft.)] + 0(a0)*

avec la condition initiale : quand t = 0 :v(t) = U,. (la valeur de la vitesse en amont du choc) .
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Ou : f{t) et g(t) seront respectivement soit la vitesse de la particule v(t) et son accélération

b

F(t
Y (t ) = —n(?) soit la position de la particule x(t) et sa vitesse v(t). les valeurs F(t;), F(ti1),

F(ti2) nécessaires au calcul de v(ti+;) seront respectivement déterminées grice aux
caractéristique physique de I’écoulement aux positions x(t;), X(ti-1), x(ti2)-

Ce calcul va permettre de valider I’hypothése de concordance des vitesses de la particule et de
Pécoulement en amont de I'onde de choc. On considére que la particule est envoyée dans
Pécoulement a la méme vitesse que celui-ci, le mouvement est supposé unidimensionnel.
Grace aux relations d’isentropie, ona :

U=M,yRT.

et la loi de Sutherland donne :

— 1+ < w, =1,708107 (M.K.S.A)
=1 ?—"1%‘ ot C=120.
A Tr=273°K.
r
Remarque :

D’aprés Tedeschi [6], I’élévation de température due a la dissipation visqueuse est trop faible
pour étre réellement mesurable. Il a supposé que la viscosité a I’intérieur de 'onde du choc
garde des valeurs intermédiaires a celles de I’écoulement amont et aval. Ceci est en accord
avec le modele faiblement dissipatif. De plus, il a utilis¢é une fonction en tangente
hyperbolique pour décrire Iévolution de la vitesse dans I’onde de choc.

5.3 Modélisation de I’évolution des caractéristiques physiques a Pintérieur de I’onde de
choc.

On va considérer ici un écoulement unidimensionnel. Pour pouvoir utiliser convenablement
les grandeurs vectorielles on effectuera un changement de repére, a savoir le passage du
repére classique ( horizontal et vertical ) au repére lié a 'onde de choc ( normal et tangentiel ).
Ceci est notamment justifié par le fait que la vitesse tangentielle est conservée a travers le
choc, et donc la force et ’accélération tangentielles seront nulles. Ainsi le profil de la vitesse
modélisé sera celui de la vitesse normale.
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Cette modélisation sera basée sur un profil de vitesse en tangente hyperbolique, fixé par les
valeurs amont et aval, ainsi que par I’épaisseur de I’onde de choc. Ceci nous donne :

U=b, th(kx)+b,.

U, + 1,
i

U -1

o Tt , k paramétrant 1’épaisseur du choc.

Avec: b, = by

Si I'on n’a aucun probléme au point de vue des valeurs limites de la vitesse, il n’en va pas de

J2rT

méme pour I’épaisseur de I'onde de choc. L’estimation d=A AU ©© qui donne dans des

conditions de I’écoulement obtenu expérimentalement une valeur de 3um. Mais dans une
modélisation en tangente hyperbolique les valeurs extrémes ne seront atteintes qu’a !'infini.
C’est pourquoi, en prenant une définition analogue a celle de la couche limite, on considérera
qu’en sortie d’onde de choc la différence entre la vitesse modélisée et la vitesse aval sera
¢gale a un centiéme de la valeur du saut de vitesse :

& AU §
U 5 —U2=ﬁ o ali=U, ~U,.

3
b, th( kaj +b, =0.01U, +099U,
On aura : 5

d'ou: kngrgth(

001U, +099U, —sz
bl

: ; 4.6
Cette expression est indépendante des valeurs U, et U, et donne : k = G

L’évolution de la masse volumique sera obtenue aisément grace a 1’équation de continuité

div(p U) =0, qui s’écrit en unidimensionnel p U = Cst = p; U;. On obtient ainsi :

d b, d 2p,U,
e avec ‘gmine= iy
4 th(kx)+c b, U, -0,

En ce qui concerne I’évolution de la pression de ’écoulement, on va utiliser ’équation du
mouvement :

—s 2 —. . — )
pgrad -+ rot UnU=- grad P+div(oy) ol o =-Zut(D)I+2uD .

Ce qui donne dans le cas unidimensionnel :

dU dP 4d( dU
p,U ——(u ) ~ou: U représente la vitesse normale

—_——=———4 PEAN——
s dx dx  Jde' dx
x représente 1’abscisse normale.
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On peut intégrer I’équation (5.10 ), en considérant qu’a I'infini amont U = U, et P =P et que
les dérivées en x sont nulles. On obtient I’expression de la pression :

4 dU 5
P=—-p]U,U+E H;+Pl +p|U|'.

D’ot en utilisant I’expression de la vitesse (5.7) :

P = a.th? (kx)+[3th(kx)+e ol 0L=—-23-pk(U2 ‘U1)~

2 |

Bz_plUl_-z__.__
U2+U] 2
€ —p,UlT—owPl ol

5.4 Influence des gradients de pression, vitesse et masse volumique.

Les effets des gradients a I'intérieur du choc en utilisant les équations de Navier -
stokes pour un milieu continu, alors que le régime d’écoulement autour de la particule est
assez raréfié, il aurait fallu effectuer une étude plus exacte, non plus basée sur les équations de
Navier-stokes mais sur la mécanique des gaz raréfies. En fait Elena [29], a montré que les
effets dus aux gradients sont négligeables par rapport a la force prévue par Tedeschi [6], due a
la différence de vitesse.

5.4.1 contraintes dues aux gradients de pression et de vitesse.

La force due aux gradients de pression et de vitesse est obtenue grace a I’intégration
sur la surface de la sphére de la pression et du tenseur des contraintes visqueuses. Les
caractéristiques physiques considérées sont celles de I’écoulement libre. L’intégrale sur la
sphére de la pression est nulle dans le cas ou elle est uniforme, et celle du tenseur des
contraintes visqueuses I’est également si le gradient de vitesse est nul. L’expression de la
force sur un élément de surface est donnée par :

df, =-(PI-0,)d

ou: I désigne la matrice identique.
n représente le vecteur normal 4 I’élément de surface, formant un angle ¢ avec I’axe
des x. ;
1 00
o,=A"tr(D)I+2p D=2 o) seonh 400 1'0
: 0 0 0

L
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On aura :

o =2 $h —lﬁ+coscpf}
1 x| 3

Pl =Ph

P

i étant la normale a ’élément de surface.

En projetant sur I'axe des X :

= + 4
(d Fup) = - (P -=H u’) cosQ = — (P ¢ u') ol * désignant la dérivation en X
X 3 K a

car X =a cos@ ( origine au centre de la sphere )

Ceci ne représente que la force exercée sur un élément de surface. 11 va donc falloir I'intégrer
sur la sphére. L élément de surface est :

dS=a’sing dp d® g@e[0,n] 0€[0,2n]
Or dx=-asinpdp =>dS=-adxdo

La force exercée sur la particule due aux gradients de pression et de vitesse sera :

(F“P)x =F“F’ =-2 ?(P—% p.u’) xdx.

Si on utilise les expressions de la pression et de la vitesse définie précédemment, on obtient :

F,=-2 n{[owépbl k} ]xth2 (kX) dx+B ]x th (kX) dx}

ol x représente I’abscisse ayant le centre de la sphére comme origine X = X + X, , X, désignant
la position du centre de la particule dans le repére lié a I'onde de choc.

5.5 Expression des vitesses dans les différents repéres.

5.5.1 Introduction.

On va pouvoir exprimer la vitesse du fluide et la vitesse d’une particule dans différents
repéres. Si on considére une onde de choc bidimensionnelle, le repere *“ naturel ** sera celui
défini par les directions verticales et horizontales. En effet, la vitesse du fluide en amont du
choc aura uniquement une composante suivant I’axe des x. De plus, d’aprés Tedeschi [6], les
composantes de la vitesse généralement déterminées grace a un vélocimétrie laser
bidirectionnel en aval du choc seront les composantes verticales et horizontales. Cependant,
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on sait que la vitesse tangentielle du fluide (et par conséquent de la particule ) est conservée a
travers ’onde de choc, et que seule la vitesse normale varie. On va donc pouvoir se ramener
au cas d’un choc unidimensionnel, a condition d’utiliser un repére lié au choc, dont les axes
seront détermines par les directions normales et tangentielles.

5.5.2 Systéme d’axe .

—

Ona:

N =sinf i-cosp j

T=cosp 1+sinp j

5.5.3 Vitesse de ’écoulement.
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5.6 Relevés expérimentaux

Pour chaque résultat expérimental, la vitesse du fluide en amont du choc sera précisée
de fagon a pouvoir retrouver la vitesse réelle des particules ( grace au rapport des vitesses ) , .
ainsi que les conditions exactes d’écoulement. L’angle de déviation de I’écoulement est
9= 8° langle de I'onde de choc avec la direction horizontale est B = 32.4° Les
caractéristiques physiques de I’écoulement pour les conditions citées ci-dessus sont les

suivantes :

Conditions n° :1

Grandeurs réservoirs

Po = 0.5 atm. = 50650 Pa
To =303 °K
po= 0.582 kg/m’

Grandeurs amont

P, = 4051 Pa
Ti=147°K

p1 = 0.096 kg/m’
M, =23

Uy =559.2 m/s
Upa'=299.6 m/s

Grandeurs aval

P, =6512 Pa
T,=170°K

p2 = 0.134 kg/m’
M, =2

U, =518.4 m/s
Usa=214.2 m/s
Uax=513.4 m/s

pp=1.210° (S.1.)

Conditions n° :2

Grandeurs réservoirs

Py=0.15 atm. = 15195 Pa
To=303 °K
po=0.582 kg/m’

Grandeurs amont

Py=1215Pa
Ti=147°K

p1 = 0.029 kg/m’
M; =2.3

U, =559.2 m/s
Upn=299.6 m/s

Grandeurs aval

P, =1954 Pa
T,=170°K
p2=0.04 kg/m’
M, =2

U, =518.4 m/s
Upn=214.2 m/s
Uax = 513.4 m/s

w=1.2107 (S.L)
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5.7 Comparaisoni entre calculs et résultats exi)érimentaux.

Les figures montrent respectivement la comparaison entre les vitesses Vx et Vy et les
vitesses calculés grace a plusieurs lois. Si on utilise I’expression de Tedeschi , les vitesses
sont en bon accord. Le terme di a la compressibilité ne joue ici aucun rdle, le nombre de
Mach relatif étant trop faible sur I’ensemble du mouvement. On peut constater par contre que
la loi de stokes n’est plus du tout valable. Si on effectue le calcul avec la loi de Schiller et
Nauman ( valable pour des nombres de Reynolds assez €levés ), on voit que celui-ci coincide
avec celui réalise avec I'expression de Stokes ( valable pour les trés petits nombres de
Reynolds ). Ainsi, la prise en compte des grands nombres de Reynolds ( relatifs ) n’a ici
aucun effet sur le mouvement de la particule & la traversée du choc. La loi de Cunningham,
comme celle de Stokes est limitée aux trés faibles Re, mais le régime d’écoulement autour de
la particule étant celui de transition (-II-:IE= 0.65) , la loi de Stokes valable en continu ne
pourra pas s’appliquer, tandis que celle de Cunningham valable en régime de glissement sera
plus adéquate. La différence entre les résultats obtenus a I'aide de ces deux lois montre que
Peffet le plus important ici sur le mouvement de la particule est di a la raréfaction. La loi de
Henderson donne des résultats trés voisins de ceux obtenus a I’aide de Tedeschi.

5.8 Interprétation d’un exemple expérimentale.

Des expériences ont été réalisées par Thomas ( Allemagne ). Il a notamment utilisé

des particules de masse volumique voisine de 4000 kg/m’ et de diamétre d = 0.35 pm,
permettant d’effectuer une comparaison avec des calculs numériques. Les conditions
expérimentales sont les suivantes :

Grandeurs réservoirs  Angle de déviation de I’écoulement  Angle du Choc

Py= 97700 Pa 0 = 14° B =452°
To=295%
po=1.153 Kg/ m’

Grandeurs Amont Grandeurs Aval
P;=13549 Pa P,=27960 Pa
T, =168 °K T, =208 °K
p1=0281Kg/m’ p2=0.467 Kg / m’
M;=1.95 M, =1.44
U; =506 m/s. U, =416.8 m/s.

U, «=404,6m/s.
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5.9 Interprétations

1. Les figures 5.1 & 5.2 montrent les vitesses des particules en aval de 'onde de choc,
respectivement Vx et Vy, bien que 'allure de ces vitesses sont semblables aux
différentes méthodes, a savoir Cunningham, Tedeschi, en Régime Moléculaire
Libre, Stokes, Schiller & Nauman et enfin Henderson, mais elles restent différentes
( valeurs numériques des vitesses axiales et radiales en aval du choc, épaisseur de
I’onde de choc, concavité ).

2. Les figures 5.3 & 5.4 montrent une comparaison entre les différentes lois utilisées,
bien qu’on ne peut pas, se prononcer sur une loi par rapport a une autre, en raison
d’inexistence des relevés expérimentaux, et en prenant en considération les seules
releves donné par Tedeschi [6], son expression coincide avec I'expérimentale,
jusqu’a une distance d’environ 3mm, et au dessus de cette valeur, on ne dispose pas
de données, mais néanmoins elle suit sensiblement la loi.

3. Comme précisément dit, les vitesses varient en fonction des diamétres de la
particule, ainsi que de sa masse volumique, le diamétre de la particule, doit étre
compris entre 0.15pum et 0.5 pm, alors que sa masse volumique doit étre comprise
entre 3500 et 4000 kg/m’ . voir figure 5.5 &5.6.

4. Les figures 5.7 & 7.8 montrent la comparaison entre ces résultats expérimentaux et
des calculs numériques. On aura ici un régime de transition autour de la particule.
Les vitesses obtenues grace a I’expression de Tedeschi coincident raisonnablement
avec les points expérimentaux. Les lois de Stokes et Cunningham appellent les
mémes commentaires que précédemment. La loi d’Henderson, bien que proche de
Tedeschi, différe un peu plus que dans les calculs précédents.

5. Dans la plupart des conditions expérimentales, une divergence de la loi en régime
moléculaire libre est constaté, elle nécessité par conséquence des conditions
d’emploi assez strictes, voir figure 5.9 & 5.10.

6. L’épaisseur d’une onde de choc est généralement de 1'ordre d’un lcm, la figure
5.11 et 5.12 montre les deux cas extrémes, puisque la loi de stokes donné une
épaisseur de I’onde de choc minima de 'ordre de 0.6 cm, alors que la loi de
Tedeschi donnée le maxima, environ 2.5 cm.

7. La comparaison entre les résultats expérimentaux et les calculs théoriques effectués
grice a Tedeschi montre un bon comportement de celui-ci, sauf pour les tailles de
particules inférieures a 0.3 mm. Le model empirique développé par Henderson
donné des résultats identiques. Il semble ainsi que le probléme provienne d’une
autre raison qu’une mauvaise prédiction théorique.
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5.10 Ogafligramme

Programme Principal

Procédure Initialisation

v

Procédure de calcul des coefficients

+

v[2]-u2n Rl
P
gl2]=aceel ; xv[2]}=vx (v[2]) ; fv[o}=vy(v[2])
V[l]_uzn - Re= S
Sp § Ko7
g[1]=accel ; xv[1]=vx (v[1]) ; fv[1]=vy(v[1])
v[0]=v{1]+dt*g[1] ; s=__—-—V[O]S;“2“  Re= i/E
gl0]=accel ; xv[0]=vx (v[0]) ; Fv[2]=wy(v[0])

v[2]Fuln; s=

v[1]=v[2]+dt*g[2]; s=

x=dt*xv[2] ; fx[1]=x Lancement du Calcul

x=x+dt*xv[1] ; &%[0]=0; ﬁJ[1]=xv[1];fx[2]=x;ﬁx[2]=xv[o]

i=2; k=0
vi=Adams(v[0],g) ; x=Adams(x,xv) ; S___Vi—uZn ; Re= S ; gi=accel
sp kevm
decale(v,vi) ; decale(g,gi) ; decale(xv,vx(vi))
i=i+1 , k=k+1
fxfi]=x ; full]=xv[0] ; fv{i]=vy(vi)
non oui
k=10 l

Affichage de x
et de vx

Non Fx[i]>xf or i >2500 or

: |ﬁ1[i]—fu[i—1] i

]
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Calcul de la fonction g(k)

Calcul de la fonction k

g(k)=al e " +q0k-

[

kinf=0 ; ksup=1
B=0.687; a=0.15

|

k=

kinf+ksup

2

So={S[*(1-k)

"‘/— VT (1452)+erf(s' )4—4—5
9

a1~—-a——Re

&()

a2(k)=l4+=-2—10L V"

2&(')R

kinf=k

I

Non Qui

g(k)>0

ksup=k

Non

flk)=k
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Calcul de la Force en RML

s2=s? ; f=erf !SI s e=e™
al=g] *s2+4s| +(5/4*s|)

a2=(s2+3.5)*e+al* A/ *f

cl=4%s22+52-1

rml = cd * ro2 * (s*sp*a)?

b=3*e+3*([s| +1)/(2*[s ))* V7 *f

cd=(2-6"+0)/(s*s2)*c*2* A/ *o7/(3s* \/% )

X2

Calcul de la Force d’apreés Tedeschi

5 i}

k=fk(kn,s)

(0.687‘\.{
€ =sto*k*s*(1+0.15* ¢

Tedeschi = £* (1+e(-0.1535/e(2.15%

s*vm*k;

=)

(04

e re+100))

it

Calcul de la Force d’aprés Cunnigham

(e

t

sto*s

Cunnigham ==*2—=

cun

1

\
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Stokes=sto*s

7

Calcul de la Forces d’aprés Schiller - Nauman

*
Nauman=sto*s*(1+0.15*g!687"nRe)

'
[/

Calcul de la Force d’apreés Stokes

Calcul de la Forces d’aprés Henderson

m=1.1948%s

int=(4.5+0.3811(0.03*Re+0.48* v/Re ))/(1+0.03*Re+0.48* /Re ).
()
VRe J *(int+0.1*¥m2+0.2*m"®)

int=¢€
&
int=(1-e* R¢’)*0.502*m+int

int= 24 +int +Re

—0.295*Re
(Re+m(3.624+1 311%¢ = ) 2

Henderson=sto*s*int

Fin
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Fonction Adams pour ’intégration

i

Adams=a+dt/12*(23*b[0]-16*b*[1]+5*b[2])

Procédure Décale

i G

a[2])=a(l]
a[1]=a[0]
a[0]=val

Calcul de la Vitesse vx

Ul

Vx=vsinB+u2cosfBcos(B-6)

Calcul de la Vitesse vy

) B

Vy=-vcosB+u2sinfBcos(B-6)

o\
LN
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Procédure de calcul de coefficients

sp=A2rt2 ;

m=4/3na’ p’;
ET TR
2p,a Sp\/;
3
. 3w pni
sto= ————1
p, kn
cun=1+45kn;
cor = 3.66 &> 61k

alp=1.1767+0.1767*(cor-1)/(cor+1)

Calcul de la Fonction d’erreur erf

A 4

Appel de la Fonction

v

nombredepas = 50 ;
Valeur du pas = x1/ Nombre de pas
Somme= 0.5+exp(-x1*x1)/2
Pas=0

Pas < nombredepas -1

erf=2*valeurdupas *somme / Jr

63

oui

Pas=pas +1
Zz=pas*valeur du pas
Somme= somme + exp (-zz*zz )

[
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7
(1

*

Procédure Initialisation

o

Entrée des données :
0;:p;ul ;P15Ml ;pl;o;o’
a;p’

s ulcosf
cos(B-9) ’
uln=ul sin f;
u2n=u2 sin( § — 0);
p2=pl(uln/u2n);

u2x=u2 cos 0;
—p| 2 Mv2einpg YL
Re=h {y+1 L y+l} >

C

_ EhT
“2—}1" Tr T
Tr

68
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Annexes

Annexe :1

1.1 Démonstration de la relation (3.2)
Enposantw=v-u et ot)=-(1-B) u(t), ’équation (3.1) s’érit :
w(t)+ aw +b_[ \/i_) r=(p(t) (a)
d }-v'v(r)d i w(t,) ]W(T)dr

Or, Tchen [11] démontre que : — 7= +
dt;Jt-7 L SNy

D’ou, en dérivant I’équation (a) :

w(t)+aw(t)+b bj w( ) ~dr=¢() (b)

dx
Si I'on écrit I’équation (b) au temps X, on la multiplie par b R 29 on l'intégre et on la
- X

soustrait a (b), on obtient :

Ww(t) + o wi(t) +b%/_(-_t%—)——oc b }\7{(%)(- dx-n b2 w(t)=¢(t)-b }:/b%dx (c)

Slesr t
Or, I’équation (a) donne : a b (Y dx = a ¢(t)—a w(x)-a’ w(t)
ot-x

Le terme est éliminé dans (c) en prenant to = - 0.

On obtient ainsi I’équation (3.2).
1.2 Schéma de la fonction u, (t).

7 Ve (t)

5 |

= S

U -y e —

v
—+
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(®)

t
1.3 Etude de la limite de J-f/pt"—— dt quand n tend vers +o
S g

Posons : (t)=[l—|3n(t)]1'1n (t)=-0,(t) , alors : v, =—;[[1-[iu('c)]un(t) dt ol

B, € [B, ,Bz] (les valeurs limites amont et aval de B sont représentées par B et B
vérifiant 0 <B; <Bret Bi,Pa<<1)
Wa(t) est donc une fonction décroissante de t car (1) <0

On aura ainsi :

a,(t)dr <y, (t)<(1-B,) ]'1'1 (t)dv pour nassez grand :

-0

Vt, 3n telque (1-B,)(U, -Uy)<w, (t) < (1-B2)(U, - U,)

1 : : . 1
Pour t e} —,+® [, v, est une fonction constante et égale a y , [——)
n n

1_

.__....

Dou (1-8,)(U, - U,)swn@ < (1-8,)(u, -U,)

1 o s
Si on suppose que [—} a une limite quand n tend vers +co, cette limite appartient a
n

[ (1—\[31) Ux-Uy) = wn[%] < (1-B2) (Uz-Uy) 1. Si B1,P2 << 1, elle est de I'ordre de

- U, - U, et on la notera - AU.

On effectue le changement de variable : x =t -1

?,(7) P, (t-x) P, (t-x)
t= i e~ X
.L/t—r oj Jx oj Jx
Par intégration par parties :

t étant fixé, on peut choisir n assez grand pour que :

a—0"

1 ‘
s t-a,alorsy, (t)=0 et y, (t—a) =0 (pour0<a<t)

[, (=017 fralt-®  _ fe.l-%)
lm[L] J' - b J—"———dx

a—0"
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1 ;
car pour a € }O,t—-;{, x €[0,a], sintend vers +oo, onay,(t—x)=0

+0 - i d+ao t—x
a étant fixé, J.—qi—“—(—)—(zdx giye + Jﬂ%——)dx
a a -

X32 >
" t—x 2y (t'-x)- t—x
Or —[3’"(7—)dx= lim jw“( )3,‘”"( FRdy (01
dX b x//2 t'-t a X,Z
Mais pour :

1 1
t-x < —,x>t+— = y (t—-x)=0
n n

1 1 1
P X > = B Pes o \pn(t—x)=wn[—j] de meme pour t’
n n n

1 1
donc sur les intervalles }— ©,t- ;] v [t’ - o + oo[ les deux applications sont égales

et on aura :

tlo—

+°J°wn(t’—X)j\vn(t—x) P I"wn(t’—x)—wn(t—x)

% 3 dx
X2 3 X
n

Or:
w, (t' —x) =y, (t = x) est négatif ounul (car t'>t ety <0 ), on suppose n assez grand

R et
pour que t - — soit positif,
n

1 1

s ﬁ“’n(t'—x)-wn(t—x)]dx< ju“’n(t"x);-wn(t—x) “
e e
n
z : f[wn(t'—x) e Wn(t = x)]dx

B |-

Or [wn(t'—x) -y, (t- x)]dx=(t’—t) wn[%:l

o | t—,

(c’est I’aire algébrique comprise entre les deux courbes déduites par translation)
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1 Ty, (t-x) -y (t-x)
t'—t ;[ )

32
X

dx € A %

1 Ty, (t-x) -y, (t-x)

et hm ' 3,
R X 2

dx € 3

1.4 Solution de I’équation (3.4).

* La solution générale de w(t) +2 k w(t) + (k2 + 0)2) w(t)=0 est:

w(t) = e*! [A cos (t) + Bsin (o t)] ou A et B sont des constantes.

On utilise la méthode de variation des constantes, donc on suppose que :

w(t) = ¢! [A(t) cos (ot) + B(t) sin (o t)]

On pose y, =e ™ cos(wt),

y,=e “sin(ot) ol y; et y;

indépendantes de 1’équation sans second membre.

. {w(t) =AY, (O+BOY, (0
WO =AMy, () +AD (1) +BOY, (1) + BO) ¥, (1)

sont deux solutions
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On pose : A(i) y, (1) +B(t)y,(t)= 0

Ay, (1) + By, (t) = w(t)

bl {A(t) 3,(0) + B, (1) = W)

bETE!

qui admet une solution unique ( A(t) , B(t) ) car: || l= we oy

173
En réécrivant ’équation (3.4), et en tenant compte du fait qué y: et y2 sont solutions de

I’équation sans second membre, on obtient :

. . b AU
Ay, (D +BM Y, (0= o (a)

A®y, (1) +B(t)y,(t)=0 (b)

: b
@)y, -®) ¥, O=>A0F, 1)y, =y, ¥, (D)=y, (1) -

b AU
2t/3'/2

%

)y, (1)~ ()y, 1) =BOF, My, -y, ¥,(O)=y, 1)

_ Y,(t)=e“k‘[—msin(wt)—kc‘os(wt)]
: yz(t)ze’k‘[a) cos(mt)—ksin(cot)]

-2kt

= y,®y,0-y,Oy,t)=ne

: e b AU
A(t)=——sin(o t)—;
(O] 2172
D’ou: s
B) = cos(0 )
N p— ()] ”
(0] od 2t/3/2
bAU ' e** sin(o u)
Alt)=-—— j ~ du
et : "
bAU ¢ e** cos(o u)
B(t) = | ——du

20 " u’?

On a ainsi la solution générale de I’équation (3.4) :
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bAU
= sin(o t) IM du-—cos(o t) j——L(mul du:,
20.) u '’ ty i

1.5 Limites de w(t) et de w(t).
*  Comportement de w(t) quand t — +=

Ona lim e™ AWcos(ot)=0

t—>+x0

du - cos(w t) I M du
u u’ %

Onpose z(t)=e™'| sin(o t)_[ cos(m .

Ces deux intégrales sont convergentes quand t — +e donc lim z (t) =0, et on aura :
t—>+20

lim w(t)=0

t—>+o0

*  Comportement de Ww(t) quand t—0-

k¥ sin (o u)
—; —du+ocos(ot) I—T—
u’ 0 u?

ku
wit)= cos(w u) du}

U j'
= e o sin (o t)

- AW e ™ osin(ot)-kw(t)

sin (© u) : 0 :
11mcosm(mt)j———du 0, IimAWe “" osin(ot)=0
t—0" b u 2 t—=0"

On: o
e " cos(mwu)

lim k w(t) reste finie, lim o cos(w t) J‘-————-—3 u
t—0" t—>0" 72
ty u

Il

Donc : lim w(t) = —
t—0"
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1.6 Calcul de Pintégrale }. \7_2 dr.
e b=

On effectue le changement de variable : x=t -1, d’oul’ona:

¢ W) - pw(tex)
_J; r—t—rd‘r_!——«/—; dx

On pose : W =V, - u; , ot u; est la limite de u; 4 quand n tend vers infini, u; = -A WY
et v; sera continue. uj, v; et u;, sont respectivement semblables a u, v et u,, mais a priori

pas forcement égales.

(-9 8

S, S5~

+c0

Jx 3l aal

dxi=

Tvl(t-x) dx—? a, (t-x) v

v, (t-x)
* Calcul de | ———=dx.
 Goun
a8 TV, (t-x) v, (t—x) +*°°’\'z|(t—x)dx

B

———-& dx=6f———-——& X J T

{_ vl(t—x) =

o :l‘ =0 car v,(0)=0

+:'ivl(t—x)

7 dx=0 car t-x<0 et v,(t=x)=0
5 (t-x) ‘\'/,(t—x)dx

B ey

Pour tout xe]O,t[ v,(t—x)=w(t-x) car u est constant

+o t

v, (t-x) ~ w(t-x)
fe sy

=
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40 . t-—'
* Calcul de J-E’—(——x)dx

g S

wa (1=2 =u l-x
Pour une fonction de classe C*: : _[—‘—’%—)dx=g— J'_L(___)
X 0

En appliquant le méme raisonnement que I’annexe 1.3 (t> 0, n assez grand ) :

% uln(t ~x) - uln(t x) '" uln(t ~X) - u’ln(t x)
J[ = ] J: [ > ]dx el
e b L(t—x)-u, (t-%)
t—'w t‘J‘l[uln t'-x) — uln(t— ]dx < tjl [ p ]dx
.. 25 ﬂu,n(t'—x)—uln(t x)]dx

1

o

e (20—, (£ )] dx=— AW (t-)

1
o=
n

( aire comprise entre les deux courbes déduites par translation )

1w, (-0 = u, (- )]
t—t J

= e AW
onc :
R
t+—
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y ' % [ul,n (t’_x) =Y, (t = x)] AW AW
et lim— I dc ¢ - e
gl Vx \/t _1‘ \/t+l
n n
AW d “fu,, (t-x) AW
por ek J' de & -
1 oy Jx 1
t—— -
n n
2a,, (t-x) AW
Quand n — +o0 12 Ao s
s m i
 w(t) o w(t-x) AW
Donc : dt = dx + —x
_1.[ t—1 J Jx Jt

1.7 Etude de limites quand t tend vers 0°
« lim/t w(t)
t—>0"

limw(t)=w(0") = lim v/t w(t)=0

t—0" 10"

* lim v/t w(t)

t—=0"

L’expression (3.9) donne :

b AU . e** cos(o u) > ‘. X" sin(o u)
W)=~k w(Dwatde 2 cos(a) t)J‘——————% du+s1n(o3 t) J.——-%——du
= t u’ '3 u’
~ AW o sin(ot)
ku 1
Qi dos (o EIEROT L8 - 4 L0t ke te, d
uand u—=> U, ——~—=, or |—=du, estune intégrale convergente, donc
u? oo Ju I Ju gr g
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kv

. . ; e
tl_l’rg‘{ sm(o) t) !Tdu=0.
Quand
e*" cos(ou te" coslou 2
S u%( )”uo;; e I__u_(—_) eten L ket

b AU
On aura W(t)=— T quand t—> 0" et lixg;\/zv'v(t)= -bAU
t—

\/—- J'W(t X)

t—)O*

3 b AU
lim v/t dx—l = e X
0" '[ «/— t—>06[ x(t —x)
t 1
Enposantx=ty:
J X(t— oI

St
Nt

y(1-

t—
Donc : lim J‘w( x)

t—=0" ,/x

: w(t—x)
s et =
e tl_lglﬁé[ - dx=0

dx=-bn AU

1.8 Démonstration de Ia relation (3.11)

En portant I’expression (3.9) donnant w dans I’expression (3.10), on obtient

@ k)w(t)+b U‘J-e’ cos cot) cos(a)u) 1 ' } (t-x)
u'Z 0
t
bgU g ¢! sm(cot Je Sl;m u) du—e“f;"‘ AU ® sin((o t)=0
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Par passage a la limite lorsque t tend vers 0 par valeurs supérieures, on obtient la relation :

bgUt’[ ekucoi(,m‘:l)_ldu+ b AU
ty o tl

(- k) AU+ ~b’nAU=0  (w(0")=aU)
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Annexe :2 -

2.1 Systéme d’axes du paragraphe 4.3

La vitesse des molécules relativement a I’élément de surface dA est, dans le repére
(X1,X2,X3) :

& =c+U
E=0¢;
Ex=c;

Si on considére un nouveau repére (X’;, X2, X’3) en rotation d’un angle 6 (0 étant I’angle
forme par la normale a dA et la direction de la vitesse de dA )ona:

& =¢ 1 +Ucosb
&’2=c’2+Usin9
E3=c’;
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2.2 Conditions de contact entre molécules et particule

8t(ve+Vocosb—ur)
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Conclusion

Dans cette étude, nous avons tenté d’analyser le comportement d’une particule a la traversée
d’une onde de choc, I’expression de Tedeschi sera valable dans tous les régimes d’écoulement
quelque soit le rapport du nombre de Mach sur le nombre de Reynolds, dans certains cas, on
peut utiliser des expressions plus simplifiées.

Généralement, le régime d’écoulement est le méme au cours du mouvement de la particule, il
suffira alors de connaitre la valeur maximale du nombre du nombre de Reynolds pour
déterminer la loi qu’il faudra utiliser. Par contre, si ce n’est pas le cas, il vaudra mieux
employer I’expression de Tedeschi. De plus, elle a été déterminée en faisant plus appel a la
théorie, que les expressions existant jusqu’alors. Bien que voisine de la loi de Henderson, elle
est beaucoup moins empirique et elle permet de mieux saisir les phénomenes physiques (
raréfaction, grands nombre de Reynolds, compressibilité ) intervenant dans la force exercée sur
la particule.

Certaines hypothéses liées & la spécificité de I'onde de choc sont confirmées ou infirmées.
L’équation de Tchen a été résolue analytiquement grace a une méthode originale de Tedeschi.
Ceci a prouvé que le terme de Basset est généralement négligé dans le suivi de particules en
écoulement supersonique.

Il a été montré que le régime d’écoulement s’établissant autour de la particule, en écoulement
supersonique est souvent le régime de transition, correspondant a un écoulement assez raréfié.

Les résultats numériques montrent que le suivi de particules en écoulement a grande vitesse est
moins dépendant de leurs rayons, qu’en écoulement plus classique. Néanmoins, on constate
que plus une particule est petite, meilleurs seront les résultats obtenus et que ces derniers
deviennent rapidement moins corrects lorsque la taille augmente.

Perspectives

Dans I’avenir, il semble nécessaire de mener une étude poussée de I'influence de la turbulence
sur le comportement des particules, si dans les écoulements a faible vitesse ceci ne devrait pas
étre d’une grande importance, il n’en sera vraisemblablement pas de méme pour les
écoulements supersoniques et hypersoniques.
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Résumé

L’étude du mouvement des particules solides dans les écoulements fluides a été envisagée depuis de
nombreuses années. Différents modéles ont été proposés. Ils cont tous de type intégro-différentiel.
Moyennant quelques hypothéses simples, nous proposons une résolution analytique compléte de
I’équation de Tchen a travers une discontinuité du type choc pour un écoulement quasi — rectiligne.
Cette résolution prend en compte le terme relatif a I’histoire du mouvement de la particule, connu
sous le nom de terme de Basset. L’étude analytique montre qu’il est nettement plus justifié de
négliger les termes d’histoire des particules que de choisir une hypothése de viscosité linéaire,
comme celle proposée par Stokes. Le régime d’écoulement autour de la particule, est souvent le
régime de transition, correspondant & un écoulement assez raréfié. Les résultats numérique
montrent que le suivi de particules en écoulement a grande vitesse est moins dépendant de leurs

rayons.

Abstract

The study of the motion of solid particles in fluid flows has been investigated for many year.
Various models have been proposed, all integre—differential form. By adopting a simple hypothesis,
we propose a complete analytic resolution of Tchen’s equation across a shock discontinuity for an
almost one-dimensional flow. This solution uses Basset’s particle motion history. Analysis show
that it is clearly more justified to neglect the history terms of the particle than to use Stokes’ linear
viscosity hypothesis. the flow regime around a particle is often transition flow, correspondent to a
flow rarefied enough. Numerical results show that followed it by particles in large flow speed is less
dependent their rays.
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