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Introduction générale.

INTRODUCTION

L’une des étapes les plus importantes des études de fiabilité est I’optimisation des

performances d’un systéme.

Plusieurs critéres de performance sont envisageables, parmi lesquels [1,7,8,15]:
maximiser la fiabilit¢ (ou la disponibilité) sous la contrainte budgétaire ou
minimiser les coiits d’exploitation de 1’équipement sous les contraintes de fiabilité
exigée, de stock de rechange (ou d’éléments redondants), de siireté, etc...Les
variables de décision peuvent étre la fiabilité des éléments, le stock d’éléments

redondants, les intervalles entre actions de maintenance ou d’inspection [7,9].

La politique de remplacement périodique d’un systéme non redondant de Barlow
& Hunter [6] est intéressante pour la simplicité de sa structure et la facilité de son
usage, et c’est pourquoi elle est fréquemment utilisée en pratique. Cependant,
diverses extensions ont été proposées dans la littérature de fiabilité pour introduire
des variables de décision autres que les temps entre maintenances et des fonctions-
objectives plus réalistes. Les différentes contributions sur le sujet sont résumées
notamment dans les synthéses de Nakagawa [43,44] ainsi que dans le chapitre 3.1

de ce mémoire.

L’objet principal de cette theése est 1’étude de modéles de politiques de
maintenance de type PRNMI (actions correctives mineures et périodes d’inactivité)
introduite par Ait kadi & Cléroux [2] lorsqu’on tient compte simultanément des
variables de décision temps entre maintenance T et nombre d’éléments redondants
N. Ce type de probleme a été étudié par Nakagawa [45] pour la politique classique
de remplacement par blocs ou le temps de maintenance T est mesuré en temps réel.
Chez certains auteurs [58,59], cet intervalle est mesuré en termes de nombre de

défaillances (ou de chocs).

Ce travail, se présente en quatre chapitres.

e Le chapitre 1 est consacré principalement aux notions de la théorie de fiabilité et

aux principales classes de distribution de survie.
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* Dans le chapitre 2, on expose quelques résultats de la théorie de renouvellement et
ses applications pour I’évaluation de stratégies optimales de maintenance.

* On détaille dans le chapitre 3 le modéle introduit par Ait Kadi & Cléroux [2] et
fournissons les aspects pour la compréhension des modéles étudiés.

* Dans le chapitre 4, on présente nos modéles dérivés de la politique PRNMI pour
les systémes paralléles, k-sur-N et série-paralléle. Pour chaque modéle, on discutera
les conditions d’existence et d’unicité de la politique optimale.

Par politique optimale, on entend le couple (N*,T*) qui minimise I’espérance
mathématique des coits unitaires sur un horizon infini.

La recherche de ce couple peut s’avérer compliquée, du fait que T est réel alors que
N est entier et les méthodes classiques d’optimisation sont inadaptées. Cependant,
nous établirons pour chaque cas des théorémes qui conduisent a des algorithmes
relativement simples et efficaces de recherche de I’optimum, lorsque la distribution
du temps de panne est IFR.

L’implémentation des algorithmes a été réalisée en langage basique et cliper-5 sur
Micro PC 486 D X 2 66 Mhz, 4 Mo RAM, 340 Mo HD, et testée sur divers

exemples numériques.




Chapitre 1 Notions de la théorie de fiabilité.

NOTIONS DE LA THEORIE DE FIABILITE

1.1 INTRODUCTION.

Les notions introduites dans ce chapitre, sont a la base de 1’élaboration des
modeles d’optimisation de la fiabilité de systémes présentés plus loin.
La théorie de fiabilité, science récente, est une branche importante de la théorie des
probabilités et statistiques mathématiques et de la recherche opérationnelle. Elle est
&’un intérét croissant ces derniéres années. Cette science trouve ses applications en
technologie industrielle et en sciences économiques. En effet , le développement de
cette science ces derniéres années est i a plusieurs raisons [53].
e Le caractére essentiel et vital du bon fonctionnement des dispositifs, lorsque sont

en jeu des vies humaines (centrale nucléaire, transport, aviation,...).

e La nécessité de rationaliser les activités industrielles ou autres, du fait de la taille
des entreprises et la complexité des taches.

e L’aspect économique (le colt @ exploitation du matériel étant greffé par celui des
défaillances).

Les concepts fiabilistes trouvent cependant de nombreuses autres applications en

sciences sociales (démographie), médicales (analyse de survie)...

Ce chapitre comporte quelques notions préliminaires concernant la théorne
¢lémentaire de fiabilité. Nous passerons en revue les principales classes de
distribution de survie recensées dans la littérature de fiabilité et par la suite, seront
¢tablies les relations entre certaines de ces classes, ainsi que leur préservation
relativement aux opérations de fiabilité. Les résultats et notions décrits dans ce
chapitre peuvent étre trouvés dans les monographies de A.Aissani [1], Barlow &

Proshan [7, 8], Stoyan [54] et Shaked & Shanthikumar[51].

1.2 INDICES ET LOIS DE FIABILITE. [1, 7, 9]

La plupart des modeles mathématiques considérent qu’un systéme ( matériel ,

composant , élément ou équipement ) peut étre, soit en état opérationnel, soit a I’état

de panne.
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Les éléments qui le constituent sont susceptibles d’avoir des avaries soudaines ou
progressives, partielles ou totales; d’ou la possibilité de les réparer qu’il faille ou
non arréter le systéme.

Pour notre part, on s’intéressera aux défaillances soudaines des systémes réparables.
La quantité de service accomplie par le systéme pendant son fonctionnement est
congue en général comme le nombre d’heures pendant” lequel le systéme a
fonctionné effectivement. Elle est d’ailleurs assimilée pour les systémes qui se
détériorent a 1’age auquel il est tombé en panne et apparait comme une mesure
importante. Il est d’ailleurs évident que pour des systémes identiques fonctionnant
dans des conditions similaires, cette mesure peut étre différente. On la définira par

la suite comme la durée de vie du systéme.

Définition 1.1: On appelle durée de vie du systéme, ’intervalle de temps entre la
mise en exploitation jusqu’a la premiére défaillance. Cette durée de vie X sera
assimilée a une variable aléatoire non négative (I’occurrence d’une panne étant le

résultat de plusieurs facteurs intrinséques ou d’influence externe), définie sur un
espace probabilisé (2,3,P), ou J est la o algebre des boreliens de R, et P(.) une

mesure de probabilité sur 3.

La fiabilité peut étre évaluée a I’aide de plusieurs indices, parmi lesquels on peut

citer:

La probabilité de défaillance.

X

t t sl
to= Date du début de Date de la premiére
fonctionnement. panne.

On suppose que le systéme devient opérationnel a la date t = t;. A la variable

aléatoire X on associe la fonction de répartition

Ft)=P(Xst) , t20
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qui représente la probabilité que la défaillance du systtme se produise avant

Pinstant t, ou probabilité de défaillance.

Pour 1la cohérence avec les considérations physiques, on pose:
F(t)=0 , pourt<0 et F(0)= lim F(t) = 0;
t—>0
ceci pour exclure le cas peu réaliste du systéme déja en panne a I’instant de sa mise

en exploitation.

Fonction de fiabilité ou fonction de survie.

On I’exprime par la fonction du temps
R{)=P(X>t)=1-P(X<t)=1-F(t)= F(t).

En général décroissante sur R, elle représente la probabilité pour que le systéme

fonctionne sans défaillance au cours de I’intervalle [to, t] La fonction ?(t) , notée

également R(t) est appelée fonction de fiabilité .

Densité de panne.

Si F est absolument continue (donc dérivable ) alors

dF(t)

sy

représente la fonction de densité de panne et possede les propriétés suivantes:

t (o) .
F(t) = [ £(x).dx; [£().dx=1; f()20 V0.
0 0
Ainsi ,
P{t <X <t+At } = f{(t).At + o(At) , At—0
représente la probabilité pour que la panne se produise dans I’intervalle (t, t+At)

infiniment petit.

La densité, contrairement a la fiabilité, représente donc une quantification locale .
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MTTF " Mean Time to Failure."
L'une des caractéristiques probabilistes moyennes est le MTTF, traduit comme le
temps moyen de bon fonctionnement jusqu’a la premiére panne.

Si MTTF < + oo alors

E(X) = MTTF = [ t.dF(t)= fee.at= [Ret).at.
0 0 0

1.2.1 Lien avec d’autres modéles stochastiques.

Ces notions de fiabilit¢ peuvent étre utilisées dans d’autres problémes de

modélisation. Nous pouvons citer en particulier:

i) Les files d’attente. [51, 54]

e Processus d’arrivées. On le décrit souvent par les temps entre arrivées qui sont
des variables aléatoires & indépendantes identiquement distribuées .

La fonction A(x)= P({>x) exprime la probabilité qu’une arrivée ne s’est pas

produite avant 'instant X .

o Processus de service. Si X désigne la durée de service d’un client quelconque,

alors

la fonction H(x)= P(X>x) exprime probabilité que le service ne s’est pas achevé

avant I’instant x.

ii) Ordonnancement. [25]
Si X désigne la durée d’exécution d’une tache, alors la fonction G(x)= P(X>x)

représente la probabilité que la tache ne s’est pas achevée avant I’instant x.

Taux de défaillance instantané.
La notion de taux de défaillance (intensité de défaillance ou risque de panne) est
fondamentale en théorie de fiabilité et ne figure pas en général dans la théorie

générale des probabilités.
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ou encore sa fonction de fiabilité

F4m=ﬂ%§9

Propriété d’absence de mémoire.
L’absence de mémoire exprime le fait que la durée de vie d’un élément utilisé est

indépendante (en distribution) de son age ; soit

Fi(x)=F(x), x20.

En d’autres termes, un élément d’age t a méme distribution qu’un élément d’age 0

(élément neuf) ; soit que:
Ft(x) = Fo(x) = F(x).

On exprime cette propriété comme suit. Un élément utilisé est aussi bon (du point
de vue de sa fiabilité) qu’un élément neuf (as good as new) .
Cette propriété d’absence de mémoire permet, si elle a lieu, de tirer des conclusions

dans certains problémes de décision.

e Si le systéme est « as good as new », planifier une politique de remplacement
(maintenance) des éléments usagés qui fonctionnent encore n’est d’aucun intérét.

e Lorsqu'on procede aux estimations statistiques de certains indices de fiabilité
comme le MTTF la fiabilité et le risque de panne, on peut se poser la question de

savoir si les 4ges des éléments ne sont pas importants lorsqu’on procede aux

observations.

1.3 CLASSES DE DISTRIBUTION DE SURVIE (OU D’AGE). [1, 8, 54]

Il est souvent préférable d’utiliser les distributions non paramétriques. Une des
premiéres applications de ces classes de distributions en fiabilité par exemple, est

qu’elle nous renseigne sur la notion de jeunesse ou de vieillesse du systéme du point

de vue de la durée de vie résiduelle connaissant 1’age (propriété qualitative).
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A défaut d’information suffisante, on les utilise souvent en guise de premiere
approximation dans les modéles de fiabilité. La connaissance de la classe « d’age »
de la loi de fiabilité d’un équipement permet une aide a la décision (dans ce qui
nous intéresse, niveau du stock de pieces de rechange, maintenance préventive ou
corrective, mode d’intervention, redondance, etc...).
Nous considérons ici les principales classes de distributions de survie recensees
dans la littérature de fiabilité de ces derniéres années.

Soient X et X, des variables aléatoires représentant respectivement la durée de vie
et la durée de vie résiduelle d’un systeme d’age t. Soient F et Fy leurs distributions

respectives.

Définitions 1.2.

La distribution F est

a) IFR (Increasing failure rate) [1,7, 8, 54] si

= F(t+ .
Fi(x)= S_t 3 est décroissanteent , -0 < t<oo, Vx20. : (1)
F(t)
La condition (1) est équivalente a
. S : 4
Mt) =:1_:—(—5 est décroissanteent , Vt= 0 etsif(.)existe (2)
t

b) DFR (Decreasing failure rate) si
Fi (x) est croissante ent , -o<t<o, VX2 0. 3)

La condition (3) est équivalente a

A(t) est décroissante en t Vt20. (4)

¢) IFRA (Increasing failure rate in average) ou IFR en moyenne [1,7,8]si

A(t) = (—1/t).log[1-F(t)] est décroissante ent , -0 <t <.
La vicillesse de 1’équipement est dans ce cas caractérisée 4 P’aide du taux de

défaillance cumulé (cas ou le taux de panne instantané n’est pas défini).

d) DFRA (Decreasing failure rate in average) si
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A(t) est décroissante ent , -0 <t <co.

Ces distributions sont utilisées comme modeles pour des €léments sujets a des chocs

aléatoires.
Si par exemple la panne se produit suite & une série de chocs aléatoires, ceux ci
entrainent une dégradation progressive du systéme, qui en s’accumulant provoque la

défaillance.

e) NBU (New better than used) [1, 7, 8, 54] si

F(x+y)<Fx).F(y) , x20,y>0. (5)
La condition (5) est équivalente a

Fi(x)<F(x) , x20,Vt0. (6).

Dans ce cas la fiabilité d’un systéme usagé d’age t est inférieure a celle d’un

systeme neuf.

f) ‘NWU (New worse than used) si
Fi(x)2F(x) , t0.

g) NBUE (New better than used in expectation) si
EX, <EX , t20.
En d’autres termes la durée de vie résiduelle moyenne d’un systéeme d’age t est

inférieure a celle d’un dispositif neuf.

h) NWUE (New worse than used in expectation) si

EX;=2EX , t=0.

1) IMRL (Increasing mean residual life) [14, 54] si

EX, est croissanteent , 0<tT <0,

1) DMRL (Decreasing mean residual life) si

EX, est décroissanteent , O<t<Too,

10
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k) Y-MRLA (Mean residual life bounded above by Y) [54] st
EX.<Y , 0 avec T5EXK
En particulier si Y=EX , alors F est NBUE.

1) Y-MRLB (Mean residual life bounded below by Y) si
EX,2Y , t0 avec Y>EX
En particulier si Y=EX , alors F est NWUE.

m) HNBUE (Harmoniquement NBUE) [50] si

o0
[Foo.dx sp g™, p=EX , 0.
t

n) IVRL (Increasing variance of residual life) si

o¥(t) = var(X,) est décroissanteent , t>0.

0) DVRL (decreasing variance of residual life) [36] si

o’(t) est décroissante ent , t>0.

p) NIVRL (Net IVRL) si

cs'z(t)_>_cs'2(0)=0'2 Lol
q) NDVRL (Net DVRL) si
o’ (H)<c’(0)=c , t>0.

En particulier si F est DMRL respectivement IMRL , alors elle est aussi DVRL
respectivement IVRL. Si F est NBUE (NWUE), elle est aussi NDVRL (NIVRL).

r) NBUFR (New better than used in failure rate) [20, 31, 38] s
MO)SA(t) , 0<t<oo.

s) NBUFRA (New better than used in failure rate in average) [38] si
MO)S(1/t).A(t) , t>0.
On peut aisément vérifier que NBU = NBUFR =>NBUFRA.

11
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t) L-DISTRIBUTION [30] si

o0
[exp(-s x).F(x).dx 2 | s20.
A 1+s

Citons brievement quelques autres distributions de durée de vie rencontrées dans la
littérature [15, 26, 27, 34, 52].

e Distribution DMRLHA (Decreasing mean residual life in harmonic average).

e Distribution SNBU (Stochastically NBU).

e Distribution NBUC (NBU in convex ordering).

e Distribution NBU d’age t,,

e Distribution BMRL—t, (Better mean residual life at t, ).

e Distribution DPRL—a (Decreasing 100a percentile residual life).

e Distribution NBUP-a (New better than used with respect to the 100a
percentile ).

e Distribution BFR (Bathtub shaped failure rate).

Le taux de défaillance d’une telle distribution est une fonction convexe).

Il existe une relation entre les ordres stochastiques [8, 17, 29, 47, 51, 54] qui
jouent un réle trés important dans 1’analyse des problémes complexes de files
d’attente et trouvent leurs applications en télécommunication, systémes de
production etc....et les dominances stochastiques d’ordre 1,2,3 utilisées en théorie
de I’économie [17, 20, 39, 51] . Par exemple, IFR(2) , est la distribution IFR au

sens de la dominance stochastique d’ordre 2.

12
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1.4 RELATIONS ENTRE LES CLASSES DE DISTRIBUTIONS D’AGE .

Actuellement on connait la chaine d’implication suivante.

EXP = IFR = = IFRA = = NBU= NBUFR = NBUFRA
U U
IFR(2)
4 y
DMRL = DVRL = NDVRL < NBUE = HNBUE = HNBUE(3)
U f
DMRLA = -
U
L - DISTRIBUTION

Fiabilité des systémes..
En général, il est nécéssaire de connaitre la configuration d’un systéme. Dans ce qui
va suivre, on s’intéressera a la fiabilité d’un systéme,connaissant sa structure et la

fiabilité de ses composants.

Systéme A configuration “ Paralléle”.
1l est composé d’un nombre N d’éléments disposés en paralléle.

Le dernier élément qui tombe en panne détermine la défaillance du systéme. Si
chaque élément considéré a une durée de vie X; aléatoire a laquelle on associe la

fonction de fiabilité R;(t), t>0 alors la durée de vie du systéme est

13
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Xmax= nlaX(XI = X2 s XN),
et sa fiabilité est

. Rmax(t):l"P(Xl ol X2 <t XN <t)4

Si les durées de vie X;, (11 <N) sont indépendantes alors

N
R o (0 =1-T][1-Ri®)]

i=1

Systéme a configuration “Série” .

t composé d’un nombre N d’éléments disposés en sétie.

3 —a N |—o

Il es

Un tel systéme tombe en panne lorsque I'un des N ¢éléments qui le composent est

défaillant. Dans ce cas la durée de vie du systéme est définie par

Xmin oo l‘llifl(Xl = X2 R XN)
La fiabilité d’un tel systéme est alors
Rmin(t):l ‘P(Xmin -4 t)zp(xmin >t)

soit
Rmin(t)-':P(X|>t 3 X2>t PR 5 XN>t).

Sj les durées de vie X; , 1 <i < N sont indépendantes alors

N
R in (t)* H R; (t)

i=1

o les notions “série” et “paralléle” doivent étre comprises au sens fiabiliste, et non

pas au sens physique.
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Systémes redondants paralléle.
La configuration “ paralléle” est la forme la plus simple de redondance qui est I'une

des méthodes principales pour augmenter la fiabilité d’un systeme.

Tous les éléments ont le méme fonctionnement et 1’un remplace I’autre en cas de

panne. Cette redondance est de trois types.

e Redondance active (réserve chargée): Tous les €léments fonctionnent en méme
temps.

e Redondance passive (réserve non chargée): A chaque instant seul un élément

(le principal) fonctionne, les autres pouvant étre mis en “stand by” .

e Redondance allégée: Les €léments de réserve fonctionnent, mais avec un régime

moindre.

Systéme 2 configuration “Série-paralléle 4

1 1 1
Q ............... e mart
n; n; Ny
étage | étage 2 étage k

Chaque étage i , (1= i <k) a n; €léments en redondance active. La fiabilité d'un tel

systéme est le produit des fiabilités de chaque étage, soit

k nj

Re()) =] | 1-T1(1-Ri;®)

i=1 j=1

ou Rjj(t) représente la fiabilité du ™ élément de 1" étage 1.

15
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Systéme 3 configuration “ Paralléle-série s

n;

n, it

P9
-6 &
g

Chacune des k branches est composée de n; €léments en redondance active disposés

en série. Si R;;(t) représente la fiabilité du j™ élément de la branche i , alors la

fiabilité de ce systeme est:

k nj
Rs(t)=|—n{1— Rij(t)}.
1

=1 =

Systéme a redondance active “ k parmi N”.

Un tel dispositif est opérationnel si au moins k éléments parmi N le sont.
Dans le cas ol tous les éléments sont identiques de fiabilité R(t), alors celle du

systeme est:

N . :
Rs® =Y ()R @1-RN 0]

i=k S

1.5 PRESERVATION DES CLASSES DE DISTRIBUTION DE SURVIE
ENGENDREES PAR DES OPERATIONS DE FIABILITE. [8]

La configuration C d’un systeme S définit une opération de fiabilité,
Fs =Fy ®F, @---@?N
ou, Fi ,f“z ,...,_IEN désignent les fiabilités des éléments S; , Ss,..., Sy constituant ce

dispositif.

16
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Admettons que le dispositif et ses ¢léments soient caractérisés sans ambiguité
aucune par deux états: “état de bon fonctionnement” et état de panne " pour cela

on introduit une variable aléatoire dichotomique

(1 sile systéme est en bon état

L 0 sile systeme est en panne

g est appel¢ indicateur de panne(ou d’état).

Définition 1.3. Soit un systéme d'indicateur de panne f , constitué de N éléments
d’indicateurs X;,Xz,... Xn . La fonction g = g(x) = g(X|,X2,....Xn) est dite fonction de

structure de ce systéme, ou:

1 si I”élément N°i fonctionne

Ll 0 sil’élément N°i est en panne.

Remarque. Toutes ces définitions et éventuellement celles qui pourraient suivre

considérent 1’état du systéme a un instant fixé (notion statique).

Exemples.
a) Systéme série: qX) = min(x,X2,....XN)-

b) Systeme parallele: g(x) = max(x X2, XN)-

k
(1 si Zxzk
1=

¢) Systéme k-parmi-N: g(x) = ] .

L0 bk _lei<k.
£

Contexte probabiliste.

Nous supposons que X; est une variable aléatoire que nous noterons X;, ceci pour la

différencier de la variable déterministe x; ; la fonction




Chapitre 1 Notions de la théorie de fiabilite.

hy(p) = B[2(Xs)] = E[e(X1.Xa.....Xn)] = h(p1.p2----.P)
est appelée alors fiabilité du systéme S, ou

p = P(Xi=1) = 1-P(X;=0) = E(X) , i=1.2,..N.

Contexte dynamique.

( 1 si Xs>t [ 1 si Xp>t
Z(t) = 3 Zdty= 1
L 0 s Xsst ; L 0 si Xi_<_t ;

Par conséquent la fonction de survie, comme définie plus haut, s’écrira sous la

forme

Fs(t) = P{Z(H)=1} = E{Z(D)}.

Il est évident que
Fs(t) = hg[ﬁl (t),F2(t).....FN (t)].

A partir de la , on retrouve la fonction de fiabilité des différentes structures

précitées.
D’autres opérations de fiabilité peuvent atre définies; parmi elles

d) Convolution: (ou addition des durées de vie).

t t
PourN=2, Fs(®)= [Fi(t-x).dF2(x)= [ F3(t=x).dFy ().
0 0

e) Mélange de distributions.

SiF, désigne la distribution de survie d’un élément dépendant d’un parametre o

aléatoire de distribution G , on appelle alors distribution de mélange , la fonction

Foo = I Fa(x).dG(e).
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Exemple.
Si F, désigne la fiabilité d’un élément usiné par la machine N°a , par conséquent

m

F(x)= Y, G(a). Fy (x)

o=}

o1 G(o) est la probabilité pour qu’un élément donné soit usiné par la machine N°o

et m le nombre de machines.

Définition 1.4. On dit que le iéme élément est non essentiel pour la structure g , si g

ne dépend pas de la valeur de x; . soit

(X1, X250 Xie 1,0, it 150 XN-1,XN) = g(X1,X2s0-Xic 15 L Xik 1500 XN-1,XN).
Dans le cas contraire on dit qu’il est essentiel.
Définition 1.5. Un systéme est dit cohérent si:

(i) Sa fonction de structure g est croissante.

(ii) tout élément de la structure est essentiel.

Remarque.

« Si la structure g est cohérente, alors

g(0,..,0)=0 et gl )=l

eUn systéme est cohérent s
1. le fonctionnement normal de tous les éléments entraine celui du dispositif.

2 la défaillance de tous les composants conduit a la panne du systéme.

A titre d’exemple on peut citer comme systémes cohérents les structures (a),(b)et (c).

Définition 1.6. Soit A une classe de distribution de survie. La classe A est préservée
pour I’opération g si

Fl,f:z,...,I_TNe A = hg(l_Tl,sz,...,FN) € A.
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Le tableau suivant indique les classes de distributions de survie qui sont préservees
pour I’opération de fiabilité; le point d’interrogation signifie qu’actuellement aucune

preuve n’est donnée quant a la préservation ou non de la classe citée.

B
Classe de distribution Formation de Convolution Mélange de
de survie systéme cohérent distributions
IFR non préserve oui " Non
IFRA oui (préserve) ? Non
DFR non non Oul
DFRA non non Oui
NBU oui oul Non
NBUE non out Non
NwWU non non Non
NWUE non non 1
Autres ? ? ?
20
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POLITIQUES DE RENOUVELLEMENT

2.1 INTRODUCTION.

De nombreuses contributions ont été apportées pour I’évaluation des politiques
de remplacement, depuis les premiers travaux de Lotka [40]. G. Weiss [61] de par
ses nombreux travaux, y a contribué fortement ; il prouve qu’un remplacement selon
’age est avantageux si le temps moyen entre deux pannes est une fonction
croissante de T. Il montre d’autre part que si la moyenne de vie résiduelle d’un
¢lément d’Age t est décroissante en t, la politique selon 1’age est appropriée.

B. J. Flehinger [22] a étudié la loi de probabilité du nombre de pannes et le nombre
moyen de remplacements planifiés sur un intervalle donné. Certains auteurs s¢ sont
intéressés aux distributions du temps de panne pour lesquelles une politique de
remplacement est avantageuse. Parmi eux, G. R. Herd [23] s’ est apergu que lorsque
le taux de panne croit, il y a lieu de faire un remplacement. Dans une série de
travaux, G. Weiss [61, 62, 63, 64] considere les offets sur la fiabilité et les cotts de
maintenance d’un systeme, lorsqu’on effectue un remplacement selon I’age qu’il
soit ou non aléatoire. N. R. Campbell [16] a introduit la stratégie de remplacements
par blocs et procédé a une étude comparative entre le renouvellement périodique des
lampadaires d’une avenue, par blocs ou seulement apres défaillance. Il s’est apergu
que bien qu’un grand nombre de lampes soit substitué le cofit unitaire lors d’un
remplacement collectif était inférieur a celui occasionné par un remplacement

individuel. Toutes les lampes sont remplacées dans ce cas, suivant une période T

quel que soit 1’age.

Ces stratégies de remplacement et bien d’autres encore peuvent étre évaluées par les
techniques de la théorie de renouvellement. Nous présenterons dans la premiere
partie de ce chapitre certains résultats que nous jugeons importants pour
|’élaboration de nos modeles.

Certains systémes comme les chaines de production, sont surtout sujets au
vieillissement (usure) et les dépenses occasionnées par ces ¢ventuelles avaries

peuvent étre aisément incluses dans les couts d’entretien.
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Malheureusement ceci n’est pas toujours le cas lorsqu’on est en présence de
dispositifs exposés a des défaillances soudaines engendrant la plupart du temps des
cofits trés élevés; nous pouvons citer en exemple les composants électroniques, les
moteurs d’avions, les systemes aérospatiaux, etc... Ces colits de défaillance peuvent
étre quasi-infini (détérioration des systémes militaires de défense, mise en danger de

vie humaine...).

Nous allons nous attacher au cours de 1a seconde partie de ce chapitre a définir des
politiques de renouvellement de matériels indépendants qui tiennent compte
explicitement de ce phénomene de défaillance et que pour cette raison , on appelle
« renouvellement préventif ». On distinguera les méthodes classiques, méthodes

permettant de déterminer la meilleure politique dans chacune des familles suivantes:

o Renouvellement a age T, c’est @ dire au bout d’un certain temps pris comme
limite de fonctionnement.
eRenouvellement périodique, cest a dire a des dates périodiques préalablement

fixées.

Nous avons groupé |’ étude de cette seconde partie sous le titre de « maintenance ».

2.2 THEORIE DE RENOUVELLEMENT.

On désigne ainsi I’étude du nombre de renouvellements auxquels donne lieu un
systéme qui ne subit aucun renouvellement préventif et qui n’est renouvelé qu’au

moment de I’avarie [1, 8].
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2.2.1 Processus de renouvellement.

N(t) >~
5
2 :_
........... RS
0 . : : s
iy iy @ Mpisanasly - S, t
Xy X Xs Xy

Définition 2.1. Soit un flot d’événements aléatoires {t, ,n>1 }

t1=X1 5 t2=X1+X2 s tn=X1+X2+...+Xn , tel que:

i) Les variables aléatoires { N } forment une suite de variables
aléatoires indépendantes non toutes nulles avec une probabilité égale a 1.

i) Les variables aléatoires (X;) i > 1 sont identiquement distribuées de loi F telle
que:

F(t)=P(X; > t).

Le flot {X,,= ta=ta-1 , n>l} est appelé processus de renouvellement.

Si I'observation du fonctionnement du systéme commence au moment d’un
renouvellement, alors F,(t)=P(X, <t)=F(t), et le processus de renouvellement est
-ordinaire.

En général, X, représente une durée de vie résiduelle du moment qu’a t=0, I’age du
systéme n’est pas connu; dans ce cas, F(t) #F(t), et le processus de renouvellement

est attardé.
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Notons que dans notre interprétation, le temps de renouvellement est supposé
négligeable. Dans le cas contraire, on est en présence d’un processus de

renouvellement alterné.

La variable =X,+X,+........... +Xy représente la date d’occurrence du k™

renouvellement (ou panne).

Définition 2.2. Si la variable aléatoire N(t) désigne le nombre aléatoire de

renouvellements (de pannes) entre O et t, le matériel étant neuf a I’origine (1,=0)

alors

( max ( k : ti<t)
Nt =1
Lo st

Le processus N(t) s’appelle aussi processus de comptage de renouvellement ou

processus de dénombrement.

Définition 2.3. On appelle fonction de renouvellement, le nombre moyen de

renouvellements (de pannes) effectués entre 0 et t. On la désigne par

M(1) = E[N(0)] = 2. n.P[N(t) = n]

n=0

Théoréme 2.1. [7] La fonction de renouvellement M(t) est solution de I’équation

fondamentale

t
M) = [ (1+ M(t - x)) - dF (x).
0

Démonstration. La probabilité de n renouvellements dans I'intervalle (0, t), s’ écrit

P[N(® =n] =P[N@® >n] - P[N(®) > n+1] =P[t, <t] - P[ty1 < (]

P[N@)=n] =P{ X, +X; +............... R sty Pl X ¥+ +Xon <t}
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¢’est a dire:

p[N® =n] =F () -F"0),

i, F™(t) est le produit de convolution d’ordre n pour la fonction F(t).

Elle représente la fonction de répartition de la date du n®™ renouvellement, soit

t
FO ()= [ F™ (t—u)-dF(u).
0
On obtient ainsi

M() = ¥ 0 {F ©-FY e wergy;

n=0 n21

ou encore

t
M(t) = IZ FD (¢ - x). dF(x)
on n=1

jF“”(t—x) dF(x) +jZF(“ D (¢ - x). dF(x)F .
0 o n=2

Apreés un calcul élémentaire et le fait que F”(t) =1, on trouve
t
M(t) = j [1+ M(t - %)} dF ().

Si M a pour dérivée m , alors

dM(t)

t
m(t) = = £(1) + [ m(t=x). £(x). dx

qui représente le taux de renouvellement du processus (qui n’est pas forcement une

densité sur N").

Théoréme 2.2. [7] Soit un processus de renouvellement de fonction de répartition

F(t), alors:
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TRES1 TRESL Moyl T0=j;’°?7(t)-dt

1
. ?O=O lorsque Ty=o0 .

Preuve. Supposons que To <too, et soit  tyey SES N+ > alors

NG & t . IN(t)+]
N(t) — N(t)

t
Etant donné que N(t)—> - To, d’apres la loi forte des grands nombres.

" N(t)
Par conséquent
t PSS
R S 5
N(t)
Théoréme élémentaire de renouvellement .
¢ XI ’ ' XN(t)+l ’
to t) tNey t NG+

34———- T T e S

Soient,
&(t) = t-tny, I'age de I’élément, c’est a dire le temps qui s’est écoulé

depuis le dernier renouvellement et |
(1) = tnon-t, la durée de vie résiduelle de 1’élément qui a bien fonctionné

jusqu’a I'instant t, ou encore le temps d’attente du prochain renouvellement.
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N(t) P.s 1 0 —
e —_— 3 = .
S TRes EIOYTBE T [ F-a

1
. —=0 lorsque Tog=c0 .
0

Preuve. Supposons que To <teo, et soit  tyey SEStnp+ s alors

NGt t IN()+1
NG SN N(0)
0 B NG
[N(t) +1]
t
Etant donné que N(t)—><0, —E% —i—s—éTo, d’aprés la loi forte des grands nombres.
Par conséquent
t PS
N(t) 0

Théoréme élémentaire de renouvellement .

=, gy 3*_______ —_—
Xl - XN(:)H

to ty tNe t NG+

éa——— T e s

Soient,
8(t) = t-tn, I'age de I’élément, c’est a dire le temps qui s’est écoulé

depuis le dernier renouvellement et ,
1(t) = ty+-t, la durée de vie résiduelle de 1’élément qui a bien fonctionné

jusqu’a linstant t, ou encore le temps d’attente du prochain renouvellement.
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Théoréme 2.3. [7] Si To est la moyenne de la durée de vie de I’élément, alors

o ML
t—ro0 t TO

Preuve. Pour établir ce résultat, on utilise ’identité de Wald généralisée[7],

démontrée par N.L.Johnson [27],

E| tno] = To- (M(9)+1).

A partir de 1a, nous pouvons affirmer que
E[t(t)] = To-(M()+1)-t 20,

0

et par suite,
. M(t 1
lim (©) = -
RS TO

Soit X! = min(X;,c) . alors NO(t)=N(t) et M©(t) = M(t)
A partir de la , I’identité de Wald généralisée nous permet d’affirmer que

B« )] = o7 (MO + §-1,

ou encore que

()
MO @©)+1_ 1 +E[" (t)]< L g
t i) - gpihes D

car 1(t) < ¢ . De plus,

lim ( )s lim ( )= ’ pour tout ¢> 0.
t=se0 ¢ t—o0 t Tc()c)
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(c) . — M(t) i . \
Quandc >, Ty~ —T,. Parconsé quent, lim —— < , ce qui compléte la
tponi: & To

démonstration, lorsque T <co.
— M(t) 1

Si To=+0 , alors lim < —
too t Téc)

—>0, quandc—oo.

Ainsi ,
it Lo

t->0 -t

2.3 LA MAINTENANCE.

2.3.1 Méthodes de maintenance.

Le choix entre les méthodes de maintenance (comment introduire une stratégie de
maintenance efficace) nous impose de connaitre le fonctionnement et les
caractéristiques des matériels en exploitation, les conditions d’application de chaque
méthode, les colits de maintenance et les coilts de perte de production. Les

spécialistes distinguent divers types de maintenances.

Maintenance corrective: Opérations de maintenance effectuée apres une défaillance
pour rétablir la fonction perdue. Cette maintenance appelée parfois curative, a pour
objet de redonner au matériel des qualités perdues nécessaires a son utilisation.

La “réparation” est une intervention définitive et limitée de maintenance corrective
apres défaillance.

Maintenance préventive: Opérations effectuées dans D’intention de réduire la
probabilité de défaillance. Elle permet ainsi d’éviter les défaillances des systémes en
cours d’exploitation.

Cette liste n’étant pas exhaustive, mais simplement indicative.

2.3.2 Stratégies de renouvellement.
Lorsque les matériels sont indépendants, c’est a dire observés et renouvelés
indépendamment les uns les autres, de nombreux types de politiques de

renouvellement sont concevables, toutes optimales dans leur catégorie.
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2.3.2.1 Remplacement préventif selon Iage.

Cette politique prévoit le remplacement de 1’élément, T unités .de temps apres sa
mise en opération (son installation dans 1’équipement), ou bien aprés sa panne selon
lequel des événements a lieu le premier.

T est une constante positive préalablement spécifiée. Nous nous proposons de

déterminer la “meilleure » valeur de T.

S S S D S P S
e e o s i §¥: < temps
i ¢ ok T <T T T2<T o

En cas de défaillance d’un constituant, une intervention corrective a lieu,
a partir de laquelle démarre une nouvelle période préventive.
S= intervention systématique; D= défaillance.

Dans ce cas, pour un certain intervalle donné, il est important de connaitre la
distribution du temps de panne, le temps moyen de remplacement préventif ainsi
que celui de panne; cette information étant nécessaire pour comparer les différents
régimes d’exécution des renouvellements préventifs d’une part, et d’autre part pour
déterminer le nombre de composants a garder en stock pour une maintenance
normale de I’équipement.

Dans la majorité des cas, différentes raisons nous laissent supposer que les avaries
proviennent ou résultent de phénoménes d’usure (vieillissement, fatigue), d’ou la

nécessité de supposer la distribution du temps de panne IFR.

2.3.2.2 Remplacement préventif par blocs.

Dans cette situation, tous les ¢léments d’un type donné sont remplacés
simultanément a la date k.t (k=1 2,...) indépendamment de leur histoire (En plus des
renouvellements au moment de I’avarie). E. L. Welber [65], R. F. Drenick [21] et

B. 1. Flehinger [22] furent parmi les premiers a étudier ces régles de remplacements.
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De telles stratégies sont commodes en pratique, car dans ce cas 1a. tenir compte de
la durée de vie courante de chaque élément n’est pas exigé. Cette politique est
généralement utilisée pour I’exploitation de systémes informatiques, électroniques.
aéronautiques complexes....

Il peut sembler a priori que I’on obtiendra des résultats moins bons que lorsque 1'on
effectue un remplacement a I’age T puisque I’on néglige une partie de I’information.
En fait, cela n’est pas certain. La comparaison entre les deux politiques est a faire

dans chaque cas particulier.

5
1 D l D
- L — [+ 2 — 2 —» ﬂw————+

En cas de défaillance d’un composant du sous-ensemble auquel on a affecté la
période k. MTTF, aucune intervention n’a lieu avant I 'échéance prédéterminée.

2.3.3 Comparaison des deux politiques précitées.

Il est intéressant de comparer ces deux régles dans le cas ou ’une ou I’autre utilise
la méme période T. Par exemple, les renouvellements par bloc sont liés a des coits
importants puisque comme il sera montré ,on remplace un plus grand nombre
d’éléments qu’il ne fallait pas substituer. D’autre part, le nombre total de
remplacements préventifs ou d’avaries sont plus fréquents.

Cependant, on peut supposer que pour les €éléments IFR le nombre moyen de
pannes lors de remplacements par bloc est moindre.

En effet, on peut dans un intervalle de temps [0 , t] effectuer exactement [t /T]
remplacements préventifs et dans les mémes conditions, le nombre de

renouvellements selon 1’age peut étre moindre .
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Théoréme 2.4. [7] Si Na(t) représente le nombre de remplacements selon I’age,

Ng(t) celui par bloc et que la période choisie dans les deux cas est T, alors

P(NA(t) = n) < P(Ng(ty=n)  pour n=0,1,2..

. o0 , . . ’ . ’q ‘ BIEag
Preuve. Soit {Xk } Ly une réalisation des durées de vie des éléments ayant réussi a

fonctionner.

Etudions a présent ce qui se produit pour une politique de remplacement selon I’age
et par bloc. Soit Th (Tg)Vinstant du nieme renouvellement pour une politique de

remplacement selon I’age (par bloc), alors

R =min (TR +T, T8 +X,)

T8 = min (T3 +0. T5 +X,)
o o (0 < o <T) représente la durée de vie résiduelle jusqu’a I'instant d’un
remplacement planifi¢. Comme initialement T‘L = T,‘3 . nous obtenons par

récurrence TA = Tg . Par suite pour toute réalisation {Xk} , Na(t) <Ng(t).

AL =

Théoréme 2.5. [7] Si NE (t)désigne le nombre de pannes dans I’intervalle de

temps [0 , t] pour une stratégie de remplacements par bloc, alors

P{lim Np(®) =M—(;r-)—}=1 .

t—>o0 t T

Preuve. Si Ngi (T) représente le nombre de pannes dans Pintervalle de temps [(i-

1).T,iT), il est clair que les variables aléatoires Ngi (T) sont indépendantes et

identiquementdistribuées. D’apres la loi des grands nombres,

k
Z N Bj (t)
‘i‘-—l—(—-— = M(T) (2.1)
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Si k.T<t<(k+1).T , alors

5 k+l
ZNBi (T) * ZNBi (T)
i=1 <NB() _ i
k+D.T .y ki
ou encore
k : k+1 X
D Npee®): @ oy > Ng (T)
i=1 : Npg(t) <. (2.2)
o A RT 4 )T
k (k+1)

En passant a la limite et du fait que t—>o0 lorsque k—>o0 , nous obtenons a partir de
(2.1) et (2.2)
*
N (t PS
s Siale. M(T) .

t—o0 t

Remarque: On peut voir également que

| E[N’g(t)] PS
lim —= = M(T).

t—o i

Pour obtenir le temps moyen entre pannes pour une politique de remplacements par

bloc, nous montrerons le théoréme suivant.

Théoréme 2.6. [7]

Si {Xi}désigne les intervalles entre pannes pour une politique de remplacements par

bloc avec une période T, alors:

X|+X2+...+X *
P! lim N

= =
t—m N*B () M(T)
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Preuve. Il suffit de voir que

Xy + X+ X+ X+ X+ X
: NB() _ E . NB(t)+1
Ng (1) Ny (t N (t ¥
. s® N (ni+1)
Np(t)+1

Lorsque t—>o, le résultat est établi a partir du théoréme 2.4 .

Théoreme 2.7. [7] Si F est IFR (DFR) , alors

P(N(t) = n) 2 P(N‘;\(t) > n) > P(N;(t) > n)

elon I’age.

ou Nj\ (t) désigne le nombre de pannes pour une politique s

Démonstration. Voir [7].
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o Berg & Cleroux [10] considerent une BRP ou la décision de r€
I’équipement ou d’effectuer des réparations mineures dépend du coiit aléatoire de
ces dernieres.

e Nakagawa [43, 44] considére une BRP basée sur des réparations mineures et un
remplacement de 1’équipement hors service par un équipement déja utilisé . ou
(dans une autre politique) par un équipement neuf.

e Nakagawa [43] combine la réparation mineure et I’inactivité comme des actions

correctives a la panne.

Dans ce chapitre, nous introduisons le modéle élaboré par Ait Cadi & Cleroux [2]

qui est a la base de notre travail.

La politique de remplacement périodique (PRP) considérée, est celle ou I’élément
en opération est préventivement remplacé aux temps £T. & =12
.indépendamment de la nature de la panne ainsi que de I’age et de I'état de
I’élément. Cette politique, présente un intérét particulier vu sa structure simple et la
facilité de son utilisation.

A la panne, ’unité est soit remplacée par une nouvelle, soit subit des réparations
mineures, ou reste inactive jusqu’a la prochaine action préventive. Cette stratégie
fait partie des politiques de remplacement par bloc (BRP) définies au chapitre

précédent (2.3.2.2). La notion de réparation mineure doit étre comprise au sens de

Barlow & Hunter [6]; (voir chapitre 4.1 3).

Aprés avoir établi le modéle mathématique de cette politique, nous identifierons les
hypothéses du modéle général ,définirons la fonction objective et pour terminer .

des cas particuliers seront considérés.

3.2 MODELE MATHEMATIQUE DE LA STRATEGIE.
Nous considérons la stratégie de remplacement suivante.

(i) Des remplacements préventifs par de nouveaux éléments sont planifiés aux temps

kT (k=1,2, . .. ) indépendamment de 1a nature de la panne.
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(i) Si la panne survient dans lintervalle [(k-1).T, k.T-8;) tel que 0<8,<T<oo ,
I’élément est remplacé par un nouveau.

(i11) Si la panne intervient dans I’intervalle[k. T-§, , k. T-8,) tel que 0<§, <§, <T<wo .
des réparations mineures sont exécutées.

(iv) Et si enfin la défaillance apparait dans l’inte.rvalle[k.T-Sz 5 k.T) , I’élément reste

inactif jusqu’au prochain remplacement planifié au temps k.T.

Remplacement
 préventif
Panne
+ . l v < temps
f - f s f »
(k-1).T k.T-8, kT-8, | kT (k+1).T
Remplacement | [ réparation Ilnactivitél
de I’élément mineure
en opération
par un nouveau

Cette stratégie est appelée PRNMRI (periodic replacement by new units, minimal
repair or idle time).
Les parametres T,5, et &, sont inconnus, ils déterminent la stratégie de

remplacement.

3.3 HYPOTHESES .

Nous adopterons les hypothéses suivantes.

eLes durées de vie successives sont i.i.d, ou la distribution du temps de panne F(.)
est connue, ainsi que sa densité f(.) et son taux de panne instantané A(.).

eLes pannes sont détectées instantanément.
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ol es remplacements préventifs et ceux a la panne sont instantanément adapteés.
oLes remplacements n’affectent pas les caractéristiques des éléments.
eDes réparations -mineures sont parfaitement menées dans le sens ou A(.) reste

invariant.

ele nombre d’éléments destinés a effectuer les remplacements est suffisant pour
éviter les pénuries.

eles coiits ou frais de remplacement préventifs et ceux des réparations mineures

sont inferieurs aux cofits d’un remplacement a la panne.

3.4 FONCTION OBJECTIVE.
On considére I'intervalle de temps [0, t] et on définit

N,(t) = nombre de remplacements préventifs dans Pintervalle [0, t].
N,(t) = nombre de réparations mineures dans I’intervalle [0, t].
N;(t) = nombre de remplacements a la panne dans Iintervalle [0, t].

D = durée d’inactivité dans I’intervalle [0,t].

¢, = coiit occasionné par chaque remplacement préventif.
¢, = coit subi pour chaque réparation mineure.

c; = coit occasionné par chaque remplacement a la panne.
¢, = coit subi par chaque unité de temps d’oisivete.

La stratégie optimale (T8 8% ) est celle qui minimise le temps moyen
d’exploitation par unité de temps au dela d’un horizon infini; soit la stratégie qui
minimise
: EIN: (D)4 ¢,. B[N, ()] + ¢3. E[N;3 (t)] + ¢4.E[D
C(T.6, 8,) = lim ¢1. B[Ny ()] + c2. B[N, ()] + ¢3. E[N3( )]+ c4-E[D] 3.1
t

—>00 t

A partir des résultats classiques de la théorie de renouvellement (théorémes 2.3 et

2.5 chapitre 2 ) , nous avons les estimations premieres:
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Ce résultat nous est donné par le lemme suivant.

Lemme 3.1. Si N(t) représente le nombre de réparations mineures dans I’intervalle

[0, t] alors

T
EMN()] = [ A(u).du .
0

Preuve. Pour établir ce résultat, remarquons que la probabilité d’occurrence d’au
moins une panne dans I’intervalle (u , uth) est h.A(u)+o(h) et que celle de deux

pannes ou plus est o(h). De la il résulte que le nombre de pannes
E[N(u+h)]—E[N(u)] dans lintervalle (u, uth) est AMu)+0(h).  ains,
E[N(t)]=E[N(h)]—E[N(O)]+E[N(2.h)]-E[N(h)]+ ...... +E[N(®)]-E[N(k.h)] ; k=[t/h].

Ce qui nous permet de conclure.

3.4.1.2 (D(T'Sl) < T-8; et a>0.

A ce moment 1a, le renouvellement de I’élément s’opére entre o et a+do et
Iélément installé a cette date survit jusqu’au temps T-6; avec une probabilité

1-F(T-8;-o.). m(av).do . En effet ,
P(x>T-8 - tucr-s) =P(X > T-81 ~tner—s, "N(T=81)= n).

avec n #0, puisque a>0 et N(T-8,) représentent le nombre de renouvellements

dans I’intervalle [0 , T-8,]; or:

00
P(X >T-3 -—tN(T_sl)) =Y p(X>T-8-t,) ;
n=1
soit:
w T-91
P(X> T—Sl—tN(T—S,)) =Z Ip(a < 1 <(1+d0,).P(X> T'—S] —(1) ;
o
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Ainsi ,
Tebia T-6,
P(X e T—Sl sons tN(T—SI)) =n=] 6f T 51-(1,) dF(“)((X) I F(T 51 -Ot) dQ‘ZF(n)(a))

ou encore

P(X> T8 -Tyrsy) = JFT-8-o)m(a)da
0

D’apres le lemme 3.1 , le nombre moyen de réparations mineures dans I’intervalle

[T-8, , T-8,] pour un élément installé au temps o est égal a

Ik(t —a).dt ou 0<a<T-9,.

2%
Finalement, on obtient
T-8, T-$,
G(T,5,,6;) = F(T ). j.l(t) dt + _[ _[K(t—-oc) F(T-6;—a).m(a).dt.do. (3.5)
T-8, 0 T-8§,
[D]

3.4.2 Estimation de lim ——
t—o

Rappelons que E[D] est le temps moyen d’inactivité pour un élément en panne dans
I’intervalle de temps [T-8, T]. Si cette panne survient au temps z tel que, T-6,<z<T

alors ce temps d’oisiveté est égal a T-z. Nous aurons ainsi:

E[D] _ I(T,8,,5))

e =
ou,
I(T,8,,6,) = T(T—z).q(z).dz (3.7)

=y
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q(z) désignant la probabilité conditionnelle d’une panne comprise entre z et z+dz
sachant que 1’élément installé dans Iintervalle de temps [0, T-8,] est remplace
dans lintervalle de temps [T-8, , T-8,].

Pour obtenir une expression explicite de q(z), deux situations encore sont a

considérer.

3.4.2.1 La panne ne survient pas dans intervalle de temps [0, T-8).
Ceci a lieu avec une probabilité —I:"(T— d;). Dans ce cas, 1’élément installé au temps

=0 tombe en panne entre z et z+dz ou T-8,<z<T.

Ainsi, aucune réparation mineure pouvant étre effectuce dans 'intervalle de temps
[T-8, ., T-8,] ne peut affecter le taux de panne.

A partir de 1a, la probabilité conditionnelle d’une défaillance comprise entre z et

z+dz et citée plus haut est donnée par

f(z).dz
1-F(T-8,)+F(T-9)

qui représente tout simplement la probabilité de panne entre z et z+dz sachant qu’il

n’y a pas eu de panne entre T-6; et T-6,.

3.4.2.2 La derniére panne survient dans I'intervalle de temps [0, T-8).

Dans ce cas, ’élément installé au temps y, temps de la derniére panne sur
I’intervalle [0,T-8;) et survit jusqu'au temps T-5, avec une probabilité
F(T -3, —y).m(y).dy. Ainsi, comme précédemment, la probabilité conditionnelle
que I’élément installé au temps y tombe en panne entre z et z+dz sachant qu’il n’est

pas remplacé dans I’intervalle de temps [T-8, , T-8,] est donnée par

f(z-y).dz
1-F(T-8,-y)+F(T-8;—y) '
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A partir de ces résultats,

I(T,5,,5,) = F(T-3) ]:(T ).£(z).dz
002) = R )+ R0 e (2).
TL8, %5, s
[ O-2nFA-8DIE=Y 40 o
o Tk 1-‘F(T—62"y)+F(T—81-‘y) L
Le probléme revient donc a minimiser
C(t’61,82):C1+C2'G(T,81,62)+C3'M(T—61)+C4‘I(T,SI,SZ) (39)

T

avec 8, 20 , 8, 20 , 0<T<wo , T-8; 20, & —8,20 et ou G(T,5; ,02) est donnée par

(3.5) et I(T,8, ,82) par (3.8).

3.5 Cas particuliers.
e Cas A: 6, =06, =0.

A partir de (3.5) et (3.7) nous obtenons ; 1(T,0,0) = G(T,0,0)=0 et (3.9) devient

+c4.M(T
C(T,0,0) = _(3_1___93?__(_2

Ceci correspond a la fonction—coit du modeéle de remplacement classique €tudié par

Barlow & Hunter [6].
e CasB: 8§, =06,=T.

A partir de (4.3) , (4.5) , (4.8) et (4.9) , nous obtenons

& + 04.]:(T -2).f(z).dz
0

C(T,T,T) = %
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Dans ce modele, les remplacements préventifs sont planifiés aux instants k.T.
k=1,2,... et si la panne survient, le systéme reste inactif jusqu’au prochain

remplacement. Ce modele correspond a celui élaboré par T. Nakagawa [43].

e CasC: 5, =T, 5,=0.
A partir de (3.3), (3.5) et (3.7),(3.9) devient

Cq 7 Cz]:}\,(t)dt
0

C(T,T,0) =

Nous reconnaissons ici la fonction—coiit du modéle de remplacement périodique

avec réparations mineures a la panne introduit par Barlow & Hunter [6].

e CasD: 8,=0et0 <5, <T.
A partir de (4.5) et (4.7) , (4.9) devient:

1 e
C(T,8;,0) = 711 +3.M(T~8) + 2. F(T- &) T?»(t).dt +

T-8,
T-6; T =
+Cy. j jx(t—a).F(’r—sl—a).m(a).dt.da
0 T-5,

Dans cette situation, I’élément est préventivement remplacé aux instants k.T,

k=1,2...11 est remplacé si la panne survient dans I'intervalle de temps [(k-1).T , k. T-
8, ) et il subit des réparations mineures si la défaillance apparait dans I’intervalle de
temps [k T-8; , k.T].C’est le modéle introduit par Nakagawa [43] et (5.4) est la

fonction—cofit correspondant a ce modéle.

e CasE: 6,=T et 6,<0,.
En substituant 8, =T dans (3.3) , (3.5) et (3.8) , (3.9) s’€crit
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I
C(T,T.82) = cl+02.]:X(t).dt+———l—:(chsz). ](T—z).f(z).dz
0 T8,

Cette fonction coiit correspond au modele introduit par Nakagawa [43]. Dans ce cas.

I’élément est préventivement remplacé aux instants kT, k=1,2... Si la panne
survient dans D’intervalle de temps [(k-1).T, k.T-8;) il subit des réparations
mineures, par contre si cette défaillance intervient dans I’intervalle de temps
[k.T-5, , k.T), une période d’inactivité suit jusqu’a élaboration d’un nouveau

remplacement.

e Cas F: 8, =0, <T<oo.
1l est aisé de voir dans ce cas que (3.5) se réduit a zéro; a partir de (3.8) , (3.9) aura
pour expression

1
C(T,SI,SI) = T Cp-+ C3.M(T~' Op) + ¢4. T(T— Z)f(Z)dZ
T-§,

2
vl T B - W
y o WK

qui représente la fonction cofit obtenue par Blanning [12] relative a la politique de
remplacement qui consiste a remplacer préventivement ’article par un nouveau aux

temps k.T, de remplacer 1’élément a la panne par un nouveau si la défaillance

survient dans lintervalle de temps [(k-1).T, k.T-8;) et de supposer le systéme

inactif jusqu’a k.T si la panne survient dans 'intervalle de temps [k.T-8,, k.T) pour

k=12,..
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MAINTENANCE DE SYSTEMES REDONDANTS

On considére un équipement susceptible d’accomplir sa fonction méme lorsque
certains de ses constituants sont avariés, ¢’est a dire un équipement possédant au
moins une possibilité de redondance que celle ci soit matérielle ou logicielle.

Il est important en pratique pour ce systéme, de considérer une politique de
remplacement par blocs ot ce systeme est remplacé aux instants k.T et en cas de
panne. En effet, en 1’absence de maintenance préventive, les modes de
fonctionnement en redondance s’épuisent au fur et a mesure des défaillances

jusqu’a arrét de I’ équipement.

4.10PTIMISATION D’UN SYSTEME PARALLELE.

4.1.1 Introduction.

1’ amélioration de la fiabilité d’un équipement peut étre réalisée au stade de la
conception , moyennant un procédé de redondance qui consiste a faire fonctionner
en parallele des éléments statistiquement identiques.

En cours d’exploitation, lorsque la distribution de la durée de vie est IFR , la
fiabilité peut étre améliorée en planifiant des actions de maintenance préventive a
des intervalles périodiques T, 2T, ... k. T.

Barlow & Proschan [7] montrent a partir d’un graphe, que le systéme peut opérer
pour une durée moyenne spécifiée, soit en changeant le temps de remplacement, soit
en faisant croitre le nombre d’éléments.

Les problémes fondamentaux de remplacement ou d’entretien rencontrés
actuellement dans la littérature concernant les systemes paralléles peuvent étre
énumérés comme suit.

- La détermination du nombre d’éléments redondants le plus économique sous des
conditions concurrentes de haute fiabilité en termes de facilit¢ d’entretien et de
réparation.

- La détermination du temps optimal de remplacement ou du nombre optimal de

réparation.
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o Nakagawa [42] considere un tel systéme dans un environnement aléatoire. 1l
étudie le probléme de remplacement, lorsque chaque élément tombe en panne suite
a un choc; I’équipement étant renouvelé préventivement avant la panne si le nombre
total d’éléments défectueux est k, k+1,..., N-1.

e Nakagawa [45] s’intéresse dans un premier temps au nombre N* d’éléments le
plus économique. Il poursuit ses travaux et obtient pour un systtme remplacé au
temps T ou a la panne, le couple optimal (N*,T*).

e K Yasui & T.Nakagawa [66] déterminent le temps optimum de remplacement,
lorsque le systéme est: (i) remplacé a la panne ou a la date T ; (ii) seulement au
temps T. Ils obtiennent également le nombre optimum d’éléments constituant le
systéeme, lorsque celui ci est: (iii) remplacé a la panne ou a la date (j+1).T; (1v)
uniquement a la date (j+1).T, sous la condition que le nombre d’éléments
défectueux dépasse un nombre préfixé a la date (j+1).T.

o Venugopal & Al [57] obtiennent le nombre optimal d’éléments redondants sous la
condition que le systéme subit tout au plus un nombre préfixé de réparations avant
d’étre remplacé. 1ls poursuivent leurs travaux dans I’article [58] en supposant cette
fois ci que le nombre préfixé de réparations est aussi une variable aléatoire et

obtiennent la paire optimale (N*,n*), ou n désigne le nombre de réparations.

Dans de tels modéles et beaucoup d’autres encore, ne sont pris en compte que les
défaillances aléatoires des constituants ; par exemple des composants qui tombent
en panne indépendamment I’un de I’autre. Cependant, dans les situations réelles,
une telle hypothése est plutét idéaliste. En effet, les systémes sont parfois affectés
par des facteurs liés directement au milieu expérimental (erreurs humaines et
autres). De méme, les composants de méme type, soumis a I’entretien, peuvent
présenter des variations de source électrique ordinaire (€lectricite, air,...). ainsi, les
défaillances de cause commune ou usuelle (CCF) doivent étre prises en
considération dans 1’étude des problemes de remplacement des systémes complexes.
Apostolakis [3] et Bank [5] analysent I’effet des CCF sur la fiabilité d’un systeme
paralléle. Yun & Bai [67] déterminent le nombre optimal d’éléments redondants

d’un systéeme paralléle sujet a des CCF. Lai et Yuan [35] obtiennent pour un tel
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systéeme le couple (N*, n*), (n désignant le nombre de réparations) lorsque les

temps de réparation constituent un processus géométrique non décroissant.

Comme il a été souligné précédemment, il est important en pratique de considérer
une BRP ou I’élément est remplacé aux instants k. T (k=1,2,...) et en panne.

Dans notre travail, nous proposons deux politiques de remplacement par bloc dans
lesquelles le systéme est remplacé aux temps k.T, ou s’il tombe en panne: (i) subit
une réparation mineure; (ii) demeure en panne.

Nous développons d’abords une procédure pour obtenir le nombre optimal N*
d’éléments redondants pour T fixé, qui conduit au coit d’exploitation optimal.
Ensuite, d’une maniére similaire, nous évaluons le temps de remplacement optimal
T* pour N fixé minimisant ce méme coiit d’exploitation. En combinant ces deux
procédures, nous développons un algorithme pour obtenir la paire optimale (N*.T*)
minimisant 1’espérance des coiits unitaire pour un horizon infini. Cet aspect sera
illustré numériquement lorsque le temps de panne suit une loi gamma d’ordre 2 ou

une loi exponentielle.

4.1.2 Le Modéle.

Considérons un systéme paralléle constitué par un nombre quelconque N
d’éléments statistiquement identiques caractérisés chacun par un taux de panne A(.)
croissant. Ces éléments sont redondants au sens ou le systéme fonctionne si et
seulement si I’un au moins de ses éléments fonctionne.

Les éléments destinés a servir de “relais” sont supposés ne pas vieillir lorsqu’ils sont
en attente et la fiabilité de leur dispositif de mise en action est supposée égale a 1.
De plus, ce systéme est pourvu de facilité de réparation au sens ou son MTTF reste
le méme aprés chaque réparation.

Pour ce systéme, on définit la probabilité de survie entre 0 et t ; t étant fixé, instant

compté a partir d’une origine o I’élément fonctionne effectivement.

Rg(t)=1-Fg(t)=1-FN (1),

ou F(t) représente la fonction de panne d’un €élément de ce systéme et N le nombre

de ses éléments.
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Chapitre 4

Le taux de panne d’un tel systéme est alors

R§ (1)
Rg (1)

AN, t) = =

R5 (t)est conformément aux notations usuelles la dérivée de Rg(t) par rapport a t.

La question qui se pose a nous maintenant est la suivante:

Quels seraient le temps d’intervention T"et le nombre N* d’éléments pour que le

colit moyen d’exploitation par unité de temps pour un horizon infini soit optimal.

4.1.3 Politique A. Maintenance préventive aux dates T,2.T,...

Maintenance corrective mineure en cas de panne.

Définition. Une maintenance corrective a la date t est mineure si la durée de vie X

de I’élément coincide (en distribution) avec la durée de vie résiduelle, soit:

P(X <x+t)—P(X <t)

PiXcx)= , X20 , 120.
( ) P(X >t)
Panne
t t } t t t l } v
0 ;F\ T ZT/' 3T “‘ Temps
Maintenance Maintenance
Préventive corrective

Cette stratégie correspond a celle élaborée par Ait kadi et Cléroux [2] dans le cas

particulier 8,=T, 6,=0. Ce modéle a été introduit par Barlow & [6] dans le cas

N=1.
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I espérance des cofits unitaires pour un horizon infini a pour expression:

N.cy +¢, .}X(N, t). dt

C(N,T) = ]? (.1)

ot1 ¢, désigne les frais occasionnés par I’avarie du systéme. Cette dépense qui est
difficile a évaluer, est composée d’une part, du manque a gagner entrainé par
I’interruption du service et d’autre part du coiit des dégats causés par I’avarie; c; est
le coiit du remplacement préventif d’un élément. Ce coiit est par contre bien connu
et ne ménage pas de surprise. Dans ces conditions, on congoit que les dépenses diies
a un remplacement préventif, soient inférieures a celles d’un remplacement

consécutif a une panne.

4.1.3.1 Nombre optimal.

Théoréme 4.1. Pour T fixé, le nombre N'minimisant la fonction “objective” C(N,T)

donnée en (4.1) satisfait la paire d’inéquations

C
L(N,T) <exp—- (4.2)
€2
et
€1
L(N-1,T) >exp— (4.3)
C2
ou:
S () N=>1
1-F " (T)
L(N,T) = (4.4).
L o0 N=0

De plus N'est fini et unique.

Preuve. Puisque N est une variable discrete , la valeur N minimisant C(N,T)

donnée en (4.1) doit vérifier
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[ C(N+1,T)=C(N,T) (4.5)
4 et
|l CN-1,T)>C(N,T) (4.6).

En substituant 1’équation (4.1) dans (4.5), nous obtenons
(N+1).Cl +Cz}l(N+l,t) dt ZN.CI +02TX(N,t)dt 5
0 0

soit aprés simplification ,

}(x(N,t)-x(NH,t)).dt gdict
0 ' o

Comme , -f AN, t).dt = -log(l-FN(T)) , nous obtenons finalement
0

€1
L(N,T)<exp—.
o
En remplagant I’équation (4.1) dans (4.6) et en procédant de la méme maniere nous
montrons que:
ok
L(N-1,T) >exp—.
“3
Remarque: Ce résultat est réaliste du fait que:

6> ¢ etque VN21,VTel]o, +oof I<LNT)<Z.

La premiére partie du théoréme est ainsi établie.
Pour prouver la seconde partie, remarquons tout d’abord que:

lim LON,T)=1

N-—oo

et montrons que{L(N,T)}n o est strictement décroissante en N. Pour cela, étudions

le signe de L(N+1,T)-L(N,T).
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En utilisant (4.4), on vérifie que pour N 21,

FN ()1 -F(D)*
(1-FN(D))(1-FN* (1))

L(N+1,T)—L(N,T)=- <0.

Ainsi lorsque N parcourt N L(N,T) prend des valeurs de o a 1. et comme

C 5 C 2
exp—é— > , L(N,T) atteint la valeur exp—l une seule fois.
2 i

La démonstration du théoréme est ainsi terminée.

4.1.3.2 Temps optimal.

Lemme 4.1. Si F est de classe IFR, alors FN est aussi de classe IFR.

Démonstration. A(N,t) et A(t) étant des fonctions differentiables en t, pour prouver

ce résultat, il suffit de montrer que :

dA(N, 1)

, V0.
.

N (). FN (e : :
Puisque A(N,t) = IS_)] ® .on obtient aprés quelques artifices de calcul

2F (1)
1=0

N o1 S v 20 Fo P20, SF 0.0 1-i)
Y IR, =0 Senh b o e

dt £1 ¥
(o)

Comme F est de classe [FR et 0<i<N-1,nous déduisons que:

dA(N, 1)

o > 0 = F" est de classe IFR.

Théoréme 4.2. Pour N fixé, le temps T*minimisant la fonction “objective C(N,T)

donnée en (4.1) satisfait I’équation
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N.Cl
H(N,T) =— (4.7)
ou
H(N,T)=T. )\(N,T)—}MN,t). dt (4.8).
0

Si de plus, il existe un intervalle [a , b) pour lequel A(N,t) est continue et non

bornée, alors la solution satisfaisant (4.7)existe et est unique.

Démonstration. Pour N fixé, la condition d’extremum par rapport a la variable T
positive s’écrit
dC(N,T)

0 4.9).
T (4.9)

En remplagant 1’équation (4.1) dans (4.9) nous obtenons

T.cp. MN,T)-N.c; —cz.}x(N,t).dt
0

S0
T

ce qui est équivalent a

N.Cl

T MN,T)—}A(N,t).dt:
0

Voyons maintenant si (4.7) posseéde une solution en j ¥

La fonction H(N.. ) est continue sur Iintervalle [0, +oo| et vérifie H(N,0) =0.

Soit H(N,T;) une suite vérifiant 0<T, <T:2<..., MN JTH)=ZAN,T) pour T<T; ,1=1.2,...

et lim AN, T;)= +oo . Une telle suite existe du fait que A(N,.) n’est pas bornée pour
1>+
toute valeur de t.
T

Remarquons que: H(N, T;) = I g(t).dt ,
0

ou,

g(t) = MN, T;) - AN, t) (4.10).
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Puisque g est une fonction positive, alors pour T; > T ,i=1,2,...

T; T, ‘
J‘g(t).dt > J‘g(t).dt. (4.11).
0 0

En substituant (4.10) dans (4.11), on aura:

39

(AN, T;) — AN, 1)} dt 2 f{xm.n )~ AN, t)}.dt .
0

o e

soit:
H(N,T;) 2 T, AN, T;) +log(1 - FN (T})) .

A partir de 13, on déduit que H(N,T;)—>+o0 quand i—>+e0 . Ainsi, lorsque T parcourt
R*, H(N,T) prend des valeurs de 0 a +oo.

De plus H(N..) est dérivable et sa fonction dérivée vaut:

dH(N,T) _ . dA(N.T)

(4.12).
dT dT

Puisque ’expression (4.12) est tout le temps positive ou nulle du fait que F" est IFR,

on en déduit que H(N,T) est une fonction non décroissante.

Conséquences.

H(N,T)—>+c0 quand T—+o et par suite, H(N,T) croise une seule fois la valeur

N. 1

C

L existence d’une limite de fonctionnement T" est donc possible .

Remarque 4.1. Si par contre A(N,t) est bornée, alors dans ce cas I’existence d’une

limite de fonctionnement devient possible si Tt. dA(N, t) >
0
Remarque 4.2. Si la solution (7) existe, elle doit garantir le minimum pour C(N,T)

car lorsque T—0 , C(N,T)—>+o0.
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Le cout résultant est alors

CIN” TH=c, 008 . T ).

A partir de ces résultats, nous devons résoudre des équations a deux variables pour
calculer T* et N*. Ceci pourrait étre difficile du fait que 1'une des variables est

continue alors que I’autre est discrete.

Pour estimer la paire optimale (N* _T"), nous développerons I’algorithme de calcul

itératif suivant basé sur les théorémes (4.1) et (4.2).

Algorithme A.

Etape 1. Poser N\=1, puis calculer Ty (si il existe) satisfaisant 1'égalité (4.7). La
solution est unique en vertu du théoréme 4.2.

Etape 2. Poser T=T,, puis calculer N, satisfaisant les inégalités (4.2) et (4.3). La
solution est unique en vertu du théoréme 4.1.

Etape 3. Poser N=N,  puis calculer de nouveau T, (si il existe) satisfaisant
1’égalité (4.7).

Etape 4. Continuer jusqu'a ce que Ny= Ny . ou J représente la J*™ itération et a
cette étape-ci , (N " T") est la paire optimale.

Etape 5. A l’étape 1, si Ty n’existe pas, alors poser Ny=2 ; si de nouveau Ty (pour
N, =2) n'existe pas, poser Ny =3 a ['étape 1 ; el ainsi de suite. Pour continuer

suivre les étapes 1...4 décrites ci dessus.

Ainsi, quand finalement les itérations s’arrétent , le couple (N*,T*) représente la

paire optimale (dans notre conception) pour la fonction objective.

Cette procédure de calcul est commode, pratique et aussi rapide; ce qui est

nécessaire pour assurer une maintenance du systeme redondant.
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Organigramme A.

e Procédure A(Ty,): Calculer Ty, vérifiant

Cq

Ty, MNj, Ty, )+ LN|1-FNI(Ty,)| > —
o R 02

e Procédure A(Ny) : Calculer Ny, vérifiant

C
LNy +1, Ty, ) sc—; < L(Njy; - 1,Ty,)
ou,

L(N.T) =
ook 1-F

M.
o A(N,): Tester si Tt. dMNjy, t) > -
0

C2
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[=1
L
J=1
!’ |

N, =1

v y

I=I+1 Procédure A(Ty,)
J=I+1
L 4
Procédure A(Ny )
. non
< N =N, 3
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- Résultats numériques et discussions.

Ici le probléme est résolu lorsque la distribution du temps de panne d’un élément du

systeme est une loi gamma d’ordre 2 et de parametre A; c’est a dire:
F(H)=1-(1+A.t).e™, t20 avec A=0.02

Les tables 1, 2 et 3 donnent respectivement les solutions optimales N* T*

et (N*T*) ainsi que leurs coiits associes correspondants pour certaines valeurs du

¢
rapport — .
apport
Table | . ¢;/c;, N* et C(N* T)/c, .
T=10 T=30 T=50

e MO el W Cosme W O C aTye

1 ] 3333 E-4 ] 75 E-4 1 100 E-4

0.8 1 3333 E-4 1 75 E-4 1 100 E-4

0.6 1 33.33 E-4 | 75 E-4 1 100 E-4

0.5 1 3333 E-4 1 75 E-4 1 100 E-4

0.2 1 3333 E4 | 75 E-4 2 41.80 E-4
0.04 1 3333 E-4 2 16.29 E-4 3 15.70 E-4
0.01 2 1.15 E-4 3 2.94 E-4 4 5.46 E-4
0.008 2 1.15 E-4 3 2.94 E-4 4 5.46 E-4
0.005 2 1.15 E-4 q 2.94 E-4 4 5.46 E-4
.. g okl S e : . IWEL

Table 2 . ¢;/c; , T*, et C(N,T*)/c, .
N=2 N=3 N=4
ST e T T TR T TR T R
| 405.0240 177.78 E-4  746.0066 188.50 E-4  859.2371 198.45 E-4
0.8 2636110 16536 E-4  407.5865 17768 E-4  706.1678 187.27 E-4
0.6 182.7488 14698 E-4  242.0063 157.98 E-4  319.4805 169.71 E-4
0.5 153.2750 135.01 E-4  198.3503 14425 E-4  245.7642 155.30 E-4
0.2 82.4192 81.94 E-4 109.6950 83.02 E-4 132.2866 87.66 E-4
0.04 40.5992 29.32 E-4 60.7858 26.52 E-4 77.4081 26.50 E-4
0.01 25.2405 11.27 E-4 41.9190 9.23 E-4 56.2066 8.77 E-4
0.008 23.5204 9.63 E-4 39.7093 7.76 E-4 53.6870 731 E-4
0.005 20.3504 6.90 E-4 35.5600 537 E-4 48 9178 497 E-4
oL 127302 _ __206E-4___ 250605 _ _150E-4 __ 365599 __ 131E4 ___
5%
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Table 3 . ci/cy, N* T* et C(N*,T*)/c,.

c=ci/c, N* g C(N* T*)/c,
1 1 265.2776 0.0168
0.8 1 197.0710 0.0160
0.6 1 140.4821 0.0148
0.5 2 153.2750 0.0135
0.2 ) 82.4192 0.0082
0.04 2 40.5992 0.0030
0.01 " 25.2405 0.0011
0.008 Z 23.5204 0.0010
0.005 2 20.3504 0.0007
0.001 P 12,1302 0.0002

Interprétation.

A partir de la table 1, on observe que le nombre optimal N* augmente lorsque ¢; /¢,
diminue et lorsque T augmente. En effet, un plus grand nombre de pannes diminue
la fiabilité du systéme. Donc accroitre la probabilité de survie d’un tel dispositif,
revient 4 augmenter le nombre d’éléments redondants. De plus, lorsque les temps
d’intervention deviennent moins fréquents, les modes de redondance s’épuisent au
fur et a mesure jusqu’a I’arrét complet du systeme. 1l suffit donc de les augmenter.
De la table 2, on remarque que lorsque ¢ /c; décroit, le temps d’intervention
diminue. En effet, dans ce cas la probabilité de panne augmente. Pour la diminuer, il
suffit d’intervenir plus souvent. De plus, lorsqu’on augmente le nombre d’éléments
N, T* croit. Ceci s’explique par le fait que les interventions deviennent moins
fréquentes pour une plus grande fiabilité du systeme.

Il est clair a partir de la que les coits résultants C(N* T)/c; et C(N,T*)/c,

décroissent avec le rapport c; /c,; ce qui théoriquement est confirmé.

Les résultats affichés dans la table 3 montrent que I’utilisation opérationnelle tient

équitablement bien ici, et reste conforme avec I’expérience physique.
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T
) = Y * ; i
De plus, st p = I F(z).dz > —L alors N"est fini et unique.
c
0 -

Preuve: Faisons une intégration par parties.

}(T—Z). dFN(z) = (T -2). FN(z)[ + TFN(Z).dz :
0

0 0

Comme FN(0Y)=0 et que FN est continue, la fonction objective donnée en (4. 13)

s’ écrit alors

N.c1+c4TFN(z).dz

C(N,T) = ? (4.17).

A partir de 1a , la valeur N*minimisant C(N,T) donné en (4.13) vérifie

(N +1).¢ +c4.}FN+l(z). dz N.¢ +c4.]: FN(2).dz

0 0
= 4.18
T T ( )

et

N.¢ + CJ FN(z).dz (N-1).¢;+ C4.]: FN1(2).dz
0

0
4.19).
T < T (4.19)

De (4.18) et (4.19), on déduit aisément a partir d’un calcul élémentaire que

]:FN(Z).(I _F(z)).dz <=
0 4

et

}FN“I(Z).(I P da b
0 C4

A présent, prouvons que N'existe et est unique. Pour cela étudions le signe de

Wy = G(N+1,T)-G(N, T).
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Wy = —TI_:Z(Z). FN(z).dz<0 , d’ou:
0

{G(N,T)}ns0 €st une suite strictement décroissante en N.

De plus , G(N,T)—0 lorsque N—o0.

:
Ainsi, lorsque N parcourt N, G(N,T) prend des valeurs de IR(Z).dZ a'v.
0

T

c : Cc ;
Comme 0<— < _[ R(z).dz alors, G(N,T) atteint la valeur —- une seule fois : ce

Cyq 0 C4
qui compléte la démonstration du théoreme.

: Cy . 5 1 2 ¥
Remarque: Si pp < — . alors la politique optimale consiste a ne pas faire de

C4

maintenance préventive.

4.1.4.2 Temps optimal.

Théoréme 4.4. Supposons que py, le MTTF du systéme, existe sous les conditions
classiques T.(1-FY(T))—0 quand T—o .

Alors pour N fix¢ , le temps T* minimisant la fonction “objective” C(N,T) donnée

en (4.13) satisfait I’équation

2 N.Cl
AMN.T)= (4.20)
Cq
ou ,
£ i
AN, T)=T.FN(T)- [ FN (1).dt (4.21).
0

, alors T* est unique.

De plus, st py>
C2

Preuve. Puisque C(N,.) est une fonction dérivable en T, alors pour N fixé, la

condition d’extremum par rapport a la variable T s’écrit,

dC(N,T) _

= 0 (4.22).
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En remplagant 1’ équation (4.17) dans (4.22), nous obtenons

N.Cl

FN(T)—}FN(Z).dz=
0

4.23).
Ca (4.23)

Nous allons prouver a présent que (4.23) posseéde une solution en T et que cette

solution est unique.

Remarquons tout d’abord que: A(N,0)=0.

Puisque A(N, . ) est continue sur 9, on en déduit que: VTeN,,

i i
AN, T) = j(l _ N (z)). dz— '1‘(1 _fN ('r)).
0 |
A partir de la ,
lim A(N.T) = {(1 _fN (z)).dz: s

La fonction A est de plus dérivable en T et sa fonction dérivée vaut

dA(T)

51 = N-TAT). FN-Y(T).F(T)>0;

ce qui prouve que A est strictement croissante en T.

Ainsi, lorsque T parcourt N, ANN,T) prend des valeurs de0 a py.

Cependant, en vertu du théoréme 4.4 | la politique optimale est la suivante:

: N.c ST HS : : . .
Sl Uy > alors il existe une solution finie et unique T* vérifiant (4.20);
Cq
" - : N. Cq
par conséquent , A(N,T) rencontrera une seule fois la valeur
C4

Sinon, T'=c0 (systéme indéfiniment en panne), ce qui ne correspond a aucun cas

réel.
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Remarque: Notons que dans ce cas aussi, | existence de la solution de (4.20)
garantit le minimum pour C(T,N) donné en (4.13), car quand T—0. on a

C(N,T)—oo0.
Le coft résultant est alors

CaY =5 F"(1)

A [ TR . : o * *
De la méme maniére que précédemment , pour estimer la paire optimale (N ,T ),

nous développerons 1’algorithme de calcul suivant basé sur les théorémes 4.3 et 4.4

Algorithme B.

(i)  Poser Ny=1, puis calculer Ty (si il existe) satisfaisant 1'égalité (4.20). La
solution est unique en vertu du théoreme 4.4.

(ii) Poser T=T,, puis calculer N, (si il existe) satisfaisant les inégalités (4.14) et
(4.15). La solution est unique en vertu du théoréme 4.3.

(iii) Poser N=N,, puis calculer T, (si il existe) satisfaisant 1'égalité (4.20). La
solution est unique en vertu du théoréme 4.4.

(iv) Continuer jusqu’a ce que Ny= Ny , 0 j représente la J™ itération et a cette
étape-ci , (N % T*) est la paire optimale.

(v) En (i), si Ty n'existe pas, alors poser Ni=2; si de nouveau T, (pour N;=2)
n'existe pas, poser N=3 en (i);et ainsi de suite; pour continuer suivre les étapes
décrites ci dessus par(i)-(iv).

(vi) De méme en (ii), si N n'existe pas, alors poser Ni=2 en (i); continuer suivant

le schéma décrit si dessus par (1)-(v).

On peut remarquer qu’il n’ya aucune preuve mathématique rigoureuse garantissant
une finition bien déterminée de la procédure itérative. La plupart du temps en
pratique , la procédure marche avec succés et trés souvent produit la paire optimale

(N*,T*) au bout d’un petit nombre d’itérations.
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Remarque: Notons que dans ce cas aussi, | ’existence de la solution de (4.20)
garantit le minimum pour C(T,N) donné en (4.13), car quand T—0, on a

C(N,T)—o0.
Le colt résultant est alors

CN®, T =c,. FN (TY)

,\ oy i . . . L
De la méme maniére que précédemment , pour estimer la paire optimale (N, T ),

nous développerons I’ algorithme de calcul suivant basé sur les théorémes 4.3 et 4.4

Algorithme B.

(i) Poser Nyv=1, puis calculer Ty (si il existe) satisfaisant I'égalité (4.20). La
solution est unique en vertu du théoréme 4.4.

(ii) Poser T=T,, puis calculer Ny (si il existe) satisfaisant les inégalités (4.14) et
(4.15). La solution est unique en veriu du théoréme 4.3.

(iii) Poser N=Nj, puis calculer T, (si il existe) satisfaisant I'égalité (4.20). La
solution est unique en vertu du théoreme 4.4.

(iv) Continuer jusqu'a ce que N;= Ny , 0Ul j représente la J™C jtération et a cette
étape-ci , (N* ,T*) est la paire optimale.

(v) En (i), si Ty n'existe pas, alors poser Ny=2; si de nouveau T, (pour N;=2)
n'existe pas, poser Ni=3 en (1);et ainsi de suite; pour continuer suivre les étapes
décrites ci dessus par(i)-(iv).

(vi) De méme en (ii), si Ny n'existe pas, alors poser N=2 en (i); continuer suivant

le schéma décrit si dessus par (1)-(V).

On peut remarquer qu’il n’ya aucune preuve mathématique rigoureuse garantissant
une finition bien déterminée de la procédure itérative. La plupart du temps en
pratique , la procédure marche avec succes et trés souvent produit la paire optimale

(N* T*) au bout d’un petit nombre d’itérations.
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Organigramme B.

e Procédure A(Ty;): Calculer Ty, , solution de

N
TNJ.FNJ(TNJ)— [FN (2).dz .
0

e Procédure B(Nyy): Calculer Ny, vérifiant

C

G(Ny,p, Ty, )SC—I<G(NJ+1 ~t 55
4

ou,

T
G(N,T) = [ FN(2).F(2).dz .
0

g NJCI
A(N,) : Tester st Hy,; >
Cq
ou,
o0
N =I(1—FN(Z)).dZ .
0
€

B(T : Tester si > —
(Tny) Ry,
ou,

3
Uy = I(I—F(z).dz.
0
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)
_j Table 6 . ¢, /cq, N* T* et C(N* T*)/cy .
c=cC,/Cyq N* T CIN:TY e,

3 25 1 83.9234 0.8133
r 10 | 41.2236 0.5615

1 1 10.7406 0.1933
5 0.5 | 7.4303 0.1381
- 0.1 | 3.2400 0.0627

0.05 1 2.2800 0.0446

0.01 1 1.0100 0.0200

0.004 2 3.1899 0.0038

0.002 2 2.5199 0.0024

R bl ool

Interprétation.
Les conclusions qui en découlent, sont analogues a celles de la politique A. Dans ce

- - -

cas. réduire le temps d’oisiveté revient a intervenir plus souvent ou (et) accroitre la

fiabilité du systéme en augmentant le nombre d’éléments redondants

N T - e ...

L

o

L

b

- N
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4.2 OPTIMISATION D’UN SYSTEME k SUR N.

4.2.1 Introduction.

La partie qui va suivre, sera consacrée a I’étude de ’optimisation d’un systeme
k sur N qui a fait I’objet de nombreuses études.
Un systétme k sur N est optimal parmi les systémes complexes sous certaines
conditions [7, 48]. :
Barlow & Proschan [7] ont obtenu plusieurs résultats de fiabilité d’un systéme k sur
N et ont étudié, la relation entre le taux de panne du systéme et celui de ses
éléments. Les caractéristiques de fiabilité du systeme, ont été traitées dans [24, 37] ;
en particulier lorsque k=N-1.
Ksir & Bousbaha [32, 33] ont proposé des bornes et des calculs directs pour un
systéme k - consécutif sur N dans le cas ou la séquence d’états est une chaine de
Marcov. T. Nakagawa [46] s’est intéressé au nombre d’éléments N le plus
économique. Une fois ce nombre déterminé, le systéme est remplacé au temps T ou
a la panne selon lequel des deux événements a lieu le premier (politique selon
I’age). IL obtient par la suite ce temps optimal de remplacement.
N. Venugopal & Al [60] ont développé une procédure théorique aboutissant a des
remplacements optimaux, basés sur 1’étape de réparation et observent que cette
approche de politique de remplacement optimale, est meilleure en exploitation.
L’ optimisation de tels systémes de fiabilité, sujets a des pannes aléatoires, (la panne
du systéme résulte uniquement des pannes aléatoires de ses composantes) a éte
largement étudiée . Toutefois comme pour les systémes a configuration paralléle ,
des pannes de cause communes (CCF) peuvent surgir. Ces défaillances sont ddes en
grande partie en pratique, aux effets de chaleur, d’humidité, de vibrations,... De tels
phénoménes sont trés courants dans les systémes de fiabilité complexes.
Récemment, D. S. Bai & Al [4] ont considéré un systéme k sur N sujet a ce genre
de pannes alors que C.Rami.Reddy [49] étudie ce méme systeme lorsqu’il est
exposé en plus des défaillances de causes communes, a des pannes aléatoires. Ils
développent par la suite une procédure théorique basée sur plusieurs considérations

pour déterminer le nombre d’éléments optimal.
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Dans cette section , nous allons étudier un systéme complexe k sur N. Nous
développerons une procédure d’optimisation pour identifier facilement d’une part le
temps de remplacement optimal et d’autre part le nombre d’éléments le plus
économique composant ce systéme sous certaines conditions. Un travail empirique

est fourni pour illustrer I’ utilisation opérationnelle de cette approche.

4.2.2 Le modéele.

Considérons un systéme redondant k sur N composé d’éléments statistiquement
identiques. Le fonctionnement d’un tel systéme nécessite la disponibilité d’au moins
k éléments pour I’opération. Le systéme est remplacé préventivement au temps
mT m=12 ... et o une défaillance survient (lorsque N-k+1 composants font

défaut), le systéme reste inactif jusqu’au prochain remplacement préventif.

Notations.

ALY oo sofaie kB B opimess e i n e omngns taux de panne de chaque €lément .

y W 4 U0 VOGS SSsseaes S taux de panne du systéme.

RO)F1IF() ooiininiiiesiiniiinns fiabilité de chaque élément .

Wi e s Ll e Pt nombre d’éléments composant ce systeme.

K i s ek S nombre minimal d’éléments d’exploitation pour
chaque opération du systeme.

BU N coervorerenninenonsasensbassnsinasseses MTTF du systéme.

R, (N,.)=1-F(N,.)..coooen. fiabilité du systeme.

Alors, ’espérance des cofits unitaires pour un horizon infini a pour expression

k-1 : ;
N.c;+ C4.]: S (). Rir). FN7'(1). dt

C (N, T) = 0 =0 = (4.24);

ce qui est en bon accord avec (4.17) lorsque k=1.

La recherche du couple optimal (N*,T") peut s’avérer assez compliquée pour des

distributions de temps de panne F(.) quelconques et pour k>4.
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On se limitera dans un premier temps a traiter ce probléme spécialement dans le cas

d’une loi négative exponentielle a titre d’illustration.

4.2.3 Nombre optimal.
Lemme 4.2. Pour toute distribution F(.) et pour T fixé, la valeur de N'minimisant

Cy (N, T) donn€ en (4.24) vérifie

Ln(k,T) £-§i (4.25)

et

Ln-1(k, T) > = (4.26)
C4

ou:

( T(‘{(‘). RE@). FN*IR (1), dt si N>k
0
Ly(k,T) = 4 (4.27).

\ }Rk(t). dt si N=k-1
0

Preuve. En procédant de la méme maniére qu’antérieurement et aprés quelques

simplifications, on obtient:

k-1 : : :
} Ri(). FN7 (). () — o). F(1)). dt < z—‘ (4.28)
0 Bi=D 4
et
T L B $od : : Cy
SR, F (1), (o) = (o). F(©). de > = (4.29).
0 i=0 Cq4
k=l beo U Ea
Soit Hy(N,) = 2 RI().FNH (1) () - () F(O) (4.30),

i=0
montrons que pour tout k tel que, 2 <k <N, on a Hy (N, t) =(‘,§,—1). RK(1). iagidme | A

Pour cela, faisons une démonstration par récutrence.
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Pour k=2, I’expression (4.30) s’écrit

H, (N, t) = FN(6). R(t) + R(0). FN ' (0).(1- (N +1). F(1))
= N.R2(t).FN'(0) = D). R2(0). FN 2 (1)
Supposons que pour tout k tel que, 2 <k <N,
H (N, 1) = (5. R¥ (). FNYK (D) (4.31).
Montrons que dans ce cas, Hy (N,t)= (§).R*"(t). gN-Ken
Ona: Hi(N,t) = :zom. N0, (() - () FOO)
soit:  Hy, (N, 0) = He (N, )+ RE@®). FN X 0).((R) - &) F(t)) (4.32).

En substituant (4.31) dans (4.32), nous obtenons:

Hyp1 (N, 1) = R¥(0). FN*k(t).(dir‘ ) F ()~ ). FO +E)) (4.33)
o
o, &= ® ¢ Gw=goE® (4.34).
En remplagant (4.34) dans (4.33), on a
k N+1 )
_ (ky pk N-k %

Hy (N0 = (). R¥(1).F (t).(NH_k.F(t) s MR
Soit apres simplification,

Hy o (N, ) = (). R, FN*(0).(1-F(1) = (&) R (0).FN ().
Ainsi, pour tout k tel que, 2<k<N,

Hy (N, 1) = (7). R¥ @) F ().

B % : F(T)

Théoréme 4.5. Supposons que F(t)=1-exp(-At). St vy = ¥ (k— 1.2 et 3)

alors la valeur N* optimisant C, (N,T) donné en (4.24) et satisfaisant (4.25) et

(4.26) existe et est unique.
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Preuve, Etudions tout d’abord la limite de la suite (WN)N>kdéf'mie par:

Wy = (F)-RE@.FE)
Pour cela, étudions la sérieNZO Wj. En utilisant la regle de d’ Alembert, nous avons
>

lim Wit lim o F(t) =F(t)
n o T = :

Si 0<F(t)<l, alors le terme général de 1a série converge vers 0 (critére nécessaire de

convergence).
Si F(t)=0 ou F(t)=1,ona lim Ly(K,t)=0
N-—ow

d’ou: Vk tel que 2<k <N lim Ly (k,t)= (4.35).

N-—ow
Soit maintenant F(t) =1-exp(-At). Posons y =1-exp(-At); ’expression (4.27) s’écrit

alors:

F(T)
L (K, T)— JT h.a- e (4.36).
0

De la, il est aisé de voir que

1 s
Lo O 1) o }L(l~e ""”) (4.37)

A partir d’une intégration par parties, (4.37) devient

F(T) % 5
1. et N+2k F(Jj‘) kl N+2-k (1 _ k-2
Ly (k,T) = &h.a-y) ).y (1-y) dy (438)
A (N+2— k) A A (N+2-k)
(i i
2 o 4.39).
O NG ks tkear) i

En substituant (4.39) dans (4.38) , on aura
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1 k-2
Ln(k, T) =7 {(kl_—l) .Rk"l(T).FN’LZ‘k(T)}+LN(k =1.T) (4.40).

En procédant d’une maniére similaire,

r e ! (N-2) ket N+1-k
N-1 ( ,T)—}». Ry (T)(+Lyn_(k=1,T) (4.41)

k-1
avec.
FN+I(T)
( ILn(LT) =371y
] et (4.42).
YT
| Lya(L D)= X_(N)

Vérifions a présent que (LN (k,T))N>k est une suite strictement décroissante en N

pour k=23 et 4.

oA partir de (4.42) , nous avons:

N (T
P (T){F(1)_l}<0

LN(l"I)——LN—-l(l,T)z 5 N+1 N (4.43).
Les formules de récurrence (4.40) et (4.41) nous permettent d’affirmer que
R2(T).FN-I(T)
L2, 1) =Ly @, == +Ly(1,T) - L1, T) (4.44),

A

En substituant (4.43) dans (4.44), on en déduit que

Ly(2,T)-Lya(2,T) <0 < (LN (2, T))N>2 est une suite strictement décroissante.

e Pour k=3 , a partir de (4.40) et (4.41) nous aurons

1
LG, 1) -Lya (3T =755 R2(T). FN-2(T).{N.E(T) - (N - 1)}

S T e (2T (4.45).
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En reportant (4.44) dans (4.45) on obtient

1
Ly(3, T) =Lyt (3. T) =H.R2 (T). FN-2(T).{(N -2). F(T) - (N - 1)}

BT B D) (4.46).

En remplagant (4.43) dans (4.46), on vérifie aisément que

Ly(3,T)-Ly1(3.T) <0 & (LN(?:,T))N>3 est une suite strictement décroissante.

e En substituant k=4 dans (4.40) et (4.41) , on obtient:

R3(T). FN%T)
6.1
+Ln(3,T) Ly G, T) (4.47).

Ly(4, T)=Lyi(4,T) = AN.(N=1).F(T) - (N-1).(N-2)}

De la méme maniére que précédemment , en reportant (4.46) dans (4.47) on aboutit a

I"égalité

R2(T). FN(T)
6. A

Ly(4,T)-Ly_1(4,T) = AN.(N=1). F(T). R(T)

_(N=1).(N-2). R(T)+3.N.F*(T) - 3.(N - 1). F(T)}+Ln(1,T) =Lyt (1,T)

soit encore:

R2(T).FN=3(T)
6.\

+HN—=1).(2N=5).F(T)-(N-1).(N -2

Lo(4, DT sl T {(-N? +4.N-6).F(T)

ol D) -1t 308 (4.48).

Posons a présent s =F(T) et étudions le signe de A défini par:
A(s) = (N2 +4. N -6).s* +(N-1).2.N=5).s-(N=1).(N-2)

Si Aest le discriminant de A(s),alors:
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A=(-11.N +23)<0 V N24.
De plus, (-N? +4.N—-6) <0 V N24;

ce qui prouve a partir de (4.43) que Ly(4,T)-Ly_((4.T) donné en (4.48) est

strictement négative.

Conclusion: V k ; 2<k<d4, Ly (k,T) est strictement décroissante.

Ainsi lorsque N parcourt I'intervalle discret [k-1, +oo[ , Ly (k, T)décroitde 0 a v

c
et par conséquent coincide une seule fois avec la valeur —; ce qui cloture la
C4

démonstration du théoréme.

4.2.4 Temps optimal.
Lemme 4.3. Si F est de classe IFR , alors Fy (N,.)est aussi de classe IFR.

Preuve. Evaluons tout d’abord Ay (N,t), V t>0.

Par définition:

Ri (N, 1)
Ay (N t) = —————= 4.49
k (N, t) R, (N.1) (4.49)
ou ,
N . .
R, (N,t)= 3 (N).R (t). FN 7' (1) (4.50)
i=k

et Ry (N,t) conformément aux notations usuelles , la dérivée de R (N,t)par

rapport a t.

Apreés un calcul élémentaire, nous obtenons

Ry (N, ) = A(t). FN (). w(t) (4.51)
ou \J est définie par:
R(t)) o R
y(t) = Z(, .(F(t) {(N ). F(O) 1} (4.52).
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L’ équation (4.52) est équivalente a

o aN=1
w()= [R“)} ((E_l)—N.(ﬁ>)+[5‘—‘)] Q- N-D R

F(t) F(t)
K+1
B_(Q . N - 5 (R(t))
+|:F(t):| .((N k). (i )= (k+1). (k41 )) Een F(O) (4.53).
) -2t (4.54).

De plus, V (p,q) € " :
(p+l) N—p

En reportant (4.54) dans (4.53), nous obtenons

k
= R(t)
w(t) = k. (). [F(t)} (4.55).

A partir de (4.50) , (4.51) et (4.55), (4.49) s’écrira

2 (E) MY (4.56).

R(t)
Z( : [F(t)}

Xk(N,t)—

A (N,t) et A(t) ctant des fonctions différentiables en t , pour établir le lemme , il

suffit de montrer que
dr
Gphl
dt

o Vt20,

A partir de (4.56) , on a:

R(t)] ) | 2@
k. :
Ay (N, 1) _ ) Z( ){F(t) { dt e F(t)} o

dt N =k}
N _RL‘_)}
{i:zk(. e }
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dA(t)
dt

0. 2V t20.

Or par hypothese ,

diy (N, 1)
dt '

Donc:

Cela signifie que Fy (N,.) est une distribution IFR.

o Si F(t)=1-exp(-A.t), alors 1’équation (4.57) s’écrit

k)2
q(t) = e ) - (4.58 ).

Dans ce cas , I’équation (4.58) croit de 0 jusqu’a k.A  pour N>k et est égale a

k.A pour N=k.

Théoreme 4.6. Supposons que€ HkN - le MTTF du systeme, existe sous les

conditions classiques t.Ry (N, T)—>0 quand T — .

Alors pour N fixe, le temps T* minimisant Cy (N, T) donné en (4.24) satisfait
1’équation

T
N.

T.Fy (N, T)— | Fi (N, 1), dt = — (4.59).
0 C4

N.Cl

C4

_alors T* est unique.

De plus si pg N >

Démonstration. La preuve de ce théoreme découle de celle du théoréme 4.1, en

remplagant F(T) par Fy (N ¥)

o Si F(T)=1-exp(-A.T), aprés un changement de variable, I"équation (4.59) s’écrit:
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k-1 : : 1 k-l F(T) _ :
1S MY @RI M- TG fumial &,
i=0 A i=0 0

Posons:
1 k-1 F(T) : :
=P [a-o AT
i'—:O 0
alors,
I(k)=I(k- D+J(k) (4.60)
ou,
boon %' k-2 _N+l-k
J(k) =5+ (et [ a-xnk2? M (4.61).
0

Une intégration par parties nous permet d’affirmer a partir de (4.61) que

(k1) x-2 N+2-k i k-3 _ N+2-k
J<k):k-(N+2—k)-{R (T)-F (T)+(k—-2)- £(1—X) -X }:

ou encore, que

N
J(K) __(k2)  g207y. FNY2K(T) 4 522 1) (4.62).
A-(k=1) k-1
Ainsi pour  une distribution exponentielle négative, le D G

minimisant C (N, T) donné en (4.24) vérifie:

k=1 & . N.c
T-Z({“)-(l-e‘”)N" At _E i (4.63)
i=0 €4
ol , [ 1(k) = 1(k-1) + J(k)
3 et (4.64).
N AT 51
| I(l)=J(l)=T—l-ZQ:E-f——)—
r e 1
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cy
—L alors (4.71) possede une solution unique en T.
Cy

De plus i, -1-
1

1
A
Dans ce cas, en combinant les deux procédures de calcul, le cofit résultant d’une
telle politique aura pour expression ,

T
Ck(N*,T*) ok Z(}\J*)'
j=0
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4.2.5 Résultats numériques et discussions.

Soit F(t)=1-e™", t20 avec A=1

Table 7 . co/c; , N*, et CL(N* T)/cq , k=2.

T=10 T=30 T=50
ol ] oA GV, “N*Y  CONNTVey RS SN L TVe
5 4 0.0206 ¥ 0.0362 11 0.0477
10 4 0.0206 8 0.0184 12 0.0325
20 4 0.0206 9 0.0093 14 0.0149
30 5 0.0046 9 0.0093 15 001..
50 5 0.0046 10 0.0046 16 0.0067
100 5 0.0046 11 0.0023 17 0.0045
200 6 0.0010 e 0.0023 19 0.0020
300 6 0.0010 12 0.0001 19 0.0020
500 6 0.0010 13 0.0005 >t 0.0009
T R 7 pose | gy e 00005 _____ i s 0.0006 __
Table 8 . c/c; , N*, et Ci(N*,T)/cq , k=3
T=10 T=30 T=50
8 L L R S Nt _ C@e Ve oNb GO TVe,  olBen ! C(N*,T)/cy
5 § 0.0445 9 0.0505 14 0.0605
10 5 0.0445 10 0.0279 16 0.0331
20 6 0.0119 11 0.0151 17 0.0234
30 6 0.0119 12 0.0081 18 0.0164
50 7 0.0030 12 0.0081 19 0.0115
100 T 0.0030 13 0.0042 ¥ 0.0055
200 g 0.0030 14 0.0022 23 0.0026
300 8 0.0007 15 0.0011 24 0.0018
500 8 0.0007 15 0.0011 25 0.0012
e G T 00007 _____ TR 0.0006 ____ T . 0.0006 _ _
Table 9 . cy/c; , N*, et Ci(N*,T)/cy , k=4
T=10 T=30 T=50
o Momedey 14 s N T)e, b CfNUBVes 5 B . CdN'Dcy
5 6 0.0772 11 0.0619 17 0.0785
10 7 0.0237 12 0.0362 19 0.0428
20 i/ 0.0237 13 0.0208 21 0.0227
30 8 0.0067 14 0.0117 22 0.0164
50 8 0.0067 15 0.0065 23 0.0118
100 8 0.0067 16 0.0036 25 0.0060
200 9 0.0018 17 0.0019 217 00030
300 9 0.0018 17 0.0019 28 0.0021
500 10 0.0005 18 0.0010 29 00015
1000 10 0.0005 19 0.0005 31 0.0007




Chapitre 4 Maintenance de systémes redondants.

Table 10 . cy/c; , T*, et Ce(N,T*)/cy , k=2.

N=4 =5 N=6

Mg, TN G O NG ST SRR ] Ce(NT*)/eq_
5 16.4001 0.0691 223001 0.0597 27.9002 0.0552
10 13.3001 0.0420 18.7008 0.0356 23.8001 0.0320
20 10.9000 0.0256 15.8001 0.0211 20.5001 0.0186
30 9.7000 0.0190 14.3000 0.0153 18.8001 0.0134
50 8.4000 0.0131 12.7000 0.0104 16.9000 0.0089
100 7.0000 0.0080 10.8000 0.0060 14.7000 0.0051
200 5.7999 0.0048 9.3000 0.0036 12.9000 0.0030
300 5.1999 0.0036 8.4999 0.0026 11.9000 0.0021
500 4.5999 0.0025 7.5999 0.0018 10.8000 0.0014
1000 3.7999 0.0015 6.4999 0.0010 9.5000 0.0008

N=4 N= N=6
Hee, e | s Sy R MR CuN.T®ies  _ _ T ____CdNT%Vcy
5 9.3202 0.1367 14.1803 0.1003 19.0304 0.0844
10 7.1301 0.0881 11.4402 0.0614 15.8303 0.0500
20 5.5001 0.0564 9.3101 0.0374 13.2902 0.0295
30 4.7500 0.0435 8.2801 0.0279 12.0402 0.0216
50 3.9500 0.0312 7.1601 0.0193 10.6602 0.0146
100 3.0900 0.0199 5.9000 0.0116 9.0701 0.0086
200 2.4300 0.0127 4.8900 0.0070 7.7401 0.0050
300 2.1100 0.0097 4.3800 0.0052 7.0701 0.0066
500 1.7699 0.0069 3.8199 0.0036 6.3101 0.0024
1000 1.3999 0.0044 3.1799 0.0021 5.4200 0.0014

N=4 N=5 N=6
Veeds | TR UCRETNe C U SIS e . G, T)/e_
5 5.1201 0.3361 8.7502 0.1845 12.8503 0.1343
10 3.4700 0.2424 6.6301 0.1194 10.2902 0.0824
20 2.3900 0.1740 5.0900 0.0768 8.3301 0.0503
30 1.9300 0.1431 4.3800 0.0593 7.4001 0.0377
50 1.4800 0.1117 3.6300 0.0425 6.3801 0.0260
100 1.0300 0.0791 2.8400 0.0273 5.2500 0.0157
200 0.7300 0.0567 2.2200 0.0173 4.3400 0.0095
300 0.5900 0.0461 1.9300 0.0133 3.8899 0.0071
500 0.4600 0.0361 1.6200 0.0953 3.3899 0.0048
1000 0.3200 0.0253 1.2700 0.0060 2.8199 0.0029
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Table 13 . ca/cy, N* T* et Cu(IN*, T*)/cy , k=2.

1/e=ca/cy N* T* Co(N*, T*)/cy
5 6 27.9002 0.0552
10 6 23.8001 0.0320
20 7 25.0001 0.0172
| 30 7 23.2001 0.0125
50 8 25.0001 0.0077
100 8 22.3001 0.0043
200 8 20.0000 0.0024
300 9 22.0001 0.0016
500 8 17.3000 0.0011
1000 9 SRR o o on 0.0006 _ _ _ .

le=calcy N* T* Co(N* T*)/cq
5 9 32.3207 0.0685
10 10 31.9207 0.0375
20 10 28.3206 0.0210
30 11 29.7506 0.01440
50 1 27.5505 0.0093
100 1 24.9205 0.0051
200 12 25.3905 0.0027
300 12 24.1103 0.0019
500 12 22.6204 0.0012
1000 13 T e e

le=ca/cr N* T* Cu(N* T*)/c
5 13 38.6596 0.0798
10 13 34.4003 0.0444
20 14 33.6404 0.0240
30 14 31.7707 0.0169
50 14 29.6406 0.0108
100 15 29.5006 0.0057
200 15 27.1705 0.0031
300 16 28.1406 0.0021
500 16 26.6305 0.0013
e N 247705 ______ 00007 ___

Sans perte de généralites, pour k fixé, les commentaires que ’on peut faire a partir

des tables ci dessus, présentent une similitude avec ceux faits dans le cas d’un

systéme parallele.
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Lorsque k augmente, on observe a partir des tables 7-9 que N* augmente et a partir
des tables 10-12 que T* diminue. En effet, la croissance de k diminue la fiabilité du
systeme; il suffit donc d’augmenter le nombre d’éléments redondants ou encore de
faire le plus souvent des remplacements préventifs. De la, il nous apparait
clairement que les colits résultants associés a N* et T* diminuent lorsque k
augmente.

En remarquant que 1’augmentation de la fiabilité (accomplie d’une maniére simple a
travers I’augmentation du nombre d’unités) et de sa décroissance dans le temps, les

résultats présentés dans les tables 13-15 sont encore une fois conformes avec

I’expérience physique courante.
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f. Notations.

‘ B taux de panne de chaque élément .
| Ap (N, ) e SRR T taux de panne du systéme .
G B PR fiabilité de chaque élément .
BRIM) .....oooovonnnicnnnensnenenses MTTF du systéme .
Ry (N,.)=1-Fy RS DT fiabilité du systeme.

Pour ce modéle, nous développerons également la méme procédure pour obtenir le
nombre optimal N* de branches et le temps d’intervention préventif T* minimisant
le cofit moyen unitaire d’ exploitation d’un tel systéme, lorsque nous adoptons les

politiques A et B déja élaborées dans le cas M=1.

4.3.3 Politique A.

L espérance des colits unitaires pour un horizon infini a pour expression:

F
N-M-c; —¢p - | Am(N,T)-dt
g (4.65)

Cy(N,T) = T

ou,
o R N'M'}“(T)'RM(T)'[I—RM(T)]N_I
g -[i-rRM )]

A (N, T) = (4.66).

Ceci est en bon accord avec (4.1) lorsque M=1.

4.3.3.1 Procédure optimale.

Théoréme 4.7. Pour M et T fixés le nombre N* minimisant Cp (N, T) donné en

(4.65) vérifie la double inégalité

M'Cl

D(M,N,T) < exp{ } D(M,N-1,T) (4.67)

Ca
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N
[ 1-[1-RM(T) r _
N si N2>1
1-[1-RM(T)]
D(M,N,T) =
+00 sinon

L

De plus , N* est fini et unique.

Théoréme 4.8. Si F est IFR , alors Fy; est IFR.

(4.68).

Preuve. Apq(N,T)est une fonction dérivable en T , et sa fonction dérivée vaut

A AN-1D-RMT)-
Mu(N,T) = XM(N,T)-[ l((TT)) + M-(N 11)RM(']('")T) MT)

En substituant (4.66) dans (4.69), nous obtenons:

(T
M (N, T) = xM(N,T)-[T(%+ M. xm-{

1= "B

N-RM(T)-(I—RM(T))N—I

+

1—(1—RM(T))N

oy R VR R )

1-RM(T) 1-(1—RM(T))N B

Soit: DM (N,T) =

En posant € =1- RM(T), (4.71) devient

= o
A(N,s)=—(—1—s)—-|:N—'l+8N - Zs']

8-(1—8)N el

qui est équivalent a

86
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~M-MT)+ XM(N,”D} (4.69).
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- N-1 |
A(N, €)= (1-¢) .[N— Zs'} (4.72).
i=0

8'(1"5)N i
: ) G
Or £<1, Siefo, 1.7 N1} dou. N-3.6 &
i=0

ce qui nous permet 4’ établir le théoreme.

Théoréme 4.9. Pour M et N fixés, la valeur T* minimisant Cu(N,T) donné en

(4.65) vérifie
N- M- Cy
(4.73).

Ty (N, T fo A (o8- Gt =——C
2

b) pour lequel Aam(N,T) est continue et non

Si de plus, il existe un intervalle [a ,
existence d’une

80) existe et est unique; sinon, 5
. ; : N-

T* devient possible si Tt A (N, 1) > o

0 4

bornée, alors la solution de (4.

limite de fonctionnement

4.3.4 Politique B.

Dans ce cas, la fonction objective a pour expression

1

N-M-c; +C4 -Hl—RM (t)]N -dt
g (4.74).

Cu(N,T)= T

L’ expression (4.74) est en bon accord avec (4.13) lorsque M=1.

4.3.4.1 Procédure optimale.

Théoréme 4.10. Pour M et T fixés, le

satisfait

N* minimisant Cwu (N,T) donné en (4.74)

(4.75)

M.
UM,N,T) < 1 LUM,N,T)
C4
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ou,
}RM(t) q1- RM(t)]N -dt si N1
0
UM,N,T) = W (4.76).
l }RM(t) -dt sinon
0

T
; M- ;
Si de plus I RM(t)-dt> “ , alors la solution de (4.75) existe et est unique.
Ca
0

Théoréme 4.11. Pour M et N fixés, le T* minimisant Cum (N,T) donné en (4.74)
satisfait 1’égalité

N'M'Cl

Cs4

(4.77).

M N O3 0.
T-{l—R (T)] +”1—R (t)] dt =
0
Si de plus nous supposons qUEHN (M), existe sous des conditions classiques

N
T -[1 N (T)] —»+o0 quand T+ alors ,

N'M’Cl
C4

si py(M)> . T* existe et est unique.

Remarque. Tous les théorémes cités dans le chapitre 4.4 se justifient de la méme

maniére que dans le cas M=1 en substituant F(.) par 1-RM().
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4.3.5 Résultats numériques et discussions.

Les tableaux ci-dessous fournissent les solutions N*, T*

cofits résultants correspondants.

Politique A.

F(t)=1-(1+?».t).e'}“‘t , 120 avec A=1.

Table 16 . ¢, /cz , N*, et Cu(N* T/, M=2.

et (N*, T*) ainsi que leurs

T=0.5 1 T=15
ey T S P CyN*TVe, ___ N*____ SN Dicy
1 1 0.6667 1 1.000 1 1.2000
09 1 0.6667 1 1.000 1 1.2000
0.6 1 0.6667 1 1.000 1 1.2000
0.5 1 0.6667 1 1.000 1 1.2000
03 1 0.6667 1 1.000 1 1.2000
0.1 1 0.6667 2 0.6289 3 0.7896
0.08 1 0.6667 2 0.6289 3 0.7896
0.005 3 0.0494 6 0.0665 10 0.1336
0.003 3 0.0494 6 0.0665 11 0.1005
T - s 7Lk R ... QRIS e ST 0.0413 _ _
Table 17 . ¢,/cz , N*, et Cu(N*T)/c; , M=3.
T=0.5 =1 T=1.5
Lol o PR QO B AT o _Cu(N®:TYe
1 1 1.000 1 1.5000 1 1.8000
09 1 1.000 1 1.5000 1 1.8000
0.6 | 1.000 1 1.5000 1 1.8000
0.5 1 1.000 1 1.5000 1 1.8000
03 1 1.000 1 1.5000 1 1.8000
01 1 1.000 2 1.1270 3 1.4697
0.08 1 1.000 2 1.1270 3 1.4697
0.005 3 0.1399 T 0.2043 14 0.3942
0.003 4 0.0455 8 0.1389 16 0.3006
. G g - e - W . R D A
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Table 18 . c;/c; , T*, et Cu(N,T*)/c, , M=2.

N=2 =3 N=4
B T G T T GuiiIDEe T (VIO
1 9.4001 1.8703 9.9601 2.0441 10.2901 2.2487
0.9 8.8701 1.8129 9.9601 2.0441 10.2901 2.2487
0.6 43500 1.6223 7.4401 1.7636 9.4001 1.8702
0.5 3.9099 1.5167 5.0000 1.6639 7.9201 1.7784
0.3 1.9599 1.1982 2.5199 1.3139 3.0999 1.4344
0.1 1.0099 0.6371 1.3299 0.6572 1.5899 0.7038
0.08 0.9099 0.5531 1.2199 0.5659 1.4599 0.5965
0.005 0.3400 0.0841 0.5599 0.0732 0.7299 0.0671
0.003 0.3000 0.0624 0.4999 0.0494 0.6699 0.0462
L R 02200 ___00287 __ . s AR o O3ee 0018 |
Table 19 . ¢;/cy , T*, et Cu(N,T*)/c; , M=3.
=2 =3 N=4
e e CRLNTG ., S0 Cu(NTNe T Cu@L.TYe
1 7.1501 2.8887 7.3701 3.2464 7.5901 3.6399
0.9 71501 2.8887 7.3701 3.2464 7.5901 3.6399
0.6 5.0700 2.5066 6.9001 2.7726 7.3701 3.2464
0.5 3.7699 2.3694 6.2000 2.5999 7.0101 2.7758
03 1.9899 1.9261 2.6699 2.1465 3.6299 2.3455
0.1 0.9399 1.0493 1.2099 1.1292 1.4199 1.2209
0.08 0.8499 0.9258 1.0899 0.9626 1.2899 1.0417
0.005 0.3100 0.1442 0.4799 0.1221 0.6199 0.1190
: 0.003 0.2700 0.1040 0.4299 0.0835 0.5699 0.0831
’ L S 0.2000_ _ __ g o R 008 046% 0.0337 _ _
Table 20 . ¢, /c;, N* T* et Cu(N*T*)/c; , M=2.
=,/ N* Cu(N*T*)/c,
1 1 5.3100 1.6830
0.9 1 4.6000 1.6429
0.6 1 2.8099 1.4751
0.5 1 2.3199 1.3976
0.3 1 1.4399 1.1803
0.1 Z 1.0099 0.6371
0.08 2 0.9099 0.5531
0.005 ) 0.3400 0.0841
0.003 2 0.3000 0.0624
2 o - 00287 __.
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Table 21 . ¢, /c;, N* T* et Cy(N* T*)/c, , M=3.

c=c1/c, N* T* Cu(N* T*)/c,
""" § YT 5.3200 2.5254
0.9 1 4.6000 2.4646
06 1 2.8099 2.2126
0.5 1 2.3199 2.0964
03 1 1.4399 1.7704
0.1 1 0.6299 1.1595
0.08 2 0.8499 0.9258
0.005 2 0.3100 0.1442
0.003 2 0.2700 0.1040
0.001 ; 0.2000 0.0491

c=c1/c, N* T* Cu(N* T*)/c,
1 1 5.0800 3.3727
0.9 1 4.5500 3.2873
0.6 1 2.8099 2.9501
0.5 1 2.3199 2.7952
03 1 1.4399 2.3607
0.1 1 0.6299 1.5460
0.08 1 0.5399 1.4026
0.005 2 0.2900 0.2095
0.003 2 0.2500 0.1479
i Rt TNl . Gestmpte gl
Interpretation.

Pour M fixé, les résultats s’interprétent de la méme maniére que dans le cas d’un
systéme paralléle (M=1).

Lorsque M augmente, on observe a partir des tables 16 et 17 que le nombre
d’éléments redondants augmente. Ceci est dia simplement au fait que la fiabilité du
systeme diminue avec M et augmente avec N. Par contre, le comportement de T* &
partir des tables 18 et 19 mérite d’étre précisé. Les coiits résultants augmentent bien
sar avec M du moment que la fiabilité diminue, II est donc conseillé ,que le nombre

d’unités séries soit gardé aussi petit que possible.
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Politique B

F(t=1-e™ 20 avec A=1.

Table 23 . ¢4/c;, N*, et C(N*,T)/cy , M=2.

T=0.5 =] T=1.5
P oeie N TGN DN TGN TN CuNE T
10 1 0.6321 1 0.8647 2 0.9029
20 1 0.6321 3 0.6465 4 0.8152
30 2 0.3996 4 0.5590 5 0.7746
50 3 0.2526 5 0.4833 8 0.6646
100 3 0.2526 7 0.3614 12 0.5418
200 5 0.1009 10 0.2336 18 0.3988
300 5 0.1009 12 0.1747 23 0.3089
600 6 0.0638 15 0.1129 30 0.2161
900 7 0.0403 17 0.0844 35 0.1673
. o N o] " e R i 01511 __
Table 24 . c4/c, , N*, et C(N*,T)/cy , M=3.
T=0.5 =] T=1.5
USSR ¥y PSS S o Lk 7 S L ¥ 13 %0 )
10 r.d - | 1 0.9502 1 0.9889
20 1 0.7769 2 0.9029 2 0.9780
30 2 0.6035 . 0.9029 3 0.9670
50 2 0.6035 4 0.8152 5 0.9457
100 4 0.3642 7 0.6994 9 0.9043
E 200 5 0.2830 12 0.5418 18 0.8178
1, 300 6 0.2198 15 0.4649 25 0.7563
; 600 ! 0.1327 21 0.3422 41 0.6325
. 900 G 0.1031 26 0.2651 54 0.5470
o b gioaL e 8. e 0531 __
Table 25 . cy/c; ,T*, et Ciu(N,T*)/cy , M=2.
N=2 N=3 N=4
Ll T Cu®NThe T CuNTNe TV Gt T,
10 1.0754 0.7808 1.4354 0.8395 1.8054 0.8962
20 0.6716 0.5461 0.8816 0.5687 1.0716 0.6071
30 0.5416 0.4376 0.7216 0.4456 0.8815 04711
50 0.4217 0.3246 0.5817 0.3251 0.7117 0.3320
100 0.3104 0.2140 0.4504 0.2093 0.5604 0.2064
200 0.2401 0.1454 0.3501 0.1277 0.4501 0.1241
300 0.2067 0.1147 0.3067 0.0964 0.4067 0.0960
600 0.1533 0.0698 0.2533 0.0628 0.3333 0.0561
900 0.1322 0.0540 0.2222 0.0462 0.3022 0.0423
1000 0.1320 0.0538 0.2120 0.0413 0.2920 0.0382
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Table 29 . cy/c;, N* T* et C(N* T*)/cq , M=4.

1/c=cq/c, N* T* Cu(N* T*)/cq

10 a | . |

20 1 0.7524 0.9507
30 1 0.4505 0.8351
50 1 0.2664 0.6945
100 1 0.1836 0.5202
200 1 0.1208 0.3833
300 1 0.0937 0.3126
600 2 0.1368 0.1775
900 2 0.1145 0.1350

g . . R Wi P SRR IR Y A

Pour M fixé, idem que dans le cas paralléle.

Lorsque M augmente, les coiits résultants augmentent (pour les mémes raisons que
précédemment). cependant, contrairement a la politique A, le comportement des
deux variables de décision N* (tables 23 et 24) et T* (tables 25 et 26) méritent d’étre
precisé. Nous pensons que cela est dii (intuitivement) a la présence d’éléments en
série. L’étude des ordres stochastiques [51,54] pourrait éventuellement donner des

éléments de réponse.
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Conciusion.

CONCLUSION

Dans cette thése, nous avons étudié des modeles de politiques de maintenance
pour des systémes redondants, dans le cas d’actions correctives mineures et périodes

d’inactivité.

Nous avons établi des conditions nécessaires et suffisantes d’existence et
d’unicité de la stratégie optimale et élaboré des procédures simples de recherche des

politiques optimales dans le cas ou la fonction de fiabilité est IFR.

Les nombreuses expérimentations numériques sur des exemples tests montrent
une bonne adéquation avec I’intuition physique. Cependant, il serait intéressant
d’étudier le comportement des algorithmes de recherche pour des systemes
gouvernés par d’autres lois plus flexibles telles que les lois non paramétriques
(NBU, IMRL,...). L’approche par comparabilit¢ stochastique semble étre une
orientation particuliérement indiquée pour établir des propriétés qualitatives des
politiques connues (y compris les notres) et des comparaisons entres elles. La
monographie récente de Shaked & Shanthikumar [51], ainsi qu’une série de travaux
récents tentent déja de s’y consacrer, méme si cela ne concerne pour I’instant que

les politiques les plus classiques (dge et blocs).

1l serait intéressant également d’étudier la politique PRNMI comportant toutes les
variables de décision considérées par Ait kadi & Cléroux [2], bien que dans ce cas

cela conduirait a des difficultés difficilement surmontables.
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