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Résume : 

Nous avons appliqué la méthode de collocation de frontière au calcul du facteur d’intensité de 

contrainte d’un cylindre fissuré en mode III. 

Nous avons comparé les résultats obtenus avec et sans la méthode des moindres carrés. Nous 

avons également étudie l’influence du choix de la répartition des points de collocation sur le 

résultat final.    



Nomenclatures : 

Z: nombre complexe 

r,  : composants du repère polaire 

               : Facteurs d’intensité de contrainte respectivement en mode 1, 2 et 3 

     : Champ de contrainte  

G: taux de restitution d’énergie 

W : l’énergie potentielle totale 

                                     

                                      

E : module d’élasticité 

  : Module de cisaillement  

  : Coefficient de poisson 

   : Densité d’énergie de surface 

    : Ténacité 

x, y : composants du repère cartésien 

i : nombre imaginaire  

Re : partie réelle 

Im : partie imaginaire 

   : Champ de déplacement  

    : Champ déformation  

   : Composante du vecteur contrainte dans la direction z 

n : vecteur normale 

   : Coefficient complexe  

      : Coefficient réels 

m : nombre de points de collocation  
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Introduction : 

Jusqu’à  un passé récent les ingénieurs mécaniciens se préoccupaient uniquement de prévenir 

l’apparition des fissures et n’étudient pas  la propagation. Cependant la multiplication des 

procédures de  détection de fissures entraine la détection de ces défauts (fissures) dans un très 

grand  nombre de structures. Comme il est matériellement impossible de réparer toutes ces 

fissures, on cherche maintenant à les  « justifier », c’est-à-dire à montrer qu’elles ne 

présentent pas de danger. 

La théorie de la mécanique de la rupture est un moyen pour estimer la stabilité des fissures qui 

peuvent survenir à cause des défauts. Elle permet de prévoir l’évolution de la fissure jusqu’à 

la ruine de la structure. La mécanique de la rupture permet de prévoir la condition de la 

rupture des matériaux et des structures, lorsqu’ils contiennent une fissure. 

La mécanique de la rupture étudie des fissure macroscopiques, elle permet de déterminer les 

champs de contrainte et de déformation et d’exprimer les conditions de propagation de 

fissures, elle propose des relations entre les contraintes et la longueur des fissures 

macroscopique en fonction des caractéristiques des matériaux [1]. 

Les contraintes sont singulières en front de fissure  dans la mécanique de la rupture fragile, 

cette singularité est caractérisée par le facteur d’intensité de contrainte (FIC). La 

détermination du FIC est très importante car il est utilisé ensuite dans les critères de 

propagation. 

Il existe plusieurs méthodes théoriques, numériques et expérimentales de calcul du FIC. Dans 

notre travail nous nous intéressons à une méthode numérique particulière qui est la méthode 

de collocation de frontière. 

Nous l’appliquons dans ce travail à la détermination du FIC pour un cylindre fissuré sollicité 

en mode III. Ce problème a déjà été étudié par A.T. Zhender [7]. La méthode consiste en 

l’identification du vecteur contrainte, exprimé par une série tronquée de fonctions puissance 

de la variable complexe, avec ses valeurs en un certain nombre de points sur la frontière du 

domaine, appelés points de collocation.  Le coefficient correspondant à la fonction puissance 

     correspond au FIC recherché (KIII).Pour la résolution numérique, il existe deux 

possibilités : 
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 On prend autant de points de collocation que de coefficients inconnus dans la série. Le 

système est résolu par les méthodes classiques. 

 On prend plus de points de collocation que de coefficients inconnus. Le système 

surdéterminé est résolu par la méthode des moindres carrés. 

Nous avons testé les deux méthodes afin de dégager les avantages et inconvénients de 

chacune d’elles. 

Nous avons également testé l’influence du choix de la répartition des points de collocation 

sur le résultat final. Plusieurs calculs ont été effectués avec différentes répartitions. Les 

résultats obtenus ont été comparés.  

Pour présenter notre travail, notre mémoire a été divisé en 3 chapitres : 

Un premier chapitre présente les bases théoriques du travail : les principaux concepts de la 

mécanique de la rupture fragile, les nombres complexes, l’élasticité anti-plane, la méthode des 

moindres carrés et la résolution des systèmes linéaires. Nous présentons également la méthode 

de collocation de frontière. 

Dans le deuxième chapitre nous calculons le FIC KIII pour un cylindre fissuré sollicité en 

mode III. Nous résolvons le système en utilisant les deux possibilités citées précédemment 

(avec ou sans la méthode des moindres carrés). Nous comparons également nos résultats avec 

ceux d’A.T. ZHENDER [7]. 

Dans le dernier chapitre nous étudions l’influence du choix de la répartition des points de 

collocation sur le résultat final. Pour cela, nous reprenons l’exemple précédent en utilisant 

plusieurs choix de répartition des points de collocation. Nous comparons les résultats obtenus 

pour chaque choix. 

Et nous terminons par la conclusion générale. 
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Dans ce chapitre, nous présentons les bases théoriques de notre travail. Ils se divisent en cinq 

volets : 

 dans le premier nous visitons quelques notions de la mécanique de la rupture. 

 Le second volet va traiter le sujet des nombres complexes. 

 Le troisième volet quant à lui présente les équations de l’élasticité anti-plane. 

 Le quatrième volet est consacré à la présentation de la méthode de collocation de 

frontière. 

 Le dernier volet présente la méthode des moindres carrés ainsi que la méthode de 

résolution des systèmes linéaires. 

 

I-1 Mécanique linéaire, et non-linéaire de la rupture [2] : 

La mécanique de la rupture se propose de décrire les étapes d’amorçage et de propagation de 

la fissuration. Selon le comportement du matériau durant la propagation d’une fissure, on peut 

être confronté à deux types de ruptures : 

 Rupture fragile, en l’absence de déformation plastique significative (mécanique 

linéaire de la rupture) ; 

 Rupture ductile, en présence de déformation plastique non négligeable (mécanique 

non linéaire de la rupture). Dans ce cas, suivant l’étendue de la zone plastique en 

pointe de fissure, on différencie le cas de la plasticité confinée, de celui de la 

plasticité étendue. 

Dans ce travail, nous nous intéressons à la mécanique de rupture fragile. Nous en rappelons 

quelques notions. 

I-1-1 Mode d’ouverture d’une fissure [3] : 

Toute ouverture de fissure peut être ramenée à la superposition de trois modes élémentaires 

(cf. Fig.I-1): 

 le mode   (ou mode d'ouverture) : où les lèvres de la fissure se déplacent dans des 

directions opposées, perpendiculairement au plan de fissuration, 

 le mode II (ou mode de cisaillement dans le plan) : où les lèvres de la fissure se 

déplacent dans le même plan, dans une direction perpendiculaire au front de fissure, 

 le mode III (ou mode de cisaillement hors plan) : où les lèvres de la fissure se 

déplacent dans le même plan, dans une direction parallèle au front de fissure. 
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Remarque : 

Notons que dans le cas des modes II et III, les lèvres de la fissure restent en contact et 

entraînent donc des frottements qui diminuent l'énergie disponible pour la propagation de 

fissure. Ces deux modes sont ainsi généralement moins dangereux que le mode I. 

a) Mode I                                         b) Mode II                                   c) Mode III

Figure I-1:les 3 modes de rupture

 

 

 

I-1-2 Le facteur d’intensité de contrainte K [4] : 

Dans la zone singulière, le champ de contraintes présente une singularité en      à la 

pointede fissure. L’intensité de la singularité est caractérisée par les paramètres appelés 

facteurs d’intensité de contraintes, notés                pour chacun des modes élémentaires. 

A l’aide de la théorie de l’élasticité, Irwin a montré que les contraintes    dans cette zone 

singulière peuvent être exprimées en fonction des facteurs d’intensité de contraintes : 
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Nous donnons ci-dessous la forme asymptotique des contraintes au voisinage du front de 

fissure pour chaque mode :  

Mode I : 

(I-1)       

 
 
 

 
       

 

    
   

 

 
      

 

 
   

  

 
 

      
 

    
   

 

 
      

 

 
   

  

 
 

      
 

    
   

 

 
   

 

 
    

  

 

  

 

Mode II : 

(I-2)

 
 
 

 
         

 

    
   

 

 
      

 

 
   

  

 
 

       
 

    
   

 

 
    

 

 
   

  

 
 

       
 

    
   

 

 
      

 

 
    

  

 
 

  

Mode III: 

(I-3) 
         

 

    
    

 

 
 

        
 

    
    

 

 
 
  

 

Où r et   sont respectivement le rayon et l’angle en coordonnées polaires 

Dans les formules précédentes                     sont les composants du tenseur des 

contraintes. 
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Les coefficients                sont appelés facteurs d’intensité de contraintes et s’expriment 

en MPa  . Ils sont indépendants de r et de   et ne dépendent que de la répartition des efforts 

extérieurs sur un solide donné, de sa géométrie et de la longueur de la fissure. 

 

I-1-3 Le taux de restitution d’énergie : 

Griffith est le premier à aborder le problème des corps fissurés d’un point de vue énergétique. 

Par l’analyse du bilan énergétique, le taux de restitution d’énergie, noté G, a été introduit. 

C’est l’énergie nécessaire pour faire progresser une longueur unitaire de la fissure. 

Elle correspond à la décroissance de l’énergie potentielle totale W du milieu fissuré pour 

passer d’une configuration initiale avec une longueur de fissure a, à une autre où la fissure se  

trouve augmentée d’une unité de longueur da: 
  

  

  

         

    I-4 

Avec 

                                    

 

                                     

 

En utilisant le champ des contraintes dans la zone singulière et la loi de comportement 

élastique linéaire, on peut relier G aux facteurs d’intensité de contraintes par : 

G=
  
     

 

   + 
    
 

  
               I-5 

 

Avec E’ = E en contrainte plane 

E’=
 

      
en déformation plane 

 

 

 

I-1-4Critère d’énergie   et critère de contrainte    

I-1-4-1 Critère d’énergie(Griffith) : 

Il y a rupture lorsque  le taux de restitution d’énergie (G) atteint une valeur critique appelé 

densité d’énergie de surface (          
                   . 
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I-1-4-2 Critère de rupture en mode I (Irwin) : 

Il y a rupture lorsque  le facteur d’intensité de contrainte (KI) atteint une valeur critique la 

ténacité (     

 

I-2 Rappels sur les nombre complexes [5] : 

I-2-1 représentation graphique : 

Notion de base : 

Soit z ∈C, alors ∃ (x, y) ∈    tel que z = x + i y                       I-6 

Partie réelle de z = x = Re(z). 

Partie imaginaire de z = y = Im(z). 

Argument de z =  = arg(z) 

On définit le module de z comme |z|=                        I-7 

 

 

Ecriture polaire de z : 

x=r cos                             I-8 

y=r sin                              I-9 

z=r(cos +sin )=r          I-10 

Avec      
 

 
                I-11 
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I-2-2 Fonctions d’une variable complexe : 

I-2-2-1 Définition : 

Soit U une partie de C. On appelle fonction d’une variable complexe une application : f : U → C.  

 

On a   f(x+ i y) = u(x, y) + i v(x, y)            I-12   
 

Où u et v sont deux fonctions réelles de deux variables réelles (x,y). 

 

 

 

I-2-2-2 Dérivée d’une fonction d’une variable complexe : 

Soit f  une fonction dont le domaine de définition contient un voisinage du point   . La 

dérivée de f en   , notée       , est définie par la formule : 

              

          

    
           I-13 

À la condition que la limite existe. La fonction f est dite différentiables en    quand sa dérivée 

au point    existe. 

I-2-2-3 Fonctions holomorphes (ou analytiques) : 

Une fonction w = f(z) est dite holomorphe en un point donné z d’un domaine D si elle est 

dérivable aussi bien au point z lui-même que dans un certain voisinage de ce point. On dit que 

la fonction w = f(z) est holomorphe dans le domaine D si elle est dérivable en chaque point de 

ce domaine. Le terme analytique (plus employé par les physiciens que le terme holomorphe) 

est un synonyme du terme holomorphe. 

Une fonction entière est une fonction qui est analytique en chaque point  à distance finie du 

plan complexe. Puisque la dérivée d’un polynôme existe partout, tout polynôme est une 

fonction entière. 

I-2-2-4 Conditions de Cauchy-Riemann : 

La définition de la dérivée au point z peut se réécrire sous la forme 

 

            
           

 
                      I-14 

La limite de ce rapport doit être indépendante de la façon dont la quantité complexe 

       tend vers zéro. Si on prend     réel, alors la partie imaginaire t de h reste nulle, 

et la dérivée devient une dérivée partielle par rapport à x. Donc, on a : 

 

      
  

  
 

  

  
  

  

  
                             I-15 

De même, si        est imaginaire pur, on a : 
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=  

  

  
   

  

  
 

  

  
                      I-16 

 

Si      existe,      doit satisfaire l’équation aux dérivées partielles suivante : 

  

  
   

  

  
                     I-17 

Qui équivaut aux deux équations aux dérivées partielles réelles 

 

 

  

  
 

  

  

  

  
  

  

  

                     I-18 

Les équations (I-18) sont les équations aux dérivées partielles de Cauchy-Riemann, qui 

doivent être satisfaites par les parties réelle et imaginaire de toute fonction holomorphe. Ce 

sont des conditions nécessaires pour l’existence de la dérivée d’une fonction f en un point. 

Elles peuvent donc être utilisées pour localiser les points où f ne possède pas de dérivée. 

A partir de (I-18) on peut montrer que : u = v = 0 (où  est l’opérateur laplacien 

bidimensionnel). Cela veut que les parties réelle et imaginaire d’une fonction analytique sont 

harmoniques. 

I-3 Rappels d’élasticité anti-plane [6] : 

L’élasticité est la capacité d’un corps à reprendre sa forme initiale après déformation. Les 

déformations sont très petites. 

Le problème qui sera traité dans les chapitres précédents est un problème de fissure en mode 

III. Le mode III existe dans le cadre de l’élasticité anti-plane. Nous présentons donc les 

équations de l’élasticité anti-plane. 

Vecteur de déplacement  

    
    

           

                             I-19 

 

Les déformations  
                 

    
 

 

  

   
     

 

 

  

   

                    I-20 
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Les contraintes  
                 

     
  

   
      

  

   

                  I-21 

L’application des équations de l’équilibre local donne (en négligeant les forces volumiques 

selon x3) : 

                                                        
   

   
  

   

   
                            I-22 

                               

Cela veut dire que w(x1,x2) est une fonction harmonique.  

I-4 Formulation du cisaillent anti-plan par des variables complexes [7] : 

Pour simplifier la notation, notons               . Soit   une fonction contrainte telle 

que : 

                                                           
  

   
 , et    

  

   
                      I-23 

De la relation déformation-déplacement on a :       , ainsi           et          . Par 

conséquent on a l’équation de compatibilité : 

                                                                                                         I-24 

Utilisant la relation contrainte-déformation       , et la fonction contrainte , on obtient :  

           ,  et            . En substituant dans l’équation de compatibilité, on 

obtient :            ou bien 

                                                                                            I-25 

Où  est l’opérateur laplacien bidimensionnel.  

On définit une nouvelle fonction complexe h(z) qui a   comme partie réelle et w comme 

partie imaginaire : 

                                                                                                  I-26 

où            On peut facilement vérifier que   et w satisfont les équations de Cauchy-

Riemann. De plus,   et w sont harmoniques,     et    , ainsi   est une fonction 

analytique. Rappelons que la dérivée d’une fonction analytique        est donnée par 

                    . En appliquant cette règle à  , on obtient              
. En 
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utilisant la définition de la fonction de contrainte et la loi contrainte-déformation, nous voyons 

que    peut s’écrire comme suit : 

                                                                                                           I-27 

ou   est appelée contrainte complexe ( est aussi une fonction analytique). 

Un vecteur normal complexe peut aussi être défini par         . Le produit de   par   est  

                           On observe que la partie imaginaire de cette dernière 

expression n’est autre que la composante du vecteur contrainte selon z notée t(z) : 

                                                                                                             I-28 

I-5 Présentation de la méthode de collocation de frontière [7] : 

La méthode de collocation de frontière est une méthode de calcul du facteur d’intensité de 

contrainte  basée sur le développement des contraintes en série infinie. 

L’idée générale est qu’étant donné les conditions aux limites en contraintes pour un problème, 

on exprime les contraintes en un nombre fini de positions, appelée points de collocation, à 

l’aide du développement des contraintes avec des coefficients inconnus. 

Pour chaque point de collocation, on obtient une équation pour les coefficients inconnus. Il 

suffit d’utiliser autant de points de collocation que d’inconnues dans le développement. On 

peut résoudre le système d’équations pour les coefficients du développement. Pour une 

meilleure précision, plus de points de collocation que d’inconnues peuvent être utilisés. Dans 

ce dernier cas, le système est résolu par la méthode des moindres carrés. 

La valeur du coefficient correspondant au terme   
 

  de l’expansion du champ de contraintes 

est le facteur d’intensité de contrainte (r est la distance à la pointe de fissure). 

Bien que cette méthode puisse être appliquée en mode I, II ou III, ici nous nous intéresserons 

aux problèmes en mode III. 

Rappelons que la formulation en variables complexes pour l’élasticité anti-plane s’écrit : 

 

 

                                     (I-29)                  
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Ou t est une abréviation pour   , la composante selon z du vecteur contrainte, n et le vecteur 

normal extérieure unitaire (Figure I-3), et    et    ses composantes selon x et y. 

La contrainte complexe   qui est une fonction analytique, peut être exprimée par une série 

infinie de fonctions puissance : 

 

                                              I-30            =    
   

     

Avec 

                    (An,Bn)             I-31 

Pour satisfaire les condition de bord libre sur les lèvres de la fissure : Re(  =0=      

Sur      : 

Re(                                      I-32 

 

                                               II-33 

                                               II-34 

Nous faisons la somme et la soustraction  entre les deux équations I-33 et I-34.   

 
          
          

                I-35 

 

 
                          

     
 

 
                      

                I-36 

Pour éviter un déplacement infini en pointe de fissure, nous devons éliminer tous les 

exposants     -1/2 (n ≥ 0). On obtient:   

 

 =    
  

 

 
         

 

 
           

 

 
          

                
         I-37 

 

 =      
  

 

 
        

 

 
        

  
          

                                
  

 

 
        

 

 
        

                            I-38                 

 

À partir de là on peut faire : 
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En identifiant les parties réelles et imaginaires, de part et d’autre de l’équation, on obtient : 

 

 
       

 
 

     
 

 
    

        
 
 

    
 

 
    

    

          I-39 

D’autre part, nous savons que le développement asymptotique des contraintes en mode III 

s’écrit de la manière suivante : 

 
    

    

    
   

 

 

     
    

    
   

 

 

                             I-40 

Par identification                             I-41 

 

Supposons que nous avons m points de collocation et que la contrainte     la position    et la 

normale    sont connus en chaque point de collocation (figure I-4).  

En chacun des m points de collocation on met en égalité la contrainte    donnée et la 

contrainte calculée avec (I-29) le développement (I-30) tronqué à (2p+2) termes  

(avec 2p+2 m) 

Pour q=1, m 

  =lm      
     

 
           I-42 
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Nous obtenons un système m équations à 2p+2 inconnues              . La valeur du 

premier terme   correspond au facteur d’intensité de contrainte,           . Pour plus de 

précision, on prend plus de points de collocation que d’inconnues (m ≥ 2p+2). Le système 

sera résolu par la méthode des moindres carrés. 

 

I-6 la méthode des moindres carrés [8] : 

La méthode des moindres carrés est l’outil de la théorie des erreurs ou de l'estimation, utilisés 

tous les jours dans toutes les sciences d'observation. 

La théorie des erreurs a été développée pour résoudre trois problèmes :  

 Combiner les erreurs pour choisir une valeur "juste milieu" 

 Trouver la loi de densité de probabilité des erreurs. 

 Choisir une démarche pour déterminer des quantités dans un système d'équations 

surdéterminé. 

La méthode des moindres carrés est une méthode statistique courante utilisée pour la 

recherche de la valeur la plus probable d'une quantité observée par diverses mesures. Elle 

donne le résultat suivant : la valeur la plus probable est telle que la somme des carrés des 

différences entre les observations et cette valeur est minimum. 

La première publication de la méthode des moindres carrés (destinée à déterminer des 

quantités dans un système d'équations surdéterminé) est due à Legendre en 1805 et gauss en 

1809. 

Nous nous intéresserons ici au cas où le nombre d’observations est supérieur au nombre de 

paramètres. Ceci nous conduira à résoudre, suivant le choix du modèle, des systèmes linéaires 

surdéterminés. 

La “meilleure solution” d’un système surdétermine peut être définie de plusieurs façons. Etant 

donné les observations, les variables indépendantes A et x le vecteur de paramètres, la 

solution retenue correspond à la solution du problème de minimisation suivant : 

 

 

                                            ∈                       I-43 

I-6-1 Forme standard : 

Définition : On appelle forme standard d’un problème de moindres carrés la donnée de : 
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 La matrice   

 

 
 
 
 

                    

                    
                              
                              
                              
                     

 
 
 
 

∈      appelée matrice des données 

 
 

 

 La vectrice réponse ou  des observations   

 

 
 
 

  
  
 
 
 

   

 
 
 

∈    

 

 le vecteur de paramètres   

 

  
 

  
  
 
 
 
   

  
 

∈    

 

Il faut trouver le vecteur  ∈    tel que l’erreur         soit minimale. 

I-6-2 Solution analytique : 

Soit E(x) =       la fonction erreur. On sait que E(x) est minimale    E’(x) = 0. 

Si E est strictement convexe, alors : 

 E(x) minimale  E’(x)=0 

On cherche donc x∈    tel      =0. Donc, les dérivées partielles par rapport à tous les 

paramètres du vecteur x doivent être nulles : 

 

  

  
 

 

 
 
 
 

  

   
  

   
 
 

  

    

 
 
 
 

=

 

 
 

 
 

  
 
  

 
 

                     I-44 

Ou on peut faire autrement : 

Prendre le système surdéterminé Ax=y, et effectuer le produit à gauche par la matrice 

transposée de A : 
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                I-45 

Le système (I-44) ou (I-45) sera résolu par les méthodes classiques. 

Exemple :  

 

       
       
       

            I-46 

x et y  par la méthode des moindres carrés. On a (       tel que : 

 

         
         
         

           I-47 

On cherche le couple (       tel que l’erreur soit minimale   

E=            +            +             

On annule les dérivées partielles par rapport à            

 

  

   
  

  

   
  

                  I-48 

On peut également réécrire le système I-47 sous forme matricielle : 

 
              
       
            

  
  
  
   

 
 
 
                I-49  

On effectue le produit par la matrice transposé  

 

 
                 
              

  
              
       
            

  
  
  
   

                 
              

  
 
 
 
  

         
        

  
  

  
     

  
                 I-50 

(I-48) ou (I-50) sont résolus par  les méthodes classiques. 

 

I-7 Résolution des systèmes linéaires [9] : 

Le problème consiste à trouver la solution du système d’équations 

                          

                                                          I-51     
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En notation matricielle ce système s’écrit 

                    I-52 

On rappelle qu’il existe une solution unique si et seulement si           

La solution du système linéaire s’obtient par 

                       I-53     

Ce qui suggère que l’on a besoin de l’inverse de la matrice A pour calculer  x. 
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Chapitre II: Exemple traité – Résolution 

avec et sans la méthode des moindres 

carrés 
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Dans ce chapitre, nous appliquons la méthode de collocation de frontière au calcul du FIC 

d’un cylindre fissuré en mode III. Nous effectuons les calculs avec et sans la méthode des 

moindres carrés en comparant les résultats obtenus dans les deux cas. Nous comparons 

également avec les résultats d’A.T. Zehnder [7]. 

II-1 Problème traité : 

Le problème traité est une fissure dans un cylindre de rayon R=1(figure II-1). La surface 

latérale du cylindre est chargée par des efforts dans la direction z, on prend t =      .  

Remarque 

Le travail étant purement théorique et numérique, les calculs ont été effectués sans 

dimensions. Les résultats obtenus sont adimensionnels. 

 

II-1-1 Résultats d’A.T. Zehnder [7] : 

A.T. Zehnder a calculé le FIC KIII pour ce problème. Il a utilisé des points de collocation 

équidistants sur le pourtour du cylindre. Les résultats présentés sur (la Figure II-2) montrent 

qu’à partir d’un nombre de points de collocation m    la valeur de KIII a pratiquement 

convergée vers  2,13 (approximativement). 
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Remarque 

Le nombre d’inconnues utilisé dans le calcul n’est pas précisé. 

 

II-2 Résolution du problème : 

 

On reprend l’équation (I-42) 

  =lm      
     

 
    

Pour le cercle on a :                       

En reportant dans (I-42), on obtient : 

 

            

          
  

 

 
        

 

 
         

 

 

   

             
  

 

 
        

 

 
      

                           
                      )              II-1 

       
  

 

 
        

 

 
         

  
                   

                 
  

 

 
        

 

 
          

                                 II-2 
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Finalement I-42 devient : 

        
  

 

 
       

 

 
         

  
                                II-3 

Pour des commodités de programmation numérique, on fait le changement de 

variable suivant: 

N=n+1 

II-3 devient : 

              
  

 

 
        

 

 
         

    
                     II-4 

                                 

Avec cette notation, c’est le coefficient A1 qui donne le KIII : 

                                                                    II-5 

 On choisit m points de collocations équidistants donnés par : 

   
   

   
-                        II-6 

Remarque 

Les points   = ±  sont à éviter car ce sont des points anguleux, où la normale n’est pas 

définie. 

 

II-2-1 Solution par la méthode des moindres carrés : 

On prend m > 2p dans (II-4). Nous avons effectué plusieurs calculs en faisant varier p. Pour 

chaque p, nous augmentons m à partir de 2p+1. Pour chaque valeur de m, nous calculons le 

KIII. Nous nous arrêtons lorsque la valeur du KIII se stabilise (convergence). Nous 

incrémentons le p et répétons l’opération. Nous observons que la valeur du KIII dépend de p et 

se stabilise à partir de p =20. Nous présentons dans le tableau II-1 les valeurs du KIII pour 

chaque p. Notons enfin que la valeur finale du KIII (2.1278) est la même que celle trouvée par 

A. T. Zehnder (2.13).  
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Nous présentons, à titre d’exemple, les détails des calculs pour p=20 (Tableau II-2 et Figure 

II-3). Nous observons sur le Tableau II-2 que la convergence est réalisée à partir de m=626. 

Les détails des calculs pour les autres valeurs de p sont donnés en Annexe 1. 
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II-2-2 Solution par résolution directe (sans la méthode des moindres carrés) 

On prend m=2p dans (II-4). Le nombre de points de collocation est donc être égal au nombre 

d’inconnues. Nous procédons de la manière suivante : nous augmentons le p à partir de 1et 

nous calculons à chaque fois le FIC correspondant. Nous nous arrêtons lorsque la valeur du 

FIC se stabilise (convergence). Nous présentons les résultats obtenus dans le Tableau II-3. 
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Nous constatons pour un nombre d’inconnues de 129 le facteur d’intensité de contrainte se  

stabilise à la valeur de 2.1278 qui est la même que celle du paragraphe précédent et que la 

valeur obtenue par AT. Zehnder. 

La programmation des calculs numériques, par les deux méthodes, a été effectuée avec le 

langage de programmation MATLAB (voir Annexe 2).  

 

Conclusion : 

Nous constatons que le résultat final est le même avec  les deux méthodes. En comparant les 

deux méthodes, nous remarquons que chacune présente des avantages et des inconvénients : 

 La méthode avec moindres carrés, présente l’inconvénient de présenter plusieurs 

convergences du KIII (une pour chaque valeur de p). Il faut donc effectuer plusieurs 

calculs pour déterminer la valeur minimale de p (p=20 dans notre cas). L’avantage est 

qu’il suffit après de résoudre un système de 4040 pour obtenir le résultat. Ce qui 

représente un cout de calcul minime. 

  La méthode sans moindres carrés présente l’avantage de présenter une seule 

convergence du KIII. L’inconvénient est qu’il faut résoudre un système de 258258 

(correspondant à p=129) pour obtenir le résultat final. Ce qui représente un cout de 

calcul plus important.  
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Chapitre III : Etude de l’influence de la 

répartition des points de collocation sur 

le résultat final 
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Dans ce chapitre  nous allons  étudier l’influence du choix de la répartition des points de 

collocation sur le résultat. En effet dans les calculs du chapitre précédent, les points de 

collocation ont été répartis sur le cercle complet. Dans cette partie nous effectuons trois 

calculs avec trois répartitions différentes (1/4 de cercle, ½ cercle et ¾ de cercle). Nous 

comparons ensuite les résultats obtenus.  

III-1 ¼  cercle : 

Nous commençons d’abord avec la méthode « sans moindres carrés ».  Nous calculons le FIC 

pour différentes valeurs de p. Les résultats obtenus sont affichés sur le tableau III-1. Les 

positions des points de collocation sont calculées avec la formule suivante :  

   
      

      
  q=1..m  ∈    

 

 
       III-1   

 

 

Nous constatons une variation instable du KIII en fonction de p, et par conséquent une absence 

de convergence. Ce phénomène est due à une instabilité numérique (la matrice se rapproche 

de la singularité lorsque p augmente). 

A partir de p=5 (début de l’instabilité) nous avons effectué une autre série de calculs avec la 

méthode des moindres carrés. Nous avons constaté une absence de convergence à partir de 

p=6). Nous présentons ci-dessous les résultats obtenus pour p=5 et p=6. 
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Nous constatons, pour p=5, une convergence du KIII vers la valeur de 2.3781 à partir de 

m=666. 

 

 

Nous constatons pour p=6, une instabilité et une absence de convergence du KIII. 

La programmation des calculs numériques, par les deux méthodes, a été effectuée avec le 

langage de programmation MATLAB (voir Annexe 3).  
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III-2 ½  cercle : 

Nous commençons d’abord avec la méthode « sans moindres carrés ».  Nous calculons le FIC 

pour différentes valeurs de p. Les résultats obtenus sont affichés sur le tableau III-4. Les 

positions des points de collocation sont calculées avec la formule suivante :  

   
  

   
   q=1..m,   [0, [      III-2 

 

 

 

Nous constatons une variation instable du KIII en fonction de p, et par conséquent une absence 

de convergence. Ce phénomène est due à une instabilité numérique (la matrice se rapproche 

de la singularité lorsque p augmente). 

A partir de p=2 (début de l’instabilité) nous avons effectué une autre série de calculs avec la 

méthode des moindres carrés. Les résultats obtenus  sont présentés dans le tableau ci-dessous :  
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Nous nous sommes arrêtés dans les calculs à la valeur p=6 car nous avons constaté qu’il n’y a 

pas de convergence au-delà de cette valeur (la matrice se rapproche de la singularité). 

A titre d’exemple, nous présentons ci-dessous les détails des résultats pour p=2. Les détails 

pour les autres valeurs de p sont présentés dans l’Annexe 4. 
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Les programmes MATLAB sont également en (annexe 4). 

III-3 ¾  cercle : 

Nous commençons d’abord avec la méthode « sans moindres carrés ».  Nous calculons le FIC 

pour différentes valeurs de p. Les résultats obtenus sont affichés sur le tableau III-7. Les 

positions des points de collocation sont calculées avec la formule suivante :  

   
   

      
 

 

 
, q=1..m,  ∈   

 

 
              III-3 
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Nous constatons une variation instable du KIII en fonction de p, et par conséquent une absence 

de convergence. Ce phénomène est due à une instabilité numérique (la matrice se rapproche 

de la singularité lorsque p augmente). 

A partir de p=4 (début de l’instabilité) nous avons effectué une autre série de calculs avec la 

méthode des moindres carrés. Les résultats obtenus  sont présentés dans le tableau ci-dessous :  

 

 

 

 

 

Nous nous sommes arrêtés dans les calculs à la valeur p=11 car nous avons constaté qu’il n’y 

a pas de convergence au-delà de cette valeur (la matrice se rapproche de la singularité). 

A titre d’exemple, nous présentons ci-dessous les détails des résultats pour p=4. Les détails 

pour les autres valeurs de p sont présentés dans l’Annexe 5. 

Les programmes MATLAB sont également en (annexe 5). 
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Conclusion : 

Nous constatons que lorsque les points de collocation sont pris sur une partie de la frontière, 

les résultats numériques présentent des instabilités, et le KIII ne converge pas. La raison de 

cette instabilité numérique nous est inconnue pour l’instant. Nous concluons que pour éviter 

ce problème, il faut choisir les points de collocation sur toute la frontière du domaine. 
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Conclusion générale : 

 

Ce travail a pour but l’application de la méthode de la méthode de collocation de frontière 

pour le calcul du FIC dans le cas de l’élasticité anti-plane. Notre point de départ est un 

exemple traité par A.T.ZEHNDER [7].   

Nous avons calculé le FIC avec et sans les moindres carrés en choisissant des points de 

collocation uniformément répartis sur toute la frontière du domaine. Nous avons mis en 

évidence les avantages et les inconvénients des deux méthodes. Nous avons finalement 

constaté que les deux méthodes convergent vers le même résultat que celui obtenu par A.T. 

Zehnder [7].  

Nous avons également étudié l’influence du choix de la répartition des points de collocation. 

Nous avons fait une comparaison entre les résultats obtenus en utilisant des points répartis sur 

toute la frontière du domaine, et les résultats obtenus en utilisant des parties différentes de la 

frontière. Les résultats ont montré une forte instabilité numérique dans le cas où les points de 

collocation ne sont pas répartis sur toute la frontière du domaine. Pour éviter ce problème, il 

est donc nécessaire d’utiliser toute la frontière du domaine. 

Les perspectives que nous pouvons dégager pour la poursuite de ce travail sont les suivantes : 

 Traiter d’autres problèmes en mode III. 

 Reprendre le même exemple en modes I et II. 
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Annexe 1  
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Les tableaux et figures  jusqu’à la stabilisation du FIC  

 

 

 



~ 40 ~ 
 

 

 

 

 



~ 41 ~ 
 

 

 



~ 42 ~ 
 

 

 



~ 43 ~ 
 

 

 

 



~ 44 ~ 
 

 

 



~ 45 ~ 
 

 

 

 



~ 46 ~ 
 

 

 

 



~ 47 ~ 
 

 

 

 

 



~ 48 ~ 
 

 

 

 



~ 49 ~ 
 

 

 

 



~ 50 ~ 
 

 

 

 

Annexe 2  
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%programme pour le calcul du facteur d'intensité de contrainte pour le cercle en 

utilisant la methode des moindres carrés  

clc 

clear 

syms H a 

%cnstuire systeme d'equation lineaire 

p=20 

m=2*p+a; 

r=1 

for a=1:1000 

for q=1:2*p+a 

    teta(q)=q*2*pi/(2*p+a+1)-pi; 

    T(q)=sin(teta(q)); 

    for N=1:p 

        u(q,N)=r^(-3/2+N)*sin((-1/2+N)*teta(q)); 

        e(q,N)=r^(N-1)*cos(N*teta(q)); 

        H=[u,e]; 

    end 

end 

%algorithme moindre carre 

G=H'*H; 

Z=H'*T'; 

%resolution systeme lineare par la methode directe 

c=inv(G)*Z; 

%calcul le FIC 

fic(a)=c(1)*sqrt(2*pi) 

end 

a=1:1000; 

plot(a,fic(a),'b*') 

xlabel('nombre de point de collication m') 

ylabel('valeur de facteur d"intensités de contrainte') 

title('diagramme de fic en foction m') 
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%programme pour le calcul du facteur d'intensité de contrainte pour le cercle sans la methode 

de moindre carre  

clc 

clear 

syms  H 

%cnstuire systeme d'equation lineaire 

p=129 

m=2*p 

r=1 

for q=1:m 

    teta(q)=q*2*pi/(m+1)-pi; 

    T(q)=sin(teta(q)); 

    for N=1:p 

        u(q,N)=r^(-3/2+N)*sin((-1/2+N)*teta(q)); 

        e(q,N)=r^(N-1)*cos(N*teta(q)); 

        H=[u,e]; 

    end 

end 

%resolution systeme lineare par la methode directe 

C=inv(H)*T'; 

%calcul le FIC 

fic=C(1)*sqrt(2*pi) 
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Programme pour le calcul du facteur d'intensité de contrainte pour le ¼ cercle sans la 

méthode des moindres carrés : 

clc 

clear 

syms  H 

p=5 

m=2*p 

r=1 

for q=1:m 

    teta(q)=((q-1)*pi)/(2*(m-1)); 

    T(q)=sin(teta(q)); 

    for N=1:p 

        u(q,N)=r^(-3/2+N)*sin((-1/2+N)*teta(q)); 

        e(q,N)=r^(N-1)*cos(N*teta(q)); 

        H=[u,e]; 

    end 

 end 

C=inv(H)*T'; 

fic=C(1)*sqrt(2*pi) 
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Programme pour le calcul du facteur d'intensité de contrainte pour le ¼ cercle par la 

méthode des moindres carrés : 

clc 

clear 

syms H a 

p=5 

m=2*p+a; 

r=1 

for a=1:1000 

for q=1:2*p+a 

    teta(q)=((q-1)*pi)/(2*(2*p+a-1)); 

    T(q)=sin(teta(q)); 

    for N=1:p 

        u(q,N)=r^(-3/2+N)*sin((-1/2+N)*teta(q)); 

        e(q,N)=r^(N-1)*cos(N*teta(q)); 

        H=[u,e]; 

    end 

end 

G=H'*H; 

Z=H'*T'; 

c=inv(G)*Z; 

fic(a)=c(1)*sqrt(2*pi) 

end 

a=1:1000; 

plot(a,fic(a),'b*') 
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Programme pour le calcul du facteur d'intensité de contrainte pour le ½  cercle sans la 

méthode des moindres carrés : 

clc 

clear 

syms  H 

p=2 

m=2*p 

r=1 

for q=1:m 

    teta(q)=q*pi/(m+1); 

    T(q)=sin(teta(q)); 

    for N=1:p 

        u(q,N)=r^(-3/2+N)*sin((-1/2+N)*teta(q)); 

        e(q,N)=r^(N-1)*cos(N*teta(q)); 

        H=[u,e]; 

    end  

end 

C=inv(H)*T'; 

fic=C(1)*sqrt(2*pi) 
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Programme pour le calcul du facteur d'intensité de contrainte pour le ½  cercle par la 

méthode des moindres carrés : 

clc 

clear 

syms H a 

p=2 

m=2*p+a; 

r=1 

for a=1:1000 

for q=1:2*p+a 

    teta(q)=q*pi/(2*p+a+1); 

    T(q)=sin(teta(q)); 

    for N=1:p 

        u(q,N)=r^(-3/2+N)*sin((-1/2+N)*teta(q)); 

        e(q,N)=r^(N-1)*cos(N*teta(q)); 

        H=[u,e]; 

    end   

end 

G=H'*H; 

Z=H'*T'; 

c=inv(G)*Z; 

fic(a)=c(1)*sqrt(2*pi) 

end 

a=1:1000; 

plot(a,fic(a),'b*') 
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Programme pour le calcul du facteur d'intensité de contrainte pour le ¾  cercle sans la 

méthode des moindres carrés : 

clc 

clear 

syms  H 

p=4 

m=2*p 

r=1 

for q=1:m 

    teta(q)=(q*3*pi)/(2*(m+1))-pi/2; 

    T(q)=sin(teta(q)); 

    for N=1:p 

        u(q,N)=r^(-3/2+N)*sin((-1/2+N)*teta(q)); 

        e(q,N)=r^(N-1)*cos(N*teta(q)); 

        H=[u,e]; 

    end    

end 

C=inv(H)*T'; 

fic=C(1)*sqrt(2*pi) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



~ 65 ~ 
 

Programme pour le calcul du facteur d'intensité de contrainte pour le ¾  cercle par  la 

méthode des moindres carrés : 

clc 

clear 

syms H a 

p=4 

m=2*p+a; 

r=1 

for a=1:1000 

for q=1:2*p+a 

   teta(q)=(q*3*pi)/(2*(2*p+a+1))-pi/2; 

    T(q)=sin(teta(q)); 

    for N=1:p 

        u(q,N)=r^(-3/2+N)*sin((-1/2+N)*teta(q)); 

        e(q,N)=r^(N-1)*cos(N*teta(q)); 

        H=[u,e]; 

    end   

end 

G=H'*H; 

Z=H'*T'; 

c=inv(G)*Z; 

fic(a)=c(1)*sqrt(2*pi) 

end 

a=1:1000; 

plot(a,fic(a),'b*') 
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NOTICE EXPLICATIVE DE LA PROGRAMMATION: 

Notre programmation est faite  à l’aide du langage matlab et elle se divise en deux parties : 

1
ere

 partie : 

Notre programme est composé de points de collocation (m), nous injectons dans ce dernier 

une valeur de p ensuite le programme calcule pour les différentes valeurs du  point (m) les 

angles et les efforts appliqué ce qui nous permet d’obtenir un système d’équations 

surdéterminé. 

2
eme 

 partie : 

Nous allons résoudre le système d’équation surdéterminé par la méthode des moindres carrés 

ce qui nous donne ensuite un système d’équations linéaire que nous pouvons résoudre par la 

méthode direct, aussi  le fic est calculé par la formule suivante : 

                      

 


