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Reésume de La ihidse
Dang cette these: M0us BV0ns tiaturelleimeal reconsidats la question d'existence de
novaux duns les graphes odentés d'une pant et dautre part dans les graphes non
erientes qu'on mumt d'une onentation,
Nous connatssons; & present trois manieres de demontrer qu'un digraphe est novau
partait,
La premiere celle établie par P. Duchel; et qui consiste & réorenter les arcs
ssoetnques dans les circults de maniére 4 se ramener aux conditions d'existence
du noyaux de V. Neuman et Morgenstern et ceux  de Richardson: et done [ui
permettent de conclure
La sceonde maniere de proceder; est celle de ruisonner par induction e supposdnt
(ue tout sous-digraphe est novau parfail puls arfiver & construire un noyau du
digraphe cutier.
ELenfin lu troisieme maniére est celle d'utiliser les operations de composition de
drgraphes novaux parfaits.
En fait nous citons les résultals essentiels qui conduisent a la détermination du
noyau duns un digraphe tout en les amélioras
Nous considerons le probléme d'existen-e Ao noyaux dans les digruphes sans
CifCulls el ceux sans circuils Impairs dont nous établirons un. algonthme
polynonual dans chacun des cas,
Nous ¢ludions ensuite l'existence de noyaux dans les graphes tniangulés, munis de
lorienation normale dont nous donnons un algornithme de recherche de noyaux
duns cette clusse de graphes qui sont parfaits. |
Nous procéderons ensuite @ la programmation de chacun des algorithmes 4 la fin
des chapitres: ¢e qui nous permettra de déterminer facilement le noyau dans de tels
araphes. .
Par ailleurs: les résultars obtenus par Boros et Gurvich concernant la conjecture
sencrale "un graphe partait est solvable™ dépendent entiérement de ceux tirés de la
théorie des jeux; ce qui nous a amené a en faire une érude compléte.
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INTRODUCTION
Un graphe est la donnée, d'un ensemble de points appelés sommets et un ensemble
de liaisons entre ces sommets appelés arcs dans le cas de graphes orienlés et aréles
s1 le graphe n'est pas oriente.
En 1944, Von-Neumann et Q. Morgenstern introduisent pour la premicre [uis la
notion de novau d'un graphe orienté comme solution d'un jeu (ou conflits) & n
Joueurs
lls font remarquer quun graphe sans circuil admet un noyau. Puis par ses
multiples résultats Richardson montre que l'existence 'de novau dans un graphe
orienté¢ dépend de la structure des circuits impairs dans de tels graphes.
Un noyau est un ensemble de sommets non reliés enire eux, ol tout sommet
extérieur & ce sous ensemble est absorbé par au moins un sommet de celui-ci.
Plusteurs travaux ont été réalisés depuis, notamment par [1. Meyniel, P. Duchet,
V. Neumann [ara, 11. G. Sanchez el autres qu'on précisera par la suite |
Par ailleurs; C. Berge introduit en 1961 la netion de araphes parfaits 4 partir du
concept de coloration, ol il les définit comme des graphes teis que l'on puisse
colorer ses sommels sans que deux sommets adjacents aient Ja méme couleur et (cl
que le nombre de couleurs utilisées soit dgal 4 la taille maximale d'une clique
{ensemble de sommets rehiés deux a deux} . -
[l les caraciérise par suite, il v & maintenant plus de 30 ans par l'énoncé, connu
sous le nom de conjecture Jorte des graphes partaits suivant - un graphe est parfait
st et seulement st1l ne contient ni trou ni anti-trou, qui reste toujours sans solution.
lusqu'a prcsent, une des plus grandes classes de araphes parfaits connue est celle
de Claude Berge et Pierre Duchet. dites classe des graphes fortement parfaits qui
contient celle de Mevniel (graphes tels que tlout evele impair a deux cordes).
Par suite Claude Berge et Pierre Duchet établissent un paralléle entre deux notions
mmportantes dans la théone des graphes: la notion de praphe pacfau et celle de
novau . '
Pour cela ils imposent T'orientation normale {orientation telle que toule clique
posséde  un puits; sommet qui est successcur do toul autre sommet de fa clique) au
graphe. Nous dirons qu'un graphe non orienté est solvable st toute orientation
normale D de G est noyan parfute (1.e ; admel un novau), d'ou la conjecture de
Claude Berge et Pierre Duchet - (G est parfait si et seulement s1 G est solvable
Adnsi dans le premier chapitre on définit tous les termes utilisés dans la thése,
Le chapitic deux comportera une élude théorique sar les graphes noyaux parfaits
en améliorant certaines preuves el on fera 4 la fin du chapitre une -étude
algorithmique de certains résultats qui sera par la suite programmée,
Dans le chapitre trois nous parlerons de la notion de graphe partaits et certaines de
leurs sous classes, nous étudierons particuliérement l'existence de noyau dans la
classe des praphes triangulés. qui sont parfaits. munis de I'orientation normale et
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nous donnerons un algorithme de recherche de novau dans de tels graphes que
nous programmerons a la fin du chapitre .

Dans le chapitre guatre; nous éludicrons les graphes planaires qui sont parfaits, et
I'éventuelle existence de novaux dans ce type de graphes.

Dans ce cadre; nous exposerons l'algonithme polynomial de Hsu pour reconnaitre
les graphes planawes parfaits, qui est basé sur la décomposition du graphe

essentiellament en trois classes spéciales facilement reconnaissables. Les graphes
de comparabilité planaires, les line graphes de graphes bipartis ; qui sont parfaits
planaires et une classe de graphes formée de graphes faciles 4 construire,

Comme; les lines graphes de bipartis sonl solvables (en partieulier M-Solvables) et
les graphes de comparabilité sont M-Solvables (forme faible de la conjecture citée ),
on a tenté de montrer movennant c¢e type de décomposition la solvabilité des
graphes parfaits planaires, en eflel il sullit de monirer la solvabilité des graphes de
comparabilité et que les types d'opérations utilisées dans la décomposition

préservent le noyau perfection.

Dans le chapitre cing, nous insisterons sur la conjecture de Pierre Duchet et Claude
Berge, en notant que plusieurs recherches ont été faites dans le but de résoudre la
conjecture des graphes partaits solvable a savoir : "un graphe estparfait siet
seulement si 1l est solvable”, mais sans résultat.

Récemment Endre Boros et Viadimir Gurvich (mai 1994) trouvent dans la théorie
des jeux un terrain de résolution partielle (implicafion dans le sens directe), en [ail
la théorie des joux occupe au sein des mathématiques une place prépondérante et
[Gt introduite par Von Neuman en 1956 sous forme de conflit et de coopération,
actuellement elle est définie comme étude formelle des situations ou plusieurs
personnes ont a prendre des décisions dont dépend un résultat qui les concerne
puts en tire des modéles mathématiques de situations concrétes pour permettre des
conclusions inléressantes.

Nous avons fait une étude compléte sur cetie théorie gu'on résumera dans cette
thésc.

Il est a signaler qu'une autre preuve de ce méme résultat a été trouvée demiérement
(janvier 1995} par R. Aharoun:,



CHAPITRE 1 NOTIONS PRELIMINAIRES DE 1A THEORIE

DES GRAPHES ET COMPLEXITE ALGORITHMIQUE
A/ Notions fondamentales:
a/Graphes et graphe orientés:
Les graphes utilisés sont des graphes simples (orientés ou'non), sans bouclés et
suns arétes multiples, se reporter 4 la terminolégie de C. Berge [2].
Un graphe G non orienté est la donnée d'un couple (X.E) ol X est 'ensemble des
sommets et E est formé de paires de sommets distincts de X appelées arétes de G.
Dans un graphe crienté D, si toutes les arétes sont orientées, on les appellera arcs,
I'ensemble des arcs sera noté U,
Un arc de D, orienté du sommet x vers le sommet y, sera noté¢ (x, v), larc
symétrique qui lui correspond, s'il existe est noté (y, X).
Si l'are (v, x) n'existe pas nous dirons que l'are (x, y) est antisyméirique et pour un
arc (x, v) de D on dira que x est 'extrémité imtiale de l'arc (x, y) et que y est son
extrémite finale. i
St lare (x, v) existe dans U, les qummels % u y sont dits adjacents, y est dit
successeur de X, et x est dit prédécesseur de v.
On note par T{(x)"{y € X / (%, ¥) € U}, l'ensemble des successcurs de x
et T(x)={v eX/ (y, x) eU}, I'ensemble des prédécesseurs de x.
Les sommets voisins de x, sont les sommets de 17! (x)=(x).
Un sommet est dit terminal s'il n'a aucun successeur
Ln sous g_;t_aphe D=(31J) induil par AcX est défini par (AUp) ouUp esl
l'ensemble des arcs dont les extrémités sont dans A
Ln grapheﬁﬁbst particl si I'ensemble de ses arcs est inclus dans UL
b/Chaines/et chemins:
Ln chcmiﬁ' du graphe D= U) est détini par une suite de sommets deux & deux
digjoints (%0.X].......Xp) telle que l'extrémilé¢ terminale de l'arc (xj.1.x{) coincide
avec lextrémité initiale de 'are (xj.xj41) pour i=1,....p~1.

Un circuit ést un chemin fermé (i.e XO=Xp)-

Une chaine est la donnée d'une suite de sommets (x,X]........Xp) telle que
(x,xj41 ) pouri =0, .., p-1 soil une aréte de E. Un cycle est une chaine fefmée.
Le nombre d'arcs (resp. d'arétes) d'un chemin (resp. chaine) (x(,X1.......Xp) est la
longueur du chemin (resp. chaine).

Une corde dans un eycle (X,X[,.......%p.XQ) est une aréte (x,X;) qui n'appartient
pas 4 l'ensemblé des arétes du cycle et ol xj=X;.

Une corde courte dans un cycle est de la forme (x,%142 ).

Un pile est l'extrémité terminale d'une corde.



La parité d'une. chaine (resp. chemin) est la parité du nombre d'arétes (resp. arcs)
de cette chaine (resp. chemin). e
Une chaine (resp. chemin) cst dite minimale (regp. mmlmal} 51 larete (resp. am)
%) nappartlcnt pas a B pour Il-_}|¢] lf]th_ILXI,hI}Ildppallrﬂnl pﬂbd U pour
J-i=1).

¢/ Puits et Sources:

Un puits est un sommert qui est successeur de tous ses voisms, c-a-d qui regoit tout
sommet gui fui est adjacent.

Une source est un sommet qui esl prédécesseur de tlout sommet qui lui est adjacent.
d/Graphes spéciaux:

Un graphe est dit complet st tous ses sommets sont reliés deux & deux,

Une clique est un ensemble complet maximal. =

Un stable est un ensemble de sommets qui ne sont pas reliés deux a deux.

Un graphe est dit biparti 5’1l ne contient pas de cvele impair comme sous-graphe et
ses sommets peuvent-étre répartis en deux sous ensembles stables.

Un graphe 'est tnangulé s1l ne contient pas de cyele de longueur supérieure ou
cgale a quatre.

Un graphe bilil dul -iniangulé si oat evele impair de celui-a, de longueur supéricure
cu ¢gale a cmq posséde deux cordes non crotsces.

Un graphe gst dit de parité si pour toul couple de sommets non reliés de celui-ci,
les chaines ;i!mnmmles les reliant sont de méme parté, on peul auss le déhnir
comme étant un araphe tel que tout eyvele impair de longueur supérieure ot égale a
ciq pﬂﬂ%ﬂd%‘dﬂll\ cordes croisees.

La classe dés graphes partaits est une classe importante de graphes, les définitions
et détails corjcernant cefte classe seront étudiés au chapitre 111

¢/Connexité et forte connexité: .

Pour un gm;phc non orienté la relaon  x Ry défue par:” il exuste une chaine
reliant x el ¥ " est une relation d'équivalence dont les classes d'équivalence sont les

composantes connexes du graphe. Un graphe est dit connexe s'l contient une seule
composante connexe,

Pour un graphe orienté, la relation x R y définie par: " il existe un chemin dex a y
et un chemin de v a x " est une relaion d'équivalence dent les classes
d'équivalence sont les composaniles [ortement connexes. Un graphe est dit
fortement connexe sl est réduit 4 une seule composante fortement connexe. Ling
composante terminale d'un graphe orienté est une composante fortement connexe

ne contenant pas de sommets extréemités mitiales d'un arc sortant de celle-ci vers



i

les autres) j.umpobanlc:. lortement connexes, autrement dil ¢'est un sommet terminal
du graphe'onienlé reduil (graphe des composantes fortement connexes).

ffGraphea parfaits et noyaux :

Soit G_[X?;E )} un graphe, notons:

o{G), la cardinalité d'un stable maximum.

{G), nﬁnl'.'l"brc minimum de cliques qui partitionnent X,

WQ), nr::rrgbre minimum de couleurs nécessaires pour colorer les sommets d'un
graphe srins que deux sommets adjacents alent la méme couleur {(nombre
chromatique),

w((G), nombre maximum de sommets formant une clique,

G=(X,E), est dit a-parfait si o G[A])=0(G[A]), pour tout AcX.

G=(2E), est dit y-parfait s1 w(G]A]yv(G[A]), pour tout AcX.

En 1970, E. Lovasz avait moniré un résuliat connu sous le nom de théoréme des
graphes parfaits & savoir | "un graphe est a-parfait si et seulement s'il est y-parfait”,
ces graphes sont simplement appelés graphes parfaits.

Un trou est défini par un cycle impair de longucur au moins cing et sans corde, un
ant-trou est le complémentaire d'un trou.

Conjecture de C. Berge [2] (1960):

Un graphe est dit parfait s1 et seulement si il est sans trou ni anti-trou.

Un absorbant dans un graphe orienté est un sous ensemble de sommets tel que tout
sommet gui lui est extéricur est absorbé par au moins un sommet de ce sous-
ensemble (1.¢: 1l exaste un arc de ce sommet vers un sommet du sous ensemble).
Dans un graphe orienté D=(X,U) un noyau est un ensemble K de sommets de X
qui st stable et absorbant (i.e: KAIM(K)= et Kul~(K)=X).

Un graphe orienté est noyau parfait si et seulement si tout sous graphe admet un
noyau. Et il est dit noyvau imparfait critique st tout sous graphe orienté propre
admet un novau ct lc graphe orienté n'admet pas de noyau,

On dit qu'une orientation d'un graphe G-=(X,I) est admissible si et seulement si
toute chique posséde un puils (elle est dite aussi onentation normale),

Une orentation d'un graphe G—(X,E} ¢st dite M-admussible si ¢t seulement si loul
ciremit de  longucur trois posséde deux arcs svmétriques (elle est dite aussi
orientation de Meyniel).

Une orientation d'un graphe G=(X,E) est M'-admissible s1 et seulement si tout
circuit de longueur trois posséde trois arcs symétriques.

Un  graphe G—(X.E) non onenté est dit solvable s1 ¢t seulement si toute orientation
4 puits possede un novau (G est dit aussi noyau perlectible).

IR



Un gr dp innn orienté  est dit M-solvable (resp. M-admissible) si ¢l seulement 5l
toute one ation M-admissible (resp. M-admissible) admel un noyau.

Conjec l[ @il:(C. Berge et P, Duchel) 3] _

Un grapH F ist parfait st et seulement sl o5t solvable,

Lnnjﬂtu R (H. Meyniel)

Un graph r-lP arfait est M- solvable. §
Ces doux & : 0 fgn,chum restent ouvertes pour un grand nombre de gr:fphcs parfaits.
F. Jﬂ%ﬂf"i froposé une reformulation de la conjecture de H. Meyniel.

Conjectury El +(F. Jaeger et H. Mevniel)

(i est par it s1 et seulement «i G et son complémentaire sont M- solvables.
{“mufcm i iﬁ Un graphe parfait est M -solvable.
La conje j ’-c 3 est une conséquence de la conjecture 2. de plus elle est équivalente

a 11:110n
anlisymeétyk r]ﬂ ¢ alors il admet un novauw,
Bf’(.nmpT it des algorithmes:

afPruhleI y faciles et pr oblémes difficiles:

Tout prolgléme pouvant Etre résolu par un algorithme déterministe dont le temps
d'exécutio) : ‘st borné par un polyndme (qui cst fonction du nombre de donnees)
est dit ps}l ibmial on dit qu'it s'agit d'un probléme facile. ’

Les me |+i pouvant se résoudre par un algotithme polynomial (on dit aussi
L[h('ﬂCLJ:,l dtipartiennent a une classe notée par P.

Un pmb] ghiie sera dit difficile st on ne connait pas dalgorithme déternmmmstie
poivm::.mi; :'qm le résoud (eela ne veul pas dire qu'un tel algorithme n'existe pas).
[es che '*ur:« se sont intéressés aux problémes dont les algonthmes les résolvant

ont un -- p&. d'exécution qui croit en exponenticl. par conséquent ils ont miroduit
la ClaSEE-_ &5 problémes NP

Définitions:

Livant ¢ Sioun graphe parfait est oriente sans circuit de longueur trois el

‘_==.,...|-|-
T T

La classe NP comporte les problémes pouvant étre résolus en temps polynomial
non délerministe qui serait la donnée dine comhinaison d'instructions pnu\.;anl étre
exéeutées en paralléle (algorithme pouvant se trouver dans plusieurs états a la [os,
C]l{lb,L. quzt';r,le peut-&tre réelle), contratrement 4 un algorithme  déterministe qui

seule mnstruction a la fﬂlS )lIl\ rlﬁ un retour paur exécuter le reste des

s problémes polynomiaux est incluse dans celle de NP,

I_tt p est dit NP-dur si tout
Al pmb]eme de NP '
(1e 1l existe une fonction g calculable er? un W st eued

pour mu : te :
lution x de P. Y=g(x) est solution de 0 mps polvnomial tel que
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On note par B4Q : le probléme P est faiblement réductible au probléme Q.
bfl"rnhh‘:me; I';-'P—{:mun]ct*;'

In prot blemd P est dit ND- -complet s1 P est 4 la [ois NP-dur et NP, Les problémes
I\lltr_nrnplx:rsE sont les problemes dilliciles de NP. Si nous arrivons 4 résoudre un
probléme  quelconque de la classe des probléme NP-complets en un temps
polviomial Eii s on pourra résoudre tout probléme de NP en un temps polvnomial,
puisgue tout i’;mhlinm de NPest tmblement réductlible 4 un probléme NP.

( on dit Lluﬂ.l;ﬁ' olynonualement réductible ).
i NP

NP-Dur

Probléme def '.
Salent xl.xa
donne ]'{:I]_E.
S L"]nl_fzmﬁ' _ :'

sooléennes

Im- U toute Llauae Ci est df.,hnm par la disjonction de variables

: ix1 ie: Cp ~{vilvvidv.v wlk } avec u,JE{ b A o PO o % 1 PO B

: 1!', buniu.,n ne est dite satislable s'il existe une attnibution des valcurs

i variables x; telle que expression booléenne soil vraie (i.c: SAT).

I‘% les dillérents problémes de satisfabilité de la maniére suivante:

l& probleme de satistabilité ol ISs clatiscs contiennent chacune une

If"nr: (IC] 1710 1=1.....m}}, 1] existe un algorithme polynomial simple

iileme. ot done SATI appartient a la classe P.

liprobléme  de satisfabilité ot les clauses conticnnent chacune deux

gennes au plus (JC€2: (i=1...,m)), il existe un algorithme

vant ce probleme, [l sutfit de réduire polynomialement SAT2 en
soil §- C) nsz ACpy 3 o chaque clause contient au plus deux

pidans Tensemble { vivo.. . vka'1.¥'2..¥k} ; on peut former avec

Une expresgut

variable IJ+::~.j |
resolvant ce ' |
variables b |
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a8 L ] AL ZA Al on (|C =1 (=1,...,m")) en utilisant des



Soit l'exemple suivant:
S=(pv@in(p'vn{guWIn(gdvv)=1, p, q et v sont successivement les
complémentaires des variables p, q et v. - _ .
S=1<{8=(pvqIn(p'vq)]l et v=1 1 |
& {8"=pag, =0, p=1, v"=1 ; qui est un probléme SATI. f
Pour toute solution de §8'=1 correspond une solution de S=1 et inversement.
Cook, un des nombreux chercheurs a contribué au développement de la théorie de
la complexité et a conjecturé N=NP.
Théoréme 1:(Cook, 1970)
NP=P si et seulement si SAT €P, qui peut étre déduit du théoréme suivant;
Théoréme 2:(Cook, 1972)
Soit L un probléme de la classe NP, alors L<SAT.
Done SAT appartient a NP-Complet car il appartient & NP, l'algorithme polynomial
non déterministe le prouvant est simple:
Pouri=1 a n faire x; «<—choix({vrai, faux)
si E(x{,...,Xp) alors suceés sinon échec,
Théoréme 3:
SAT<SAT3.
Corollaire:
SAT3 eNP-Complet (d'apres le théoréeme 2 de Kook et vu que SAT3eNP).
La démonstration du théoréme 3 se fait en exhibant une transformation qui permet
de réduire SAT en SAT3,
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CHAPITRE 11 NOYAUX DANS LES GRAPHES ORIENTES

A/Etude des novaux dans certains graphes oricntés:
Vu que dans un graphe orienté un novau n'existe pas toujours. unc question se

pose de maniére naturelle: quelles conditions doit vénifier un@raphe donné pour
quil v ait un noyau”. Tout au long de ce chapitre on essavera de donner quelques
éléments de réponsce & cette question en parcourant les différents travaux qui ont
éte fait sur la question. On appellera digraphe un graphe orienté, emprunté au mot
anglais "directed praph",

posséde un arc symétrique

Proposition 1: Soit D un digraphe simplé. si 8 est un novau alors S est aussi un
stable maximal et un absorbant minimal (par rapport a l'inclusion )

Preuve: )

Considérons S un novau du digraphe D et a ¢ 8 alors {a}uS ne peut éire un
ensemble stable car 4 est absorbé par 5, donc 5 est un stable maximal,

St beS, S-{b} ne peut étre absorbant car 1l n'absorbe pas b, donc S est absorbant
minimal.

Proposition 2 :( [2] ) D est un digraphe formé d'arcs symétriques, alors D admet
un novau. De plus § est un novau si et seulement s1 S est un stable maximal,
Preuve:

81 8 est un stable maximal il est aussi absorbant automatiquement (vu que tout arc
est symefrique) et donc S est noyau. Inversement, s1 S est un novau, 1l est stable
maximal (sinon S ne serait pas absorbant),

Définition 1: Un digraphe est transitif si et seulement si chaque fois qu'on a l'are
(x, y)eton a larc (v, z), ona aussi l'arc (x, z),

Proposition 3 : ( [3] ) SiD est un digraphe transitif, tout ensemble absorbant
minimal est de cardinalité (D) (i e : nombre minimum de sommets du digraphe
qut absorbent tous les sommets). En outre un ensemble § est noyau si et seulement
st 1l est absorbant minimal,

Preuve:

Nous considérons les composantes fortement connexes terminales de D, qu'on
notera par C1,Cs.... ,Cq,ceux sont des sous ensembles complets et symétriques a
cause de la transitivité dans le digraphe 1),

a/ Si A est un ensemble absorbant minimal arbitraire, il contient un élément dans
chacune des composantes terminales. [Done tout ensemble absorbant minimal



contient le méme nombre de sommets qui est ¢égal au nombre de composantes
fortement connexes lerminales,

b/ S1 8 est un noyau, S ¢st aussi un absorbant minimal. Inversementi, lout ensembie
absorbant dans un digraphe transitif est un stable, puisque il n'y a aucun arc qui
sort des composantes fortement connexes terminales.(voir fig.1)

a
1 .
A
[) 2 C,
c
% q

Fig. |

Théoreme 1 ( [32])

Tout digraphe sans cireuit admet un novau unique,

Preuve;

On construnt les sous enseibles de sommets suivants;

X {xeX I (xp <y

K dxe X=-X{0) I X(0)

elc...

on définra ains

Xk = {xe X=X x( o OXk=1) T (e X0 po X 1, oo Xk-1)8

Ce procéde est appelé la mise en ordre des sommets du digraphe. On termine ainsi
jusqu'a épuisement de tous les sommets. Puis on forme le noyau a partir de cetle
construction, de maniére unique et de proche en proche, On prend dans le novau N
les sommets de X(0), on remarque que X(0)est non vide car le digraphe est non
vide, de plus X(0) est stable car I "(x) pour xe X(0) est vide, puis on supprime les
sommets appartenant & X(0) et leurs prédécesseurs, et dans le digraphe restant on
refait la méme procédure, on compléte ainsi le noyau N d'une maniére unique et
jusqu'a ¢puisement de tout les sommets,

Le sous ensemble N est un noyau du digraphe et il est unique par construction
(voir fig. 2).
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Fiy. o
Théoreme 20 (|15 Pl digraphe o gue leut cireust possede an arc SV UL

admet un novau,

Preuve:

Dans 1), nous considérons tous les sommets non adjacents et nous les relions par
des ares symetriques, neus obtenons une cligue, ains nous mettons en évidence un
sommel puits noté x| (sinon, il exsterail un cireuit sans arc symétrique ce qui
contredirait I'hypothese du théorsme),

Puis dans le sous digraphe D-{x)o0(x )}, nous refaisons la méme opération
Jjusqu'a épuisement de tous les sommets, et le novau N serait donné par Turiton de
ces puils.

b/Graphes orientés sans circuits impairs , graphes orientés tels que tout
circuit impair posséde deux ares symétrigues et graphes orientés tels que
tout circuit impair est svinétrique:

Théoréme :( [35])

Un digraphe sans ¢ireuit de longueur impair admet un novau (nhon nécessairement

unique ).

Preuave;

La preuve se fait par induction sur les sommets.

Décomposons le digraphe en composantes fortement connexes puis o montre les
Enonces sulvants;

(a) Toute composante fortement connexe Cj admet un noyau N;j

(b) On considére les composantes fortement connexes terminales C; et leurs
noyaux Nj pour j=1,. ..k dans le sous digraphe crigendié par les sommets de
XA Gl (N}) =1, k], 1l existe un nbyau par hypothése d'induction qu'on
notera N et puts on montre que  Nodo(Nij 1.k} est un novau du digraphe

a- On montre a présent que chacune des compaosantes fortement connexes adimet
un neyaw. Pour cela on partitionne les sommets de C; en deux classes, on chaisil
un sommet quelconque x de Cp. pws nous formons la classs G des sonmets
afteints & parlir de x par des chemins paies ¢ la clesse Ci” des sommets altemnis 4

LA
[



partir de x par des chemins impairs, cettc partition est toujours possible, sinon il
existerait dans Cj un sommet v atteint 4 la fois, & partir de x par un chemin pair et
un chemin impair, ceci formerait -avec I'un ou l'autre des chemins de x 4y, un
circuit impair, ce qui contredirait I'hypothése du théoréme. Cette purtition fail de la
composante fortement connexe C; un digraphe biparti dont ;' el C;" sont des
noyaux, en effet un arc dans C;' ne peut exister car sinon en aurait un circuil
impair. De méme pour la classe Ci'ce qui  vérifie la stabilité, De plus la forte
connexité du digraphe donne labsorption de l'un et de 'sutre,

b- Entre un sommet de Nj et un sommet Ni' il ne peul exisier un arc vu que les
composantes fortement connexes C; el Cy sont des composantes terminales, De
méme enlre un sommet de N et un sommet dé N; par construction, L'absorption de
tous les sommets découle d'une simple vérification.

Théoréme 4 :( [13] ) Un digraphe tel que tout circuit impair posséde deux arcs
symétriques admet un novau,

Preuve :

Dans D nous enlevons lous les arcs symétriques. On décompose le digraphe cn
composantes fortement connexes. puis on le met en ordre.

On montre les propriétés suivantes ;

a/ Toute composante fortement connexe C; est bipartie et done admei un noyau N;_
b/ On considére les composantes fortement connexes terminales Ci(=1,.. ket
par induction, dans le digraphe engendré par X-{U(Njul=(N;) j=1,..k)}.N est un
noyau et done NU[U(N;UT=(N;i4=1,....k)]du graphe tout entier.

En effet,

a/ On choisit xp dans la composante fortement connexe Cj et on partitionne ses
sommets en deux parties, l'une C; formée de sommets atteints par des chemins
pairs 4 partir de xp), x( en fait partie, et l'autre Ci" formée des sommets atteints &
partit de  x() par des chemins impairs et nous monfrons que cette composanie est
hlp&ma dans le digraphe D entier (aprés EVDIF remis les arcs symétriques ).

C; estun stable car deux sommets de Ci' ne peuvent étre reliés, autrement on aura
un circuit impair admettant au plus un arc symetrique ce qui contredit les
hypothéses du théoréme, de plus Ci' est un absorbant 4 cause de la forte connexité
du graphe D, de méme pour L, Cette décomposition est donc possible, C;' et G 4
sont des noyaux. Considérons Nj un noyau de C; . '
b/ Entre un sommet de Njj et un sommet de Njy il n'y a pas d'arcs car Cil et Cip
sont des composantes terminales. Entre un sommet de N; et un sommet de N il

n'y a pas d'arcs car C; est terminale. L'absorption de tous les sommets de

D- NU{wN§=1,...k)} est vérifice & cause de la forte connexité du digraphe D.
Alors NU{O(NiG=1.... k)} est un noyau du graphe 1),
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c/Travaux élaborés par 1. Galeana Sanchez et V. Neuman Lara et conjecture
de P. Duchet :

Théoréme 5 :{ [20])

Un digraphe tel que tout circud unpair posséde deux pdles conséeutifs est noyau
partait.

Méthode constructive { [3] )

Cette méthode est inspirée des travaux de construction de novan, élaborée par

P. Duchet, H. Jacob et H. Meyniel et mise en ocuvre par M. Blidia, clle a permis de
montrer beaucoup de théorémes. Elle consiste & construire un novau dans un
digraphe [J vérifiant certaines conditions.

A partir du novau N' du digraphe D-xg, ot xp est un sommet quelcongue de D, on
détermine un noyau N du digraphe D.

On construit ainsi les sous graphes suivants:

Bo=T""(x)n[V-(xp wI(x0))]
No—TH(Bp)~N'

B1=I""(Np)n[V-(x0 WT(xg )] (Ng)Bo)]
N1=T"F(Bp)n(N-Ng)

B=T T (Ng- 1N V-(xp T (xp ) {o(T(NDOBY), =01, k-11}]
Ni=THBion[N-(UN;, 1=0.1,...k-1)]
k, ¢st le plus petit indice tel que B+ 1=, (voir fig. 3)

Nous utilisons cette construction pour montrer le théoréme 5:
Nous montrons que:
N={x0 3 {wNLI=0,1,.. k-1 }UN" est le noyau de D, o N" est le novau de
DIV-({xo} I (xp)o fuNpol(N; 11=0,1... k) 1)1
Il ¢st & remarquer que: J
1°/ %Q n'a pas de successeur dans N sinon N' serait e novau de D.
2°/By n'est pas vide, sinon on cherche le noyau N" dans D[V-{xp wl(xq)}] et
N=N"u{xp} serait le noyau de ).
3°N est un absorbant par construction, en effet tout sommet est absorbé soit par
x(), soit par (WN;),i=0,... .k, sinon par N",
4°Par définition, les Njet N" sont des stables,
5% x( ne peut étre relie 4 N", puisque les seuls sommets adjacents a xp sont ceux
de I'(xg) ou alors cewx de By, Ces derniers ne sont pas inclus dans
DIV-({xp} ol {xph fof NI (N =01, kb
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6%/ Auncun sommet de Nj n'est relié & un sommet de N,
Pour  la démonstration du theoréme 3, il reste & montrer que x n'esi relié & wucun
sommel de N; 1=0.1,...k,

N Fig.3

Preuve du théoréme 5:

En effet xg n'est relié & aucun sommet de N; ; i-0,1,...k : pour cela nous
considérons les hypothéses imposées par G. Sanchez pour démontrer le résultat,
Nous raisonnons par induction sur les sommets de N;.

Soit Xg un sommet de Ny, X nc peut étre relié 4 x() sinon nous créons un circuil
de longueur trois avec au plus un arc symétrique, donc sans qu'il y est deux péles
consécutifs. Supposons que xq n'est relié & aucun des sommets des Nj, i=0,....k-1
et montrons qu'il ne peut étre relié¢ aux sommets de Ni;.

Supposons au contraire qu'il existe un sommet X' de Ny tel que Xk soit relié & xp,
d'aprés la construction, il existe un chemin de xg 4 X', empruntant alternativement
les sommets de Bj et les sommets de Nj. Ainsi en rajoutant l'arc (X}, %) on obtient
un cireuit impair  C=(xg,bg,x'g by .xX| ,...x'k 1,bl.x'k.x0) avec X dans N; . Par
définition des Nj et des By, dans C il ne peut v avoir d'arcs qui ont pour extrémités
terminales {x0.x'g .X'| ,..Xk-1,X§k} aulres que ceux du circuit C. Dés lors, on ne
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peut jamus avolr deux ares de la formes (ViVE) et {vivie 1) oo 1zk-1 et =k
d'ou la coatradiction avec les hypothéses du théoréme.

Théoréme 6: ( [21])
Soit D un digraphe tel que toute composante [ortement connexe de Asym(D) (sous
digraphe partiel de D dont les arcs sont tous non symétriques) est un digraphe
biparti, s tout circuit impair ¥ de D satisfait l'une au moins des deux propriétés
suivantes

a/y posséde deux arcs symétriques

b* posséde trois cordes courtes;
alors D ext novau parfait.
Lemme:
Dans un digraphe imparfait critique D, le digraphe partiel Asym(D) est fortement
connexe.
Preuve :
Supposons que Asym(D) n'est pas fortement connexe on peut le décomposer en au
moins deux composantes fortement connexcs dont chacune, apres avolr remis les
arcs  synmétriques, admet un noyau car le digraphe est imparfait critique,
Maintenait en rajoutant les arcs symétriques entre les composantes fortement
connexes. il est simple de trouver un noyau dans le digraphe D. En effet on prend
une composante fortement connexe terminale, elle admet un noyau N' et on
cherche un noyau dans D-(N'UI'(N')) qui existe car le digraphe est noyau
imparfait critique.
Preuve du théoréme 6:
Supposons au contrawre que D n'est pas novau parfait, alors il existera [ sous
digraphe induit de 1) qui est novau impariuit critique, or tout digraphe noyau
imparfailt critique est tel que Asym(D) eul fortement connexe, et done par
hypothésc Asym(l1) est un digraphe biparti. Notons par Vet V5 une partition de
Asym(H) les sommets de Asym(1) sont ceux e [,
1“"Montrons que V; est stable dans V(11).
Supposors le contraire, alors il existe deux sommets x et vy tels que l'are (% v)
existe, sotl T=(x=x(.X],...v=x2) un chemin pair reliant x et y dans Asym(H),
=Ty, 1) est Eircuit impair avec un seul .-|.1'c.symt':tr‘ique , comme tout triangle
possede deux arcs symétriques et que tout are possédant ses deux extrémités dans
Vi (1=1.2 1 est symétrique, les seules cordes coirtes possibles sont -
(X0X2p-1 1 et (x],x0p) contradiction avec | fait que tout circuil impair posséde
trois cordo s courtes.
2" 'Montr: ny que V| est absorbant dans V(H).
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Comme Asym(H) est fortement connexe, tout sommet de V; est absorbé par un
sommet de V; i) .

Alors lc sous digraphe H admet un noyau ce qui contredit qu'il est noyau imparfait
critique. .

Les travaux qu'on présente onl é1¢ motivés par la conjecture posée par P. Duchet.
Conjecture ( [16] ) : Sitoul circuit impair J'un digraphe D posséde deux cordes
courtes, alors D est noyau parfait.

Définition de la classe des arcs -y-normal:

Soit ¥7(z21,22,....2m.21 ) un circuil de D, quaid les sommets x1,%3.....x de . pour
k=3 sont dans le bon ordre relativement au circuit %, on écrit g sy s
Les arcs y-normaux sont définis récursivemen’ comme suit:

171.es arcs de y sont les arcs y-normaux de 1)

2781 a<b<c avec (a, b)et (b ¢) des ares -1 ormaux de D et (a, ¢) est un arc de D
alors (4, ¢) est auss: un arc v-normal de D,

La longueur d'un =zrc 1=(n, ) dans un circuit  est la longueur du chemin induit du
circutt qui part de Textrémité inttiale de l'arc vers son extrémité terminaic,
iD= (uyv)

Théoréme 7 : ( [16] ) _

Soit D) un digraphe tel que tout circuit de fongueur trois est symétrique. si tout
circuit impair posséde deux cordes courtes ..lors tout circuit impair posséde deux
poles consécutils et done D est noyau parfait,

Idée sur la preuve :[.a démonstration se fait par l'absurde.

Soit D=(X,U) un contre exemple, supposons que tout circuit impair de D posséde
au moins deux cordes courtes, tout cireuil de longueur trois est symétrique et que
la propriété: tout circuit impair posséde deux péles conséeutifs, n'est pas vérifiée,
c-a-d il existe un circuit impair y sans deux pdles conséeutifs. Il suffit de montrer :
D)Soit I1=(y1,....¥p,¥1) vn circuit y-normal ¢! le plus court en longueur, alors pour
tout arc yjyj+] de Il qui est une corde de v, l¢ sommet vi42 est un péle de v.
2)Les sommets du circuit y-normal le plus court sont des péles de 7.

3)1l existe un plus court circuit y-normal contenant au moins un arc de 7.

2) et 3) impliquent que v a deux péles conséeutifs, cc qui donne la contradiction.
Théoréme 8 :( [21])

Soit D un digraphe tel que tout triangle est syméirique, et y un circuit de D tel que
sa longueur est supéricur ou égale a trois.

S'l existe un arc y-normal symétrique, noté £~(u, v) tel que fg aux arcs de v alors v
possede deux ares symétriques qui se suivent.

Preuve:

Raisonnons par induction sur la longueur L(y) dey. Si fe Asym(y) alors L(£)=2.
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81 L(f)=2; forcement les arcs (u, z) et (z v) sont deux arcs symétriques qui se
suivent (puisque tout triangle dans D est symétrigue). Supposons que pour tout arc
v-normal symétrique f=(v', v") aux arcs de v tel que L{f')<n, y posséde deux arcs
syméiriques consécutifs. Soit alors f=(u, v)2 arcs de v, un arc y-normal svmétrique
de D tel que L{f)~n>2. Comine (u, v) est un arc y-normal n'étant pas dans v, alors
il existe z eV(y) avee u=z<v et (u, z) et (z v)sont des arc y-normal de D. On
obtient le triangle (u, z, v, u) avee (u, z)ct(2 v) qui ne sont pas des arcs de ¥.
Supposons sans perdre de généralité que (u, z) n'est pas un arc de y, =(u, z) est un
arc y-normal symétrique de D tel que L{f)<n et donc y posséde deux arcs
symétriques qui se suivent. ' '

Théoréme 9 :( [21] )

Soit D un graphe tel que toul riangle est symétrique et tel que tout circuit impair
contenu dans Asym(D) posséde deux cordes courtes, si tout circuil impair y
salisiail Mune au moins des deux propriétés suivanles:

1=y pussede deux péles consécutifs on alors

2=y possede deux cordes courtes , |

alors tout circuit impair posséde deux péles consécutifs el donc 1D est novau
parfait,

Preuve:

Il suffit de raisonner par l'absurde; en effet si nous supposons qu'il existe dans T}
un circuit y ne possédant pas deux péles consécutifs, notons I le sous digraphe de
D tel que les sommets de H sont ceux de y et les arcs de H sont les arcs y-normal
de D, 1l suffit de montrer que:

|- H n'a pas de triangles, supposons au.contraire que T(uj,us,u3,up) est un
triangle de H, 'l est symétrique et v n'a pas de pdles consécutifs donc lesares de T
ne sont pas contenus dans les arcs de 7y, donc l'un des arcs (uj,u;;)quiest
symétrique n'est pas dans y, les hypothéses du théoréme 8 impliquent que ¥
posséde deux arcs symétriques qui se suvivent et donc 7 posséde deux poles
consécutifs, ce qui fournit une contradiction .

2- "lout circuit impair contenu dans H posséde deux cordes courtes qui découle
directement de la définition d'un circuit y-normal, du choix de H, et des hypothéses
du théoréme .

D'aprés 1 et 2 etle théoréme 7, tout circuit impair contenu dans H posséde deux
poles consécutifs; ce qui contredit le choix de .
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Théaréme 10 :( [21] )

Sott D un digraphe tel que tout tnangle est syvmétnique, si tout circuit y iipair de D
satisfait au moins 'une des deux conditions suivantes:
1-y posséde deux arcs symétriques consécutifs ou alors _
2-y posséde deux cordes courtes, )

alors tout circuit impair posséde deux piles conséeutils el done D est noyau
parfait.

Preuve : decoule du theoréme 9

Théoréme 11 :( [21] )

Soit D un digraphe tel que tout triangle posséde deux arcs symétriques et ¥ un
cireuit de D, s'il existe un arc y-normal de D, qui soit symétrique | alors ¥ posséde
un arc symetrique.

Preuve:

Soil v, un cireuit de 12 tel quil exaste un arc vnormal de D, il suffit de montrer que.
k=run{l.(t) tel que { est y-normal-arc svmétngue de D=1

Supposcens le contraire, soit £{u, v} un are v-normal symétnque tel que Lit) k=1,
dans ce cas ey et doneal existera z un somnmet de v tel que u=z=v, (U, 2) ¢t (2. v)
sont des arcs y-normanx de D, (u, 24 v, u) est un tnangle, done possede deux ares
svmetriques et done la longucur serant plus petite que celle de L ce qui contredit fe
chox de [ &

Théoréme 12 :( [21] )

Soil D un digraphe (el que loul cireuit impair avee au meins un are symétrique el
possédant deux péles conséeutifs, si tout circunt impair conteny dans Asvim(D)
posséde deux cordes courtes, alors loul cireuil impair posséde deux pdles
consécutits et done D est novau parlail.

Preuve:

Les hypothéses de ce théoréme impliquent gue tout triangle possede deux arcs
symétriques, supposons qu'il existe un circuit impair y ne possédant pas deux poles
conséeutifs, alors D n'a pas darc y-normal svimétrique dans 1), d'aprés les
hypothéses et le théoréme 11.

Reprencns le sous graphe H défimi dans le théoréme 9, comme il n'v a pas d'arcs
y-normaux dans D. H n'a pas de triangles et HcAsym(D), tout circuil impair
contenu dans II posséde deux cordes courtes dans [1 et le théoréme 7 implique que
v posséde deux pdles consécutifs, contradiction.



d/ Graphes orientés et "poison game'" :

Un noyau du digraphe D-! (les arcs sont inversés) est souvent dit solution de I
comme c'était introduit par Von Neumann et Morgenstern dans la notion de la
théorie des jeux.

Un semi-noyau de D est un sous ensemble stable L de D tel que tout élément de
I'*t(L) posséde un suceesseur dans L.

Le théoréme de H. Galeana Sanchez et V. Neuman Lara " un digraphe est novau
parfait si et seulement si wutl sous digraphe admet un semi novau " a été
redemontré par P. Duchet ¢t H. Meyniel en utilisant le " jeu de poison ", nous
donnons pour cela les éléments essentiels qui nous permettent d'établir la
démonstration.

Les graphes considérés sont tels que toul sommet n'a qu'un nombre fini de
successeurs (localement fini) et auvcun sommet n'est l'origine d'un chemin
¢lémentaire infini (progressivement fini).

Définition:

Nous définissons "le jeu de poison" comme un jeu 4 deux joueurs A et B jouant
alternativement ol chaque joueur choisit un sommel qui est successeur dun
sommel préccdemment choisi par son adversaire,

Le joueur A commence, en séleclionnant un sommet de son chorx, le joueur BB
"empoisonne” les sommets sur lesquels il joue (le joueur B peut repasser par les
sommets "empoisonnés”, de méme que le joueur A peut repasser par les sommets
non "empoisonnés").

P. Duchet et H. Mevniel montrent le théoréme 13, dans un digraphe localement et
progressivement fini, A n'est pas empoisonné si ot seulement si le digraphe a un
SCMI-NOYAL.

Le joueur A survit si le joueur B est mcapable de jouer a une certaine étape du jeu.
Le théoréme est faux si les hvpothéses du théoréme ne sont pas vérifiées.
Théoréme 13 :( [18])

Soit I un digraphe localement et progressivement tini, le joueur A peut surviyre
au "jen de potson” dans D si et sculement si DD posséde un semi-noyau,

Preuve:

<) 81D posséde un semi-novau alors le joueur A commence le jeu en choisissant
un sommet du semi-noyau, aucun sommet du semi-noyau ne peut étre
empoisonné. donc le joueur A peul jouer indéfiniment dans le semi-novau et dongc
1l survivra.

=) soil E une stratépie de survie du jousur A, nous supposerons que

[™(x) est non vide pour tout sommet x dans D {sinon x serait le semi-novau dans

D).



Supposons que le joueur B applique la stratégie S suivante, a chaque tour, B
‘empoisonne” les successeurs de tout sommet v joué par A. Si le sommet v a été
visité k fois par le joueur A dans les mouvements précédents, alors le joucur B en
se référant 4 llordre linéaire sur I'(v), "empoisonne” le k' M€ syccesseur de v,
ol k'zk (mod(| I't(v)|)et 1<k'<| IHev) | It ost évident que le joueur A gagne si
et seulement si il y a des sommets sur lesquels il peut repasser plusicurs fois (4
remarquer quun chemin simple dans un digraphe progressivement fini contient des
sommets qui se répétent plusicurs fois). Scit t I'ensemble des sommels sur lesquels
A peut jouer plusieurs fois durant le jeu défini par les stratégies X et S, on montre
que T est un semi-novau de D,

En effet © est stable puisque tout sommet successeur d'un sommet x de T est
"empoisonné” par le joueur B & une certaine étape; d'autre part, si un sommet x est
dans t, il existe forcément un sommet y de I'H(I™ (1)) qui est choisi plusieurs fois
par le joueur A, Donc 7 est un semi noyau de D.

A/Etude algorithmique.

En général, le probléme de la recherche d'un noyau dans un digraphe quelconque
est un probléme NP-Complet. On donne dans ce qui suit des al gorithmes
polynomiaux de recherche de noyau dans deux cas de digraphes.

a/Algorithme polynomial de recherche d'un novau dans les graphes orientés sans
glreuit: '
Organigramme:
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Algorithme :
Donnée: D=(V,A} graphe orienté sans circuit, |A|=met [V|=n.
Résuliat: K noyau de DD,

Début
K=
Répéter
-s01l X1, un sommet purts de
K =xjuK
-V =V-({ x pol({x1}) _
-D:=D[V] .
Jusqu'a V=03
fin.
La boucle répéter-jusqu'a est etfectuée au plus n fois et la procédure de recherche
d'un puits est de complexité au plus O(n), dong le temps d'exécution est en O(n),
b/Algorithme polvnomial de recherche d'un novau dans les praphes orientés sans
circuit impair:
Organigramme :




<>

/ Dhgraphe Donm /

Y

Frocedure de techerche
tes composanies { connexes

\-’l c.ic Terminala

Procédure de détermmnation
AN de la bipamh&n ‘f’if V. oy enX

e BN R o SN
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Algorithme :
Donnée: D=(V.A) graphe orienté sans circwit impair & [Al=m et |V|=n.
Résultat: K noyau de D,

Début

K=&

Répéter
-déternuner les composantes fortement connexes de D
-sait V] une composante fortement connexe terminale
-déterminer la bipartition Vi=XjuwY]
et G T G
Vo =V-( Viul(X1)
-D:i-D[V]

jusqu'a V=&

fin.

La boucle répéter-jusqu'a est effectuée au plus n fois, et la procédure la plus
cotiteuse cst la détermination des composantes forlement connexes qui est de
complexité O{m+n), donc le temps d'exécution est en O{m.n+n®).

N.B : Voir programmaes informatiques traduisant ces deux cas de recherche de
noyau en annexes (1) et (II). (écrits en language Pascal).
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CHAPITRE III NOYAUX DANS LES GRAPIIES PARFAITS MUNIS
D'UNE ORIENTATION

Nous allons citer dans ce chapitre quelques graphes purfaits classiques et certaines
de leurs propriétés, ainsi que leurs complémentuires.

A/ Certains graphes parfaits :
a/ Graphes triangulés :
La classe des graphes triangulés a ¢1€ la premiére a étre connue parmi les graphes
parfaits, en effet en 1958, Hajnal et Suranyi dans [22], montrent que les graphes
triangulés sont c-partaits, et 4 partir de 1a les chercheurs ont pensé a montrer
I'equivalence entre les graphes a-partaits et les graphes y-parfaits,
Définition :
Un graphe est dit triangulé si tout cycle de longueur strictement plus grande que
trois posséde une corde. |
Les graphes dintervalles (graphes tels que les sommets représentent des
intervalles et tels que deux sommets sont adjacents si et seulement si les intervalles
correspendants s'intersectent), forment une classe spéciale de graphes triangulés,
Un graphe triangulé est caractérisé par l'existence d'un sommet simplicial (sommet
dont le voisinage induit une clique, qu'on appelle clique simpliciale), de plus
d'aprés Dirac dans [22] en 1961, si G n'est pas une clique, alors G posséde deux
sommets simpliciaux non adjacents.
Un graphe est dit cotnangulé si son complémentaire est triangulé.
La perfection des graphes triangulés est équivalente i celle des graphes
cotriangulés, ceci résulle du fait que, dans un graphe triangulé un ensemble
darticulalion minimal est wne clique [Dirac, 1960], en effet; si G posséde un
cnsemble  d'articulation A qui est une clique, et si chacune des piéces relatives a A
¢st y-parfaite, alors G est y-parfuil.
Théoréme : Un graphe trangulé est y-parfait.
Par hypothése d'induction, un graphe triangulé d'ordre 1,23 est y-parfait, sinous
supposons que la propriéié est vraie pour un graphe d'ordre inférieur i n, done
toute pidee est y-parfaite et nous montrons que la propriété reste vraie 4 I'ordre n.
En :fffct; soit w(G)-k, il existe alors une k-clique dans au moins une piéce G,
méme nom aux | A | I:';ﬂu]cursril,i!{;:éﬁmr chﬂlq“e e ﬂ‘-’ec_k S
en k couleurs pour le graphe G t.r:mt EGS. pour la chique, ce qui donng une coloration

. ntier, et donc G est parfajt.
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b/ Graphes i-triangulés :

Théoréme 1 :( [25])

Si D est une orientation du graphe G et A une clique d'articulation de D telle que
D\A posséde p composantes connexes By, B, .. Bp (p22), alors D est noyau
parfail si et seulement si toutes les piéces d'articulation D g1, A-DBpuUA, sont

noyau- parfaites.

Nous définissons le joint G de n graphes G1,G3,......,Gy de la maniére snivante :
lensemble des sommets de G est la réunion disjointe des ensembles des sommets
de tous les Gj et deux sommets de G sont adjacents s'ils se trouvent dans deux G;
différents ol alors, ils sont adjacents dans un méme Gj,

Une étude particuliére a ét¢ faite sur l'opération ainsi définie par P. Duchet et
F. Maffray a savoir:

Théoréme 2 : ([7] )

H=(V,E) est un graphe solvable, et S un ensemble stable tel que l'intersection de §
et de V est vide, soit G l¢ joint de H et de S, G est alors solvable,

D'ot deécoule le corollaire suivant ;

Corollaire :

H est un graphe solvable et K un graphe complet alors le joint de H et de K est
solvable.

Deéfinition :

Un graphe est dit i-triangulé si tout cyele impair de longueur au moins ¢ing,
possede deux cordes non croisées.

La classe des graphes i-triangulés généralise celle des graphes triangulés, et celle
des graphes bipartis, elle est introduite par T. Gallai qui établit le résultat suivant:
Théoréme 3 :

(r est un graphe i-triangulé connexe, alors 'une des trois conditions suivantes est
satisfaite.

1- G posséde un ensemble d'articulation qui induit un sous graphe complet.

2- G est le joint d'un graphe complet et d'un graphe biparti.

3- G est un multi-parti complet (i.c : G est le joint de plusieurs stables)

Théoréme 4 :( [23])

Soit G un graphe i-triangulé muni de 'orientation de Meyniel (tel que tout circuit
de longueur trois posséde deux arcs symétriques), alors G est noyau parfait.

Le probleme de la solvabilit¢ implique celui de la M-solvabilité, voir la
démonstration du théoréme 5 suivant qui_généralise celui du théoréme 4 de
H.Jacob.,



Théoréme S :( |29 )

Soit G un graphe i-tnangule, alors G est solvable.

Preuve :Nous démontrons par induction sur le nombre de sommets n de GG, que
toute orientation a puits [ de G adimet un novau,

La propnété étant vraie pour n—1.2, nous supposons qu'elle reste yrate pour n=3.

S1 G n'est pas un graphe connexe, le novau de I? sera la réunion des novaux des
différentes composantes connexes.

S1 G est connexe, nous apphguerons le théoréme 3 de T, Gallai, en considérant les
trois cas cités dans son théoréme.

G posséde un ensemble d'articulation qui induit un ensemble complet, les picees
correspondantes sont noyau parfaites, par hypothése de récurrence et done d'apres
le corollaire du théoréme 2, D est noyau parfait. ]

Si G est le joint d'un graphe biparti et d'une clique, comme toute orientation d'un
biparti est sans circuit impair, daprés le théoréme de Richardson, elle esi noyau
parfaite.

Ce graphe biparti est un graphe solvable et le jeint de ce graphe avec la clique
donne un graphe noyau partait(en appliquant toujours le corollaire du theoréme 2).
G est le jomnt de plusieurs stables $1,87....8,, ot Sy cst solvable, ct d'aprés le
théoréme 2, lejoint de Syet de So est solvable. On procédera de la méme maniére
pour tous les S; tcl que 123; d'ou la solvabilité du graphe G.

Nous faisons remarquer que pour montrer la perfection des graphes i-triangulés on
considérera tous les cas du théoréme 3 de T. Gallai.

¢/ Graphes de parité :

Définition :

Un graphe G est dit de parité si pour toule paire de sommets x et v de G, toutes les
chaines minimales joignant x et v ont la méme parité, H, Sachs [17]; 2 montré que
les graphes de panté sont parfaits. . ..

Une caractérisation des graphes de parité a é16 donnée par 8. Olaru ¢t IL.Sachs a
savolr:

Théoréme 1 : ( [33])

un graphe cstdit dec panté si et seulement si tout cycle éiémentaire impair a deux
cordes croisées.

I1. Sachs a démontré aussi que les graphes de parnite sont parfaits.

Théoreme 2 : ( [5,15])

Toute onentation de Mevniel d'un graphe de parité, est noyau parfaite (Ce résultat
sera par la suile généralisé pour les graphes de Mevniel),



Remarque :

Les graphes sans I (chaine de sommets de longucur quatre) sont des arapiies de
parité, et done sont M-solvables .

d/ Graphes de Mevniel :

Deéfinition :

Sitout eyele mmpair d'un graphe G posséde deux cordes alors il est dit de Mevnel.
IT. Meymel a démontré que de tels graphes sont partaits, dans le but de wenéraliser

la classe des graphes i-triangulés. ceux de parité et en particulier les graphes
bipartis, el enfin les graphes sans Py.

De plus G. Ravindra [34] a montré que tont graphe de Meyniel est lortement
parfait ; "

M. Burlet et I. Funlupt [10] ont établi un algorithme qui reconnait en temps
polynomial les graphes de Meynicl.

Théoréme 1 : ( [5.28] )

Un graphe est dit de Mcynicl si et seulement si toute orientation ) de G. tel que 1)
ne conticnne pas de circuit de longueur truis, vérifie la condition suivante -

tout circuit impair de D a deux péles consécutifs,

D'ott I¢ résultat suivant

Corollaire:

Si D est une orientation sany cireuit de longueur trais d'un graphe de Meyvniel alors
[ est noyau parfait,

La preuve du théoréme utilise le lemme suivant :

Lemme :

Dans un graphe de Meyniel (3 tout cyele impair C=(0.1....,2p. 0) (p=22) contient
l'une des deux conligurations suivantes: _ g

15 (L et (it g+ 1) telles que 101 et j soient reliés (soit par une corde, soit par une
artte du cycle si j—11 2 e dernier donne lieu a deux cordes courtes croisées),

2/ il exaste deux cordes courtes (1, 1+2) et (j, j~2) non croisées.

Corollaire :

Seit D un graphe de Meyniel orienté tel que tout circuit de longueur trois possede
trois arcs symetriques alors D est noyvau partait.

Théoréme 2 ( [6] 1:

Soit D un graphe de Meyniel orienté tel que lout circuit de Tongueur trois posséde
deux ares syméinques, alors D est novau parfait,

[emme :

Dans un graphe de Mevniel fout cvele impair O=(0.1.2, 2p-1. 2p. 0) (p=2)
possede au moins l'une des deux propriéiés suivantes:

|- 1l exaste une corde (1. g7 telle que et arent |u méme parté:

=i
i
LY



2- La corde (0.2p-1) existe.

Remarque :

Il serait donc intéressant de montrer la conjecture 1 pour les graphes de Meyniel &
SAVOIT ) i o
Soit I} une orientation admissible d'un griphe de Meyniel, alors D est noyau
parfait,

e/ Graphes de comparabilité :

Définitions :

Un graphe G est de comparabilité sil existe une orientation transitive et
antisymétrique D de G (celle-ci définit une relation d'ordre sur les sommets de G).
Le complémentaire d'un graphe de comparabilité est dit de cocomparabilite,

C. Berge a démontré qu'un graphe de comparabilité est parfait,

Un graphe est dit fortement parfait s1 tout sous praphe induit G' de G contient un
stable rencontrant toutes les cliques maximales de G

[.a nofion de graphes fortement parfaits fut introduite par C. erge et P. Duchet
qui énoncent le résultat suivant:

Théoréme 1 :( [2])

LU

Tout graphe fortement parfait est parfait,

Remarque : .

Les graphes iriangulés, cotriangulés et de comparabilité sont ausst fortement
partaits, mais pas les praphes de cocomparabihité, il suffit de considérer les
complémentaires des cvcles patrs d'ordre au momns six.

Théoréme 2 :( [7] )

Le complémentaire d'un graphe lortement partait est solvable.

Preuve :

Soit I} une orentation a pints de G et raisonnons par induction sur le nombre de
sommets de (5. Le théoréme est vrale pour les graphes i un ou deux sommets.
Le complémentaire de G noté ' élant fortement parfait, G admet une chique qui
rencontre tous les stables maximaux de G. Cetie clique notée A possédera une
source X dans l'orientation a puits D de G.

Comme D'{x} posséde un noyau N, par hypothése d'induction et que ce nuvau est
stable maximal dans D\{x}.

Si N est stable maximal dans D donc il rencontre la clique A en un sommet et alors
la source x serait absorbée par le novau, donc N est novau de D tout entier.

Sinon N n'est stable maximal dans D on peut alors le compléter par X sommet
source, et donc Nw {x} est stable maximal et il est noyau dans D.
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Remarque +

Les graphes triangulés, cotriangulés et de cocomparabilité sont solvables.

Le théoréeme 2 ne peut impliquer la solvabilité des graphes de comparabilité car
[eurs complémentaires ne sont pas tous partaits, comme on l'a déja fait remarquer,
par contre on a le résultat suivant,

Théoréme 3 :( [28])

Soit G un graphe de comparabilité et D une orientation de G telle que tout circuit
de longueur trois de [ est syméinque, alors 1) est novau parfait.

Nous utiliserons pour cela le résultat suivant

Lemme :( [36] )

Soit D un graphe orienté dont les arcs sont colorés en deux couleurs et tel que D ne
contient pas de chennn mntinmi monochromatique, alors il exaste uil ensemble stable
S de sommets de D tel que pour lout sommet x en dehors de S, 1l existe un chemin
monochromatique reliant x & un sommet de S e deux sommelts quelconques de S
ne sont pas reliés par un chemin monochromatique.

Preuve du théoréme 3:

Nous rappelons auparavant que, l'énoncé du théoréme 2 est équivalent & 'énoncé
sutvant : Toute orientation DD de G (graphe de comparabilité) sans circutt de
longueur trois et anti-symélrique est noyau parfaite .

L'hypothése nous donne une onentation transitive et anti-symétrique du graphe G.
noté par T, son inverse noté T-l est aussi une orienlation lransitive et anti-
symétrique de G, T'uis on colore en rouge les arcs de UnT et en bleu ceux de
U~T-! une telle coloration est conforme avec les hypothéses du théoréme. de plus
le critére de transitivité donne que l'ensemble des sommets S défini dans le lemme,
est le noyau du graphe G,

f/Graphes parfaitement ordonnables et parfaitement ordonnables généralisés:
Définitions :

- Un graphe est dit parfailement ordonnable généralisé (ou quasi-parfaitement
ordonnable) s'il admet une orientation stricte qui est noyau parfaiie et sans fourche

(voir figure suivante)

- Un graphe est dit parfaitement ordonnable, si on peut l'orienter sans circuit et
sans tourche.
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Remargue ;.

Un graphe parfaitement ordonnable est parfaitement ordonnable généralise,
puisque d'aprés le théoréme de V. Newmann et Morgenstern, toute orientation sans
cireutt est noyau parfaite.

V. Chvatal Ffit le premier a avorr introduit les sraphes parfaitement ordonnahles et
il montre quils sent partait [11]. resaltat qui a été généralisé par P. Ducher ot
S. Olanu

Theoreme 1 :( |19]): )

Tout graphe parfaitement ordennable généralisé est fortement parfail,

Pour la preuve; 1l sutfit de montrer que tout novau d'une orientation noyau partaite
stricte ef sans fourche d'un graphe parfaitement ordonnable généralisé rencontre
toutes les cliques maximales.

Nous rappelons que C. Champetier a montré que les graphes de comparabilité
sont noyau M-solvable, cc résultat a é¢ générahisé par M. Bhdia et K. Engel
monitrant la conjecture 2 de Meynicl pour les graphes parfaitement ordonnables qu
contiennent les graphes de comparahilité,

Théoréme 2 :{ [8] )

Un graphe parfaitement ordonnable est M-solvable.

[dée sur la preuve :

Soit G=(X,L) un graphe parfaitement ordounable et D=(X,U) une orientation M-
admissible de G. il sutfit de construire un digraphe A=(M,y) dont les sommets
forment des stables de D satisfaisant la propriété de prékernel, avee des ares les
rehant defimis d'une certaine maniere, Ils montrent gque le digraphe qainsi construat
esl sans circull done conlient au moins un sommel puils el gue ce sommel est
novau dans le digraphe D.

Probléme :

Les graphes parfaitement ordennables généralisés sont-ils M-solvables?,

u/ Méthode de réorientation :

On s'est demandé, durant notre étude sur les novaux dans les graphes parfaits
munis d'une orientation, sl est possible d'appliquer les résultats existants sur les
noyaux dans les graphes onentés définis dans le chapitre 1 d'une parl et les
résultats connus sur les graphes munis d'une orientation d'autre part pour arriver a
la preuve de certains problémes, L'idée de base vient du théoréme de P. Duchet
"un digraphe tel que tout circuit impair posséde deux arcs symétriques est noyau
parfait”, ou il montre en utilisant la réorientation du digraphe qu'ill peut-étre obtenu
a partir du théoréme de Richardson. En effet il peut réorienter le digraphe de telle
maniére 4 obtenir un digraphe sans circuit impair.
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Définition :

Une réorientation D' d'un digraphe D est une orientation induite de D dont certains
arcs symétriques deviennent des arcs antisymétriques,

Remarque :

Il clair qu'un noyvau de I est un novau de D.

La méthode de réorientation a été introduite pour la premiére fois par P. Duchet
[13 ]

Théoréme : ( M. Blidia et 7. Zémir)

Un praphe i-triangulé G muni de l'orientanon M-admissible D peut étre réoriente
tel qu'il soit sans circuil impair.

Preuve :

En effet, on montre que tout circuit impair posséde deux arcs symétriques, el par le
théoréme de P. Duchet, 1l peut étre réorienté sans circuit impair,

11 suffit done de montrer que tout circuit impair dans un graphe i-triangulé G avec
l'orientation M-admissible D posséde deux arcs symétrigues. Pour cela, on fait la
démonstration par mduction sur la longueur des circuits impairs.

Clest vraie pour les circuits de longueur trois vu que l'orientation est M-admissible
(tout circuit de longueur trois "triangle” a deux arcs symétriques).

Supposons que la  propriété est vraie, pour tout circuit impair de longueur
intérieure & k et montrons que la propriété reste vraie pour les circuits impairs' de
longueur k. Soit donc C un circutt umpair de longueur k, il lui correspond dans G
un cvele mmpatr qui admet deux cordes non croisées, et 'orientation de ces cordes
dans D induirait des circuit mmpairs de longueur inférieure a k et done véritient
I'hypothése dinduction, les diflérents cas possibles donnent la propriété énoncée,
c-d-d, le circwit impait mitial a deux ares symetriques,

Remarque :

[.es graphes de comparabilité mums de l'orientation M-admissible, ne peuvent-étre
réorientés d'une maniére antisymétngue et sans circuit de longueur trois ; le contre
exemple suivant le prouve :
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les arcs sans onentation sunt svmetrigues

Problémes :

- Les graphes de parité of les graphes de Moviie! munis de Yorientation M-
admissible peuvent-its  Eire réomentés  d'une maniere antisvmétrique el sans
triangle,

- Est-il possible de réorenter les digraphes tel que rout ¢ircuit impair posséde deuy
cordes courtes, de mamcre anusvmétrique ef tel que tout circuil impair pesséde
deux cordes courtes, {Une réponse positive 4 cette question (ournirait une preuve A
la congecture de P. Duchet citée au chapitre 1)

Pour l'orientation admissible, le contre exemple simple suivanl le prouve -

B/ Recherche alporithmique ;
L'existence d'un noyau dans un graphe triangulé 4 é1é mise au point dans ce qui
précede, nous donnons & présent une méthode de recherche de ce novaw, qui sera

resumee par un algorithme.

Eu effet, dans un graphe triangulé G-(V.Ejtel que |V {=net |E|-m il existc au
moins un sommet simplicial qui nows permet d'identifier la ¢lique simpliciale, et
celle dermiére va rencontrer tous les stables maximals,
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Pour identifier le sommet simplicial, il suffit de vérifier si lc voisinage de chaque
. ., . b ; ,

sommet du graphe est une clique. ce qui néeessite 1+ opérations.

En eflet le voisinag

tous les couples de sommets de V(x), et on vérific sils sont reliss, ceci consiste é

¢ de x, noté V(x) contient au plus n-1 sommets, on considére

faire: une combinaison de deuxs éléments parmi n-1 ¢léments, i.e. n2 opéralions.
Comme lopération se répéte pour tous les sommets du graphe, done Iy
détermination de la clique rencontrant tous les stables maximals se [zit en au plus
n3 ¢tapes.

Etape 1

On  pose Dp=D, soient xg) un sommet simplicial ¢t Kguxg lacligue simpliciale qui
lui correspond, soit yp) le sommet source correspondant a cette clique (qui existe
loreément dans loule clique sinon tout sommel sera extrémité terminale d'un
cerlain arc, ce qui conduit & un circuit).

Ltape 2

On pose D1-Dp-vp. Dyest sous graphe de Dy D, done il est triangulé. soit x1 un
sommet simpheial de Dy, Koy la clique simphiciate qui lui correspond et yi Je
sommet source qui lus correspond.

En ttérant ce procédé pour chaque Dy, on aura;

Etape k '

On pose D=Di_1t{uyin =0, k-T}, soil xf; Ie sommet simplicial de Dy, Kpuxg
la clique correspondante et vy le sommet sonrce qui lui correspond.

Opération qui se fait en nt étapes au plus. Si Dy 1 1 estun ensemble de sommets
isclés. alors on le prendra comme novau du graphe Dy (sinon, on continue
litération). st Dy est stable maximal dans ‘e graphe entier D, alors 1] serait
absorbant done on le prendra comme novau du graphe, sinon on woule a Dy les
sommels source un & un en commengant par Y- et en remontant jusqu'a v, en
verifiant a chaque tais sils sont absorbés ol pgs,

Alnst an aura trouve le noyau du graphe entier en au plus nt +n operations,

Creanigramme -
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Algonithme ;
Données: G={ V) graphe triangulé avec orientation admissible,

|V |=n, |E|=m.
resultat: un noyau N dans G,
début
N=&
repéter

-déterminer x sommet simplicial de D, xUK clique simpliciale qui correspond 4 x.
-déterminer le sommet source v dans xUK

-D=D'y

-jusqu'a D stable

-s1 D est stable maximal alors N=D, stop

sinon

répéter

-N=Nu{v}

- jusqu'd N stable maximal

Fin.

N.B: Voir programme informatique traduisant la recherche d'un noyau dans de tel
graphe en annexe (I1I),(¢cril en Language C).
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CHAPITRE IV NOYAUN DANS LA CLASSE DES GRAPHES
PLANAIRES ET CERTAINES DE LEURS SOUS CLASSES

\/ Graphes planaives :
a/ Diédinitions ;

- U graphe est dit planaire opologigue. s esl situd dans IR2 e

que les sommets
s poinls distinots el les aréiles des courbes simples: les aréles ne se coupent
pas en dehors de leurs extrémites

- Un graphe est dit planaire sl est Isornorphie & un graphe planaire topol, igique
(et semmefs of arcs des deux graphes se COrresp mdent par des bijections).

- l ne lace dliln un graphe pi;ln tre est une regron du plan limitée par des ar:tes el
U ne contient ni som: aet ui aréle en son micricul.

Deux faces sonl dites adjacentes st leurs (ronticres onl au moins une aréte en
COTIMU,

- I est possible dijouter une nouvelle aréte dans uy graphe simple donné ¢ telles
que les propriétés de planarité solent préscrvées ot lorsqu'on ne peut plus ajouter
d'arétes on dit que le eraphe est planaire masamal.

- Toute représentation de graphes est contenue dans un graphe planaire maximal
tel que l'ensemble des sommiets soil le méme.

- Un graphe planaire est dit triangulaire si tonles ses faces ont trots sommets,
Théoréme 1;

Un graphe planaire est dit maximal si et seulement si il est triangulaire,

Preuve :

Si certaines faces ont au plus trois sommets alirs on peut gjouter les arétes: done
I graphe ne serait pas maximal.

Inversement, s1 (7 est triangulare alors toule face de G posséde trois somnic's et si
nous  gjoutons unc aréte. nous créons une bouele ol une aréle doubles
contradiction.

Théoréme 2 :(Euler dans [2])

Dans un graphe topalogique & p composantes connexes: & n sommets: m arétes, el
[ laces, ona : n-m+{=pt].

D'ot déconle directement le résultat suivant connu sous le nom de formule d'Fuler.,
Corollairve :(tormule d'Euler) - 2

Dans un graphe planaire topologigue, connexe: possédant n sommmets, m ardics et
[feces, ona:p-m- =2



Preuve:

Nous  procedons par mduction, soit un graphe topologique el ses laces sont
ab.c.....h

- le sous graphe partiel Gia), contenant les sommets et arétes de la frontiére [{a)
de la face s vénlie, n-m= 12 psqu’ i posséde antant d' aréles que de sommels et
deux faces. I'une d'elles a et I' autre la face inlinie.

2- Soit b, une des faces adjacentes 4 la face a. fib) coutient une chaine qui
appartient a, t{a) ¢l une autre chaine f{h)-H{a) Ajontons & G{a) les sommets et
aréles de fibyta) le sous graphe oblenu est noté (x{a.b), celui-ci est planaire
topologique et connexe et vérifie n-m+1=2 puisqu'on a ajouté une face .

in repétant cefte opération autant de fois quiil existe de taces; on parvient puisque
(7 est connexe a (7 tout entier qui verfie la tormule d'Euler.

Si nous considerons & présent, un graphe lopologique avant p composantes
connexes nous ecnvons la formule pour chacune des composantes et nous
obtenons;

n|-mij+f1=2

Np-Mp=ip=2

dont la somme membre a membre donne n-m+{[+p-1)=2p; puisque la face infinie
est comptee pour chaque composante connexe; et done n-m-+f=p-~+1.

Corollaire 2 :

Dans tout graphe planaire, 1l existe au moins un sommet de degré inférieur ou égal
a cing.

Preuve :

Dans un graphe planaire une face est formeée au moins de trois arétes; et pour toute
tace, une aréte ¢st complée deux fois; car deux faces vousines ont toujours une
aréte en commun; on a alors' 2m=3f done 2m23(m-n+2), daprés la formule
d'Euler; don 3nzm:6 (1)

d'autre part; s1 d(x) désigne le degré d'un sommet x; alors : Z(d(x)xe X)=2m.

Soit xe G, supposons que pour toul x de X, le degré de x est supérieur strictement
a cing autrement dit, le degré de x est supéricur on égal a six dong:

Ldix), xeX)22(06; xe X)= 6n, d'ot 2m>hHn (2)

les résultats (1) et (2) donnent 6n>=6m+12 contradiction.



Remargue . y
- Lees graphes planciees & une seule e sont nocessaremen! sans cvele
- Dans les graphes ploaures masimals: 302

b/ Reconunaissance des eraphes planaires

Les graphes les plus pelits en terme de cardins hie{ siples) qui sont non planaires
sulll présentés ci-dessous:

K. K,

Théoréme 5 :(Kuratowsks dans [2])
Ln graphe fm 3-connexe; est dit plavaire el seulement 1l ne contient aucun
sous graphe conforme (ou des subdivisions ) aux araphes ci-dessus (K3.3. K5,

Dans les graphes planaires partaits. la conjecture lorte des praphes parfaits se
traduit de la maniére swvante
Un graphe planaire est parfait si et seclement <1 ne contient aucun trou,
Soit (i un graphe planaire parfait. W, 1. Hsu }24] associe 4 ce graphe, un arbre de
décomposition telle cue la racine de I'srbre soit G.
o effet o (détimijearactérise les graphes planatres suns trou; en les décomposant
et sous-graphes  connexes qui eonstituent les classes de graphes planaires parfaits
SUIVIILES |

La clagse C des graphes de comparainlité planasres
2 La classe L des line-graphes (graphes des arétes) des graphes bipartis de déeré
mAXImuULL nlérieur a trois
A Laclasse 8 comportant quelgques graphes particutiers.
Pimperfection des graphes planaires peut-clre détestée durant la décomposition
délinie auparavant

Soit Hhon noeud  de cer arbre el que B adimer un enzemble darticulation O,



[T sera ﬂppﬁ]é teville de I'arbre et on montre 1 que H doit nécessairement
appartenir 4 |'une des trois classes S, L ou C avec § -S# 1wSauUSs,

5*], est déduil 4 patir de S1 en remplagant I'une ¢ moins des trois arétes abouc
par unéchaine induitede longueur au moins trois.

51, 82 et 83 sont des graphes définis comme suil

&= 0P

8 s A

L 2

Nous définissons 4 présent quatre types d'ensembl s d'articulation; qui conduisent
& la décomposition dn graphe planaire.

Soit Q un ensemblc d'articulation de H, et B1. Ba.. .Bj les composantes connexes

de H'Q.
Décomposition de type 1 : Q est une clique d'articul tion

On les enfants de H sont les sous graphes de H, défi .is par H{B;wQ).
Décomposition de type 2 : Q={a,b}; ol a et b sont nomadjacents, sinon on se
retrouve dans la décomposition de type 1; de plus touks les chaines minimales
joignant a et b sont de méme parité, sinon I graphe 1c serait pas parfait,

Le i€Mme enfant de H, est le sous graphe H{B{uQ}, . uquel on ajoutc entre a et b une
chaine minimalesans cordes de longueur deux si la | ‘ngueur de la chaine est paire;
el de longueur trois si elle est impaire; les sommets ¢ ljacents sont dits artifitiels.




Chaine paire |C)

T

Chaine impaire (C)

Décomposition de type 3

(Q={a,b,c} . on (a.b) est une aréie, (b.c) peut ¢!
existe des chaines mimmales joignant a et ¢. qui -
dans le cas on (b,¢) n'est pas une aréte).

Ce type de décomposition ne peut pas donner plu
sinon ¢ela voudrait dire que H contient une subu
ne serait pas planaire, contradiction.

Le 1€Me enfant de H est défini par H{BpoQ), auy,

a, avec les aréles (a',a) et (a'.c) . et =1 (b
artificiel b' est ajouté avec les arétes telles que «
des configurations suivanies |

L -]

[l

¥ [ ]

J
-

une aréte et enlin {u.¢) el ot il
[ toutes de méme parité (méme

le deux composantes connexes.
aon de K3, et done le graphe

I on gjoute un sommet artificiel
esl pas une aréle , un sommel
¢t ¢ ne soient reliés par aucune
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cas ol b et ¢ sont reliés par une aréte :

c. pair a c. pair

C.pair a
c
[
cas ol b et ¢ ne sont pas reliés par une aréte
a
¢, palr 2o C. Py
b \
/!
S — I:
i a
c. lmpair
a
¢, Impair
”
2
IJI
b



Décomposition de tvpe 4

Q={a,b,c.d} induisant un C4 dans H, avec les arétes (a,b), (b,¢), (¢,d) et (d,a).

Il existe un chemin sans cordes joignant a et ¢ dans chacune des composantes
H(Bjuib.d}t), le iI€Me gnfant obtenu est Ie sous graphe H(B;uQ) auquel on ajoute
deux sommets artificiels &' et b, avec les arétes (a.a'), (a\b'). (a',c), (b'a), (b',b) et
(b.c).

v ..

Arrvé par la décomposition 4 un enfanl H ne conienant auvcun ensemble
d'articulation Q du type 1,2.3,00 4, cet enfant est un sommet pendant de
larborescence, il est indécomposable et doit appartenir for¢ément 4 l'ensemble
LuSwC, ol la classe L est formée de graphes qui sont deux-inséparables {ie:
qui ne sont pas séparables par des ensembles d'articulation & un ou deux sommets
mais seulement par un ensemble formé par plus de trois sommets) et vérifie les
conditions suvantes |

1) le voisinage de chagque sommel u. est contorme avec l'une des figures ci-dessous;

¥ L L J W

(u est appelé un F-sommet)

ii) la frontiére de chaque face non triangulaire est un trou pair
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W.L. Hsu, a montré que la classe L est parfaite,

De plus il est clair que la classe S définie auparavant est parfaite,

Dans chacune des décompositions; Hsu a démontré I'énoncé suivant -

G planaire est parfait si et seulement si toutes les teuilles obtenues & partir de la
deécomposition appartiennent 4 LuSUC,

Le temps dexécution de l'algorithme de decomposition élabli par W. 1. Hsu est de
lordre O(n3).

B/ Etude de la solvabilité des gra phes planaires parfaits :

La 1-composition (i=1,2.3.4) peut étre considérée comme l'opération inverse de la
i-décomposition  (1=1,2,3.4), en recollant les piéces au niveau des sommcts de
l'ensemble d'articulation qui figure dans toules les piéees,

Nous avons par la méme occasion pensé 4 vérifier si ces types de décomposition
preservent la perfection.

Conjecture 1 : G planaire parfait alors G est solvable.
Conjecture 2 : G planaire parfait alors G est M-solvable,

Il est facile de voir que la classe des graphes appartenant & 1, est solvable établi
par F. Maffray dans [30]

Les graphes qui sont dans S sont solvables (la vérification esi simple).

Pour prouver la conjecture 1 il faut montrer dune part que les graphes qui sont
dans la classe C sont solvables et d'autre part montrer que les quatre types de
décomposition conscrvent la solvabilité,

Ainst on établit un algorithme de recherche de novau dans cette classe de graphes.
Pour la conjecturc 2 comme la classe des graphes inclus dans C est M-solvable
[12], 1l restc & montrer que les différentes opérations de ['algorithme de W. 1.. Hsu,
préservent la M-solvabilité,

Par la méme occasion, pour cerlaines sous classes de graphes planaires on a
essaye d'établir les conjectures 1 ot 2.

Définitions :

-2/ G est dit outer-planaire si on peut plonger G dans le plan tel que les arétes ne se
croisent pas ¢t que tous les sommets sont sur la méme face,

Une des caractérisations des graphes ouler-planaires est :

G est dit outer-planaire si et seulement si G ne contient aucun sous graphe
homéomorphe & K4 oua K3 (un homéomorphisme a K4 ou Ko 3 est obtenu par
subdivision des arites de ces derniers),
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-b/ G est dit K-outer planaire si pour K=1, G est outer planaire ; et pour K>1, G est
prolongeable dans le plan tel que si tous les sommets de la face extérieure sont
supprimes ; les composantes connexes du graphe restant sont tous (K-1)-outer-
planaires.

-¢/ Un graphe est dit sene-paralléle sl ne contient pas de sous-graphe partiel
homéomorphe 4 K.

propriéte d'un graphe série-parallélé : un graphe série-paralléle, sans sommet
d'articulation peul toujours se construire par subdivision et doublement d'aréte &
pariir d'une aréte double.

Problémes ouverts .

1/ Les graphes de comparabilités sont solvables.

2/ Les quatres types de decompositions des graphes planaires parfaits (établi par
W, L. Hsu |24]) jréservent la solvabilité.

3: Les K-outer planaires parfaits sent M-sclvables (resp.solvable).

4/ Les graphes sénic-paralléles sont M-solvables (resp.solvable),
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-CHAPITRE V ~ SOLVABILITE DES GRAPHES PARFAITS A PARTIR
DES RESULTATS DE LA THEORIE DES JEUX

A/ Forme de jeux et fonction d'effectivité :
a/ Forme de jeux ;

Sotent o1, 2. ... , o les n stratégics (politiques) adoptées par n joucurs

(I'¢volution du jeu ne dépend pas dc sa nature).

Un jeu formel est défini par un quadruplet (I, A, X, g)oul est l'ensemble des

joueurs, A l'enscmble des résultats, £ = I1E;, l'ensemble de toutes les stratégies

adnp‘tées par les joueurs et enfin g est la fonction résullat et est définie sur
E=II(Z;, 1=1,...,n) en fait un jeu est défini par deux fonctions :

l- g est surjeclne et non jective, spéeiliant le résultat du j ieu pour 111n1p0rla

quelle stratégie chioisie par les joueurs.

2- U=uj(o] ,072 . ... ,on), fonction d'utilité représentant la valeur d'un résultat pour

un joueur donn¢. Un joueur i de I préfére un résultat ajde A 4 un résultat a) de A

s u(i, a1) > u(i.a2). On note que uj[g(s] .o2, ... .on)]=Ui(o] .02, ... .0). Nous

définissons deux tvpes de jeux :

1-Jeux non coopératifs :

Chaque joueur choisira sa politique sans connaiire celle de ses adversaires.

Dé finition : Les stratégies 017, o2™, ..., 6" sont dites en équilibre si

Uiloy * 02*, S o T ﬁn* s Uf(nl*, r:rg*, ni*ﬁ F nn* ) pourtouti1de I et

pour tout ojde X, Cest une situation oi tout joueur se frouve avoir joué au mieux

méme si les stratégies de ses adversaires lui sont révelées. Eiant donné 'état initial

0. la régle du jeu précise que pour tout &tat 81 de I'ensemble des états possibles

51. le joueur i choisira 'état suivant s parmi So possibilités, ainsi de suite jusqu'a

attcindre une situation finale notée F; de I'ensemble des situations finales F, o un

gain uj(s) est attribug€ a chacun des joueurs pour chaque sitnation finale s de F et le

Jeu est arrété, on aurait ainsi abouti & une situation finale Sp(oy, 62, ..., o) de F

telle que : ui[Sy(o1. 67, ..., ap)] = Uj(sy, 63, ... op).

Théoréme 1 : "

Tout jeu 4 information compléte (o0 tous les joueurs ont choisi leurs stratégies)

admet un équilibre (point d'équilibre).

Ces jeux sont finis et relévent de la théorie des graphes,
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Théoréme 2 :( W NASH) .

Supposons que les Xj, 1< 1 £ n; ensemble de foutes les siratégics, soient des
convexes compactes et que les Uj, 1<1< n, soient d'une part continues sur I1Z;, et
que pour tout (5], 62, .., Gy) et pour tout X;. ot la fonction qui & 1j associe
Uitsl, 2. ... T, op) alteint son maximum est convexe alors le jeu

(X, Uj ) (1<i<n) } admel au moins un point d'équilibre.

2-Jeux coopératifs :
Ici les gains sont évalués dans une unité commune 4 tous les joucurs ct chacun a le
droit de transférer une partie de son gain sur un ou plusieurs partenaires (se
trouvant placés dans une position clé) dont l'action conjuguée lui permet de gagner
plus que par lui méme. Nous dirons qu'on a formé une coalition K, incluse dans
P(l) ensemble dc tous les sous-ensembles de joucurs, dont on tire aprés la partie,
un ensemble de résultats appelé bloc qui est inclus dans P(A) ensemble des sous-
cnscmblos de résultats A. Si deux coalitions S el T s'associent pour augmenter le
gain de chacun des joueurs des deux coalitions., alors la coalition SUT peut
sassurer au moins le gain V(S)»+V(TY, (i.e: VISHV(TIEV(SUT) );
V(8)=MAX (MIN [ zU;iel])
o,les  ;,ig8
Dans les jeux coopératifs il est nécessaire de parler de procédure d'arbitrage
consistant a rassembler n joueurs sous la présidence d'un arbitre qui leur propose 4
chacun un gain U; (pour tout i de I ) sous réserve que uj = V({i})
Nous faisons remarquer que si S ct T sont denx coalitions disjointes, la coalition
SUT peut s'assurer au moins le gain V(S)+V(T) puisque V(SUT) = V(8 )1+ V(T).
Définition : L
-un vecteur U=(U1,...,Up) tel que ¥iel U; = V({1}) et X U=V] est appelé
el
imputalion.
-On dit qu'une imputation UeIRD, est bloquée par la coalition 8 s'il existe un
vecteur USeIRS, tel que UiS >Ujet ZUS = V(S)
i€l
On appelle coeur du jeu, l'ensemble des imputations qui ne sont bloquées par
aucune coalition,
Proposition : Une imputation U appartient au coeur du jeu si et seulement si
¥YSeP(I) 1> V(S)

1l
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Solution de Y.Neumann et Morgenstern :
Il ne s'agit pas de savoir si la coalition S bloque I'imputation U, mais de proposer
une aulre imputation & la place de U. On est amené & constituer un catalogue
d'mputations bloquantes et chercher a le rendre le plus petit possible.Considérons
pour cela un jeu coopératif,
Definition:
On dit qu'une imputation w bloque une imputation u s'il existe une coalition § dans
[ telle que uj<wj pour toutide S et T W; < V(S)

ieS
Définition : On appelle solution de V.Neumann et Morgenstern toute famille M
d'imputations telle que toute imputation du jeu soit bloquée par un élément de M et
de deux imputations de M aucune ne bloque l'autre,
Depuis l'ouvrage de V.Neumann et Morgenstern (1944), la question restant en
suspens; était de savoir si tout jeu posséde une solution M=%, Lucas (1968) y a
répondu par la négative en construisant un contre exemple & 10 joueurs,
l.a difficulté réside dans le fait que la relation de blacage entre imputations n'est ni
antisymeétrique ni fransitive.

b/ Fonction d'effectivité et stabilité d'un jeu :

La fonction deffectivité consiste en la représentation du pouvoir des coalitions en
termes d'efficactté sur un ensemble d'alternatives. L'¢tude principale est centrée sur
la stabilit¢ des fonctions d'effectivité qui nous permettera de conclure cn ce qui
concerne la conjecture sur la solvabilité des graphes parfaits.

Détinition :

Un préordre total sur un ensemble X est une relation totale et transitive { R(X) est
I'ensemble des préordres totaux sur X).

Un préordre total sur A (ensemble des résultats) sera dit relation de préference
(notée a R b et interprétée "a est préferé ol équivalent 4 b™),

Si ReR(A), on désigne par P le préordre strict associé a R et est défini par :

Va,b €A APD ¢ aRb (et non bRa)

Un profil est une famille (Riic1) ou R, est une relation de préference du joueur i,
dans R(A) et peut remplacer la fonction gain dans un jeu défini précédemment,
Définition :

Soit R un préordre sur X et fune application de X dans IR, on dit que U est une
fonction d'utilité représentant le préordre R sitV (xy)1e X2: U(x) < Uvie xRy




[Définition .

Une coalition Kl est dite ellective dans le bloc BA.L si les joueurs K peuvent
parantir un résultat du jeu dans I'ensemble B. Celle relation peut éire représentée
par une application booléenne E:P(DxP(A)— {0.11 dite fonction d'effectivité, telle

que E(K.B) 1 si et seulement si la coalition K es1 efiective dans le bloc I3, et peut

cire vue comme arctes d'un graphe blpdl’t] ({1 P ’1) L} et done 4 tout jen formel
L= I, A, X.g 1on peut faire correspondre une lenction d'effectivite Hnigue.

-e quadruplet (I AL E. g ) est appele jeu formel dans une fonction d'effectivité,

[The caraciérisation de la lonction deffectivité a #1é donnée par b, Moulin et
. Peleg en 1982, qu'on énonce dans le résultat suivant:

Fheéoréme 3@ (|2G] )

lIne application booléenne I P(I=P{A > {01 ! est dite lonction d'effectivité d'un
jen tormel si1 et seulement si E satisfait les conditions suivantes:

monotonicie : Ke K'cl.Bc ' c A | et E(K. B | implique que F(K', 13')-1
super-additivite : (K, BUi=1. E(K", B")=1 et K' ~ K" =& implique que

E(K'w K", B~ B"=1

conditions de borne @ F(lL B)=lpour tout BcA | I, @0, et [i(I, A)- 1 pour
toute coahtion K de [ et E(&, [)=0).

Définition :

tTne fonetion deffectivité est joudble il existe un jeu formel 1 pour lequel
E<Er(e: E(K, B)-1 implique que Ep ( K, Bi—1 )

Theéoréme 4: ( [23])

une fonction d'effectivité définic par une liste T—{(K}, By /jel} est joudble si et
sculerent si pour tout sous ensemble d'indices I < J pour lesquels les coalitions
correspondantes sont deux 4 deux disjointes (Kj ~ K=& pour J = I'). les blocs
correspondants ont une intersection non vide — Bi#&),

Deéfinition :

Une coalition K de 1 peul rejeter une alternative a de A sl existe un bloc B tel que
LK, B)-let Uk, b) > Uk, a) pour tout joucur k de K et pour toute alternative b
de B. Posons R(K, B)={aeA/ vkeK ¥bheB. Uk, by> Uk, a)}, lensemble des
alternalives rejetées par les coalitions; et C(F., U, K)—AL U[R(k, B :keK: BcA et
E(K, B)=1]. est l'enscmble des alternatives qui ne sont rejetées par aucune coalition
ct gqu'on appelle K-coeur d'un jeu formel (1 A, B, g) dans une fonction d'efTectivité,
On note aussi qu'une fonction d'ellectivité est stable si C(E, U, K»@ pour toute
tonction d' utilité U,

Définition :
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Définitic n :

-Pour wie fonction d'effectivité E, on appelle tuble rejetante tout triplet
R={(K;, B;. Rj) jel} telque E(KJ, By »1 et i » Bi=d pour tout j del,
et A=0( ?; telque je]).

-Le sou:-ensemble ordonné {j1. j2, ..., jslc) dindices est dit cycle de joueurs
commun d' une table rejetante R st Ry ~ Bjj.1 = @ pour I=1, .., s-1 et
Ris~B # @ et ~(Kj, I=1,....5)2, nous illustrons cela par l'exemple suivant:
sott le griphe G={V,E) ot V={ab,c,d,e,fg}.

les cliques maximales sont:

C1={a, o, ¢}; Ca={b. ¢, d}; C3={c, d, e}; C4={d, ¢, f}; C5={e, £, g}; Ce={L g, a};
C?__{g: ily b}- |

les stablis maximales sont : .

S17{a, d}; S2={a, e}; S3={b, e}; Sq={b, }; S5={¢, {}; 8g={¢, g}; S7={d, g}.
Ka~{C1. Co. C7h Kp={C1 .,C2 .C7}; K~{C1. Cp, C3}1 Kg={Cp, C4, C3};
Ke {Cs5.C4, C3}: K={Cs, C4, Cg}.

On note par [g={C1, Cp, C3, C4, Cs, Cg, C7}; l'ensemble des jnueurs;

et par AG={81, S92, 83, 84, S5, Sg, 87}; I'ensemble des résultats;

par Kg=1{Ka, Kb, K¢, Kd. Ke, Kt Kg}; I'ensemble des coalitions

les blocs sont donnés par :

Ba 181. Sz}, Bp=1{83, 84}, Bc={Ss. S¢}. Bd={S], S7}. Bc={S2, 83},
Be-{84, S5}, B {86, $7}.

ainst on constitue la table rejetante suivante:

TG:{{KE_" Hﬂ]: {F‘br Hb}: (KGJ HC}J {Kdl Hd]: {K't: ['{'3)? {Kfl‘ Bf}? ‘Kﬂ-r BH)}‘
sotent

Ra=185. 843 Rp={81, NS¢k Re=i81, 82} Rg={53, S84} Re={Ss, Sg}:;
RE={81.571; Ro {82, 84}
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Ag=wi Ry ie(a. b, ¢, d, ¢, D}={S1, 52, 83, 54, 85, Sg. 57} ¢¢ qui veul dire que:
R={(KiB.R;) ie(a, b, c, d, e, [)} est une table rejelante

de plus: Ry »n Bpz@, Ry mn Be=d, Re n Bgzd, Rg m Bexd, Re m BERY,
Rfn Bg=d, Rg m Ba2@.

Dol : Kg n Kp m Kg={C1}#; Crestun G}’G]E de joueurs commun.

Théoréme S :( [26] )

une fonciion d'ellectivité est stable s1 el seulement si toute table rejetante contient
un cycle de joueurs commun.

Preuve :

Dans un sens, supposons que R={(Ki,]3g'js" j€l}; est une table rejetante d'une
fonction d'effectivité E, ne contenant pas de cycle de jousur commun.

Soit 1€l ;

st 12 (K, je]}, considérons U; associé 4 R! la relation de préference du joueur i.
st1e (K. jel}, soit D), l'ensemble des indices | tel que i€K;.

On défini une relztion binaire Pt sur D par hP1j si RpnB; #&; hjeD; .

Nous allons montrer que la relation Pl est sans cycle:

an effet supposons que h{P! ho, hoP h3,.. .he. 1Pl hg, hiha,.. hgeD;

ce qui veut dire que : Rh1nBr2 #&; R Bps 220 iRy 1By #E;

comme (K |-1,....8) #&; ¢ est done Ry ~Bpy =&; puisque la table rejetante
ne conlient pas do cycle de joueurs commun ; done on ne peut avorr: l’lgPi hy
Comme Pi est une relation acvelique (relation qui posséde un nombre fini
d'éléments maxitials), on peut la considerer comme un ordre linéaire PI' sur D; ;
prasons’

dll”'I dgi'il d3,P'ir pr dyy: avee I —{dy....dy } avee djélément n1a2d111&l pour Dy,
et pour h. Dy, est tin ¢lément maximal de Pt dans I ~4d1,...dp-11 ; 1l est clair que
dDPid' = d PI'd" pourtout d et d' de ;.

Considérons la onction d'utihte associée a la relation de prétérence RI telle que
pour tout h etjdz Di; si ona:h Py alors Uj(x) =Uily) (xRl'y, xeRy, yeRy); donc
pour tout h de 1), Uj(x) = U i(v) ( xeBp, veRy) puisque pour 1D, ByRj —2;
sinon BypmR; #°2 pour un jeDj, done) P h ce qui donne : Ui(x) =Ui(y) pour tout
xeRj, yeRp. On en conelut que pour tout j de J, tout ¢lément x de Ry, est dominé
par tout y de B; relativement a la coalition Kj, comme les Rj, recouvrent A, alors le
coeur C(IL,U,P(1))=@, U associé a RI=(R1, iel).

(b) Si le voeur C(L,U,P(1))=@ pour un certain profil RI (ie: Uy), alors il existe K de
P(I) et B; de B(K; ), 1=1.....r tel que chaque x de A est dominé par Bj relativement &
K;, pour un certain j, par suite on choisit pour 1e{l,...,r }

Rj c{xe A/ x est dominé par B; } telque A-{R; jel}, RyrnRg =@, h=k,
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Si {ky,...kstc{l...,r } est un sous ensemble d'indices tels que :
BxinRkir1 #9, 1=1,....8-1 el ﬁkKiua ]EJ}#@ alors on choisit % €Bri~Ryj+ 1,
j=1,...,8-1, on aura alors 2RI xoRI. RI x¢ 1 pour ten(Kyi, jel)

81 Bieg g 1 #&. soit %' eBrerR ] , alm"s xe.] RI'x! ¢l comme ¥ eBksRk |,
X €Bks et X =Rk , on aalors: x RI'x], ce qui contredit le fait que R est un
ordre; donc le fait que R soit cyclique, par conséquent BiegmRy ) =@
De celte maniere nous aurons construit une table R={(K;,B.R;) jeJ} quine
contient pas de cvele de joueurs commun.
Définition ;
Une famille de coalitions KcP(I) est dite g-stable { jeu-stable) si le coeur
C(E,UP(I)) n'est pas vide pour tout jeu sous forme normale (LA Y. g,U).
Considérons la fonction poids non négative et entiére sur l'ensemble des coalitions
K, dite encore pondération équilibrée sur K avec la multiplicité
définie par @ VWK—ZT, elle est dite pondération équilibrée sur K avee la
multiphicité & s1 pour tout joucur i de I 'l'4quation suivante: 3 Wik) = o, est
keK.iel

vérifie.
La sous 1amille K. = {keK/ w(k)=1} est dite support de w.
Une pondération équilibrée w avec une multiplicité o=1 est dite pondération de
partition de L
K posscde la propriété BSP (i : toute sous famille équilibrée de K est
partitionuable) s toute pondération équilibrée de K. est une combinaison entiére de
partition:; autremient dit, K posséde la propriété RSP si et seulement si pour toute
pondération equ librée W : K—Z*, il existe des partitions Wi:K—{0,1} et des
enlters & €27 ,1°1,....] tels que W= Eaiﬂ-’i.
Théorénie 6: (|23])
Une faniille de ¢ alitions K est g-stable si et seulerient si KU {i/ iel} a la propriété
BSP.
Définitions :
-Une fonction d'eifectivité E:P(I=P(A)— {0.1} est Jite B-monotone si -

E(K, B =1 et BB, implique que E(K, BY)=]
-E est dite équilitirée si pour toute partition A= 1); ,i<l] et pour toute pondération
¢quilibré s W : K-»Z7, il existe une coalition k de K telle que E(k,u[D; ,igk])=0
Théoréme 7 :( Danilov ot Sotskov, 1978 )
Les foncions d'éfectivité B-monoiones et équilibrées sont stables.

54



B/ Solvabilité de- graphes parfaits :

a/ Fonction d'éff :ctivité dans les graphes, Sous orientation et solvabilité ;

Un digraphe D=(V,A) cst dit sous-orientation d'un graphe simple G=(V,E), et on
note Dr=(V,A"), s1 D est obtenu & partir de G en orientant certaines arétes de G
(anti-symétriquement). Par contre une super-orientation, notée DT=(V,A™), de G,
les arcs syméiricues sont permis. [es arcs d'une sous orientation qui ne sont pas
orientés sont orientés symétriquement dans une super-orientation.

Dans D—(V,A"), on dit qu'un sommet v rejette un stable SCV, si larc (u,v) €A,
pour toute aréte (u,v) €k telleque ue S.Une sous-orientation D de G est rejetante si
tout stable de G et rejeté (dans D) par un sommet.

-Une sous-orientation D de G est clique ac*, chique s1 elle ne’ contient pas de circuit
induisant une clique dans G.

Lemme 1 :

Soient D =(V,A") et I=(V,A") la super-orientation et la sous-orientation
respectivement correspondantes au graphe G=(V.E) alors -

(i) D est rejetan e si et seulement si D™ n'a pas de novau.

(ii) D~ est clique acyclique si et seulement si toute clique de G 4 un noyau dans D,
Définition :

Un graphe est dit coeur-solvable sl ne posséde pas de sous-orientation clique
acvclique et rejet: ate

Corollaire : 1 .

Un graphe cst sol able si ¢t seulement si il ¢st coeur-solvable.

Dans G= V,E), considérons le jeu suivant :

lLes joueurs (I; sont les cliques maximales. et les alternatives (A¢z) sont les
stables maximals Ju graphe (3.

Pour tout somme! v de G, Ky C I est I' ensemhle des cliques maximales contenant
v. et By & Ag; est I'ensemble des stables maximals de (G contenant v,

Notons K={K, /veV}, et TG—{(Ky By ¥ veVi. et Eq la [onction deffectivité
définie par T

Lemme 2 :

Soit G un grapl : et EG la fonction d'effectivité qui lui est associée: alors Eg; est
joudble,

Preuve :

En effet les condiions  du théoréme de Gurvich et Vasin (citées plus haut ) sont
vérifides, soit un sous ensemble de sommets WSV tel que les coalitions Ky, we W
sont disjointes deux 4 deux. [l cst clair que W est stable dans G, soit le stable
maximal contenant W, alors W est contenu dans By, pour tout weW et par
définition du bloc By, ve V. Nous avons alors (n By, weW ) = @,

La coeur-solvabiliié de G est équivalente 4 la stabilité de Eg.
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Lemme 3 :

Un graphe (G est o seur-solvable si et seulement si la fonction d'effectivite est stable.
Preuve :

(a)Supposons qu: E¢; n'est pas stable, d'aprés le théoréme de Keiding 1l existe une
table rejetante K {(KBLR;) jelt (J2V) qui ne conlicnt pas de evele de joueurs
commun, nous romarquons que Ly (KB 0 pour K#K, . oi BBy, pour veV,
par définition de Eg;. S8inous ajoutons 4 la table rejetante, les triplets (K, B+. &),
vel-V, elle rester: toujours rejetante, on peut alors supposer que J=V.

On défime une orentation A de certaines arétes de G comme suit

pour tout stable S de Ry, veV ¢t pour tout ueSs tel que (u,v)ek, l'arc (u,v)eA.

-1 suffit de deémontrer d'abord que D=(V,A) est clique acyclique, donc en
particulier, aucune aréte de G n'est orientée symétriquement dans 1), 1) est done
une sous-orientation clique acyclique de G. Soit au contraire {v] v2. .v¥g}, un
cycle induisant une clique, et {v] v, .v¢}cV une clique de G. Considérons la
cligue maximale de G contenant les sommets v v2, ,vg. Llexistence del'arc
(vi,v;), imphgue l'éxistence d'un stable maximal SeRy, contenant vi, et donc
Ryi mByi#@. Comme CeKy;, j=1,..,s alors {v] v, .v¢} est un cycle commun de
jouecurs dans la table R, ¢ontradiction, done D ¢st acvelique.

-On montre ensuite que D=(V_A) est une sous orientation rejetante de G, ce qui est
évident puisque R est une table rejetante donc pour tout stable maximal SeAg;, il
existe un sommet v pour lequel SRy, et par définition des ares de D, s est tejeté
par le sommet v. [) est done bien une sous onentation, clhique acychque et rejetante
(G n'est donc pas coeur-solvable,

(b)Supposons que G n'est pas coeur-solvavable, il existe done une sous-orientation,
clique acyclique et rejetante D=(V,A)de G. Soil Ry, la famille de tous les stables
maximals qui scut rejetés par v, il est clair que ve S pour tout SeRy, on a alors
Ry; mByj=&, v=V, comme tout stable maximal est rejeté par D, AG=U(Ry.veV)
est vénfice, et lonc {(K¢.By.Ry) ve Vi est une table rejetante de Eqg. On montre
que celie table <e¢jetante n'a aucun cvele de jouzur commun et done E n'est pas
stable. Pour cel: . supposons au contraire que {v],v2. ,vg} estun uncycle de
jouneurs commun (ie: Ry mByj+ 129 pour =1, s-1, ef Ryg mBy12d et

MKy, 1€41,...,0 1#@). L'existence des stables maximals S¢ Ry; mByy montre que
larc (vi,vile A, ¢ donc que {v].v2, ,vg} esl un circuil dans D,

['existence d'un clique maximale Ce m(Kyi, 12{1,..,5}) monlre yue ce cireurt
induit une clique contradiction avec le fait que D n'est pas clique acyelique, ot done
Fq n'est pas stal le. :
Corollaire 1 :

Un graphe est no vau-solvable si et seulement si la fonction d'effectivité associée
Eg est stable.
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b/ Perfection et p-stabilité :

Nous allens établir l'équivalence entre la pertection d'un graphe et la g-stabilité de
la famille des coalitions K¢; associée.

Lemme 1 :

Une famille KcI'(8) de sous ensembles de S a la propriéié BSP si et seulement si
pour toute pondération équilibrée wK—27, de K le support K= {ke K/ w(K =0},
de w contienl une partition de S,

Lemme 2 :

Un graphe esl purfuit si et seulement sila fanille KOl(G) posséde la propnété
BSP,

Preuve :

—)supposons G parfait et montrons que K [lc;] posséde la propriété BSP, donc
d'aprés le lemme 1, il suffit de montrer que le support de toute pondération
équilibrée w contient une partiion de I Soit alors We={ve Viw(k, =0}, ¢tle
graphe G'=(W,E') de G. Nous associons le poids zy— wiky) & ve W, G' étant partait
il contient un stable S&SW qui rencentre toutes les cliques de poids maximum de G,
Pour toute clique maximale C de I dans G, la clique WnC est ou bien une clique
de poids maximum de G' ot dans ce cas CnS=@, ou alors que w({C} =0 par
définition de w comme pondération équilibrée.

Soit P={ky/ ve W o {{C} e I3/ CnS=E&}: 1l est clair que P est une partition de I
et est incluse dans le support de w.

< )Supposons 4 présent que la famille KONG) posséde la propriéte BSP. Pour
monirer que G est parfail, il sullit de montrer que pour toul sous graphe ('=( W, E']
de G il existe un stable SCW qui rencontre toutes les cliques maxamums (du pomnt
de vue cardinalitd) de G'. Pour cela on défimt une pondération w sur la famille
KOI(G), en posant wiky)=1 pour ve W, wiky)=0 pour ve V-W et enfin

@ {C} = G-IV ACl nour toute clique masimale Celg, on wiG') est la taille
maximum de la clique dans G' Il est facile de voir que w est une pondération
équilibrée de Ko (G) de multupheité (G Le lennne | montre que 1e suppaort de
de wcontient un. partition P de [((5). Soit §_4ve Vikye P, il est clair que S est un
~stable maximal pour lequel, m(G')=|WnC| et done m({C})=0 par célintion de w,
et done C doit &lre couvert par un ky 2P, de plus on a que veCnS, S reaconlre C.
S rencontre done toutes les cliques maximums de G pour tout sous-graphe (' de G,
G est done parfait.

Corollaire 2 :

Un graphe cst parfait s1 ¢t sculement s1 K est g-stable.
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Définition : ;

On dit que G'=(V'.E") ¢st un blow-up de G=(V.E), s'il peut étre obtenu & partir de G
en remplagant les sommets par des cliques, cest 4 dire que s'l vy a des sous-
ensembles CycV' pour veV, telsque CyCy=2 siusv, V—u(Cyve V), el
(x,y)ek' pour xe(C; et yeCy si et sculement s1 u=v ot (u,v)eE.

On note que G est parfait alors tout blow up G' de G est parfait (V. Lovasz [26 ]).
Lemme 3 :

Soit G un graphe simple, E(G) la fonction deffectivité et Ko la famille de
coallitions associéc. Si K3 est g-stable alors E(G) est stable. o
Cependant si E(G'} est stable pour tout blow-itp &, alors K¢ est g-stable.

Preuve:

Supposons que K ; est g-stable, comme E(G) est joudble par le lemme 2, il existe
alors un jeu formel I'=(I, AG. I, g) pour lequel la fonction d'efiectivité ET est un
majorant de EG ie: EG £ Er ot comme la fonction coeur est croissante on a ;
ClEG. U, Kg 2UCER U, Kg ) pour toute fonction d'utilité U : IoxAg-—-IR
Comme EG(K,B)=0 pour K&K onaalors : C( Eg, U, P(I) )»=C{ Eg. U, KgG ),
comme K; est g-stable, le KG -coeur C{ Er, U, K¢; ) de I n'est pas vide, done

C( Eg. U, PG ) 2, pour toute fonction d'utilité U, ce qui prouve que Eg est
stable.

Suppoesons 4 pré ent que K@ n'est pas g-stable alors on montre qu'il existe un
blow-up G' de ¢ pour lequel la fonction d'effectivité L' n'est pas stable, Comme
K¢ n'est pas g-+ able, 1l exaste un jeu formel [7 (I, Ag. Z.g) pour lequel le
KG-voeur C(ET. 1K) est vide. On délinit une nouvelle fonction d'effectivilé E
en posant (E(K, 3)Ep(K, B)si KeKg, BoA el (K, By=0 sinon. 1l est ¢lair que
Cl Eg. U, P(lg »C( Lg, U, Kg =@ et done E n'est pas stable, et d'aprés le
théoréme de Keiding il existe une table rejetante R = {K; B R;) jel} deE
n'ayant aucun cycle de joueur commun, i.e : E(K;.B;)=1, avec Bi~Ry=& pour je)
et A=U(R;, jel).

Comme E(K, B) U pour k2 K¢;. toutes les coallitions Kj doivent appartenir & K¢.
Comme l'ajout des triplets (Ky, A, &) dans R, laisse la table, rejetante de E, nous
pouvons supposer que Ky K, pour tout indice je] pour lequel ve 'V,

Soit le graphe dintersection G'=(JE) de la famille {K; /jel}ie:(j1j2)el!si
Kij1nKj2#. Il est clair que G' est un blow up de G ; associons & tout stable
maximal 8§ de GG’ un résultat a(S)eA tel que les coallitions K, j8S sont-disjoints
deux a deux, car S est un stable de G', et par le théoréeme 3 de Keiding et Vasin, -
~B1z<, puisque la fonction d'effectivité FE est joudble. Choisissons pour cela
a(SyeBj, alors par définition tout Bj;jE.] contient tous les résultats a(S) associés
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aux stables maximals de G' qui éontiennént J, de plus a(S)e Rj,pour un siable
maximal Sl et jel, j&5; on définit une onentation D'—(J,A") des arétes de GG, en
incluant tous les ares (1,j)eA' pour tout 18 et jelJ pour lesquels a(S)e m By, et
{1]) €E". On montre que D' est une sous-orientation, clique acyelique et rejetante de
(3", Ce qui prouve ' théoréme,

On montre qu'da out cvele {j1.2.....Js} de D' correspond un cyele de joueurs
commun de R. Comme R n'a pas de cycle de joucurs commun , alors D' est une
clique acvclique cn particulier ses arétes ne sont pas oricntées symétriquement, il
s'agit donc d'une sous-orientation clique acychique de G

Pour le voir, soit C' une clique maximale de G' contenant les sommets {J1.,J2....]s};
comme G' est ur. blow-up de G, la ¢lique maximale correspondante C de (5 doit
appartenir a chaque coalition X, I=1,...,s ,et donc 1l existe un cycle de joueurs
commun. A partir de la définition des arcs de D (sl existe un arc (i,)) de A")
I'existence d'un stable maximal § de G' pour lequel a(S)e Rj~ By, cect implique que
{11,021} est un cycle de joueurs commun.

On montre a présent que D' est une sous-crientation de G% (et comme dans la
preuve du lemme 3 et a partir de la définition); pour tout stable maximal S de G'le
résultat a(S) correspondant est rejeté par les coalitions Kj (a(SyeR)); puisque R est
une table rejetante S est donc rejeté par le sommet j €] de G' par définition des
arcs de D"

En conclusion, nous dirons que le blow-up G' de G n'est pas coeur-solvable
puisqu'on peut consiruire une sous-orientation, clique acyelique et rejetante 1) de
(", et donc E¢y n'est pas stable a partir du lemme 3.

Comme il a déja ¢té signalé Berge ¢t Duchet ont posé la conjecture:

Un graphe est parfait si et seulement si il est noyau solvable.

Theéoréme 8 :{ [Y])
Un graphe parfait est novau solvable,

Corollaire :(imni¢diat)
Tout blow up d'un graphe parfait ¢st noyau solvable.
Il ne peuvent pas montrer la réciproque, néanmoins ils montrent :

-

Théoréme 9 :{ [Y] ) .

Si le graphe G n'est pas parfait alors il existe un blow up G' de G, qui n'est pas
noyau solvable.

S1 G n'est pas parfait, alors K(; est g-stable par le corollaire 1, cependant il existe
un blow up &' de G pour lequel E@ n'est pas stable d'aprés lemme 3, et done par le
corollaire 2 le blow up n'est pas solvable.
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Autre preuve du résultat de Boros et Gurvich :
L. Boros et V. Gurvich ont fourni unc preuve de la condition nécessaire de la
conjecture "un graphe est parfait g1 et seulement si il est solvable”, en la formulant
en termes de fonction d'effectivité,
Surte &4 ce travaill une preuve plus courtea é1¢ donndée par Ron Aharoni et Ron
Holzman en 1997: et qui ne nécessile pas une tamiliarisation avec le concept de la
lthéorie des jeux.
Definitions :
-Un sous ensemble de V est dit dominant s'il rencontre le voisinage I(v) (constitué
du sommet v et de lout sommet quiest extrémité initiale d'un arc ayant comme
extrémité terminale v ) d'un sommet v de V, pour tout vde V.
-Un sous ensemble de V est dit indépendant, si pour tout couple de sommets dans
ce sous ensemble, 1ls sont non adjacents.
-Une fonction non négative f définie sur V, est dite "fractionnaire dominante” si

2. fu) =1 pour outvde V,
uel{v)
clle scra dite fortement dominante si: ¥ f{u) 2 1, pour tout vde V.

veK; Kcl{v), ou K est une chque

-Une fﬂﬂChﬁn non négative définic sur V est dite fractionnaire indépendante si;
> f{u) <1 pour toute clique K.
nek
-Un noyau dans 1D est un ensemble de sommets dominant (absorbant) et
indépendant (stable).
-Un noyau fracticnnaire est une fonction sur V qui est & la [ois fractionnaire
indépendante et fractionnaire dominante; si de plus elle est fortement indépendante
on |' appelle noyau fractionnaire fort.
La fonction caractéristique d'un noyau est un noyau fractionnaire fort, par abus de
langage.
-Un cycle dans D est dit propre si tous ses arcs sont anti-symétriques.
-Un graphe dans lequel aucune cligue ne contient de cycle propre est dit clique
acy cllquc
Il est & remarquer qu'une clique qui contient un cycle hamiltonien pmprﬁ ne
posséde pas de noyau fractionnaire et ceci constitue le seul obstacle possible pour
lequel le résultat suivant n'est pas vérifide.

'I"hénréme:;_l{} }([1])

Tout digraphe qui ¢st clique-acyclique posséde un noyau [ractionnaire fort,
Dont la preuve est basée sur le théoréme de Scarf suivant

&0



Ihéoréme 11 : { 37])

Soit n<m et B une matrice reelle nxm telle. que bj;=d;; (symbole de chronecker),
pour 1<ij<n. Soit b un vecteur non négatl de IRD telque l'ensemble

t aelR, M Ba=nh } est borné. Soit C une matniee nxm telle que ¢jjsejp<e;; pour
L] = netiFet  >n 2 un sous ensemble | de taille n dans {1, .m}
relque ;

{a) Ba=b pour cte IR ™M telque oy=0 lorsque j& et

(b) pour tout ke { ...m}il existe ie {1,....n} tel que ¢;p<eq; pour tout jel.

Preuve du théoréme 10 : 2

Soit D=(V.A) un digraphe qui est clique-ucyclique. et Kj.Ka,.. K, des cliques
maximales dans ).

On forme un nouveau digraphe 1) en ajoutant 4 D les sommets z7,22.....2; et 1008
les arcs de la forme (u, 7;), ueky, etonnote par K= Kjuw{ z;} (iZn).

On peut facilement voir que D' esl clique-acyelique.

Dans chaque choue K il exisle un ordre linéaire, noté par =j, c-mnpaLiblc avee

aves les arcs anli-symétriques de KY, ce qui signific que;, siu,v e K et (u,v) est
un are anti-symeétrique dans DY, alors u > v,
Notons par: W{=7 1, ..., W2 Wi 1 s Wy les sommets de D

{On détinit une matrice C (n x m) comme suit:

pour tout i, J; telque  w; K sout ¢j; =M . ou M est un nombre strictement plus
orand que |V|.

et st wije K'j; nous considérens cij comme ¢tant la plus grande valeur attribuée au
sommet w; relativement & lordre =, auirement dit ¢;-0 si wj ¢st minimal dans
K et ¢;j=1 si on atiribue & wj la valeur suivante de K correspondante a l'ordre.
Ansi de suite, jusqu'd épuisement de tous les sommets de K.

On définit ensuite la matrice B; la matrice d'mcidence des cliques K, par :

B=(bj) 'l<ign et l<jsm oh bjj= 1 siwe ki

: {0 sinon
En appliguant le théoréme de Scarf aux matrices B et C et en prenant b=(1,...1):
on peut vérifier que les conditions du théoréme sont satisfaites | soit :]lt‘#T‘h I
11...m} ; sous cnsemble qui existe d'aprés le théoréme et ooe IR+ pris comme
dans (a) du théoréme. Nous définissons une foncion £ V—=IRLM, fiw;)a;,
j=1....n; 1l estcliirque {est une fonction factionnaire indépendante dans D, Pour

Linir la démonstiation du théoréme 10, 1l restera & montrer que [ est fortement
dominante.
Soit pour cela, v dans V (k = n), par (b) du théoréme de Scarf 1l existe

te{l,...n} telque sjg=cy; pour tout je .

il



Soit KJi ={ wie K} jel}, d'ol il s'ensuit que Kfi I{ wi ),sculement si wie K et
w; non relié a wi ou alors (wg ,w; ) est un arc non symétrique dans D", alors
Cik > Cij- K-Ii est <lonc une clique dans D contenue dans I{ wy. ), satisfaisant d'aprés
(a). 2 0 = 1. fest donc fortement dominante.
wie KJ;

D'on l'existence d un noyau frationnaire fort,

Nous rappelons u'un graphe est dit solvable si toute orientation clique acyclique
(admissible) dan: ce graphe posséde un novau.

Théoréme 12 :

Une orienfation I'un graphe parfait a un noyau si et seulement si elle posséde un
noyvau fractionnaire fort. , _

Pour la preuve or utilisera un résultat de L. T.ovasz.

Lemme:( [27] )

Soit un graphe purfait, avee une fonction poids non négative (#0) sur les sommets,
on peut trouver un ensemble stable dans le graphe qui rencontre toutes les cliques
de poids maxima

Preuve du théor me 12:

Dans cc qui a précédé, on a fait remarquer que l'existence d'un novau entrainait
celle noyau fractis nnaire fort. '

Nous démonlrons 4 présent que I'existence de novau fractionnaire forte entraine
celle d'un noyau.

Soit D une orier ration de graphe parfait G et [ une fonction fractionnaire forte sur
D. comme { est ine fonction indépendante fractionnaire, le poids maximal sur les
cliques de D est 1. Soit S le stable qui rencontre toutes les cliques de poids 1 (il
existe d'aprés le lemme de Lovasz), comme fest tortement dominante, alors pour
tout sommet v, || existe une clique K de. poids | contenue dans I(v); comme S
rencontre K, S do nine alors v et donce S esl noyau dans D. -

On déduit 4 partii des théorémes 10, 12, le théoréme de Boros ct Gurvich 4 savoir :
un graphe parfait est noyvau solvable.
La preuve de la reciproque de ce résultat reste un probléme ouvert.



Conelusion

L probleme d'existence de noviux dans les graphes orienleés est un probleme
ditlicile ¢n génersl }‘JI..I]::L[LI il est counu quiil est NP-complet.

Néunmoins, s1 on impose aux digraphes certaines conditions, le Jdigraphe devient
noyau-partat. Nous avons dans cette these ¢étudié certains de ces digruphes ¢t
entre autre etudie e probléme assez difficile posé pur Pierre Duchet 4 savoir
lexistence de noyau dans les digraphes tels que tout circuit impzir posséde deux
cordes couries.

La ditliculté de la conjecture "un graphe parfuit est solvable" posée par Claude
Berge et Pierre Duchet, a ¢1é réduite; der s Mintroduction de la théorie des jeux
paur sa reésolution.

En etfet, Endre Boros et Vladimir Gurvich ont réussi moyennant les résultats
¢tabhs en théorie des jeux & montrer lu solvabilité des araphes partaits; quoi que la
conjecture reste toujours irrésolue dans un sens,

R. Aharouni et R, Holzman estarrivé par la suite a démontrer e méme résultat en
utilisant seulement le théoréne de Scart tiré de lu théorie des jeux.

I serant intéressant done de penser a résoudie complélement cette conjeciure,

Par ailleurs; dans le chapitre des graphes plunaires parfaits nous svons exXpose
Palgorithme de décomposition des gruphes planaires partaits de Hsu, ot il a été
ventie, qu'a chaque décomposition "G est parfait si et seulement si toules ses
compuosantes sont purfuaites”.

A cliague -séparation (1-1,2,3,4) la i=composition peut étre définie comme
loperation mverse en recollant les picces au niveau des sommets de Fensemble
durticulation Q qui Lgure dans outes les picces; nous avons, a Foceasion pensé 4
verilier la conjecture & savoir : G est planaire parfait alors G est solvable.

H faudreait pour cela de montrer que les quatre types de décompusition conservent
la noton de solvabilité, puis considérer la classe de graphe L, oo F. Mallray
montre qu'tls sont solvables (en particulier ils sont M- Sulx'abiuj et la classe de
gru;‘uir“ ncluse duns 8 5 qui sont évidemment solvables puisque 81, Sy et 53 e
sont( 81, 52, 53 sont dunr. M-Solvables).

Ll restera done & montrer la solvabilité des granhes de comparabilité.

En talt; pudr montrer que lu conjecture «s, vede pour la M-Solvabilité, il taudrait
prouver que les operations utilisées pour la décomposition du graphe conservent la
M-Solvabilite; il est connu par C. Champetier d'une part et M. Blidia et K.Engel
duutre part que les grapies de comparabilité sont M-solvables,
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