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RESUME

Cette etude représente une contribution au domaine de simulation numerique
des écoulements stationnaires bidimensionnels axisymétriques dans les tuyéres en
utilisant la méthode des différences fimes technigue de MacCormack de deuxiéme
ordre en temps et en espace, appliquée a la résolution des équations d"Euler. Done le
but principal est de réaliser un programme de calcul permettant de simuler les
différents paramétres de I'écoulement.

Apres avoir écrit la formulation mathématique qui exprime les schémas aux
différences finies pour les équations d”Euler en coordonnées généralisées avec une

generation de maillage. Les résultats obtenus sont compares avec le code VNAP2.

ABSTRACT

This study represents a contribution to the field of numerical simulation
of the axisymetrics tow-dimensionals steadies flows in the nozzles using finite
difference method’s and McCormack’s technical of second order in time and space,
applied to the resolution of Fuler’s equations, Therefore the main purpose is to realise
a calculation program making the simulation of various {flow parameters after having
written mathematical formulation which expresses the finite difference scheme for
Euler’s equations in generalized coordinates with a generation of grid. The obtained

results are compared with Vnap? cade.
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NOMENCLATURE
1. Systéme de coordonnée

X ' Coordonnée axiale

¥ - Coordonnée radiale

£, : Coordonnées généralisées

2. Lettres latines

ey

. Veecteur Matrice jacobienne des variables conservatives

A.B  :Composantes de la matrice vecteur A
a . Vecteur Matrice jacobienne des variables primitives
B :Composantes de la matrice vecteur 4
A, A" : Section circulaire, section critique
A, Section au col
C . Célérité duson
C.C.G ¢ Caractéristique montante, descendante, ligne du courant
£ n  : Coefficient de décharge
C 7 Coefficient de poussée

€,»C, : Chaleur spécifiques a pression et 4 volume constant

E : Energie interne totale par unité de masse
H - Enthalpie

S : Entropie

F . La poussee

F . Vecteur flux

f.e : Composantes de vecteur flux

i - Acceleration de la pesanteur

I . matrice unite

P : Impulsion spécifique
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. Matrice jacobienne des varnable conservatives

. Matrice jacobiennc des variables primitives

: Normale a la surface caractéristique
. Composantes de vecteur &

: Matrice de passage des variables conservatives aux variables primitives

: Matrice inverse de A

: Matrice de passage des variables primitives aux variables caractéristiques

. Matrice inverse de L

. Matrice de passage des vanables conservatives aux variables
caractéristiques

. Matrice inverse de P
. La tangente
: Nombre de Mach
: Débit massique
- Normale dirigé a I"intérieur du domaine de calcul

. Pression statique

. Pression ambiante
. Pression lotale

. Température statique

- Température ambiante

;. Temperature totale

: Densite

- Vecteur regroupant les sources extérieurs

: Constante des gaz parfaits

Fam:¥pe 1 Abscisses curvilignes

r

. Rayon de la section d’entrée



F.  :Rayon de la section de sortie
¥ : Rayon de la section au col

F., - Rayon de combrure a I'entree

Fe . Rayon de combrure au col

S . Fonction de condensation

{ . Temps

V' Vecteur vitesse

1 Composante axiale de la vitesse
V. Composante radiale de la vitesse

{/ . Ensemble des variables conservatives
¥ : Ensemble des variables primitives

H-?ﬂ? : Composantes contra variantes de la vitesse
V. :Vitesse normale
J"f?ﬁ : Vitesse effective

: Ensemble des variables

W
¥ - Polyndme définissant la paroi de la tuyére
3.

Lettres grecques

w . Parametres mémriques de la transformation du domaine physique

i

- Frontiére du domaine du calcul

o

r

A . Valeurs propres
I ! Vecteurs propres
4.

Indices
org - Ambiant
I - Totale
§ . Sortie

iJ - Indices d"un nceud de maillage
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INTRODUCTION _GENERALE

Les progrés rapides observés durant ces dermiéres années dans le domaine de la
propulsion en général, et plus spécialement de la propulsion aérothermique sont
étroitement associés aux efforts effectués pour rendre toujours plus précise 'analyse
des phénomeénes aérothermodynamiques dans le circuit moteur. Cette remarque
s’applique particuliérement a 1'étude de 1'écoulement dans des tuveres et a leurs
sorties.

Les tuyéres constituent un des éléments les plus importants dans les
turhomachines. Avec le développement du domaine aéronautigue et le besoin
d’atteindre des vitesses supersoniques, le calcul des caractéristiques a¢rodynamiques
des tuyéres est devenu primordial. Celles-c1 sont trés importantes dans la conception et
I'analyse du régime de fonctionnement des turbomachines. Diverses methodes sont
utilisées pour le caleul des caractéristiques aérodynamiques -

- methodes analytiques
- methode expérimentale
- méthode numérique CFD (computational fluid dynamics)

Pendant longtemps la tuyére a ét¢ considérée, principalement a cause de sa
simplicité comme un organe annexe dont le réle consiste essenticllement a assurer le
fonctionnement du moteur & un régime donné grice a unc adaptation convenable de sa
forme géométrique. Au fur du temps, ces méthodes de calcul avaient evoluées
permettant actuellement de répondre a cette condition avec une précision satisfaisante.
L’événement du vol supersonique ajoute a d’autres demandes a provoque un
changement d’attitude conséquent chez les constructeurs dont I'introduction de formes
de tuyeres assurant des détentes supersoniques des gaz de combustion (forme CV-DV
dite De Laval) contrairement au début des vols supersoniques ou l'emploi d’une
section divergenie était pratiquement proscrit a cause des régimes de sur détente qu’il

provogque aux vitesses modérées,
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Le présent travail est consacré 4 1'étude des écoulements dans des tuycres
supersoniques CV-DV., il est mitié grice a4 une présentation de la theorie, des
applications et des parameétres de performance inhérents a ce genre de géométrie qui
est intégrée au premier chapitre.

Lec sccond chapitre est consacré a la modélisation des écoulements au niveau
d’une tuyére CV-DV

Pour cela |"obtention du modéle mathématique nous amene 4 la résolution des
équations qui décrivent cet écoulement. La détente des gaz de combustion au sein
d’une tuyére De Laval se réalise en trois étapes. La premiére en régime subsonique, la
seconde en régime sonique ¢t la dermiére en régime supersonique,

Une solution directe pour les trois types d’écoulement est difficile 4 obtenir du fait de
leur comportement qui différe d’un type a "autre, ce demier étant directement li¢ a la
nature du modéle mathématique ainsi gu’aux schémas numeériques.

Une solution intéressante pour ce type de probleme consisteral a I"introduction
du facteur temps dans les equations qui leurs permetient de prendre une forme
hyperbolique. Cetie maniére de proceder entraine certaines resirictions d’ordre
numeriques telle que le choix du pas dont dépend la stabilité du processus numeéngue.
Un autre désavantage de cette approche est représenté par [Dobtention de la
convergence vers I'état stationnaire apres un important nombre d’itération entrainant
une augmentation des temps du calcul et nécessitant malgré un choix judicieux du
vecteur mnitial. Le développement de cette procédure ainsi que son application sont
présentées dans le chapatre 111

Le 4™ chapitre s’intéressera a 1’application de ces approches citées aux
chapitres 1l et 11l a une ryere supersonique de-laval. ainsi que |'interprétation des
résultats obtenus par le programme de calcul.

Finalement une conclusion générale sur cette étude.



Chapitre 1

Généralités sur les tuyeres
de propulsion



I.1 Introduction

La poussée d'un moteur 4 réaction dépend essentiellement de la quantité de
mouvement impartie aux produits de combustion par leurs décharges a travers une
uyére d’¢jection. Durant leurs passages a lravers cetle dernicre, les gaz sont
continuellement accélérés a partir des vitesses faiblement subsoniques a des vitesses
fortement supersoniques. Le deébit massique traversant la tuyere est détermine par
Iaire de la section d’entrée et les conditions de fonctionnement de la chambre de
combustion. La vitesse subsonique atteinte par les gaz est fixée par les conditions de
la chambre de combustion. Elle peut étre davantage augmentée par la détente des gaz
dans les parties convergente divergente de la tuyére. Cette vitesse additionnelle, et par
conséquent le taux d’augmentation de la poussée dépend uniquement de la

configuration de la tuyére.

L2 Définition d’une tuyére

Une tuyére est un organe mecanique passif qui met en communication deux
réservoirs 4 des pressions différentes, elle constitue un des éléments fes plus
importants dans les turbomachines et les turboréacteurs ; d’ailleurs 40 % de la poussée
totale de ces derniers est produite par les tuyéres.

Selon le taux de detente, les tuvéres seront soit simplement convergente
(Fig.1.1.a) pour les taux de détente élevés, sinon seront convergente divergente
{Fig. 1.1.b), selon la géométrie on trouve des tuyéres a géométrie plane (Fig. 1.2.a) ou
axisymétrique (Fig 12 b).
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\ CUII /
Convergent Divergent

-4 1 tuyére simplement convergente =b ¢ tuyére convergente divergenie (de-laval)

Fig. 1.1 profils des tuyéres

-8~ tuyére pline

-b- tuyére axisymétrique

Fig.1.2 Différentes formes geométrigues des tuyéres.
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L. 3 Forme géométrique d’une tuyére supersonique
Considérons 1'écoulement au sein d’un conduit ayant une variation de la section
telle qu'on peut simuler que la vitesse n’a qu’une composante axiale (fig.1.3). Cet
écoulement est appelé écoulement quasi unidimensionnel.
L application des équations de conservation a I"élément de volume de ce conduit

represente en (fig. 1.4) permet d aboutir 4 la relation suivante:

%=(M‘-1% (1.1)

L’éguation (1.1) rehant les variations de la section « dA » ¢t de la vitesse « du »est
appelée la relation aire vitesse. Elle nous informe que :
a- pour 0 < M <1 correspondant 4 un régime subsonique. toute diminution de la vitesse
résulte en une augmentation de 1a section et vis versa. Il en résulte donc que pour un
ccoulement subsomque, }' augmentation de la vitesse est assujettie a Putilisation d'un
convergent.
b- Pour Af =1 correspondant a un régime sonique, 1’équation (1.1) montre que dA=0
pour « da » finie. Mathématiquement, dA=() correspond 4 un extremum représente dans
ce cas par la section minimale.
¢- Pour M >1 correspondant & un régime supersonique, une augmentation de la vitesse
entraine une augmentation de la section et réciproquement. If en résulte gue
I"accélération d”un écoulement supersonique est inhérente 4 I’utilisation d’un divergent
¢t sa décélération & un convergent.
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IIY
A=A(x}
P=P(x)
p=pix)
T=T(x)
U=U(x)
PP | (1) S ) o X

Fig. 1.3 : Ecoulement guasi-dimensionnel

U,

s Volume de contrile
T, .

=

PR

Fig. 1.4 : Volume de contrble pour un éconlement monodimensionne}

Finalement, les remarques précédentes nous amenent a conclure que la forme
geométrique d une tuyeére congue pour délendre un gaz d’un régime subsonique & des
régimes supersoniques possede obligatoirement une géometrie convergente divergente

telle que celle représentée en (fig.1.5)



itrel GENERALITES SUR LES TUYERES DE PROPULSION  page 7

Fig.1.5 Contour d’une tuyére supersonigque

I.4 Domaines d’utilisation des tuyéres

Les tuyéres sont généralement utilisées dans deux importants secteurs
I"aéronautique et |’agrospatial, pour le premier cette utilisation s’est renforceée apres le
développement des moteurs a réactions fig. 1.6 et pour le deuxiéme on distingue deux
types : les tuyéres de grandes dimensions qui servent 4 propulser les fusées fig. 1.7 et
celles de petites dimensions qui permettent la correction de 1’orbite ou pour contréler
leurs orientations dans 'espace fig. 1.8, cette utilisation ne se résume pas la mais elle

s’élargt aussi dans le domaine militaire tels que les missiles.

Fig.1.6 Tuvéres d’un avian de combat



Fig.1.7.2 Les tuyéres d’orientations dans une naveite spatiale
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.5 Etude d’une tuyére CV-DV
Considerons une tuyere convergente- divergente (fig. 1.5)

Nous admettons que la section d’entrée est d’aire assez grande pour gu’on puisse
supposer qu’il existe encore, dans cette section les conditions de réservoir Fosd o ap,

A la section de sortie d aire A, la pression est désignée par P..

L’écoulement ne peut qu’étre subsonique dans le convergent, 81 au col la vitesse encore
inférieure 4 la célérité du son, I'écoulement est encore subsonique dans le divergent. En
effet pour que I’écoulement devienne supersonique, il faudrait diminuer la pression
régnante en amont de fa tuyére, La vitesse est donc inféricure & la célérité du son dans la
tuyere, la valeur maximale de cette vitesse etant la vitesse au col.

Le débit au col est donné par la relation suivante :
. & %
m=pu A (1.2)
Tel que (*) désigne le col
La relation qui relie le nombre de mach avec le rapport des sections de la

tuyére a la section au col 4" (dans la théorie monodimensionnelle), est une relation
trés importante:

¥+l

[; T i Li : [” — )]H (1.3)

L’allure de cette relation est représentee dans la (fig. 1.8), montre qu’il y a un

minimum au col.

(Pour— =1, M=1). ce minimum sépare le régime subsonique de régime supersonique

-
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Supersonigue

1.0

Subsonique

¥
sk

1.0 :

Fig. 1.8 Courbe Aire -nombre de mach

1.6 Différents types de tuyéres

Le choix appropri€ d’une tuyére pour un moteur dépend essentiellement des
meéthodes de la fabrication de ses parois, des limites dimensionnelles de son poids et de
I"'influence de ce dernier sur les performances globales du moteur efc. ...

Les différents types des tuyeres les plus utilisees sont :
1.6.1 la tuyére conique

Du point de vue construction, ce type de tuyére est le plus simple. 1l est représente
en (Fig. 1.9). Etant donné que I’obtention d’une poussée maximale est conditionnée par
un ecoulement axial a la section de sortie, cette tuyere conique ne peut repondre a cette
condition. Des pertes de poussée dues a la divergence de I'écoulement 4 la sortie sont

toujours présentées. Elles sont plus importantes si ['angle du divergent est important.
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Fig. 1.9 Tuyére conique

1.6.2 Tuyére a contour profilé

Dans le cas d'une telle géométrie, il est possible de donner une valeur relativement
importante 4 ['angle de divergent situe prés du col permettant ainsi la réalisation d’une
importante détente (Fig. 1.10).

La seconde partie du divergent due a sa forme courbée tend a faire survre
I"écoulement en une direction axiale limitant ainsi les pertes de poussée ducs a la

divergence rencontrée avec la tuyére conique.

e R e R R e R e

Fig. 1.10 Tuyére a contours profilés
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1.6.3 Tuyére annulaire
Dans les deux types de tuyéres cités précédemment. les formes de sections au col et &
la sortie circulaire sont normales 4 'axe. La tuyére annulaire différe de ces contours en
présentant des sections au col en forme d’anneau, l.es gaz de combustion en aval de ce

col se détendent au sein de ces anneaux el le long de l1a section divergente (Fig. 1.11).

]
]

L
T
—1 &
- -_'_'_,_,_-r.—'_
: i _—
|
| L .?-S
o AN
-\__\__\_\_\__\-
- ""-..__1 ‘
e "'-‘...___ _ﬁ E
- s i e o - --q:',..L_ -

Fig. 1.11 Tuyére annulaire

1.6.4 Les tuyéres auto-adjustables

Dans tous les cas de tuyéres citées, le paraméire pression ambiante n’a pas
d’mnfluence directe sur le processus de détente des gaz. Dans le cas des tuycres auto-
adjustables, le processus de détente est régule par la pression ambiante. Ce type de
tuyéres est généralement classé en deux catégories : les tuyéres type bouchon et les
tuyveéres type deétente dévialion

a- La tuyére tvpe bouchon

Le col de ce type de tuyére posséde la forme d’un anneau localisé au diamétre
extérieur (fig. 1.12). L écoulement est contrdlé par des ondes de détente provoquées par
la déviation du bouchon dont la surface constitue le principal parameire qui 'influence,
Les gaz d’échappement subissent une détente de la pression dans la chambre de

combustion jusqu’a la pression ambiante.
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i
¥

Fig. 1.12 Tuyére type bouchon

b- La tuvére type détente déviation

Ce type de tuyére est caracténsé par la présence d’un obstacle situ¢ pres du col et
obligeant I’écoulement des gaz de combustion qui sont en train de se détendre a des

vitesses supersoniques & dévier sa direction vers ['extérieur (fig. 1.13).

&
.

Fig. 1.13 tuyére type détente déviation
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1.7 Principaux paramétres de performance

1.7.1 la poussée

La poussée délivrée par une tuyére est fonction non seulement de la vitesse
d’éjection des gaz de combustion mais de la différence entre la pression 4 la sortie et
celle ambiante, 1.’application de |"équation de conservation de la quantité de mouvement
permet d’exprimer la poussée infinitésimale développée a travers une section annulaire

de rayon dy

df =[pV, +(p, - p, |2z ydy (1:4)

La poussée totale est déterminée par intégration de I’équation précédente sur la section

de sortic de la tuycre, 1l en résulte :

F=my lov +(p, — B )2 -1 (1.5)

1.7.2 Le coefficient de poussée
Ce parameétre sans dimension s exprime
i
C,=—— (1.6)
Pz‘ 'Aﬂ

Le dénominateur de I’équation est composé par le produit de P, qui est la pression

totale & la sortie de la chambre de combustion et de 4, qui est I"aire de la section a

I’entrée. Ces deux paramétres représentent respectivement la chambre de combustion et
I"écoulement subsonique. Ce rapport peut donc étre considéré comme representatit de la

performance du contour de la tuyére,
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L.7.3 Le coefficient de décharge

A cause principalement des effets de viscosité, les performances réelles d’une tuyére
sont geénéralement legérement différentes de celles determinées sur la base de
I"hypothése d’un écoulement isentropique idéal. Le coefficient de décharge exprime
cette différence et s'écrit |

C, = Le débit actuel réel / Débit isentropique

L.7.4 la vitesse effective
La vitesse effective V. est la vitesse de sortie de la tuyeére adaptée. Elle est définie

par comme le rapport de la poussée par le debit massique :

P = 1$.7)

&
T i

C’est un parameétre qui tient compte de la correction atmosphérique.

1.7.5 Pimpulsion spécifique /g
Est définie comme le rapport de la poussée au produit du débit massique et de

I"accélération de la pesanteur :

f e (.8)
mg

(est un parameétre généralement utilisé pour comparer les performances des

propergols utilisés pour la propulsion.



Chapitre 11

Formulations mathématiques
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II-1 Introduction

La description mathématique d’un fluide compressible en mouvement se fait a
I"aide des fonctions donnant la dismibution du vecteur vitesse (ayant trois composantes
dans le cas 3D) et de deux quantités thermodynamique quelconque telle que la
pression I et la densité p. Done I’état thermodynamique d’un fluide compressible s¢
caractérise en chaque point de l'espace. et & tout instant par quatrc fonctions ; la
pression P, la densité o . le vecteur vitesse /7 et 'énergie E.

Ces quatre fonctions sont des solutions du systéme d’équation forme par des
lois classiques de conservation de masse, de guantité de mouvement et de I’énergie

E.

Les modéles mathématiques des différentes approximations de I'ecoulement
d’un fluide peuvent ére classés en deux calégories, les systémes dits de premier ordre
¢t ceux dits de deuxiéme ordre. Les propriétés mathématiques de ces systemes sont
directement liges aux propriétés physiques. Cependant, il est généralement considere
que chague configuration est le résultat d’un bilan entre les flux convectifs et les flux
diffusifs ainsi que les sources internes et externes, une approximation de I’écoulement
n’étant qu'une estimation realisée a priori relativement aux effets de ces différents flux
et sources. D’un point de vue mathématique, les flux diffusifs sont représentés par des
termes de dérivées de second ordre, conséquence de la loi générale de diffusion etablie
par Fick; d’autre part les flux convectifs apparaissent comme des termes dérivatifs du
premier ordre exprimant la propriété de transport du systéme d’écoulement, Cependant
chacune de ces contributions va mfluer sur la nature mathématique des équations,
particuliérement la forme elliptique, parabolique ou hyperbolique du systéme
d’éguation décrivant ce niveau d’approximation avant de présenter une description

mathématique rigoureuse, 1l peut &tre utile pour illustrer ces liaisons.
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11.2 Hypothéses
La forme la plus générale régissant les écoulements conservatives des fluides

non visqueux est décrite par "ensemble des éguations d’Euler, ceci est fait cn
admettant les hypothéses suivantes :

* Le fluide est parfait ([Tuide non visqueux)

o Le fluide est assimilé 4 un gaz parfait

¢ FEcoulement bidimensionnel (2D)

e Ecoulement sans ondes de choc

» [e transfert de chaleur est négligeable

» Les forces de gravitées négligeables

o |e fluide est calorifiqguement parfait

e Les gaz d’éjection sont a trés haute température de "ordre de 2000°K et on peut

done assurer qu’il n’y aura pas de réactions chimiques de dissociation des molecules.

I1.3 Formulation mathématique des équations d’Euler

Le systéme d'équation de conservation des fluides non visqucux appelé
equation d’Euler forme un systéme d’équation non linéaire couplée de premier ordre
qui peut &tre écrit sous différentes formes. En effet la base physique de ce systéme est
I"expression des lois universelles (conservation de la masse, de la quantité de
mouvement et de I'énergie),

Différentes formulations algébriques peuvent étre définies selon le choix des
vanables dépendantes. Le vecteur des variables formé par la densité, la quantité de
mouvement el énergie totale défimit la forme conservative des équations, Ces
parametres sont par conséquent appelés les varnables conservatives, l.es variables
telles que la densité, la vilesse el la pression sont appelées primitives, elles sont
controlées expeérimentalement et sont généralement imposées comme conditions aux
limites physiques. En plus, sachant que le sysieme d’équation d’Euler possede une

nature hyperbolique par rapport au temps, des quantités se propageant le long des
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caractéristiques peuvent étre définies. Le systeme d’équation peut ainsi étre transformé

en une forme dite caracténstique.
IL3.1 Formulation conservative des équations d’Euler

Les lois de conservation d’un écoulement d’un fluide non visqueux & travers un

volume de contréle @ entouré par une surface S sous forme intégrale |1].

%ip.dﬂ +:f;::f/'.d§'=ﬂ (2.1.a).

o

& - -
EJ prd+§(pi @7 + p)ds = | p.f,d0 (2.1.6)
L4 ¥ H

% [pEdas fpivds=[piida  (210)

e

Avec f; forces extérieures

H=p+L
o
Pl | e 0
J= ‘ﬂui F= f|+!'5'ﬂ:§pif'®§+p? 0= pf,
ﬂ J| - pitl P

Sous une forme condensée:

A =
C4VE= .
o tVF=0 (2.2)

IL3.1.1 Systéme en coordonnées cartésiennes
L équation (2.2) devient en coordonnées cart¢siennes et en elimmant les forces
exteneures.

U o ag
=0 2.3
o ox . By (2.3)
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Les composantes f, g de flux de tenseur /' sont

pu | Py |
puv | P+ pi
pul pvH |

Les composantes cartésiennes de U sont |

P
="
e

pl

Et I'equation (2.3) devient explicitement

P ouU - py {]{

u o \pu + wv | |0
dt|pvl éx| puy | oy pv +p {li
pE put pvi |10

IL3.2.1 Matrice jaccobienne de variables conservatives

La forme quasi-linéaire des équations (2.2) et (2.4) sera écrite sous les formes

sulvantes :
Gl {E’F ]f?U:[J (254)
at \aU
On
Y =0 (2.5.0)

af
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Ou sous forme explicite

U, U  ,dU _

ot ax oy

0 (2.6)

Ou A,B sont les deux matrices jacobiénnes de vecteur flux /, qui peuvent étre

condensés en A(4, B)

. @F
A—EE (2.6.1)
Ayant des composantes A, B tel que
4=2S 508
au ou
0 | 0
?_3zf1+}/;v2 (B-y)u —(y=1)v
A=| 2 (2.6.2)
—uy v u
—yuk +(y—1)v yﬁ'—%"(vlﬂu*") ~(y—1)uv
Et
0 0 1
—uv v u
B = }’;31’3_!_}‘2—]!13 ~{y-1u B-yp (2.6.3)
—yvE+(r -1y —(r—1Duv }'E—L(u2+3¥ ]
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I1.3.2.2 Matrice Jacobienne des variables primitives

Il est facile d’obtenir les valeurs propres du systéme d’équation d”Euler quant elle

sont ¢cntes sous la forme non conservative en fonction des variables primitives p, ¥

et P.
Done on peut éerire les équations d’écoulement non visqueux en absence des

sources de chaleur sous forme :

@B, v.Vo)+ Vi =0 2.7:1
ot

) g+(*.*)ﬁ+v—; =0 2.72)

L Z—f+(ﬁ. 4)E+ﬁ§'.(ﬁp}=[] (2.7.3).

La derniére équation va étre transformée a une équation qui est en fonction de la

pression P el pour celaona e = e{p,s) (2,?’,4)
a_pJ =¢? (2.7.5)
op )¢

Avec ¢ célénite du son.

Si I'écoulement est isenfropigue on peut écrire pour chaque variation de

fie:iﬂ_] ap (2.76)
ap ),
Ge )
et la dérivée isentropique a‘ peut étre deéduite de la relation
AE
. . 1 dp 1“
thermodynamigue | T'ds=dh———=de+ pd —J (2.7.7)
P P
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Introduisons la condition 1sentropique &S =0

I
- e p d l]:n (2.7.8)
2 Wi
Danc
f_“’] -t (2.7.9)
ap), p
Et
de ch 1 p(op) p
5_] :a_J __+_[a | = (2.7.10)
p)y Bp)s p P\Op)s pc

Multiplions 'équation de quantité de mouvement (2-7-2} par vel faisant la

soustraction avec ’équation de "énergie (2.7.3) et on introduit la définition de E ©

E:e+E
2
On trouve I"équation :
'-! —_ —
%+(ﬁ?)p+pc2(?ﬁ)= 0 (2.8)
Done le systéme d’équation
| %ﬁ—)+(ﬁ.‘f’ p)+ p Vi =0
8V (=\. Vp =
haiid Vi B,
i 5 )v+p 0 (2.9)
L g—’fp+(ﬁ f’)p+pc‘!(v p)= 0

Désignant par V le vecleur des variables primitives
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La forme primitive des équations d’Euler en coordonnées cylindriques s’cent alors:

OP DB 00 SO0 OV x| (29.1)

ot ox Oy 5 4

'E}M+Lrﬁlﬂ—1—1-151dr +-1—~{E‘E—‘=0 (2.9.2)

at ax édy p| ox

I g OY g O 1O ) (2.9.3)

ot éx dy ploy

ct ox dy dt  dx dy

. : ; s sy _Cp

Avec € représente la célérité du son d'un fluide parfait € =7 et /' =7 est

4
le rapport des chaleurs spécifiques a pression et 4 volume constants ; & est un switch

qui prend les valeurs :
d = 0: -Pour un ecoulement plan
d = 1: -Pour un écoulement axisymeétrique
Dans notre étude on prend 6 =1

Le systéme d’équation d"Euler devient sous la forme :
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% +[§.‘}V=@ (2.10

On sous "autre forme :

+A——+B— =0 (2.10%)

Avec 4. B sont les composantes de la matrice Jacobienne

A Comparer avec I’expression de la matrice Jacobienne 4 il est évident que 4 a
une forme plus simple.
Explicitement on obtient les composantes

N op 0 0

0 u {]L

P (2.11)
0 0 u 0

0 pc® 0 u|

ada, }
[

& S -

(2.12)

[‘_'ull
I

\""Ql_.GC}

{
v
0 v
0 pe”
1L2.3.3 Matrice de passage de la forme conservative a la forme

primitive

La matrice jaccobienne de passage de la forme conservative vers la forme primitive

est définie par: M = ?{; (2.13)
o
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| 0 0
M=|% poI 0 (2.14)
LA
2 Ex y — 1

p
Puisque le déterminant de M est égale & — - qui est différent de zéro

Donc on peut trouver la matrice inverse M~ qui est égale a ;

M= -
£
2

(-1

—(y -1’

(2.15)

a- Pour le cas monodimensionnel la matrice de passage se réduit a

Et la matrice inverse M

0 u

0
0
o Ny
y — 1

0
L

F

—(r -1

y — 1

(2.14 .1)

(2.15 .1)

B- Pour un écoulement bidimensionnel la matrice de transformation se réduit a :
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1 0 0 0
u 2l 0 0
M = |, 0 D 0 (2.14 .2)
V! 1
w # P oy
Et la matrice inverse est :
1 0 0 0
i 1 0 0
2 P
M'=| ¥ g g3 5 (2.152)
2 P
%_](u:'+v5] ~(y-u ~(y-1v y-1

Ainsi que pour les matrices Jacobicnnes 4, B

% i o
{‘E M AM o {f“ MAM (2.16)
B=M"BM B=MBM™
K=dk et K=Ak
K=M"'KM (2.17)
IL.2.4 Formulation caractéristique des équations d’Euler et les valeurs

propres

—

I1.2.4.1 détermination des valeurs propres de la matrice jaccobienne A

Les valeurs propres de la matrice K = AR . associées a une direction arbitraire de
(K.

propagation K| K definies par une large partie de comportement des solutions
N

des équations d'Euler, 1l est ainsi essenticl de mieux comprendre les propriétés
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caractéristiques, donc elles représentent un aspect essenticl des écoulements non

visqueux, appelé la propagation des perturbations.

a- Pour le cas monodimensionnel

Les équations d*Euler s’écrivent sous la forme conservative suivante

oU &oF

+—=
ot Ox

0 (2.18)

Si A désigne les valeurs propres de la matrice 4 obtenues a partir de

det |4 - AT]=0 (2.19)
done:
u—A p 0
0wt - |=0 (229
P
0 pd u-A

On trouve les valeurs propres suivantes :

A=u
A=u+e (2.21)
Ay =u—c

b- Pour le cas bidimensionnel

det | K -1 1]=0 s R-1kf|FR-1Kf -k | =0
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Les valcurs propres sont .

(4,=4,=Vk
YA =Vik+eK (2.22)
A =Vk—cK

I1.2.4.2 Détemination des vecteurs propres / de la matrice jacobicnne y
Les vecteurs propres }“fﬂ sont définis par

7 G g JU

MA=4,1 (223

Ou sous une forme explicite;

Pour la 1*"® valeur propre A=u
b= uid
pl+ul,+pc?=ul, (.23 2)
1

—i % ul; =iy
2

- _ a
I, est une valeur arbitraire, on pose /; =0 On trouve 1, ="~ et [, =0
e

Le vecteur propre correspondant a 4= est

2 i
7O =g 0 —i) (2.23.3)

\ ¢’

Pour la 2éme valeur et la 3éme valeur propre respectivement =u+c¢ et A=w—c

On trouve respectivement

e =[{} i _ﬁ] (2.23.4)
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7o :(0 ¥ -ﬁ] (2.23.5)
Done
1
=0 1 : (2.24 1)
o
0 1 -
po
et
. P £
2e 2
L= 2'— % (2.24 :2)
o 2C _pc]
2 2

On remarque que les colonnes de L sont les vecteurs propre a droite de A4 .
Les matrices « P » et « 7' » en variables conservatives jouent un role similaire

a celul respectivement de « L » et « 7' » en variables primitives elles diagonalisent

la matrice Ifl (A . PAP_I)J

§ y=lu u y—ﬂ
T
e [J_*’ﬂuz_chl L Gy £ (229
2 pc  pc pc
y-1 , ) ] 1 y-1
— ¥ Huel— ——— —
_ { 2 pc pde+ly-lk]  pe
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P=MI=

(2.27)

IL3 Transformation des équations en coordonnées généralisées

Vu la forme convergente —divergente de la tuyére. Un maillage uniforme dans le

systéme de coordonnées (X, v, 1) n"est pas possible. Et pour simplifier ["application des

algorithmes de résolution, Une transformation mathématique est proposée pour passer

d’un domaine physique en (%, v, t) complexe 4 un domamne beaucoup plus simple en

coordonnées generalisees (&, n, 1)

Les transformations sont :

)=
iy
’?( -J’) J’w(x)

T=I

(2.28)
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Vs (-x) cesl la fonction défimssant la paron de la luyére

O<p<l

D’aprés la définition de la dérivée d une fonction composée 4 plusieurs variables,

O11 aura .

[ 8 o6 8 on b 8 0
. —+ . =W—-+
dx Ox 0& 0Ox Onm o& an
0 4 Y /!
) o 2 l:'.’? . ﬁ@ - E's, . F)'” = c (2‘29]
dy c&y on oy o0& can
. ]
i ot or
W= 6;: e ]
ax ( }
on n_ dy,lx
) B W 2.30
Avec ¢ ox ¥, (x) dx ( )
a
p=-1
| oy
Aprés le changement en coordonnées généralisées. le domaine de calcul devient :
I pare:
T entrée I soriic
T axe

Fig.2.1 Domaine de calcul
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Le systéme d’equation d 'Euler (2.9) en coordonnées generalisees devient :

@+u”§9+mpfa*ff+v‘"@+ w@+ﬁ@+5—v— =)
ot o& o an on cn 1y,
Ou ui.@u_kgap_wf@u_'_ﬁap
or 05 pos On padn
av H,a_erv‘@jLﬁap_
ct o& cn pon

= g
a—P"‘Hc@— L'Za_p cﬁ_ﬂza_ﬁ) c% =)
ot o0& oF aon

=0

s =uw
Aver
v =ua+ v

11.4 Conditions aux limites :

Les valeurs propres du systéme d’équation d'Euler sont simples et facile a les
déterminer 4 partir des matrices jacobiénnes des varniables primitives.

Dans tous les cas. le nombre de conditions limites physiques peuvent &tre imposées

aux frontiéres esi déterminé par les propriéiés caraciéristiques c'est a dire par le signe

des valeurs propres de la matrice.

K=AI =Af +Ba, (2.32)

Avec 1, est le vecteur unitaire normal & la surface de composantes {i‘?x .-H_L.) dans

le systéme de coordonnées cartésiennes,
Dans le cas bidimensionnel et A et B sont les matrices jacobiénnes des vanables

conservatives de composantes x et v du vecteur flux

Oubien K = A1, = A#, + B, (2.33)

(231)
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A et B sont les matrices jacobiennes des variables primitives. Dans le présent
travail le domaine est représenté par un convergent —divergent d’une fuyere de—Laval

ou nous allons chercher les conditions aux limites dans quatre frontiéres

I

Entrée subsonigue

Sortie supersonique

Axe de symétric de la tuyére

Et en fin sur la paroi solide.

I1.4.1 A l'infini amont (entrée subsonique)

L’écoulement a Ientrée est subsonique donc trois valeurs propres sont positives
¢t une négative. Cependant trois conditions physiques & imposer et la condition
restante sera déterminee numengquement,

Deux variables thermodynamique sont généralement déterminées par la
condition de stagnation en amonl, actuellement la pression de stagnation et la
température de stagnation peuvent &tre imposées, la 3™ variable physique sera
deéfinie par une composante de vecteur vitesse et la condition restante resulte du

traltement numeérique

Wi rak

TS Dt 0 ot

Fig. 2.2 représentation des lignes caractéristiques i I'entrée subsonique
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(v, +e)l,

Domaine intérieur

o
i
:

Fig 2.3 Surface frontiére : entrée subsonique dans le cas bidimensionnel

lf

I1-4-2 A la paroi

A la paroi le vecteur normal de la vitesse est nul V,=0. d o0 aucune masse ni
d’autre flux convectif ne peut pénétrer la paroi solide. Autrement dit, une seule valeur
propre est positive ¢t unc condition physique peut étre imposée (Vy=0) les autres
valeurs 4 la paroi en particulier la vitesse et la pression peuvent étre determinées par
I’extrapolation de |'intérieur 4 la frontiére.

L’état de I"écoulement sur cetle rontiére est influencé par I’écoulement interne
(condition limite numérique) est obtenue grice 4 la résolution des ¢quations liant
I'écoulement interne & la paroi. Ces derniéres seront représentées par les équations

caractéristiques et de compatibilité comme suit :
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{ﬁdu-—adv:(ﬂ% A dn

¥

F

Fig.2.4.b Propagation des caractéristiques 4 la paroi

Fig.2.4 surface frontiére : 1a paroi solide dans le cas bidimensionnel

L 23
dp—c*dp=y,d1 " (234

35
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dn=( Vv +a'c )t

dp + ": (aa'wﬁm}{ua w{ (awﬁu;idﬂ (235

11.4.3 L’axe de symétrie de la tuyére
L'axe de la tuyére est un axe de symétrie auxquelles seront associées les

conditions de symétrie de "écoulement.

. v =(} (on force I"écoulement a étre paralléle a I'axe de la tuyere).
. EE =0 (acause de la symeétrie)
on
e i—‘“ =0 (acause de lasymeétrie).
7
o E—F =0 (4 cause de la symétrie).
7
lim, Y=
. p= = o (régle de I'hopital).
v gl P

L’introduction des conditions précédentes permet |'écriture des équations d”Euler

(2.31) sous la forme suivante.

ai: —u‘a—p—p[e12%+(l+5)ﬁ Gv]

Bt aF an
= ?
L s I ) (2.36)
ot o p OF
%
ID eyt B | SR e 5P
ot & & 8

11.4.4 La sortie supersonique
Dans ce cas toutes les lignes caractéristiques se dérigent de |'interieur vers la
surface frontiére (toutes les valeurs propres sont négatives) d’ot on aura 4 conditions

numeriques, et on impose aucune condition physique.
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L état de I’écoulement sur la sortie est lié numériquement aux états des mailles

internes adjacentes.

N7

5

%
a

Y sW+0l,
il =k

—(V, —c),

Domaine
exténaur

\"'ﬁ

LD

[EStE el

T xortie

Fig.2.5 surface frontiére : sortie supersonique dans le cas bidimensionnel
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I1L.1 Introduction :

Les configurations dans lesquelles les ecoulements supersoniques sont étudies
sont telles que ces écoulements présentent des zones subsonique et des zones
supersoniques. De ce fait les équations stationnaires ne sont pas partout hyperboliques

et leurs traitements numénques nécessitent la construction d’une meéthode 1itérative par

) L] ¥ T * = : E
I"intermédiaire d’une approche mstalmnnaure[ ].

Différentes ¢tudes ont été réalisées pour la résolution numerique des equations
de Navier stocks et d”Euler, I'une des premiére résolution pour un probléme

transitoire d un écoulement non visqueux bidimensionnel a été formulée par LAX et

[1-5-6] 16}

WENDEROFF et étendu & un probléme axisymétrique par BURSTEINL

La résolution du systéme d”équation d’Euler régissant un écoulement
supersonique par I'utilisation de la methode des différences finies, consiste
principalement a remplacer les ¢quations aux dérives partielles par des équations
algébriques aux differences finies,

On écrit donc les équations d "Euler sous leurs forme instationnaire, et la résolution
numerique s’ effectue en fonction du temps qui sert alors de parameétre itératif,
Toutefois, seule la solution stationnaire obtenue a convergence nous intéressc

111.2 Technique de MacCormack :

Historiquement cette technique est développée par robert MacCormack dans
un centre de recherche & la NASA publiée la premicre fois en 1969, cette technique
s applique aussi pour les eécoulements supersomques stables.

Le schéma de Mac Cormack est I'un des schémas les plus populaires parmi
ceux qui font partie de la famille des schemas de LAX-WENDEROFF a deux ¢tapes,
sa précision est de second ordre en temps et en espace, cette technique utilise deux
etapes distinctes le prédicieur et le correcteur

Premiére étape : c’est 'étape prédicteur, dans ce cas, les équations de mouvement

sont discrétisées en utilisant la dilférence directe pour les dérivées partielles.
On note :

1: I'indice suivant £
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1 : Iindice suivants.
n : 'indice suivani t.
(7) Indique la valeur calculée lors de |'étape de prediction.,
(=) Indigue la valeur calculée lors de I’étape de correction.

Pour I'étape prédicteur, la différence progressive appliquee pour I'exemple

fu aF
e S 3.1
at ax ( )
Permet d obtenir :
i A
T R (3.2.9)

Deuxiéme étape: c’est I’étape correcteur au cours de laquelle les équations du

mouvement sont discrétisées en utilisant la différence inverse pour les dénvees

partielles.
= At (

Tl i L Fan) (3.2.5)

; +] ;
Ft la solution finale de U ;n est donné

—ns —n+]
U:r+l - %(UE 1 + UI ] (3'3) |

II1.3 Schéma de MacCormack au cas bidimensionnel (2D) :
Ce schéma est le plus populaire de ceux de LAX-WENDEROFF et nécessite
sept point pour construire une cellule d’intégration Ci (fig. 3.1) le schéma de

MacCormack est une combinaison de deux version de discrétisation {progressive et

régressive) dans les étapes predicteur et correcteur i3

Qualre dilférents schémas peuvent étre définis dans le cas bidimensionnel en

combinant les diverses discrétisations.
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Le schéma de MacCormack appliqué & un systéme d’équation 2-D s'¢écrit :

-

Ty =0l e, F)-5,{Gl0 - G)
[T - rr(‘;::’ FL)or-an) e

i+ plj de

ul
O

=l C 1 i+l

Fig. 3.1 : cellule d’intégration C, pour e schéma de MacCormack
P : points predits
C : points cormigeés
IIL.4 Analyse linéaire de la stabilité du schéma
[3]

La stabilité des schémas explicites selon |"analyse de Von Newman ~ ~ est

détermineée par le nombre de COURANT - FRIEDRICH - LEWY (CFL) 121-

La valeur de A ne peut pas étre prise arbitrairement mais elle doit &tre
inférieure ou égale a une valeur maximale, cette derniére est estimée a partir de
I"analyse de la stabilité; la signification physique du critére de CFL est que Ardoit
gtre inferieure ou égale a un temps exige pour une onde sonore de se propager entre

deux points voisins de la grille.
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Pour le schéma de MacCormack, 1’analyse de stabilité selon Von Newman se
tait par |’étude d’évolution de la perturbation ou bien par |'étude de la matrice
d’amplification.

g= ¥ en pusﬂnt E = gt‘rﬂ. et ﬁ = Er,lirn ’ 'CEI,{] cﬂﬂdult é. liCI'ifC

F

g=1- ’I‘A( ) 'I‘B( ])

g=1-glr. 4l —1)+7,Ble* -1

g= l—i(r;Asinéx + r},Bsiné_v) -
|:rf A*(1-cosg, )+7. B (] ~Ccosp, )+ 4.TIT1‘,AﬂSiII% .sin% .cus%] (3.5)

on I=A/—1

La complexité de I’expression (3.5) rend trés difficile de trouver analytiquement
une condition sur la stabilité du schéma. Cependant il a été trouve expérimentalement

par MacCormack que la condition de type CFL est :

A | + 7, AB) s <1
At < [Ii(’;}“‘ |, A(B)n

Ay

AlA),. et A(B),.. Sontles rayons spectraux des matrices Jacobienne A ¢t B

T

X

(3.6)

5
Pour le systiéme d’éguation d"Euler I1-51 -

1 Ax Ay
At< SAI< = 3.7
e Dre o W a i o/a + a7
Ay

C’est la forme courante de la stabilite
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Chapitre Il DISCRETISATION CT RESOLUTION NUMERIQUE

IIL.S Traitement des noeuds internes :

Le calcul se fait comme on I’a déja précisé antérieurement en deux étapes :

* Méthode par prédiction

* Méthode par correction
Pour appliquer le schéma numérique de MacCormack, on va réécrire les

equations d’Euler de la maniére suivante

PP B L g@+ﬁ@J-§*""’ (3.8.1)

iy -
o of " 0f  Bpy én ~on) ny,
ou_ _,0u o0p Ou_adp (3.8.2)
dt & p of dn  pon .
o
i=_uﬂa"’_va dv _p op (3.8.3)
ot o¢ én pon
d_ . 0w dp [ Ou av} pv
— == ——pﬂ —==1 ——-_,QC' ﬂﬂ_ +ﬁ _'(5 (3'8'4)
ot & &  on on " on) ny,

IIL5.1 Méthode par prédiction

= Calcul de la densité :

L equation de continuité {3.8.1) sous forme discrétisée ;

oy = oy~ uis| PPt | [ Yins “ir | ol Pl ~Pi ||
¥, " . ﬁg"; o ﬂg .j ﬁn

v =iy Vg =V, ;
—Ar;yf_{cr,.___l—i‘i—i—“”rﬁ,,jgﬂrﬁ( - ] } (3.9)
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- Calenl de la composante axiale de Ia vitesse :

L’¢quation (3.8.2) de la quantité du mouvement axiale, aprés discrétisation on trouve

H " F ¥ H a
a:::i - u —Afl 4" qu,j —U, ; + ﬂ: Py — Py +VE;.= HL,.I'+1 _HU "
ﬂﬂ; p;‘,_;‘ ﬁst ﬁ.?}
n n
N LI i [3 10)

P, A

- Calcul de la composante radiale de la vitesse :
L equation (3.8.3) de la quantité du mouvement radiale, aprés discrétisation on

GUra -
n b i n n i
_Fn-i-] =t - o VI+|._J _Vr,,,r 4300 Vr,_;+1 _Vr,_: i !3:: pz,j+| _p:'._.r' (3 1 ])
o R iJ i, _ n )
Ag An P An

- Calcul de la pression :
Apres discrétisation de I'équation (3.8.4) on obtient :

—p+l ch pr+l pr_r (p )" e_.r-i-l J_
pu"pu ﬂuu +lpc @

" L (]

¢ -pi + pr i u’i { V:'.' _'1":' i
+ At jn ..I"I _.|"+(;) r _Lur_-'-ﬁi.jL
¢ An An

o P } (.12)
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I11.5.2 Méthode par correction
Dans cette etape les valeurs prédites ci-dessus seront corrigées

- Calcul de la densité :

—na+l —n+l -] — 7+l — i+l — -1
=ntl _ _n — pi] pf?_}' L pf—l.,j i 'u:li,J' . ui'—l___,l" —cnil pr'J A p-f._,f' 1
Fij =Py - At U, ; { J"'Pﬁ,_;‘ N Vig 5?? +

AE AS
T | —n+]l  —n+l "
—npril g M M g Vi Vi oV (3.13)
YUY A Y Ap MY )i

- Caleul de 1a vitesse axiale :

'

*':?4'1. :

—i+l —+l — i+l —n+l LS| —pm]
'y Wy —U, }_1_ @ [p;j ~ Pioi; ]+Fc'ﬂ'|] Hij — U 4
!

AE A£ A A
—ri+l

e M{ ﬂ:"':." EE.-:I A :| (3- 14)

=] R — 4l
u =u =AU [

F_Jj:llt ﬁ}?

= Calcul de 1a vitesse radiale :

=+l - —rr+1
_ﬁt { ﬁr'__j" pl'__j .lnr,l,r—]] {3.1‘5]
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- Calcul de 1a pression :

il —a+l n+l =hL fr:+l
P.,‘p,i—a{—””[‘{’” p‘”%(p @ [”ﬁg‘”ﬂ

[_ —n41 —a+1 =—n+| —n+l
eaill p P i e i _H,'-I v.l‘, _Vn'.'—]
- .ﬁf'"ﬂ';; J JI llj + C[ 1):‘ ( .}. -~ + J'Bnr_f Jr E

A ' An

T Y |
—Arﬁy[pv] (3.16)

n¥o ),

Finalement les valeurs des variables dépendantes 2,24V €17 au niveau (J'H‘ 1)', c'est-a-

dire a{f + ) aux neeuds internes (7. j)sont calculées respectivement comme suit :

o = l(a;‘;l + ) (3.17.1)
ult = —;(—"*‘ vt (3.17.2)
it =+ ) (3.17.3)

n+l l —_—pr 41 =n+l)

prmr' =2 Tiif +pi',_; (3'1?'4)

1.6 Traitement des neeuds externes

Le traitement des conditions aux himites est un probleme important IGI, il existe
différentes catégories des conditions aux limites:

-Conditions aux limites arbitraires (ou les paramétres sont lus ou calculés).

-Conditions aux limiies le long de la paroi
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La détermination des paramétres de 1’écoulement aux frontiéres nécessite alors
un traitement particulier, il différe complétement de celui des noeuds internes.

On distingue 4 types de nceud frontiere tels que :

* nieuds d’entrée (inlet)

* neeuds sur la paron (wall)

* neeuds sur 'axe de la tuyére (axis)

* neeuds de sortie (outlet)
I11.6.1 Entrée de la tuyére

A I'entrée nous avons trois conditions aux limites physique, ceci entraine
d’imposer trois paramétres d’écoulement dans la surface d’entrée comme nous |’avons
déja démontre dans le chapitre précédent (chapitre 11), la condition restante calculee
numeriquement.

Dans notre cas on va imposer la température totale 7, . la pression totale F, et

I’angle d’entrée d’écoulement . La procédure de caleul et la survante :
1- on suppose un nombre de mach initial.
2- on caleule la pression absolue P et la température absolue T en utilisant les

¢quations classiques de la gazodynamique :

2ol

s

3- ladensité p estcalculée 4 partir de I’équation des gaz parfaits
P
= (320

4- on calcule la vitesse axiale ¥ en intégrant 1’équation de la caractéristique et

celle associée de compatibilité qu’on a obtenu dans I"annexe B (voir annexe
B).

dE =wlu—c)dl 321)
dp+ pedu=(cy, +pey, +w,) (3.22)
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5- on calcule la vitesse radiale V' par la relation :
v=i (g0

6- un nouveau nombre de mach est calculé a partir des valeurs de ¥V, p el o
oblenues préalablement. Dans notre travail on a utilisé la méthode de
Newton-Raphson.

7- le processus de 2 a 7 est refait jusqu'a la convergence c-a-d

]MH - M |<eps
111.6.2 Axe de la tuyére

En appliquant la méthode de prédiction et correction de MacCormack aux

equations (2.35) de chapitre précédent (chapitre II) pour le calcul des conditions
[51

limites sur ’'axe
a- Etape predicteur

B .F : _p).’t_ un _un 4-_.;.” —VP
"=l —AMu| L g N 4 (14 6)8, —2 3.23
pIJ -'0.1 i { &g ﬂ!._a f_'*.«:f ( },HU 2&?} ( )

—pa] n on IT“':":-!. —H:j- (e p;:-l._'_p;:'
o =l —Ar uu[ 4 f]+ { . f] (3.24)

‘&'5 Pf’jj 'ﬂ'g

e " cH -p:rii,_-" B p" " ‘Dﬁ:"‘" _pf!

+ &I|:u"""c2 Prag — p’”} (3.25)

L ﬂg
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b- FEtape correcteur

Il 1 —mil  —ntl -l —=m
e —eml| £ )Q—: + I'i%l‘ Uy 41’1“ =5
qjlz%_ i 1 = i Fiy + 1 :‘Mj j +(1+é)15:4' ;AU 3 (3_26

—a+l —n+1 — -+ —rir+l
e . . —H. ..,
Y L e e R (3.27)
s *- P\ AL

—n+l —n+l —n+1
=nl n —anil p! pr[ —jml io: _pa
p""':p""_&[ﬂ”[ "ad J]_C ( Y H

-—n+] —H+]
_I_Ar C2H+|H'E‘f-l-] pir_.r Jor -1,j (323)
Ag

Finalement les parametres de |'écoulement sur I'axe de symetrie de la tuyére sont |

H:;l - ué_(——*ﬂ+l + E"-'-l) (3.29 -2)

r.‘rll= l(p.rj _|_;—;,:":;1) (329*3]
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I11.6.2 Paroi de la tuyére

A la parol nous avons une seule caractéristique dirigée vers |'interieur du
domaine. C-a-d une condition physique a imposée, ¢ est la composante normale de la
vitesse qui est nulle (Vn=0) (condition de glissement). Les autres variables telles que
la vitesse tangentielle, la pression et les autres parametres thermodynamiques (densite,

température) sont déterminées par extrapolation directement a partir de leurs valeurs

5
aux points adjacents a la parol B

Le calcul des paraméires de I’écoulement aux points panétaux dans le présent
travail est réalisé par la résolution des équations caracteristiques développees
précédemment dans le chapitre 1I (eq.2.34 et 2.35).

Considérons la (fig.3.2) dans laquelle le noeud 4 représente le point solution
(point pariétal), & partir de ce dernier les lignes caractéristiques sont projetees en
arriére pour déterminer les points des données inifiales (pt 1, 2,3).dans ce qui suit on
présente les étapes de résolution pour la premiére équation caractéristique (2.35) car
on a les méme ¢tapes pour la Qe equation.

L’équation de la courbe caractéristique (2.35)

%=1’c +ed (330

L 'équation de compatibilité (caractéristique) correspondant est :

dp+2 - (vdu+ ﬁa‘v}=[% ety + 2 (ay, + ﬁ%)wdf (331)
a a :

L’intégration de (3.30) entre les points 4 et 1 nous donne
n,—1 = +ca )N (332

vier ¢  Sont les valeurs moyennes prises entre les points | et 4,
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a. Etape predicteur

Des valeurs moyennesv©er ¢ | 1, sont déterminées a partir de (3.32)

" er €, sont calculées alors par interpolation, on itére jusqu’a aboutir 4 la solution

(,). Cependant tous les parameétres { 2 [ 4, V. € €14, 15 1) sont calculés a ce point.

b. Etape correctenr
Les valeurs predites dans la premiére étape sont réutilisées pour déterminer avec le
méme processus précedent le nouvean (77,) et ainsi tous les parametres restants.

Finalement et apres la résolution de 1"équation (2.34) par la méme méthode pour

calculer 2.4, .V, [’équation (3.31) est résolue pour déterminer £, comme suit

Py
*

C o el ) 2
ﬂ—.ﬁ’%[ﬂ(%-ﬂd#—ﬁ(ﬂ —V])]— {x":ﬁl‘lff: Yt ; (W’ﬁq‘l'%) N (333

N.B La bam:(_) signifie que ces termes sont moyennés entre deux points | et 4.

Paoint safution

Ligne des valeuwrs initiales

v

Fig. 3.2 Grille des différences finies pour les points frontiéres
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I1L.6.3 Sortie de la tuyére

1."écoulement 4 la sortie de la tuyére est supersonique, nous avons montre
dans le chapitre I1 que toutes les caractéristiques se dirigent de I"intérieur du domaine
vers la sortie. Cependant toutes les conditions limites sont numériques d’ou tous les
paramétres de 1’écoulement dans la surface de sortie sont déterminés par extrapolation
linéaire.

Les paramétres a déterminer sont la vitesse axiale u. la vitesse radiale v. la

pression P, la densité p.

Do

Uy =205 — Uy (3.34)

Ve =2V —Vy_, (3.35)
Py =2.Py1— Py-s (3-36)
Py =205~ Pr-2 (3*37)

II1-7 Génération du maillage

La discrétisation des équations par la méthode des différences finies nécessite
en premier lieu le maillage du domaine de résolution {tuy¢re convergente divergente)

pour le calcul, la méthode utilisée pour la génération du maillage est la technique des

:: Fa : ; s
deux parois l I. Cette technique est avantageuse dans le cas des ccoulements internes

et elle fait partie des techniques algebriques.
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IIL7.1 Technique des deux parois

On considere la figure ei-dessous,

C

m=1
Fig.3.3 canal bidimensionnel courbé
On commence la distribution des noeuds sur les frontiéres du domaine, c'est-a-

dire AB, BC, CD et DA, Cette distribution des nceuds est controlée par ["utilisation
des fonctions de condensation (STREATCHING FUNCTIONS). La forme proposee

2 ; .
par 121 de ces fonctions est donnee par :

s=Pq“+(1—P}[l—tanh£Séﬁ“}]] (3.38)

Avec P.Q) sont des parametres de contrile

Fi q.=& = {}_-r__:lr? < ]

N — Mar

Une fois ces nceuds sont localisés aux frontiéres du domaine, les nceuds intérieurs sont

déterminés par la technique des deux parois, soit donc
X&) =(A—-5)% (1) +S X0 (7) (3.394)
Y(Ea) = (1= 8)y 155 )+ S v (r0) (3.39)
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IV.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la présentation des résultats obtenus par le
programme de calcul, ce dernier est élaboré pour résoudre les équations d’Euler qui
gouvernent I’ écoulement au sein d’une tuyére convergente —divergente axisymetrique
Fig. (4.1).

La méthode de résolution de ce systéeme d’éguation d’Euler qui a été
développée dans les chapitres précédents utilise la technique de MacCormack.

Nous nous sommes intéressé aux variations le long de I"axe de symétrie et de la
paroi des parameétres suivant

- Pression

- Nombre de mach
Ainsi que de la présentation des 1sobares et des iso-machs, en effet ces parametres sont
en général les plus significatifs pour la caractérisation d’un écoulement et aussi les
principaux paramétres de performance décrits dans le chapitre L

Finalement, nos résultats sont validés en les comparant avec ceux obtenus par le

code VNAP2
1V.2. Description du code VNAP2
Le vnap2 est un code de calcul établi par LOS -ALAMOS NATIONAL

LABORATORY au new mexico IS], ce code est utilisé pour I’étude des écoulements

internes. bidimensionnels, laminaires ou turbulents, transitoires ou permanents.

Le vnap2 comprend un programme principal faisant appelle 4 une fonction et
4 15 subroutine.
IV.2.1 L’algorithme du code VNAP2

1-Initialisation de certains parametres.

2-Lecture des données.

3-Calcul des différents parameétres géomeétriques.

4-Calcul de la solution monodimensionnelle qui sert comme initialisation.

5-Calcul de A7, a partir de la condition de stabilité CFL.

il

6-Calcul de 1a solution bidimensionnelle par prédiction.
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8- Calcul de la solution bidimensionnelle par correction.
9-Determination du nouveaud /.

10-s1 la condition de convergence est vérifiée, sortir et imprimer les résultats,

sinon reprendre les caleuls a partir de |'etape 6.

IV.3 Description du programme de calcul :
Notre programme est constitué d’un programme principal ainsi que six (6)
subroutines qui sont les suivantes :
-Subroutine qui calcule la solution monodimensionnelle (onedim)
-Subroutine de génération de maillage (maping).
-Subroutine qui calcule les paramétres de "écoulement jusie a 'entrée de la
tuyeére (inlet).
-Subroutine qui calcule les paramétres de 'écoulement 4 la paroi (wall).
-Subroutine qui calcule les paramétres de |’écoulement a 'axe de la uyere
(axis).
-Subroutine qui calcule les paramétres de I’écoulement dans les noeuds internes
de la tuyére (interne)
L organigramme de ce programme est présente dans ['annexe C.
IV.3.1 Donnés du programme de calcul :
On distingue deux types de données thermodynamiques et géometriques.
IV.3.1.a Données thermodynamigues :
P=482. 188 Kpa :la pression totale de stagnation (sortie de chambre de combustion)
T=300"K :latempérature totale de stagnation (sortie de la chambre de combustion)
y=14 : le rapport des chaleurs spécifiques
=287.14 )/Kg "K : la constante des gaz parfaits.
1V.3.1.b Données géométriques :
La fig. (4.1) représente la géometrie d’une tuyére conigue
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Fig. 4.1 Géométrie d’une tuyére conigue CV-DV
axisymétrigue

Xi= 0.7874 (em) : |’abscisse d’enirée
Xe=10.287 (cm) :['abscisse de sortie
Rt= 2032 (cm) :lerayon au col
Ri= 6.35(cm} :le rayon d’entrée convergent
Re1 =2.032(cm) :rayon de cambrure & I'entree
Ret =1.27(cm)  : rayon de cambrure du col
Angi= 44.88"  : I’angle du convergent
Ange= 150" ‘I"angle du divergent.

IV.3.3 Résultats

La convergence est un probléme crucial et aprés plusieurs essais nous avons
obtenu le CFL optimal (égal a 0.8) et qui nous a permus d’avoir les bons résultats 4
I"etat stationnaire et cela apres 570 itérations.

IV.3.3.1 Maillage

La figure (4.2) représente le maillage obtenu par le programme de calcul, ce
demier est effectué par "application d une technique algébrique de génération de
maillage qui est la technique des deux parois décrite ulténieurement dans le chapitre
I11. Ce maillage est caractérisé par le pas constant dans les deux directions x et y

(maillage uniforme) .La région du col est une zone de fort gradient notamment dans la
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direction axiale done il est préférable de rétrécir ce maillage dans cet endroit et la

figure (4.3) montre ce maillage raffiné.

La fhigure (4.4) représente le domaine du caleul dans le plan transforme (rf ; ??).

0.08 —
|
apg=4 | | %
E i |
x t—{
E 004 |
il
.
u:rz—i I~ '
I | | ) 0 =
|
000 | I T
0 oo 0.04 0 o8 0.12
fes abecisses X fm)
Fig. 4.2 Le maillage simple de la tuyére (N=21, M=8)
0.08 —
|
0.06 —
§ .
% 004 —
0.0z —
|
0.00 ' . I A | e
0.00 0.04 008 0.2

fes abcisses X {m)

Fig. 4.3 maillage raffiné au col et 3 la paroi (N=41, M=15)
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1.00 —

020

lns afs
=iks

.20

0.60 —— ! | .

0.0 004 0.08 012
les xci

Fig. 4.4 Le domaine de calcul pour un maillage non raffiné
(N=211, M=8)

IV.3.3.2 Répartition du nombre de Mach sur I’axe de symétrie et la paroi

On remarque que I"évolution du nombre du Mach a I'axe dans la partie
convergente est lente jusqu'a atteindre le col ou cette augmentation devient tres
importante ¢t continue progressivement jusqu'd la sortie, cect est naturel car 1l s agit
d’une détente Fig. (4.5).

Meéme chose pour la courbe de I’évolution du nombre de Mach sur la paroi
exceptant une légere différence par rapport a |’axe, nous constatons gussi que le
nombre de Mach & la paroi est infénieur que celut dans I'axe de la tuyere Fig. (4.6).
En comparant les courbes du programme avec celles du code VNAP2, nous
constatons q’clles ont presque la méme allure a part une différence minime au niveau

de la partie du col.
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La presaion (Kpa)

La prossion (Kpa)

250 —
2.0 —
- —_ programme
| __ wmaFz
1.50 —
|
1.00 - |
0.50
0.0 i ——-T_'--- __:._.. S — .|..__.__.|—:,
0.0a 4.00 8.00 12.00
La distance axiale X {cm)
Fig. 4.5 Le nombre de mach sur I"axe
200 —
200
—__ programme
150 — YNaAF2
I
1.00 —
i
0.50 —
000 — . | | . —
0,00 4.00 8.00 1200

fa distance axiafe {cm)

Fig. 4.6 Le nombre de Mach sur la paroi
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1V.3.3.3 Répartition de la pression sur I'axe de symétrie et sur la paroi

Les figures (4.7) et (4.8) représentent la répartition des pressions sur ['axe et la
parol respectivement.

On remarque que la pression diminue légérement dans le convergent jusqu’a
I"entrée du col ou elle subit une chute considérable et qui continue progressivement au
niveau du divergent ou elle est minimale 4 la section de sortic.

En comparant avec le code VNAP2, il existe une bonne concordance, les
courbes presque confondues dans la partie convergente el s’éloignent de plus en plus
jusqu’a certain point du divergent ou elles se coincident et continuent ainsi jusqu’a la
section de sortie.

La figure (4.8) qui représente la répartition de la pression sur la paroi a une
méme allure que celle de la pression sur I’axe excepte une petite différence dans la
partie du col ou la pression chute d'une maniere plus au moins lente par rapport 4

I"axe,

0000
i
|
400,00
vnap
pragramime
E 0000 — —
E 20000 —
L
10000 —
|
|
|
n.oo = : | — i
0.0g 4.00 8.00 1200

los aboisses fom)

Fig.4.7 La pression a I"axe
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500.00 —
400,00 —
VNAP2
o ___ programme
é 300,00 P
%
- %
200,00 —
| il
|
100.00 —
0.00 Jl— — T i : ]
c.00 £00 8.00 1200

12 distance axiafe X (crm)

Fig.4.8 La pression sur la paroi

IV.3.3.4 Graphes des iso-machs el des isobares

La figure (4.9) represente la distribution des Iso-machs a I'intericur d une
tuyére, nous remarquons que le nombre de mach augmente tout en se rapprochant de
I"axe de la tuyére et cela jusqu’a atteindre le col, juste apreés ce dernier on se trouve
dans Ia situation inverse autrement dit, le nombre de mach devient plus important sur
la paro1 que sur ’axe.

Nous constatons aussi que la ligne sonique est un peu décalée dans les neeuds

internes ainsi que dans 1”axe par rapport a la paroi
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2.00 4 00 5.00 & .00 1000
X {em)

Fig.4.9 Champ des isoMachs a 'intérieur d’une tuyére

La figure (4.10) nous montre la répartition des isobares a I'intérieur de la
tuyére, nous remarquons dans la partie convergente que la détente est plus importante
sur I’axe et elle diminue tout en se rapprochant de la paroi, par contre dans la partie
divergente nous nous retrouvons dans une situation inversée, c'est-a-dire la détente

devient plus importante sur la paroi que sur 'axe de la tuyere.



Chapitre IV RESULTATS ET INTERPRETATIONS page 62

=475 0o
] 450 .00

=

=350 00

—{1s0.00

7500

SO .00

=

2.00 4. .00 5.00 8.00
X {cim)

1000

Fig. 4.10 Champ des isobares & ’intérieur d'une tuyére
1V.3.3.5 Performances de la tuyére :
Le tableau ci-dessous résume les différents paramétres de performance de la

tuyere étudice
o Programme de calcul Le code VNAP2

DEBIT (Kg/s) 1.483 |' 1.514

La poussee (N) 784.0 779.08
Coeff. de poussée 0.1287 0.1264
Vitesse effective (m/s) 529.491 514.582
Mach de sortie 2311 2.256
Impulsion Spécifique (1/s) | 53.97 52.47

Tableau 4.1 Comparaison des principaux paraméires de performance de la tuyére avec

le code vnap2
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CONCLUSION GENERALE

Le but essentiel de ce travail était de procéder a la simulation numérique de
I"écoulement au sein des tuyéres convergentes divergentes, le systéme d’équation
d’Euler est pris comme modéle mathématique gouvernant cet écoulement, sa

résolution est réalisée par I'utilisation de la méthode des différences finies, le schéma

i-2 - -
de MacCormack i3 est choisi pour les calculs dans les processus numeriques.

Dans ce projet, la version explicite direct-inverse est utilisée respectivement
dans les étapes predicteur et correcteur induisant ainsi un schéma de precision d’ordre
deux dans le temps et dans "espace.

Malgré le choix strict du pas de calcul pour stabiliser le processus numérique,
cependant on a montré dans le chapitre III que la stabilité d'un schéma en se basant sur
I'analyse établie par Von Neumann est effectuée par 1'étude de I'évolution de la
matrice d amplification de 1"erreur, cette matrice est obtenue aprés avoir transformer le
systéme d’équation d’Euler en formulation quasi-lineaire etablie dans le chaprtre I,
cette étude a conduit & 'obtention d’une équation trés compliquée pour trouver
analytiquement le critére de stabilité. Dans ce cas la seule solution était I’utilisation du
critére de Courant- Friedrich-Lewy (CFL).

Le programme de calcul qu'on a établi dans cette étude nous a permis le
traitement d’une tuyére ayant une géométrie CV-DV. Les résultats obtenus concordent
avec ceux obtenus par le code VNAP2 élaboré par LOS ALAMOS LABORATORY.
En effet, ces résultats sont présentés en terme de courbes représentant les repartitions
de la pression et le¢ nombre de mach sur I'axe de symétrie et la paro1 de la tuyere
étudiée et aussi sous formes d’un tableau incluant les principaux paramétres de
performances qu’on a discuter dans le chapitre L

Celte étude nous a permis de mieux visualiser les champs de pression et de
Mach au sein de la tuyére et on a constaté aussi que le col représente une zone de forts

gradients,
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Recommandations pour d’éventuels travaux futurs

L’actuelle étude pourrait recevoir d’intéressant développement. Nous en
recommandons particuliérement aux futurs étudiants de tenir en compte de la
formation d’onde de choc dans la partie divergente ainsi que la couche limite.

Nous souhattons aussi que ce probléme soit traité en faisant I'hypothése que le
fluide est calonfiguement imparfait.

Toutes fois, nous espérons que ce travail puisse servir de base pour un
développement ultérieur progressif dans le domaine des écoulements supersoniques

dans les tuyéres de propulsion,
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ANNEXE A

Schéma aux caractéristiques appliquées sur la paroi (£=Cle) plan de
référence

1. Equations D’Euler :
Le plan de référence pour la paroi de la tuyére est £ = Cte
Rééerivons alors le systéme sous la forme suivante ;

3

Cu S R
ot an an an o

&
@ H T e
p ad aE aé

0u_ .08 wopb . 0u .00 &P
at én pén aé 08 pog
av .av B aP SOV

+v + = = -y’ —
ot dn padn &

-
ﬂ+v"a_P_,_cz a_ﬂ+u"a_‘[} =_H"L‘P+Czy"§.£
&t an ot an & oc
On pose

L L
: p 8¢ a¢ og
g B e 88 (OOF
" o¢ 0 po¢
_ye oy
Wfl aé
W, _u"?ﬁ.bc:u“ﬂ
¢ 0g

on
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cu c6u+£z“6P_
&t an péon

W (4.2)

5V+VE6'V+£EP=% (4.3)
ar o pan ’

% N
ﬁ-‘-‘pf a—}?.....c-j a_p+vc$ :'.Iyd {A.d]
ot an o1 o1

2, Détermination des courbes caractéristiques :
Soit la combinaison linéaire suivante :
(A-D*L +(A-D* L, +(A4-*L, +(4-9*], =0

En remplagant et on regroupent les méme termes.on obtient :

i Fi) d Ju oy O
_U. -, }f +(¥], —r:?v“f,‘)a—‘::j[+1:4’2 < Hanl+ fzjﬂé';?'-]*l-

[ av & 8P .a. B ar
I3E+{_ﬂﬂ;l+l"rfi}g?i|+|:fqE+['J;fz+pfi+‘r'rfj:l%j|=w|f|+wzfz+w3jj+wqf4 (A-5)

Soit les vecteurs W, tel que leurs composants sont :
W, =1, =¥ I, I, -c*1,)

W, =(pal, +v'1,.1,)
W, =(pBI +v'I,.I,)

w,=CnL+L1 w1
PP

Les vecteurs W; sont tangents a la courbe caractéristique et perpendiculaire au vecteur
normal

N,
N tel que 4 N,
N, £y N,

L
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N d
Remarquons aussi que —— = — £ (4.6)
N, di
L équation (A-5) sera réecrite sous la forme suivante :
Vo W, + VW, + VoW, + Vp. W, =0 (4.7)
Avec V= a- z a
an ot

Soit ':;—p . dérivée de p dans la direction de#,. On peut écrire I"équation (A-7) sous la

1

ij'pnp-afr—‘.. C-ﬁ" .i_d_p:ﬂ

forme suivante ; +

(4-8)

W, W, W, W,
Les vecteurs N et W, sont perpendiculaires,
NW, =0
(v, =0): 4" "2 =2
N, =0
NW, =0

En remplagant N et les W, par leurs valeurs respectives on aura :
hl'r'? (",rﬂfl _szr."r‘)_l_ *N-;(Il _CII.; }= 0
N, (pal, +v'L)+N,(1,)=0
N, (o +v )N (1) =0
Nﬁ' (affpfi +v' +ﬁ.-";ﬂ‘r:a)+ N;(f.;):ﬂ'

En regroupant les mémes lermes , on oblient les équations survantes

(v, +n5,)-c2r, (N vy +n,)=0
L(N,?p:z)+ IE(N,?v" + N,)= 0
LN, pB)+ L (N, v+ N,)=0

I{N,F ﬂ] i f}[Nﬂ EJ + L (N v+ N, )=0
p P

La forme matricielle nous donnera :[4]7 =0
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[N, v+ N, 0 0 -cNp 4+ 17 (o
N,pe Ny +N, 0 0 o s
N, pB 0 e 0 I; “lo

0 vZ W, 4 Ny +N, |r,] \o
I o s

Il existe deux solutions & ce probleme :

)y L=l,=1,=1,=0 ( solution triviale)

2) det{4)=0

det(4)=(N, + N,)' —=e*(N,v° + N,)*

N F * @ ! . DN E =0
LAV Y+ N, Nﬂ;+ﬁnpﬁ(hfnv N N =

o [{Nnv‘ +n,)" -*Ni(a® + ﬁz}kh’“u" +N,)* =0

Les solutions de cette derniére équation sont

NV +N,=0 (49)
NV +N,=1cN,Ja’ + g’ (410)

o ; N, e N, _dn
La premiere eéquation nous donne N or N it

) T
Omn en déduit alors la premiére équation de la courbe caractéristique

& e
df - _
Les deux équations des deux courbes caractéristiques restantes sont déduites a partir de
(A.10)

(A11)

) g (3 ] ;
—_—=y =+ A12
o \ ¥ (A12)
—d”:v’+ca\.a’3+ﬁ1 (4.13)

3- Détermination des équations de compatibilité

1% cas - ﬂ:v"
o
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di:v"’@h’,}v” + N, =0

r
En remplagant dans le systéme matriciel, on aura

0 0 0 0} / 6
N, P 0 0 0 I 0
N.pp 0 0 0 I =g
o w~nZ ng ofs,| Lo
L £ 2
La résolution directe de ce systéme donne :

1,=0

LN Zein Lap -
2 a -
I, et I, Sont les variables libres. on choisit alors :

i =IIJ;IZ=—§;I3 =1,=1

L’équation (A.5) devient :

LA
o én | al ot en ot an

¢ .
*(6—f+1’"6—f}j}= 'gf.r’f: Tl Y,
On aura :

—czdp—gdu+a'v+dp=(—£w3 +yr +W4Jﬂ'-'
o a

Finalement, les équations de compatibilité le long de la courbe caractéristique (A.11)
qui n’est autre qu une ligne de courant sont :

"

—Edu—dv=|—£w:+wa]dr (A.14)
o R 4

dp—cidp=y,dt (A.15)

2% ot 3™ pag | % =v¢ teyal +
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On pose & =+a’ + §°

Le systéme matriciel devient

On obtient ainsi le systéme d’équations suivant ;
tN ol 2 Na'l, =0

N, pal +eN,a'l, =0
N,pfl, +eN,a'l; =0

N,ZL+N, Bi & eN,a'l, =0
P P
On dédut alors de

(416.0)=> 1 =e*1,

(A16p)y=1, =+ 22 |,
O

(atsiy=1, =+ 1
poex

[+ ::'h"qa' 0 0 —f:':(:l: .-:'.-"h"ﬂn):“')_-Jr
& 1
N.po LoN a 0 0 I,
N, pp 0 teoN a 0 s
0 v,2 wE  save |4
i il e In

(A.16.4)
(4.165)
(4.16¢)

(A16d)

On déduit que L est une variable libre ; on choisit alors la valeur de 1, =1, on tire alors

les valeurs suivantes de I

I =i

Fon P

J o

7w PP
o

7, =1

Apres injections de ces valeurs (I;) dans I’équation (A.5) on obtiendra :

+ pac‘it_?u (e ica'}?] + &{&
7

T e | &

- *

AL ica‘)ﬂ}+
an

+ E':!—‘m'+(v° im'le—P =c'y, iﬁw; ip—ﬁcwa +W,
or 5] o o

n

En regroupant les mémes termes ensemble, on aura:

@i%ﬁ@i%ﬁﬁqﬁwigghiﬁ%

sy )
o
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En fin les équations de comptabilités le long des courbes caractéristiques (machline)

d i T " 2 .
G =y —eyJa? + 5 Et_a’{- =v° +cja’ + 7 ) sont respectivement :

dli
dp— L2 gy P gy (2, P2y Py (417)
[ o iy
Et

dp+ P2 bt 1 P g (P, + B+ PPy (4.18)
or & o [ 4
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ANNEXE B

Schéma aux caractéristiques appliquées a ’entrée (,=Ct
référence

1. Equations I’ Euler :
Le plan de référence a Ientrée de la tuyére est 5= Cte

Reéécrivons alors le systéme sous |a forme suivante :

('3p+ "’ap+ mﬁu——v"ﬁﬂﬂp aé}_u_i_ﬂﬂ_pﬁv
ot of of an

¢) plan de

(8.1)
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] - ~
Ol g, BB s S (B.2)
31t 8¢ p 0¢ Y

awv . Ov "
re + u E:rf,rj (B.3)
OF qt ol g0 08 (B.4)
¢t os 7 ot

2. Détermination des courbes caractéristiques :

Soit la combinaison linéaire suivante :
(B.1)* I, + (B.2)* I, =+ (3.3)* L+ (BAY* [, =0

En remplagant et on regroupent les méme termes.on obtient :

; . ) o\ Ou
. =20 Lol = T2 Vel 1 2 ot 4 T |
1 475 1 7% 2 1 2
ot G& ct o6&

at

ov . .. v oP w 8P |
[IEE_‘-(H 3)a_§i|+|:f4 r+(-;?f'2+3{ f¢}%}=lﬁf1+wzfz+wgfi+w4h (B.5)

Soit les vecteurs W, tel que leurs composants sont :
W =1 -l 1, —c*1,)
W, =(pwl +u'l,,1,)
W, =1, 1;)

W, =(~ 1, +u'l,,1,)
f‘-]

Les vecteurs W; sont tangents 4 la courbe caractéristique et perpendiculaire au vecteur

N,
normal N tel queN[ ] .
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N, az

' 2 =_ = R6G
Remarquons aussi que N, d (B.6)
L equation (B-5) sera reécrite sous la forme suivante |
Vo WV W, + V. W, +Vp. W, =0 (B7)
Avec V = [iiJ
o at

Soit {F‘;_—p . dérivée de p dans la direction de#,. On peut écrire I"équation (B.7) sous la
I

) d
forme suivante - d_p ﬁ+£+—F='[J

+ =
W, W W W
Les vecteurs N et i, sont toujours perpendiculaires,

(B.8)

(N.W, =0
N.W,=0
(N.w, =0):4 ol
4 . -a =
(N W, =0

En remplacant N et les #, par leurs valeurs respectives on aura -
N L, —ueL)+N (1, ~¢*1,)=0
N,owI, +u°L,)+N,(1,)=0
Nf(u"IE)-t-N, (1,)=0
N,/ p1, +u1,)+N,(1,)=0

En regroupant les mémes termes , on obtient les équations suivantes :
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L(N.u +N,)=c21, (N.ut + N, )=0
LN, pw)+ 1, (Vu® + N,)=0

E
]

L(NV.ut +N,)=0

IE[N_E E)+
Cp

La forme matricielle nous donnera : [A]j =0

p—

!4

Nt +N,)=0

[N +N, 0 0 W +N )| o)
I
N.pw Nu+N, 0 0 2 o
0 0  Nu+N 0
M i L| |0
0 N, % 0 Nat +N, |1,] o,
p | - -

Il existe deux solutions 4 ce probléme :

)y Li=h=FE=1,=0 (solution triviale)

2) det(A)=0

det(A) = (N, +N)* —c*(N.u + N,)
[N2w? (W0 + N )YV + N =N2w? (Va6 + V) =0

Les solutions de cette derniere équation sont :

Ng u"+ N =0 (B.9)
Nf u o+ N, =%c NE,W (B.10)
=y ¥ . '-Illl'rr = h!_-:! _ J!"."IT.I' P Ef'f
La premiere ¢quation nous donne N or N, dr

On en déduit alors la premiere équation de la courbe caractéristique
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= Bl
L (B.11)

Les deux équations des deux courbes caractéristiques restantes sont déduites a partir de

(B.10)

dg

—L = —cW B.12
2 (8.12)
£=H‘+c W (B.13)
dt

3- Détermination des équations de compatibilité :

1 cas:
dg _ ..
dt '

E
S5 o Nau +N, =0
df -

En remplagant dans le systeme matriciel, on aura

0 () 0 0] 7 0)
1
. 2
0 0 0 0 i - 0
3
0 Nf # 0 0 i 0
f p L 4 | A
La résolution directe de ce systeme donne
I =10
£y= 0

{, et [, Sont les vanables libres. on choisit alors :

L.’équation (B.5) devient :

—g* g—p+u“a—‘o - E+:4r"'$ + E;£+u’aj': =, +i,
at a& ot o& ot 8¢

On aura :

~cldp+dv+dp =y, +w,)dt
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Finalement, les équations de compatibilité le long de la courbe caractéristique (B.11)
qui n’est autre qu une ligne de courant sont ;
dv =1, (5.14)
dp—c’dp =y dt (B.15)
2™ et 3™ cas
E

== =y +cw

Le systéeme matriciel devient

E: e, w 0 0 + L’Z(m"l.ffw)_ ) 0
Nopw FeNew 0 0 il s
; 2
3
0 N, L 0 +eNw || ], 0
| 2 i )
On obtient ainsi le systéme d’équations suivant |
FNwI :t.::gji'\’;.'fuf4 =0 (B.16.a)
N.pwl FeNwil, =0 (B.16.b)
eN wi; =0 (B.16.c)
N, =L, FeN,wl, =0 (B.16.d)

o)
On deéduit alors de

(B.164)=>1, =21,

(B16b)=>1, =27
[

(Bl6d)=1, =0,
On déduit que 1, est une variable libre ; on choisit alors la valeur de I, =1, on tire alors
les valeurs suivantes de [,

-

I =¢*
I.=%pe
17:<0
7, =1

Apres injections de ces valeurs (I}) dans 1"équation (B.5) on obtiendra :
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an| |ar
En regroupant les mémes termes ensemble, on aura;

ipc[iu +{u° Few) Ei;u} b {a‘p b{¥* ¢m+'}§—P}= el poyr, +i, (B.l?)
g i

dp * pedu = (Czwi T pew, + ., )dt
dng = (v' F we)dt (B.18)

En fin les équations de comptabilités le long des courbes caractéristiques
*le long de la pathline

dg
't RN B.19
= (8.19)
dv = y.dt
dp—cdp=y,di (HZC)
*le long des machlines
g = (4" —we)dt
dp+ pedu=(c iy, + pew, + iy, dl (B.21)
Et
df ={u" +we)dt

dp - p cdu=(cly, - p oy, +, )dt [H.ZZ]
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ANNEXE C

ORGANIGRAMME DU PROGRAMME DU CALCUL

CDebut

Initialisation des
Paramétres géometriques et
thermodynamigues

Lalcul de IL gc-::mEl:ue

de la tuvere

Créngration de
mallage

Calcul de la solution ONEDIM
L i : 1l
=1

|

Calcul de A7,
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Caleul de la solution par Entrée, axe, interne,
prediction la paroi
N=N~1

Caleul de nouvean

At

'
nmn

Calcul de la solution par
correction

Mon

OMVETZenc

Oui

Impression des
reésultats

Entree, axe, interne,
la paroi
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