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A propos de la question Q4 //
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par F. K&cuLn, professeur en Mathématiques spéciales C a Strasbourg. Ay
La nature de la série et méme de la suite de terme Proposition 2 : (Dirichlet)
tg n
géneral g_z parait liée a ce qu'on appelle les x¢Q = Vne N¥ Ige[l, n — 1],
n
« approximations diophantiennes de 7 ». vérifiant
Il s’agit de savoir dans quelle mesure |n — k| 3 Pl _ _1_
4l ng

T
peut étre proche de S en fonction de l'ordre de
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grandeur de n (k étant l'entier le plus proche de -—)-
Tt

Aprés quelques préliminaires sur les approxima-
tions diophantiennes, on va démontrer

a s
10 — < |tgn| < bn'® en utilisant pour cela un
n

résultat de M. MignorTE (voir bibliographie) dont la

démonstration sort largement du cadre de la R.M.S.

Cela donnera I’ absolue convergence de la série
tg n

3
”20 £

ainsi que le rayon de convergence de la série

x"tgn

n .

par erreur, il y a quelques années dans des annales
d’oral et peut-étre 4 I'origine de la question posee).

entiére (question transcrite, probablement

2° En utilisant un résultat simple du a Dirichlet
on trouvera une constante ¢ positive telle que
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itg n] < — admette une infinité de solutions.
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I. — Proposition 1 :
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pour tout 4 vérifiant x # e
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Démonstration : On prend ¢; < — 81 X = —
do do
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Démonstration : On découpe l'intervalle [0, 1] en
n intervalles

A
[—, :l, 0<i<n-1.
n n

[’un de ces intervalles contient au moins deux des
n + 1 nombres

Aln — 1)x}

ou {y} désigne la partie fractionnaire de y (principe
des tiroirs). Il existe donc des entiers ry, r;, §;, 53
tels que

1
[rix — 81) — (rax — $)F < = (ry > 13)
(légalité est d’ailleurs impossible puisque x est
irrationnel), on a donc |
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Corollaire 1: x ¢ Q@ = Il existe une infinité de
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rationnels — distincts tels que

q

p |

N e
g9 q°

Démonstration : Soit F1 Ek— des rationnels
q, P
obtenus par la proposition donc vérifiant
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