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ABSTRACT

In this memoir, we are mainly interested in the study of the concept of kernel in

directed graphs.

This concept has known four main generalizations: Kernel in directed graph,
kernel by monochromatic paths in m-colored directed graph, (k,l)-kernel and (k,l)-

out-kernel in directed graph.

We start with the theoretical study on kernel in directed graph: We give
definitions and some properties of each kernel concept and also known results on

these four concepts.

Then, we will establish polynomial algorithms for finding (k,1)- out kernel in

directed graphs without circuits and bipartite directed graphs.

Finally, we develop a software that summarizes our work on the search for (k,I)-

out kernel in directed graphs without circuits and bipartite directed graphs.



RESUME

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressées principalement a 1'étude du

noyau dans les graphes orientés.

Ce concept a connu quatre généralisations: Noyau dans un graphe orienté, noyau
par des chemins monochromatiques dans un graphe orienté m-coloré, (k,I)-noyau et

(k,1)-plus noyau dans un graphe orienté.

Nous commengons par une étude théorique sur le noyau et ses généralisations
dans les graphes orientés ; Nous donnons des définitions et certaines propriétés de
chaque concept de noyau et également quelques résultats connus sur ces quatre

concepts.

Ensuite, nous proposons deux algorithmes polynomiaux de recherche de (k,l)-

plus- noyaux dans les graphes orientés sans circuits et les graphes orientés bipartis.

Enfin, nous élaborons un logiciel qui récapitule nos travaux sur la recherche de
(k,I)-plus- noyaux dans les graphes orientés sans circuits et les graphes orientés

bipartis.
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INTRODUCTION

La Recherche Opérationnelle (RO) est une branche des mathématiques, appelée aussi,
optimisation sous contraintes. Celle-ci a été développée dans les années quarante pour op-
timiser les problémes complexes de gestion logistique. Il s’agit d’un ensemble de méthodes
d’analyse scientifique (mathématique et informatique) des phénomenes d’organisation qui
traitent de la maximisation d’un profit, d’une performance, d’un rendement ou bien de la
minimisation d’un cotit, d’'une dépense. La RO est avant tout un outil d’aide a la décision.

La théorie des graphes est une branche des mathématiques discrétes, consistant a
I’étude des objets nommeés graphes, elle permet de modéliser et résoudre des problémes
d’une maniére simple.

Le mot graphe a été introduit par le mathématicien anglais James Joseph Sylvester
(1814-1897) en 1878. Un graphe est un ensemble de points appelés sommets éventuellement
reliés par des lignes ou des fleches appelés arétes ou arcs respectivement.

La théorie des graphes est apparue d’abord comme une curiosité mathématique avec le
probléme des ponts de konigsberg, quand Euler (en1736) démontra qu’il était impossible
de traverser chacun des septs ponts de la ville russe de kdnigsberg (aujourd’hui Kalin-
ingrad) qui est arrosée par la riviere de Pregel, une fois exactement et de revenir au point
de départ. Elle est devenue une branche mathématique au début du XXe siécle, grace aux
travaux de Konig, de Kuratowski, de Cayley et plus récemment, de Berge, d’Erdss et de
Harary.

La théorie des graphes constitue aujourd’hui un corpus de connaissance trés important,
elle trouve ses applications dans d’autres domaines de mathématiques et en informatique,
et elle s’est développée dans diverses disciplines telles que la chimie (modélisation des
structures), la biologie (génome), les sciences sociales (modélisation des relations entre les
populations) et les applications industrielles (probléeme du voyageur de commerce).

Parmi les problémes importants et trés étudiés en théorie des graphes citons les prob-



lémes de domination, les problémes de coloration et les problémes de noyaux dans les
graphes.

Nous nous sommes intéressées dans ce mémoire a 1’étude du concept de noyauzr dans
les graphes orientés.

Le concept de noyaux a été introduit par Von Neumann et Morgenstern, comme une
généralisation de leur concept de solutions pour les jeux coopératif. Ils ont aussi prouvé
que tout graphe orienté sans circuits a un noyau unique.

Un noyau est un sous-ensemble de sommets indépendant (ses sommets sont non ad-
jacents deux a deux) et absorbant (tout sommet hors de cet ensemble est 1'origine d’au
moins un arc ayant son extrémité terminale dans ce dernier).

Le probléme principal sur les noyaux est: quelles propriétés structurelles d’un graphe
orienté impliquent 'existence d’un noyau? Ce concept a trouvé des applications par ex-
emples dans des jeux coopératifs & n personnes, dans des jeux de type Nim [1], dans la
logique [2], ...etc

L’existence d’un noyau est un probléme difficile: En effet Chvatal [3] a montré que
décider si un graphe orienté possede un noyau est un probléeme N P — complet.

Dans la littérature nous connaissons trois principales généralisations du concept du
noyau dans les graphes orientés.

Le premier concerne le noyau par chemins monochromatiques, dans un graphe orienté
dont les arcs sont colorés avec m couleurs (m > 1). Ce concept a été étudié par plusieurs
auteurs Sands, Sauer et Woodrow [16], Shen Minggang [17] et Galeana-Sanchez [19].

Le second est celui de (k,1) — noyau (k> 2, | > 1) dans un graphe orienté, introduit
par M.Kwasnik [20]. On utilise dans ce concept la notion de la distance.

Le troisiéme est celui de (k,l) — plus — noyau dans un graphe orienté a été introduit
par A.Ramoul et M.Blidia [27], ou ils ont utilisé dans leur définition le degré extérieur
d’un sommet.

Ce mémoire comporte trois chapitres développés comme suit:

Nous introduisons dans le premier chapitre les définitions de base ainsi que les notions
usuelles dans le domaine de la théorie des graphes utilisées dans ce manuscrit. A la

fin du chapitre, nous parlons de la complexité algorithmique et nous laissons les notions
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caractéristiques de chaque chapitre a définir dans le chapitre lui-méme.

dans le deuxieme chapitre nous présentons un état de I’art sur le noyau dans les graphes
orientés, et ses généralisations.

Le troisiéme chapitre sera consacré & notre contribution, oi nous allons donné deux
algorithmes polynomiaux de la recherche d'un k — plus — noyau dans deux classes des
graphes orientés: graphes orientés sans circuits et graphes orientés bipartis. A la fin du
chapitre nous élaborons un logiciel qui déterminer le k-plus-noyau dans les graphes orientés
sans circuits et graphes orientés bipartis.

Enfin, nous terminons par une conclusion situant d’une part notre contribution et
d’autre part les différents axes de recherches futures dans le domaine des noyaux dans les

graphes orientés.
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CHAPITRE 1

NOTIONS FONDAMENTALES

Nous introduisons dans ce chapitre les notion usuelles dans le domaine de la théorie des
graphes, ainsi que les définitions de base utilisées tout au long de ce mémoire. Pour plus

de détails sur la terminologie utilisée dans ce mémoire, on reporte le lecteur au livre de

C.Berge [4].

1.1 Deéfinitions et notations de la théorie des graphes
1.1.1 Graphe et graphe orienté

Un graphe non orienté G est défini par un couple (V (G), E (G)) ou V (G) est un ensemble
fini de sommets et £ (G) est un ensemble des paires de sommets (u,v) avec u,v € V (G)
appelés arétes. Le cardinal de V' est appelé l'ordre de GG, noté par n et le cardinal de F
est appelé la taille de GG, noté par m.

Un graphe orienté D est défini par un couple (V (D), A (D)) ,(ou simplement (V, A))
ot V(D) est un ensemble fini de sommets et A (D) un ensemble des paires ordonnées
(z,y) avec x,y € V (D) appelés arcs . Le cardinal de V' noté n est appelé 'ordre de D et
le cardinal de A noté m est appelé la taille de D.

Une boucle est un arc reliant un sommet avec lui méme. Un ensemble d’arcs joignant
deux sommets x et y dans le méme sens est appelé arc multiple.

Dans ce qui suit nous considérons les graphes orientés sans boucles et sans arcs mul-
tiples. On appellera un digraphe un graphe orienté, emprunté au mot anglais directed

graph.
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x1

%6 x5

Ficure 1.1. Un digraphe D d’ordre 6 et de taille 6

Si (z,y) est un arc d’un digraphe D, alors on dit que y absorbe x est que = domine ¥,
et y est un successeur de x et x est un prédécesseur de y.

L’ensemble des successeurs d’un sommet z est noté par N}, ()

N (2) = {y € V | ay € A} ot N [1] = Nj (2) U {a}

L’ensemble des prédécesseurs d’'un sommet x est noté par N, (z)

Np (@) = {y € V | yz € A} et Np [] = Np () U {a}.

Le degré extérieur d'un sommet z est df, (z) = |Nj ()| et le degré intérieur d'un
sommet z est dj, (z) = [N (z)].

On note par A* (D) et A~ (D) le degré extérieur maximum et le degré intérieur max-
imum dans D respectivement, et 07 (D) et 6~ (D) le degré extérieur minimum et le degré

intérieur minimum dans D respectivement.

1.1.2 Sous-digraphe

Soient D = (V, A) et D' = (V',; A’) deux digraphes.
On dit que D’ est un sous-digraphe de D si V! C V et A’ C A.
Side plus A’ = {zy € A | z,y € V'} alors D’ est dit sous-digraphe induit de D.

Le digraphe D de la Figure 1.2 a pour ensemble des sommets V' = {1, xs, T3, 24, T5}

et le digraphe D’ est un sous-digraphe de D induit par S = {z1, xo, x3, 24} .
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xd x1 xd x1

5 e

%3 %3 x2

FIGURE 1.2. Un sous-digraphe induit D’ d’un digraphe D

Il est & noter que pour tout S C V, le sous-digraphe de D induit par S, noté par D [S]
est 'unique sous-digraphe induit de D avec l’ensemble des sommets est S.

Np (5) = UN+( ) et Npj [S] = Nj (S)u S

N () = UN*( ) et N3 (8] = Nj (S) U S

On note A+( [S]), A= (DI[S]), 67 (D[S]) et 6~ (D [SD par AT (S), A7 (S5), 6" (5)
et 0~ (S) respectivement . Le degré maximum (AT (S) + A~ (5)) (resp le degré minimum
(07 (S) 407 (S5))) de D [S] est noté par A (S) (resp § (5)) . Le nombre des sommets dans
N (z) = Nj (z) N S, noté par df (z) = |NJ ()| est le degré extérieur de = dans S, et le

nombre des sommets dans Ng () = Nj, (z) NS, noté par dg (z) = |Ng (z

, est le degré

intérieur de x dans S.

1.1.3 Chemins, circuits

Un chemin P de longueur & est un digraphe dont I'ensemble des sommets est {xq, 1, ..., 71 }
et I’ensemble des arcs est {zox1, 2122, ..., Tx_12%}, tel que tous les sommets et les arcs
indiqués sont distincts.

Nous appellerons un tel chemin un xgx; — chemin, noté par xoxi...Tp_1Tk.

Un circuit C' de longueur k est un digraphe dont 'ensemble des sommets est {z1, ..., 1 }
et ensemble des arcs est {z129, T2x3, ..., Tp_17k, Trx1 } , tel que tous les sommets et les arcs
indiqués sont distincts. On notera un tel circuit par x1,...,xx_1252x1. Un circuit est dit

impair (respectivement pair) si k est impair (respectivement pair).
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1.1.4 Distance, excentricité:

On appelle distance entre x et y, notée par dp (z,y) la longueur du plus court chemin
reliant ces deux sommets. S’il n’existe pas un chemin de x & y dans D on prendra
dD ('CE ) y) = +00.

L’excentricité d’un sommet est sa distance maximale a tous les autres sommets.

1.1.5 Connexité :

Un graphe G est dit connexe, si et seulement si pour toute paire de sommets u, v de graphe,
il existe une chaine les reliant.

Un digraphe D est fortement connexe, si et seulement si pour toute paire sommets
x,y de digraphe, il existe un ry—chemin et un yr—chemin . Une composante fortement
connexe d’un digraphe D est un sous-digraphe fortement connexe.

La condensation SC(D) d’un digraphe D est obtenue en contractant chaque com-
posante fortement connexe C' en un seul sommet v(C'), et il existe un arc d’'un sommet
v (C) a un sommet v (C") dans SC (D) §'il existe un arc d'un sommet de C' & un som-
met de C’. 11 est clair que SC (D) est un digraphe acyclique (un digraphe sans circuits).
Une composante fortement connexe terminale d’un digraphe D est une composante forte-
ment connexe Cr de D telle que d;c( py (v(Cr)) = 0, Une composante fortement con-

nexe initiale d’un digraphe D est une composante fortement connexe C; de D telle que

d;C(D) (v(Cy)) =0.
1.1.6 Quelques classes de digraphes:

Soit D = (V, A) un digraphe, un arc zy € A est dit symétrique ( resp.asymétrique) si
yr € A (resp yr ¢ A). La partie asymétrique de D, Asym(D) est un sous-digraphe de D
tel que V(Asym(D)) = V(D) et A(Asym(D)) = {zxy € A | xy est asymétrique}.

Un digraphe D = (V, A) est dit symétrique si A(Asym(D)) = ¢.

Un digraphe D = (V, A) est dit transitif si Vz,y,z € V, zy € A, yz € A alors zz € A.

Un digraphe D = (V, A) est dit complet si Vz,y € V,zy ¢ A alors yz € A.

Une clique est un digraphe symétrique complet.
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Un tournoi est un digraphe asymétrique complet.
Un digraphe biparti est un digraphe dont les sommets peuvent étre partitionnés en
deux classes X et Y telles que les sommets dans la méme classe ne sont pas adjacents.

Nous désignons le digraphe biparti par DB = (X, Y, A).

1.1.7 Représentations non graphiques d’un graphe

Compte tenu de l'essor des graphes orientés en informatique, il est naturel de s’intéresser
aux différentes maniéres de les représenter. Différents modes de représentation peuvent
étre envisagés suivant la nature des traitements que ’on souhaite appliquer aux graphes

orientés considérés.

Matrice d’adjacence : Soit D = (V, A) un digraphe dont les sommets sont numérotés de 1

a n. La matrice d’adjacence de D est la matrice carrée (am)( » définie par:

,5)€[1,n]

k s’il y a k arcs allant de i a j
ai,j =
0 sinon

Si le graphe n’est pas orienté, la matrice est symétrique.

Matrice d’incidence : La matrice d’incidence d’un digraphe D = (V, A) est une matrice a

coéfficients dans {—1,0, 1} indicée par ’ensemle V' x A tel que pour (i,5) € V x Aon a:

1si I(G,j) = U;
bij=19 —1siT (a;) =
0 sinon

la définition de la matrice d’incidence peut étre modifiée pour les graphes comme suit:
e Si (G est un graphe non orienté alors b; = 1 si v; est incident & a; et 0 sinon.

Liste des successeurs: Soit le digraphe D = (V,A) d’ordre n dont les sommets sont
numérotés de 1 a n, la représentation par liste de successeurs de D consiste en un tableau
de n listes, une pour chaque sommet de V. Pour chaque sommet v; € V, la liste des
successeurs est une liste de tous les sommets v; tel qu'il existe un arc (v;,v;) € A. Les

sommets de chaque liste des successeurs sont généralement listés selon un ordre arbitraire.
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1.2 Complexité des algorithmes:

Dans cette section, nous donnerons un apercu sur la complexité algorithmique en intro-
duisant quelques éléments de base.

Les problemes concernant les graphes se rattachent a la grande classe des problémes
d’optimisation combinatoire.

Un probléme d’optimisation combinatoire consiste a trouver & ’aide d’'un algorithme
efficace (ce concept est formalisé ci-dessous) une meilleure solution parmi un ensemble fini
(de cardinalité tres grande) de solutions admissibles.

Un algorithme est une suite finie d’opérations élémentaires permettant de résoudre un
probléme donné. L’exécution des instructions de ’algorithme transforme les données ini-
tiales (entrées) en résultats (sorties). le mot "algorithme" vient du nom du mathématicien
perse Al-khawarizmi(783-850). Il était un membre d’une académie des sciences a Baghdad,
c’est lui qui a écrit le premier traité algorithmique pour résoudre les équations linéaires et
quadratiques.

On appelle algorithme déterministe un algorithme dont les résultats qui produisent
peuvent étre déduits des spécifications de 'algorithme lui-méme. Deux exécutions d’un
algorithme déterministe sur des entrées identiques donneront les mémes sorties.

Un algorithme non déterministe est un algorithme composé des instructions de choix,
si le bon choix est effectué, le temps de calcul est polynémial, par contre si on énumeére
tous les choix possibles, 1'algorithme non déterministe se transforme en un algorithme
déterministe nécessitant un temps de calcul exponentiel.

Pour évaluer et classer les divers algorithmes disponibles pour un probléme de graphe,
il faut une sorte de mesure de performance, appelée complexité d’un algorithme.

La théorie de la complexité vise & fournir un cadre formel pour un certain nombre de
domaine de recherche, et en particulier pour 'optimisation combinatoire.

La complexité d’un algorithme fait correspondre pour une taille donnée le nombre
d’instructions maximum qui lui est nécessaire pour résoudre une instance quelconque dans
cette taille.

Un algorithme est dite efficace ou polynémial si le nombre d’instructions élémentaires



17

T (n), nécessaires pour résoudre un probléme de taille n, est borné par un polynéme en n,
c’est-a-dire, si T'(n) < c.n® (c et k étant des constantes), on dit que 7' (n) est O (n*) , ou
encore un tel algorithme a une complexité de O (n*) (O est la notation de Landau).

Un probléme de décision est un probléme posé sous forme d’une question, dont la
réponse est soit "oui", soit "non". Par exemple, "Etant donné un graphe G, existe-il un
cycle hamiltonien ( un cycle qui passe par tous les sommets de G une soule fois)? "

Un des objectifs de la complexité algorithmique est de classer chaque probléeme de
décision suivant son degré de difficulté de résolution, c’est-a-dire selon la complexité du
meilleur algorithme permettant de résoudre ce probléme.

La classe P : est la classe des problémes de décision (dits faciles) pouvant étre résolus
en un temps polynoémial. Plusieurs problémes de graphes appartiennent & P, tels: la
connexité, le couplage parfait, le plus court chemin, le flot maximum, ’arbre de poids
minimum...etc

La classe NP (probléme non déterministes polynémiaux) regroupe tous les problémes
de décision que I’on peut résoudre a ’aide d’un algorithme non déterministe de complexité
polynomiale. Cette classe contient les problémes classiques de la théorie des graphes par
exemple: 'indépendance, la coloration, la domination ... etc

La classe NP contient ’ensemble des problémes o1, étant donnée une instance de ce
probléme, il est possible de déterminer en temps polynomial si celle-ci est une solution
pour le probléme, il est alors évident que P C NP car un algorithme polynomial est
également un certificat. Une des grandes questions ouvertes a ce jour est : est ce que
P = NP? En d’autres termes, s’il est toujours facile de vérifier une solution, est-il aussi
facile de trouver une solution? Pour la plupart des problémes de la classe NP, on ne sait
pas dire s’ils peuvent ou ne peuvent pas étre résolus par un algorithme polynémial.

Plusieurs classes de complexité sont définies a ’aide de réductions, la plus utilisée est
la réduction polynomiale.

On dit que P; se réduit en temps polyndémial & P, s’il existe un algorithme pour P;
qui fait appel comme un sous programme, & un algorithme de résolution de P, et si cet
algorithme de résolution de P; est polynomial lorsque la résolution de P, est comptabilisée

comme une opération élémentaire.



18

Un probléme de la classe NP est dit NP — complet, si tout probleme dans NP
peut lui étre réduit en temps polyndémial. En d’autres termes, s’il existait un algorithme
polynomial permettant de résoudre un probléme NP — complet, alors il existerait un
algorithme polynomial pour tous les problemes de la classe NP, et on aurait 1’égalité
P=NP.

Un probléme d’optimisation est dit NP — dif ficile (NP — dur) si le probléme de
décision associé est NP — complet. Les problemes NP — dif ficiles sont au moins aussi

difficiles que les problémes N P — complets
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CHAPITRE 2

ETAT DE I’ART SUR LES NOYAUX DANS LES
GRAPHES ORIENTES

Le concept du noyau dans les digraphes a connu trois principales généralisations: noyau
par des chemins monochromatique dans les digraphes m-coloré, (k,[)-noyau et (k,)-plus-
noyau dans les digraphes.

Ce chapitre est consacré a ’étude théorique sur le noyau dans les digraphes, nous
donnerons des définitions et certaines propriétés de chaque concept de noyau et également

quelques résultats connus sur ces quatre concepts.

2.1 Noyaux dans les graphes orientés

Le concept de noyaux a été introduit pour la premiére fois par Von Neumann et Morgen-

stern [5], comme une généralisation du concept de solution pour les jeux coopératifs.

2.1.1 Définitions

Définition 2.1. Un noyau N d’un digraphe D = (V, A) est un sous-ensemble de sommets
indépendant (A (D [N]) = ¢) tel que tout sommet z € V (D) \ N est absorbé par au moins

un sommet de N.
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=1 x2 %1

/.K:

x4 %5 xd

FiGURE 2.1. Les digraphes C5 et (g

La figure 2.1 montre qu’il existe des digraphes sans noyaux, ainsi que des digraphes a
plusieurs noyaux par exemple C est sans noyau et Cg posséde deux noyaux {zi,zs, x5}

et {xq, x4, 26} .

x1

xd x5 xB x7

FIGURE 2.2. Un digraphe avec un unique noyau {z, x3}

Définition 2.2. Un digraphe D = (V, A) est dit noyau-parfait si tout sous-digraphe induit

de D a un noyau.

Proposition 2.3. [/] Si N est un noyau d’un digraphe D, alors N est un indépendant

maximal et un absorbant minimal.

Considérons N un noyau du digraphe D et a ¢ N alors {a} U N ne peut pas étre un
ensemble indépendant car a est absorbé par N, donc N est un indépendant maximal.
Sib e N, alors N \ {b} ne peut pas étre un ensemble absorbant car il n’absorbe pas b,

donc N est absorbant minimal.
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Le théoréme suivant qui est dii & Berge donne une condition nécessaire et suffisante

pour qu’un sous ensemble de sommets dans un digraphe soit un noyau.
Théoréme 2.4. [}] Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un ensemble N C V (D)

soit un noyau d’un digraphe D = (V, A) est que sa fonction caractéristique ¢y vérifie

lsize N
Ve e Vipy () =1— max @n(y) avec pn(x) =
YENT () Osiz¢ N

si N*(x) = ¢, on posera par convention max ¢y (y) =0
yENT ()

Définition 2.5. Soit un digraphe D = (V, A). Une fonction g : V. — N est dite une

fonction de Grundy si elle vérifie les deux propriétés suivantes:
1. g(z) = k > 0, entraine que, pour tout j < k il existe un y € N (z) avec g(y) = j.
2. g(x) = k, entraine que tout y € N (x) vérifie g (y) # k.

Ce concept a été introduit pour la premiére fois par Grundy en 1939 pour les digraphes

acycliques (les digraphes sans circuits) comme suit

VmEV,g(x):min(N\ {g(y):yEN*(m)})

En outre, Grundy a prouvé que chaque digraphe acyclique a une fonction de Grundy

unique. Cependant, il existe des digraphes sans fonction de Grundy, par exemple les
0 1 1 0
1 0 0 1

F1GUure 2.3. Un digraphe avec une fonction de Grundy

circuits impairs.



22

Proposition 2.6. [4] Si un digraphe D admet une fonction de Grundy g, alors D admet

un noyau.

En effet 'ensemble S = {x € V' / g (z) = 0} est un noyau de D.
Soit x € V

l.zeS=g(x)=0= min g(y)>0= N"(x)NS=¢.
yeNT(x)

2.2¢S=g(r)>0= min g(z)=0= NT(x)NS #¢.

yENT(x)
Mais la réciproque est fausse, on peut vérifier que le digraphe de la figure 2.4 admet

{1} comme noyau, mais il n’admet pas de fonction de Grundy.

xd x3

FIGURE 2.4. Un digraphe qui admet un noyau mais qui n’a pas une fonction de Grundy

Théoréme 2.7. [4] Si D est un digraphe noyau-parfait alors D admet une fonction de
Grundy.

Définition 2.8. Un quasi-noyau S de D est un ensemble de sommets indépendant tel que
pour tout y € V (D) \S, il existe un x € S, la distance entre y et x dans D est soit un soit

deuz.

Théoréme 2.9. [13] Chaque graphe orienté a un quasi-noyau.

2.1.2 Quelque sous-classes des digraphes noyau-parfaits

Nous commencons par donner quelques résultats classiques sur 1’existence de noyaux dans

les digraphes.
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Théoréme 2.10. [}/ Si D est un digraphe symétrique alors D a un noyau.
En effet , N C V est un noyau si et seulment si N est un ensemble indépendent

maximal.

Si N est un indépendant maximal il est aussi absorbant car tout arc est symétrique et
donc N est noyau. Inversement, si N est un noyau, il est indépendant maximal sinon N

ne serait pas absorbant.
Théoréme 2.11. [}/ Si D est un digraphe transitif, alors D a un noyau.
Théoréme 2.12. [5] Un digraphe sans circuits admet un noyau unique.

Preuve. Tout digraphe sans circuits admet un puits ( un puits est un sommet qui est
successeur de tous ses voisins), et tout puits doit appartenir au noyau. La démonsration
se fait par induction sur la nombre n de sommets. si n = 1 I'unique sommet est un puits
et donc le seul élément du noyau. Supposons que '’hypothése de récurrence est vraie pour
n’ < m. Soit s un puits de digraphe D sans circuit et P (s) ’ensemble des prédecesseurs
de s. Par hypothése de récurrence, le digraphe D privé du sommet s et de ceux de P (s)

a un noyau unique N. On en déduit que N U {s} est I'unique noyau de D. ]
Théoréme 2.13. [6]/ Un digraphe sans circuits impairs est noyau-parfait.

Preuve. Soit D = (V, A) un digraphe sans circuit, comme la proprieté sans circuit
impair est héréditaire donc il suffit de montre que D admet un noyau, la preuve se fait par
induction sur le nombre des sommets. On considére le digraphe condensé du diagraphe D
sans circuit impairs. Toute composante fortement connexe admet un noyau. On considére
toutes les composantes fortement connexes terminales C; et leurs noyaux S;, i = 1, ..., k.

k
Le sous-digraphe engendré par V' \ { U (C;UN~ (SZ))} admet un noyau par hypothese

=1

k
d’induction qu’on notera S. Le sous-ensemble SU <U Si) est un noyau du digraphe D. [
i=1

Corollaire 2.14. Un digraphe symétrique admet une fonction de Grundy.
Un digraphe transitif admet une fonction de Grundy.
Un digraphe sans circuits admet une fonction de Grundy.

Un digraphe sans circuit impairs admet une fonction de Grundy.
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Théoréme 2.15. [12] Tout digraphe biparti admet un noyau.

Théoréme 2.16. [7] Un digraphe tel que tout circuit a au moins un arc symétrique est

un digraphe noyau-parfait.

Théoréme 2.17. [7] Un digraphe tel que tout circuit impair posséde deux arcs symétriques

est noyau-parfait.

Définition 2.18. Une corde d’un circuit est un arc de digraphe mais non du circuit et

dont les extrémités sont des sommets du circuit.

Une corde (z;, ;) d'un circuit zoz;....x5_125% est dite courte si j =i+2oui =~k et

j=1.

Théoréme 2.19. [11] Un digraphe tel que tout circuit impair a deux cordes courtes croisées

(c’est a dire de la forme (v, vi12) et (vii1, Vi) ) est noyau-parfait.
Définition 2.20. Un péle est ’extrémité terminale d’une corde.

Théoréme 2.21. [10] Un digraphe tel que tout circuit impair posséde deux poles consé-

cutifs est noyau-parfait.

Définition 2.22. Un digraphe est de parité si et seulement si pour tout couple de sommets

distincts, les chemins reliant ce couple de sommets ont la méme parité.

Théoréme 2.23. [9] Un digraphe de parité est noyau-parfait.

2.1.3 Etude algorithmique de la recherche d’un noyau dans certaines classes

de digraphes noyau-parfaits

Le probléme de recherche d’un noyau dans un digraphe est en général un probléme N P —
complet.

Néanmoins, des algorithmes polynomiaux ont été proposés pour ce probléme dans
certaines classes de digraphes noyau-parfaits.

Z.Zemir [14] a fourni un algorithme polynomial pour la recherche d’un noyau dans un

digraphe D = (V, A) sans circuits, de complexité O(|V|*) et un autre dans un digraphe
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D = (V, A) sans circuits impairs de complexité O(|A|.|V|?). Dans le méme manuscrit, un
algorithme en au plus (|V|*+|V|) opérations a été donné pour la recherche d’un noyau dans
un graphe triangulé (tout cycle de longueur > 3 admet une corde) muni d’une orientation
normale (toute clique posséde un puit).

M. Abbas, Y. Saula [15] ont élaboré trois algorithmes polynomiaux pour la recherche
d’un noyau dans un graphe G = (V, E) muni d’une orientation: le premier est de com-
plexité O(|E|.|V|?) si G est un graphe de comparabilté (ses arétes peuvent étre orientés
transitivement et sans circuits) relativement & M-orientation (tout circuit de longueur trois
possede deux arcs symétriques), le deuxiéme est aussi de complexité O(|E| . |V|*) pour un
graphe de permutation (si V' = {v1,vs,...,v,} il existe une permutation P des entiers
1,2,...,n telle que v; est adjacent & v; dans G si et seulment si I%f.(j) < 0) muni d’une
orientation normale et le troisiéme dont la complexité O(|E| . |V]) lorsque G est un graphe
sans P, (G ne posséde pas un sous-graphe avec 4 sommets a, b, ¢, d et les arétes ab, be, cd)

muni d’une orientation normale.

D. Zerrouki, I. Hadj sadok [28] ont donné deux algorithmes polynomiaux pour la
recherhe d’un noyau dans un digraphe tel que tout circuit possede un arc symétrique,
de complexité O (n?), le deuxiéme dans un digraphe tel que tout circuit impair posséde

deux arcs symétriques, de complexité O (m +n).

2.2 Noyaux par chemins monochromatiques dans un digraphe

m-coloré

Le concept de noyau par chemins monochromatiques est une généralisation du concept de

noyau introduit la premiére fois par Sands, Sauer et Woordow [16].

2.2.1 Définitions

Un digraphe D = (V, A) est dit m — coloré si ses arcs sont colorés avec m couleurs.
Un chemin dans un digraphe m-coloré est dit monochromatique si ses arcs ont la méme

couleur.
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Un circuit dans un digraphe m-coloré est dit quasi — monochromatique si tous ses arcs
sont coloré avec la méme couleur sauf peut étre au plus un.

On note par Cj le circuit de longueur trois, dont les arcs sont colorés avec trois couleurs
distinctes, aussi on note par T3 le tournoi transitif dont les arcs sont colorés différemment.

Un noyau par chemins monochromatiques dans un digraphe m-coloré D = (V, A) est

un sous-ensemble N C V' qui satisfait aux conditions suivantes :

1. Vx,y € N, il n’existe pas dans D un chemin monochromatique reliant x et y.

2. Yz € V \ N, il existe dans D un chemin monochromatique de x vers un sommet de

N.

x3

m2
—

x1 x5

F1GURE 2.5. Un digraphe 3-coloré avec un noyau {x, z3}

On appelle fermeture par chemins monochromatiques d’un digraphe m-coloré D =
(V, A), le digraphe m-coloré noté C' (D) ou l’ensemble des sommets V (C' (D)) = V et

I’ensemble des arcs

m | wv coloré avec la couleur i / il existe dans D, un chemin
A (D) =AU

i=1 | monochromatique de couleur ¢ reliant les sommets u et v

Notons que pour tout digraphe D :
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1. C(C (D)) et C (D) sont ismorphes.

2. N est un noyau par chemnins monochromatique de D si et seulement si N est un

noyau de C' (D).

FIGURE 2.6. La fermeture par chemins monochromatiques pour le digraphe de la Figure

2.5

2.2.2 Quelques résultats

L’existence d’un noyau par chemins monochromatique dans un digraphe m—coloré a été
étudiée par plusieurs auteurs suivant les valeurs de m.

Pour m = 1 c’est & dire si un digraphe D dont les arcs sont colorés avec la méme
couleur alors la fermeture par chemins monochromatiques C' (D) est un digraphe transitif
qui admet un noyau donc D a un noyau par chemins monochromatiques.

Pour m = 2 Sands, Sauer et Woordrow ont prouvé dans [16] le théoréme suivant:
Théoréme 2.24. [16] Tout digraphe 2-coloré a un noyau par chemins monochromatiques.

Corollaire 2.25. [16] Si T est un tournoi dont les arcs sont colorés avec 2 couleurs alors
il existe un sommet v de T tel que pour tout sommet x autre que v de T, il existe un

chemin monochromatique de x vers v.
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Preuve. On montre que la fermeture par chemins monochromatiques C (T') est tel que
"tout circuit posséde un arc symétrique”. Soit un circuit C de C' (T') de longueur la plus
petite, il est clair que tous ses arcs sont dans T (sinon on aura des arcs symétriques dans
C), donc au fait un circuit de T', soient x,y et z trois sommets successifs de C' avec (x,y)
coloré par 1 et (y,z) coloré par 2 sans perte de généralité, comme T est un tournoi les
sommets x et z sont forcement reliés. Si larc (z,x) est un arc de T alors soit il est coloré
par 1 ou bien par 2, dans les deuz cas on aura ou bien (x,y) ou (y, z) est un arc symétrique
de C'(T), sinon on aura une contradiction avec le fait qu’on a pris un circuit de longueur

la plus petite. [

Dans le méme article, Sands , Sauer et Woodrow ont posé le probléme suivant:

Soit T" un tournoi m—coloré tel que tout circuit de longueur 3 est quasi-monochro-
matique (7" ne contient pas C3), est-il vrai que 7' contient un sommet v tel que pour tout
sommet x de T" autre que v, il existe un chemin monochromatique de x & v?

Ce probléme reste ouvert pour m = 3.

Pour m = 4 (Si T est un tournoi 4-coloré tel que tout circuit de longueur 3 est quasi
monochromatique alors 7' a un noyau par chemins monochromatiques) ce probléme a été
résolu par H. Galeana-Sénchez et R. Rojas-Monoroy [19] en fournissant le contre exemple

suivant:

FIGURE 2.7. Le tournoi Gg

Le tournoi Gg de la figure 2.7 est un tournoi 4—coloré d’ordre 6 tel que tout 3—circuit

est quasi monochromatique, mais il n’admet pas un noyau par chemins monochromatiques.
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Shen Minggan a montré aussi dans [17] , que le digraphe G5 de la figure suivante est
un tournoi 5-coloré tel que tout circuit de longueure 3 est quasi-monochromatique , mais

il n’a pas de noyau par chemins monochromatiques.

FI1GURE 2.8. Le digraphe G5

Théoréme 2.26. [17] Si T est un tournoi m-coloré tel que tout circuit de longueur 3 est
quasi-monochromatique et tout tournoi transitif d’ordre 3 est quasi-monochromatique,alors

T a un noyau par chemins monochromatiques.

Dans ce qu’il suit, on va présenter quelques conditions suffisantes données par H.
Galeana-Sénchez pour qu’un tournoi m-coloré admette un noyau par chemins monochro-

matiques.

Théoréme 2.27. [18] Si T est un tournoi m-coloré tel que tout circuit de longueur au plus
4 est quasi-monochromatique, alors C (T') est noyau-parfait et donc T admet un noyau par

chemins monochromatiques.

Théoréme 2.28. [18] Si T est un tournoi m-coloré tel que tout circuit de longueur 3 est
monochromatique,alors T' admet un noyau par chemins monochromatiques .
Preuve. On utilise le théoréme précédent de H.Galeana-Sanchez << Si'T" est un tournoi

m-coloré tel que tout circuit de longueur au plus 4 est quasi-monochromatique alors T
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admet un noyau par chemins monochromatiques >>.En effet il siffit de montrer que les
circuits de longueur 4 sont quasi-monochromatiques, car les circuits de longueur 3 sont
monochromatiques donc quasi-monochromatiques.

Soit C' = (x1, Ta, T3, T4, 1) un circuit de longueur 4 de T, si tous les arcs de C' sont col-
orés avec la méme couleur alors c’est fini (monochromatique donc quasi-monochromatique)
donc forcément ils existent deux arcs consécutifs (x1,z3) et (xa,x3) colorés avec deux
couleurs distinctes sans perte de généralité disons 1 et 2. L’arc (x3,m1) n’existe pas
(sinon (x1, o, x3,71) est un circuit de longueur 3 qui n’est pas monochromatique), donc
(x1,23) est un arc de T. Les arcs (x3,x4) et (x4,21) sont colorés avec la méme couleur
[ (sinon on obtient un circuit (1,3, x4,21) de longueur 8 qui n’est pas monochroma-
tique). La couleur | est forcement 1 ou 2 (sinon on aura un circuit de logueur 3 qui est
ou bien (xg, T3, x4, x2) ou bien (x1,Ta,xy4,x1) qui nest pas monochromatique). Donc les
arcs (x3,24) et (z4,21) sont colorés avec 1 ou 2 et dans les deux cas on aura un circuit
de longueur 4 (1, x2, T3, T4, 1) quasi-monochromatique donc T est tel que tout circuit de
longueur au plus 4 est quasi-monochromatique et d’aprés le théoréme précédent T admet

un sommet noyau par chemins monochromatiques. [
Zerrouki et Hadj sadok on démontré les résultats suivants:

Théoréme 2.29. [28] Si D est un digraphe m-coloré sans circuit, alors sa fermeture par
chemins monochromatiques est sans circuit. En outre, D admet un noyau par chemins

monochromatiques unique qui est le noyau de C' (D).

Théoréme 2.30. [28] Si D est un digraphe transitif m-coloré, alors sa fermeture par
chemins monochromatiques est D, et le noyau par chemins monochromatiques est exacte-

ment le noyau de D.

Observation 2.31. [28] Si D est un digraphe m-coloré sans circuit impair, alors il n’est

pas vrai que sa fermeture par chemins monochromatiques C (D) est sans circuit impair.
La figure 2.9 représente le digraphe Cg 3-coloré sans circuit impair, l'arc (x3,x5) est

un arc de A(C (D)), il est clair que C (D) posséde un circuit impair. Ce qui justifie la

remarque précédente.
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F1GURE 2.9. digraphe 3-coloré d’ordre 6

Observation 2.32. /28] Si D est un digraphe m-coloré symétrique, alors il n’est pas en

général qu’il admet un noyau par chemins monochromatiques.

Zerrouki et Hadj sadok ont fourni I’exemple suivant qui confirme I’Observation 2.32

F1cURE 2.10. digraphe symétrique 3-coloré

Définition 2.33. Un arbre est un graphe connexe et sans cycle. Un arbre orienté est
un arbre ou les arétes sont munies d’une orientation avec la possibilité d’avoir des arcs

SYMELTiques.



32

Théoréme 2.34. [28] Si T est un arbre orienté m-coloré (les arcs symétriques sont per-

mis), alors T" admet un noyau par chemins monochromatiques.

Théoréme 2.35. [28] Si C' est un cycle pair orienté m-coloré sans arcs symétriques, alors

C' admet un noyau par chemins monochromatiques.

Ramoul.A [29] a élaboré un algorithme polynomial de la recherche d’un noyau par
chemins monochromatiques dans un tournoi m — coloré de complexité O (n®) et Zer-
rouki.Hadj sadok [28] ont fourni un autre algorithme polynomial de complexité O (n®) qui
détermine un noyau par chemins monochromatiques dans un graphe orienté m — col oré

sans circuits.

2.3 (k,l) —Noyaux dans un digraphe

Un concept plus général que celui de noyau dans les digraphes est le (k,l) — noyau dans

les digraphes avec k > 2 et [ > 1 qui été introduit par M. Kwésnik [20].

Soit D = (V, A) un digraphe. Soient k,l deux entiers naturels tels que k > 2 et [ > 1.
Un ensemble N C V est dit un (k,1) — noyau d’un digraphe D si

1. Ve,o’ € Nyox # 2 onadp (z,2') >k

2. Vye (V\N),Jxe N tel que dp (y,z) <.

Un k — noyau est un (k, k — 1) — noyau.

Pour k=2 et =1, un (k,l) — noyau est un noyau au sens de Berge [4]

Pour k =2 et [ = 2, un (k, 1) — noyau est un quasi-noyau.

Un digraphe tel que tout sous digraphe admet un (k, 1) — noyau (k> 2,1 > 1) est dit
un (k, 1) — noyau-parfait.

Le digraphe de la Figure 2.11 admet {xs, x5} comme un (3,2) —noyau et {z x3 25}

comme un (2, 1) —noyau.
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x1

x3

FIGURE 2.11. un digraphe qui admet deux (k,[) —noyaux

2.3.1 Quelques résultats
Quelques résultats connus sur l'existence de (k, ) —noyau dans les digraphes.

Théoréme 2.36. [21] Tout digraphe a un (k,2k — 2) — noyau.(c’est une généralisation

de la notion de quasi-noyau,).

Preuve. La preuve se fait par induction sur le nombre n de sommets. Pour un digraphe
D avec n = 1 c’est évident. Supposons que si D’ est un digraphe d’ordre n’ < n alors D" a
un (k, 2k — 2)—noyau. Soit zg € V (D) et D* = D[V (D) \ {x € V(D) \ dp(z,z0) < k —1}]}]
Il est claire que |V (D*)| < n, et donc D* aun (k, 2k — 2) —noyau noté S*. Considérons
le deux possibilités suivantes :
S’il existe un chemin dans D de longueur inférieure ot égale a k — 1 alors S* est un
(k,2k — 2) — noyau de D.
S’il n’existe pas un chemin dans D de zgvers un sommet de S* de longueur inférieure

ou égale & k — 1 alors S* U{xzo} est un (k,2k — 1) — noyau de D. O]
Corollaire 2.37. [21] Tout digraphe a un (k,l) — noyau pour ! > 2k — 2.

Puisque un (k, ) — noyau d’un digraphe D est aussi un (k, ") — noyau pour tout I’ > [.
Corollaire 2.38. [21] Tout digraphe posséde un quasi-noyau.

La preuve est une conséquence directe du Théoréme 2.36 en prenant k = 2.
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Définition 2.39. Soit D = (V, A) un digraphe. On appelle puissance p-iéme de D le
digraphe, noté DY, qui a le méme ensemble que D. Deux sommets x et y sont reliés par

un arc (x,y) dans DT s’il existe dans D un chemin de x oy de longueur < p.

Théoréme 2.40. [22] Si N est un (k,l) —noyau d’un digraphe D, pourk > 3 et < k—1,

alors N est un (2,1) — noyau de D*L. (c’est -a-dire un noyau )

Théoréme 2.41. [22] N est un (k,k — 1) — noyau d’un digraphe D si et seulement si N
est un (2,2 — i) — noyau de D*=Y, pour k >3 et i =0, 1.

Théoréme 2.42. [23] Un digraphe sans circuits a un (k,k — 1) — noyau, pour k > 2.

Preuve. Pour k = 2, un digraphe sans circuits a un noyau (d’aprés Théoréme 2.12) qui
est un (2,2 — 1) —noyau. Soit k > 3 et supposons qu'un digraphe D satisfait les conditions
de ce théoréme. Considérons le digraphe D*~1. A partir de la définition de digraphe D*~!
ce dernier n’a pas de circuits, en appliquent le Théoréme 2.12 D¥~! posséde un noyau. En
utilisant le Théoréme 2.42, on a un noyau de D*~! est simultanément un (k, k — 1) —noyau

de digraphe D. |

Théoréme 2.43. [24] Soit un digraphe D tel que ASY (D) est fortement conneze. En
plus, on suppose que pour tout circuit C' de longueur # 0 (mod k) ou bien (a) ou bien (b)

est satisfait

(a) Tout arc de C est un arc symétrique de D

(b) C a au moins k arcs symétriques
alors le digraphe D a un (k, k — 1) — noyau.

Théoréme 2.44. [30] Soit un digraphe D fortement connexe tel que tout circuit de D est

de longueur = 0 (mod k), k > 2 alors D a un k — noyau.

Théoréme 2.45. [30] Si un digraphe D fortement connexe a au plus un circuit C' de
longueur # 0 (mod k) de la forme C = x1,x9, ..., Tppsr, 1, n > 1, k > 2,0 <1 < k
ayant v + 1 cordes de type (Ti,Tiyr+1), (Tiv1,Tivrs2) s s (Tigr, Tiory1), pour un i fizé

1 <i<nk+r, alors le digraphe D a un (k,k — 1) — noyau.
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Observation 2.46. La figure 2.12 montre qu’un digraphe sans circuits peut ne pas pos-

séder un k-noyau (k > 2). En efffet le digraphe de cette figure n’admet pas un 3 — noyau.

X

x1

xd %3

FicUurEe 2.12. Un digraphe sans circuits impairs

Théoréme 2.47. [24] Soit P,, un chemin d’ordre m =nk+r ,n>1et 0 <r < m est

un entier. Alors P, a un (k,l) — noyau si et seulement si k <1+ 1.

Théoréme 2.48. [2/] Soit C,, un circuit avec m =nk+7r ,n>1et 0 <r <m est un

entier. Alors Cp, a un (k,1) —noyau si et seulement si k <l+1 etr <n(l—k+1).

C. Ballbuena, H. Galeana-Sénchez et Muncuy-kak Guevara ont proposé dans [25] une
généralisation de la fonction de Grundy appelée fonction (k, ) —Grundy. Pour cela, ils ont
introduit une notation pour les successeurs a distance r d'un sommet x € V'

Ni(@)={yeV /1<d(zy) <r}
Définition 2.49. Considérons un digraphe D = (V, A) et soitl > 1 et k > 2 deux entiers.

Une fonction ¢g : V' — N est dite une fonction de (k,[) — Grundy si elle vérifie les deux

propriétés suivantes :
1. g(x) =t > 0, entraine que, pour tout j < t il existe un y € N;" (x) avec ¢ (y) = J.

2. g(x) =t, entraine que tout y € N, | () vérifie g (y) # t.
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F1GURE 2.13. Un digraphe qui admet une fonction (3,2) — Grundy

Observation 2.50. [25] Si un digraphe D a une fonction (k,l) — Grundy g, alors S =
{r eV /g(x) =0} est un (k,l) — noyau de D.

2.4 (k,l)-plus-noyau dans les digraphes

La troisiéme généralisation du noyau, introduite par A.Ramoul, M.Blidia [27], est (k,[)-

plus-noyau dans les digraphes.

2.4.1 Définitions

Un sous-ensemble N est un (k, [)-plus-noyau d’un digraphe D = (V, A) si et seulement si
N est un ensemble k-indépendant et [-plus-dominant de D (i.e AT (N) < k—1letVu eV
\ N,

N3 (u)| > 1) avec k,1 deux entiers k > 1 et [ > 1.

Un digraphe tel que tout sous-digraphe induit a un (k,[)-plus- noyau est appelé (k,[)-
plus-noyau parfait.

Un k-plus-noyau est un (k, k)-plus-noyau. Un noyau est 1-plus-noyau ou (1, 1)-plus-
noyau.

Il est clair que dans un digraphe D, si k > A™ (D) alors V est un (k,)-plus-noyau de
D. Donc,on peut supposer que k < A™ (D).

Le digraphe de la figure 2.14 admet {z1, o, 23} comme (2, 3)-plus-noyau.
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FIGURE 2.14. Un digraphe qui admet un (2, 3) — plus — noyau

Observation 2.51. Soit D un digraphe et k,l deux entiers positifs tel que | > A1 (D).
Alors D a un (k,1)-plus-noyau si et seulment si k > A1 (D).

Dans la suite on suppose que [ < A* (D) et k < AT (D).

Observation 2.52. Soit D un digraphe et k,l deux entiers positifs tels que 1 < | < k <
AT (D). Si D admet un (k,1)-plus-noyau, alors pour tout ' tel que I" <1 et tout k' tel que
k<K <AT (D), D admet un (k',1')-plus-noyau.

Notons qu’'un ensemble (k, [)-plus-noyau de D est aussi un ensemble (A™ (D), 1)-plus-
noyau de D.

Lorsqu’une propriété P relative a l'orientation du graphe non orienté associé a D (par
exemple: un digraphe avec une orientation transitive, un digraphe orienté sans circuits
etc...) est aussi satisfaite pourtout sous-digraphe de D, on dit que la propriété est hérédi-

taire dans D.

Observation 2.53. Soit D un digraphe avec une propriété héréditaire et k,l deux entiers
positifs tels que 1 <1 < k < AT (D). D est (k,1)-plus-noyau parfait si et seulement si D

a un ensemble (k,1)-plus-noyau.

Puisque un digraphe (n — 1) /2—régulier dont I’ordre est impair n’a pas un (n — 1) /2 —

plus-noyau, la question qui se pose: quels sont les digraphes qui ont un (k,!) —plus-noyau?
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2.4.2 Digraphes symétriques et digraphes transitifs:

Théoréme 2.54. [26] Pour tout graphe G et k un entier positif k < A, tout ensemble S
qui est k-indépendant tel que i (S) = k|S| — |E (G [S])| est mazimum, est un ensemble
k-dominant de G.

Théoréme 2.55. [27] Si D est un digraphe symétrique et k,l deux entiers positifs tels
que 1 <1<k < AT (D), alors D est (k,1)-plus-noyau parfait

Preuve. Soit D un digraphe symétrique. Considérons UG (D) le graphe non orienté
associé & D. D’aprés le Théoréme 2.54, il existe un sous-ensemble S qui est k-indépendant
et k-dominant (voir Figure 2.15 ). Puisque tous les arcs de D sont symétriques, S est
k-indépendant et k-plus-dominant dans D. Par conséquent S est un (k, k)-plus-noyau de
D. D’aprés 1’Observation 2.52, S est aussi un (k,)-plus-noyau de D, pour 1 <[ < k <

AT (D). Comme la propriété de la symétrie est héréditaire pour les sous-digraphes de D,

et d’aprés I’Observation 2.53, D est (k,[)-plus-noyau parfait. O
x1 =6 x1 =6
2 x5 2 x5
x3 nd w3 nd

FIGURE 2.15. Un digraphe symétrique D tel que UG (D) = P

La Figure 2.15 montre un digraphe D avec deux ensembles 2-indépendants maximaux
dans UG (D) = P, le premier (a) (les sommets noirs) n’est pas un 2-plus-noyau dans D

et le deuxiéme (b) (les sommets noirs) est un 2-plus-noyau et (2, 1)-plus-noyau dans D.

Corollaire 2.56. [27] Si D = (V,A) est un digraphe symétrique complet et k,l deux
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entiers positifs inférieurs ou égaux o AT (D), alors D est (k,l)-plus-noyau parfait si et

seulment st l < k.

Théoréme 2.57. [27] Si D est un digraphe transitif et k,l deux entiers positifs tels que
1 <1 <k<AT(D), alors D est (k,l)—plus-noyau parfait.

Preuve. Soit D un digraphe transitif et k,! deux entiers positifs tels que 1 <[ < k <
AT (D). Puisque la propiété de transitivité est héréditaire pour les sous-digraphes induits
de D, d’aprés 1’Observation 2.52 et I'observation 2.53, il suffit de prouver que D a un
k-plus-noyau. La preuve se fait par induction sur le nombre de sommets. Le théoréme
est trivial pour les digraphes de petit ordre. Si le nombre de sommets de D = (V, A)
est inférieur ou égal a k, alors A™ (D) < k, donc V' est un k-plus-noyau. Ainsi, on peut
supposer sans perte de généralité que |V| =n > k+ 1 et pour tout sous-digraphe D’ de D
dont l'ordre n’ < n, D' admet un k-plus-noyau. Considérons la condensation SC(D) du
digraphe D.

C’est claire que SC (D) est un digraphe acyclique et chaque composante fortement
connexe de D est compléte et symétrique. Soit C; la composante initiale de D (une
composante fortement connexe avec dg ) (v(Cr)) = 0). Soit D'le subdigraphe induit
obtenu de D en supprimant tous les sommets de C;. Puisque D’ est un sous-digraphe
transitif et contient moins de n sommets, D’ posséde un k-plus-noyau S’. Maintenant

nous construisons le sous-ensemble k—plus—noyau de D comme suit.

S’il existe un sommets x de C; tel que dJ, {NJF N S" > k, alors S’ est un k-
plus-noyau de D car tous les sommets y de C[ satisfont dg, (y) = d;f, !N Sy)yns ’ >
k, puisque D est transitif . S’il n’y a pas de sommets x tel que dJ, ‘N 5(r)ns | >k,

soit S = S'U S” tel que S est un ensemble k-indépendant maximal dans D et S” C V (Cy) .
Il est facile de voir que S est un k-plus-noyau de D car chaque sommet de V (C7) \ S” a
un degré d’au moins k£ dans S. Comme D est transitif, tous les sommets de V (Cy) \ S”

ont le méme degré dans S (dans D ). Donc D admet un k-plus-noyau. ]
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2.4.3 Digraphes sans circuits et digraphes sans circuits impairs

Théoréme 2.58. [27] Si D un digraphe sans circuits et k,l deux entiers positifs tels que
1<I<k<AY (D), alors D est (k,l)-plus-noyau parfait.

Preuve. Soit D un digraphe sans circuit et k,[ deux entiers positifs tels que 1 < [ <
k < AT (D). Puisque la propriété ’sans circuit’ est héréditaire pour le sous-digraphe du
D, d’aprés I’Observation 2.52 et I’Observation 2.53, il suffit de prouver que D a un k-plus-
noyau. La preuve se fait par induction sur le nombre de sommets. Le théoréme est trivial
pour les digraphes de petit ordre. Si D = (V, A) est d’ordre inférieur ou égal a k, alors
AT (D) < k, donc V est un k-plus-noyau. Ainsi, on peut supposer sans perte de généralité
que |[V| =n > k+ 1 et pour tout sous-digraphe D’ de D avec l'ordre n’ < n D' admet
un k-plus-noyau. Soit z un sommet source, c’est & dire N () = @. Comme D est sans
circuits, un tel sommet existe et D n’a pas d’arc symétrique. Soit D’ le sous-digraphe
induit obtenu & partir de D en supprimant x. Puisque D’ est sans circuits et contient
moins de n sommets, D’ posséde un k-plus-noyau S’. On distingue deux cas:

17 cas : |Np (z) N S’} > k. Alors S est un k-plus-noyau de D car x au a moins k
successeurs dans S’.

2¢me cas : |Nj ()N S| < k. Comme Np (z) = @, 5" U {z} est un ensemble k-
indépendant et un ensemble k-plus-dominant. Donc, S’ U {z} est un k-plus-noyau de
D.

Par conséquent, dans tous les cas D a un k-plus-noyau. O

Proposition 2.59. [27] Si D est un digraphe complet et k,l deux entiers positifs tels que
1 <I1<k<A"(D), alors D est (k,1)-plus-noyau parfait si et seulement si tout circuit

dans D a un arc symétrique.
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x1

x3 x2

x4

FiGUuRrE 2.16. Un digraphe tel que chaque circuit a un arc symétrique

Proposition 2.60. [27] Pour tout k > 2, il existe un digraphe dont chaque circuit a un

arc symétrique et qui n'a pas un k-plus-noyau. (Voir figure 2.16 )

Théoréme 2.61. [27] Si DB = (X,Y,A) est un digraphe biparti et k,l deux entiers
positifs tel que 1 <1<k < AT (D), alors DB est (k,l)-plus-noyau parfait.

Preuve. Puisque la propriété d’orientation bipartite est héréditaire pour les sous-
digraphes induits de DB, d’aprés I’Observation 2.52 et ’Observation 2.53, il suffit de
prouver que DB a un k-plus-noyau. Soit DB = (X,Y, A) un digraphe biparti. Nous

définissons les sous-ensembles
X1 (O) ,X2 (O) ,Xl (].) ,X2 (].) y ....,X1 (m) 7X2 (m) de X
et les sous-ensembles

Y1(0),2(0), Y1 (1), Y5 (1) ¥i (m) Yy (m) de Y
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comme suit
X100 ={zeX |df(z)<k}
Vi(0)={yeY | di(y) <k}
X2<0>={xeX\X1<0>|dY(O)<)zk}
¥a —{er\Yl()\ MOES
)= {wex\(xi( 0000 N vy (@) < K}
) ={y eV \ (M (0)U Y2 0)) | df 10 () <k}
X (1 {xeX\<X1<>uxz<o>uxl<>>rd+ v (@) =
V()= {ye v\ (H(0)UY2(0)UYi (1) | df, g, ) = K}

X (m)={ze X\ U (X ()UXy ()| d*

Yy (m) = yGY\U( (U Y2 (@) [d" (y></f}
)

=0 Y1(4)

m—1
Yom)=qyeY\U M@HUYL@UYi(E+1)]d, (y)=k
i=0 U Xl(Z)
i=0
Nous continuons cette procédure jusqu'a ce que nous terminons tous les sommets de

DB. Soit r le plus petit entier tel que X; (r+1) = X5 (r + 1) = ¢ et soit p le plus petit

entier tel que Yy (p+1) = Yo (p+1) = ¢. par la construction ci-dessus nous pouvons

r p
voir facilement que le sous-ensemble S = (U X; (z)) U [ UYi(j) | est un k-plus-noyau
,7 =

de DB. En effet, puisque DB est un digraphe biparti les seuls arcs sont entre X7 (i) et
Yi(j)oui =0,...,ret j =0,..,p. Montrons que S est k-indépendant: soit x € S. Si

r € |JX; (i) ,alors il existe [ € {0,1,...,7} tel que z € X; (1), donc d* (x) < k. Si

—1
=0 p

v\ [ v2(5)
1=0



43

p
x e Y1 (4), alors il existe ' € {0,1, ..., p} tel que z € Y7 (I'), donc d*
=0

(x) < k.

-1

x\ U x20)
=0

P p—1
par la construction ci-dessus, nous pouvons voir que (U Y ( j)) C (Y\ UYa( j))
=0

i=0
T r—1
et <UX1 (z)) C (Y\ U X2 (i) | . par conséquent, df (z) < k. Montrons que S est
=0 =0
r p
k-plus dominant, soit z € V' \ S. il est clair que z € [(UXQ (z)) U (UYQ (]))] Si
i=0 =0

r € JXo(i), alors il existe [ € {0,1,...,r} tel que z € X5 (l) et par la construction
i=0

p
ci-dessus on a d, () = k. Stz € UY2(j), alors il existe I € {0,1,..., p} tel que
Une §=0
i=0
z € Y3 (I') et par la costruction ci-dessus on a d* (r) > k.
Uxo
i=0
On suppose que X; (0) # @ et V) (0) # &
si X;(0) =92 (resp.Y1 (0) = @) alors N =Y (resp.N = X) car les seuls
arcs qui existent sont ceux entre X et Y, et si X; (0) = @ (resp.Y; (0) = @) alors
Vee X :df(z) >k (WyeY:di(y)>k). O

Théoréme 2.62. [27] Si D est un digraphe sans circuits impairs et k,l deux entiers

positifs tels que 1 <1 < k < A" (D), alors D est (k,l)-plus-noyau parfait.

2.4.4 La fonction k-Grundy et la fonction caractéristique

Dans [27] A. Ramoul et M. Blidia ont proposé une généralisation de la fonction de Grundy
appelée fonction k-Grundy dans les digraphes ol k est un entier positif et ils ont généralisé

quelques résultats concernant la fonction Grundy et la fonction caractéristique.

Définition 2.63. Soit D = (V, A) un digraphe. Une fonction g : V — N est une fonction

k-Grundy si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

1. Si g(z) =1 > 0, alors pour tout j € N;0 < j < [, il existe au moins k sommets

y € Nj () avec g (y) = Jj.

2. Si g(z) =1, alors il existe au plus (k — 1) sommets y € Nj, (x) avec g (y) = L.
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Théoréme 2.64. [27] Soit D = (V, A) un digraphe. Si D admet une fonction k-Grundy,
alors S ={x €V \ g(z) =0} est un k-plus-noyau.

Preuve. Soit D = (V, A) un digraphe, S = {z € V' \ g(x) = 0} et y un sommet de D.
On distingue deux cas.

1" cas . y € S. Alors g (y) = 0, d’apreés la condition 2 de la Définition 2.64, il existe
au plus (k — 1) sommets = € N}, (y) avec g () = 0. Par conséquent, AT (S) < k, Ce qui
implique que S est k-indépendant.

2¢me cqs 1y ¢ S. Dans ce cas g (y) = [, d’aprés la condition 1 de la Définition 2.64,
pour tout j € N;0 < j < [, il existe au moins k sommets z € N}, (y) avec g (2) = j. Par
conséquent, pour j = 0, il existe au moins k sommets z € N}, (D) avec g (z) = 0, ce qui

implique que d¥ (y) = !NB (y)yns } > k. Donc S est k-plus-dominant. ]

Théoréme 2.65. [27] Si un digraphe D = (V, A) est k-plus-noyau parfait, alors D admet

une fonction k-Grundy.

Corollaire 2.66. [27] Soit D = (V, A) un digraphe.

1. Si D est un digraphe symétrique, alors il admet une fonction k-Grundy.
2. Si D est un digraphe transitif, alors il admet une fonction k-Grundy.
3. Si D est un digraphe sans circuits, alors il admet une fonction k-Grundy.

4. Si D est un digraphe sans circuit impairs, alors il admet une fonction k-Grundy.

Une fonction caratéristique d’un sous-ensemble S dans le digraphe D = (V, A) est une

fonction pg : V — {0, 1} définie comme suit.

lsizeS
Osiz ¢S

ps (z) =

Théoréme 2.67. [27] Soit D = (V, A) un digraphe et k un entier positif tel que k > 2.

Un sous-ensemble S de V' est k-plus-noyau si et seulement si sa fonction caractéristique



45

pg vérifie
> ws(y)

YyeN} (2)

? 13 Ve eV,

s () =1—min
Preuve. Soit D = (V, A) un digraphe et &k un entier positif tel que k£ > 2. Soit S un k-
plus-noyau de D. Siz € S, alors g () = 1. Comme S est k-indépendant, | N}, (z) N S| <

k, il existe au plus (k — 1) sommets y € N}, (z) tel que y € S, il existe donc au plus (k — 1)

Z ws(y)

YyeN} (2)

sommets tels que ¢g (y) = 1, ce qui implique que > g (y) < ket —2F—— < L.
yeEND (2)
> es) > es)
+ xr + xT
D’ou YEND (k) = 0 et min veND (k) ,1 » = 0. Par conséquent, nous avons

Z vs(y)
yeENS (z)

ps () = 1 —min L

Siz ¢S, alors pg (x) = 0. Puisque S est k-plus-dominant, {N; ()N S} > k, il existe

au moins k sommets y € N} (z) tel que y € N} (x), donc il existe au moins k sommets

Z vs(y)

+ €T
y € N (x)NS et ainsi o5 (y) = 1, ce qui imlique que Y. @5 (y) > ket % > 1.
yeN ()
> wsly) > ws)
+ x + x
D’ou % > 1 et min YeND (k) ,1 p = 1. Par conséquent, nous avons
es(y) )
. y€N+(x)

¢s(r)=1-minq | —F—]|,1,.

L Y
Inversement, soit @g la fonction caractéristique d’un ensemble S C V avec pg () = 1—

> es) Yo esly)

yENL () yeN (x)

min | —"5——|,1 Vo € V.Siz € S,alors o5 (r) =1 = l-min{ |—"F—|,1
> es®) > esw) > esw)
d’ott min yEND(k) 13 =0et yeND(k) = 0. Alors, yEND(k) < 1, ce qui

implique que Y s (y) < k et [N} (2) ﬂS! < k. Alors, df (z) < k, Vo € S clest-
yEND (2)
a~dire AT (S) < k. Par conséquent S est k-indépendant. Si z ¢ S, alors pg(z) = 0 =
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Z ws(y) Z vs(y) Z vs(y)

+ X + xr + T
1 — min —yEND(k) ,1 3 d’ou min —yEND(k) 13 =1et —yGND(k) >1
ws(y)
€N+(x) . .
Alors, yDT > 1, ce qui implique que > s (y) > k et !Ng ()N S‘ > k.

yeN] (x)
Alors, df (z) > k, Vo ¢ S. Par conséquent S est k-plus-dominant. Ainsi, S est k-plus-

noyau. O
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CHAPITRE 3

ETUDE ALGORITHMIQUE SUR LA RECHERCHE DE
K-PLUS-NOYAU DANS LES DIGRAPHES

Nous consacrons ce chapitre a notre contribution.

Nous allons donné deux algorithmes qui déterminent un k — plus — noyau dans les
digraphes sans circuits et les digraphes bipartis avec une justification et une étude de
complexité. A la fin nous élaborons un logiciel qui récapitule nos travaux sur la recherche

de k-plus-noyau dans les digraphes sans circuits et bipartis.

3.1 Algorithme polynomial de recherche d’un k-plus-noyau dans

les digraphes sans circuits :

En utilisant ’algorithme suivant, on peut déterminer un k-plus-noyau dans un digraphe

D = (V, A) sans circuits.

3.1.1 Algorithme :

Données : D = (V, A) digraphe sans circuit ; |V| = n , |A| = m et k-entier positif tel
que 1 <k < AT (D).

Résultat : N est un k-plus-noyau de D.

Début

N=¢

Répéter

Ti={zeV|d(x)<k-1}

N=NUT}

V=VA\{yeV\N | df) > k)

D=D[V].



Jusqu’a V = N.
Fin.

3.1.2 Organigramme :

Digraphe D,n,m, k

Procédure de recherche un ensemble k
— indépendant

IF ={xeV|dj(x)<k-1}

D =D(V)

N=T7 UN

V=V\{y e V\N|d}(y) = k}

Non oui

N est un k — Plus — noyau

Fin

48
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3.1.3 Justification et complexité ::

Soit D = (V, A) un digraphe sans circuits. Cet algorithme calcule ’ensemble N aprés
avoir tester le degré extérieur de tous les sommets de V.

Au départ, on pose N = ¢ ; puis l'algorithme calcule 'ensemble I} qui contient les
sommets dont le degré extérieur inférieur ou égal & k — 1; cet ensemble existe est non vide
car le digraphes D est sans circuits (il posséde un puit ) et il ajoute les sommets de '} a
I’ensemble N.

A Tétape suivante, I’algorithme écarte de ’ensemble V| les sommets qui sont de degré
extérieur supérieur ou égal a k dans V.

A la fin, on obtient un ensemble N qui est constitué des sommets de degré exterieur
inférieur ou égal a k — 1 ; c’est & dire N est un ensemble k-plus-indépendant et tous les
sommets qui ne sont pas dans N ; sont de degré supérieur ou égale a k dans N ; c’est -a
dire N est un ensemble k-plus-dominant. Donc N est un k-plus-noyau de D.

Comme le digraphe D est d’ordre fini, alors le nombre d’opérations utilisées dans cet
algorithme est fini.

Cet algorithme est de complexité O (n?) car la boucle repéter est effectuée au plus n
fois, et la procédure de calcul de I’ensemble des sommets de degré inferieur ou égal a k — 1

(F;“) nécessite au plus n opérations.



Exemple 3.1.

x1

x6 > 3

Ficure 3.1. Un digraphe sans circuit qui admet un k — plus — noyau

pour k=1:

N = ¢;

I = {@3};

N =T{UN = {z3};
V ={x1, 23,24} ;

V # N;

I = {w324};

N ={z3,24};

V ={x3,24} = N;

d’ou N est un 1 — plus — noyou dans D.
pour k=2 :

N = ¢;

Iy = {23, 26} ;

N =T5UN = {z3,26};

V =A{x1, 29,23, 24,76} ;

V # N;

50
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F;— :{.’173,374,.776} :N7

V = {x17 X3, T4q, xG}

V # N;
F;— - {$17x37x47x6} :N)
V =N;

d’ott N est un 2 — plus — noyou dans D.
pour k=3:

N = ¢;

Ty = {1, 23,24, 75, 76} ;

N ={x1, 23,24, 75,76} ;

V =N;

d’ou N est un 3 — plus — noyou dans D.

3.2 Algorithme polynomial de recherche d’un k-plus-noyau dans

les digraphes bipartis :

En utilisant ’algorithme suivant, on peut déterminer un k-plus-noyau dans un digraphe

biparti DB = (X, Y, A) d’ordre n avec | X| =ny et |Y| = no.

3.2.1 Algorithme:

Données : DB = (X,Y, A) digraphe biparti ; | X| = ny, |Y| = ny et |A| = m et k-entier
positif tel que 1 <k < A1 (D).

Reésultat : N est un k-plus-noyau dans DB

Début

N=g

X10)={zeX|df(x)<k-1}

Yi(0)={yeY |di @ <k-1)

Si (X7(0) # @ et Y1(0) # @)

alors

X, (0) = {a € X\ X, (0) | df ) (@) = k}
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Y2(0) = {y e Y \ Vi (0) | df,q () =k}
N = X1 (0)UY: (0)
t=1

Répéter

X () =ze x| U X ()X @) tqd L @ <k-1

=0 ()
=0

@)= qveY [ UMOURG] d @) <k-1

x\ U x:200)
=0

=0 Uva
=0
t—1
Yat)=qyeY | UM@E)UY2 (i) UYi(i+1)] tqd, (y) >k
1=0 .
U x1)
1=0

N=NUX;(t)uY;(t)
t=t+1
Jusqua X (t—-1)=Xo(t—-1)=9¢etYi(t—-1)=Yao(t—1)=¢
sinon si (X3 (0) = @ et Y7 (0) = @)
alors (N =X ou N =Y)

sinon si Y; (0) # @

alors N=Y
sinon N = X
fin si;

fin si
fin si

Fin
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3.2.2 Organigramme
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3.2.3 Justification et complexité :

A travers la démonstration du Théoreme 2.61 [27], une technique qui consiste a déterminer
un k-plus-noyau dans un digraphe biparti DB = (X, Y, A); a été décrite.

L’algorithme détermine un k—plus-noyau aprés avoir tester le degré de tous les sommets
de X et Y.

En premier lieu, 'algorithme calcule deux ensembles X (0) et Y; (0) & partir des som-
mets de X et Y respectivement, les sommets de X; (0) (resp.Y; (0)) sont de degré inférieur
ou égal a k — 1 dans Y (resp.X).

Si X;(0) = @ (resp.Y; (0) = @) alors N =Y (resp.N = X) car les seuls arcs qui
existent sont ceux entre X et Y, et si X; (0) = @ (resp.Y; (0) = @) alors tous les sommets
de X (resp.Y’) sont de degré superieur ou égal & k dans Y (resp. X).

Si X (0) et Yy (0) sont tous deux différents de ’ensemble vide; ’algorithme calcule
deux ensemble X, (0) et Y3 (0) qui contiennent les sommtes de (X \ X7 (0)) et (Y'\ Y; (0))
respectivement, et de degré superieur ou égal a k£ dans X (0) et Y; (0) respectivement; et
donc le k—plus-noyau sera (X; (0) UY; (0)).

A Pétape t, algorithme aura calculé une suite des ensembles X (t), Y7 (t), X (t) et
Yo(t) et N =X, (t)UY:(t).

N est bien un k—plus-noyau; car par construction: un sommet de N est un sommet
de (X \ X5 (t)) ou bien de (Y \ Y5 (¢)) donc son degré est inférieur ou égal & k — 1 d’ou
N est k—indépendant; et N est un k—plus dominant car tout sommet de (V' \ N) est un
sommet de (X3 () U Y> (t)) donc son degré est superieur ou égal & k dans (X (t) UY; (2)).

Cet algorithme détermine un k-plus-noyau dans un digraphe biparti DB = (X,Y, A)
d’ordre n avec | X| =ny et [Y| = ng; en O (n?).

La boucle répéter est effectuée au plus n fois, et la procédure de calcul de chacun des

ensembles X (1) et X5 (t) (resp. Y1 (t) et Ya (t)) nécessite au plus ny (resp. ng) opérations.



Exemple 3.2.

x1

y1

y2
x3

y3

x4

Ficure 3.2. Un digraphe biparti DB qui admet un k& — plus — noyau

Pour k=2

X1(0) = {a2, w4}
Y1 (0) = {y1, 93}
X2 (0) = {z1, 23}

N = {x, 24, 91,3} ;

t=1

X;(1) =g

Yi(1) = {y2};

X5 (1) = @;

Y2 (1) = &;

N = {2, 74,91, 92, Y3} ;
t=2

X (2) =@

Y1(2) = &;
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Y3 (2) = &;
d’ott N est un 2 — plus — noyou du digraphe de la Figure 3.2.

Exemple 3.3.
y1
x1
y2
x2
¥3
Ficure 3.3. Un digraphe biparti DB
Pour k = 3;

Y1 (0) = {y1,92, 43} ;
Done N = {y1, 92,93} ;
d’ott N est un 3 — plus — noyou dans le digraphe biparti de la Figure 3.3.

Exemple 3.4.

FicURE 3.4. Le digraphe C}

pour k = 1;
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N = {z1, 72} ot N ={y1,92}
d’ou N est un 1 — plus — noyou dans le digraphe de la Figure 3.4.

3.3 langage de programmation utilisé:

Dans ce projet on a utilisé le langage de programmation MATLAB.

3.3.1 Description du langage MATLAB:

MATLAB est un environnement dédié a I’Automatique et au Traitement du Signal existant
sous Windows et Unix. Il inclut un langage interprété, un éditeur de scripts, un éditeur
de schémas blocs, et la possibilité de construire une interface graphique interactif simple

(fenétres, souris, zones, éditables, labels, boutons ....).

3.4 Interface graphique:

Matlab permet a 'utilisateur de programmer des interfaces graphiques intéractives afin de
présenter ses résultats.

On a construit l'interface de notre logiciel a I’aide de GUIs (Graphical User Interfaces)
sous MATLAB, qui permet aux développeurs de représenter leurs programmes sous forme

des applications.

3.4.1 Description du logiciel Interface sansc

Les figures ci-dessous présentent l'interface graphique du logiciel.



®l
g

08

08

07

06

05

04

03
Déterminer le k-plus-noyau

02

FIGURE 3.5. Présentation de l'interface sansc

Espace de travail : contient les bouton spécifiques au traitement des fichiers entré.

1. Introduire le vecteur des prédécesseurs

4 interface_sansc

1122244556

FIGURE 3.6. Présentation de bouton introduire le vecteur des prédécesseurs
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2. Introduire le vecteur des succeseurs

57657413

FIGURE 3.7. Présentation de bouton introduire le vecteur des succeseurs

3. Introduire la valeure de &k

FIGURE 3.8. Présentation de bouton introduire la valeur de k

Zone de dessin : Aprés avoir fait entrer tous les données d’un digraphe de la Figure
3.1, on peut illustrer le digraphe avec son k-plus-noyau dans la zone de dessin par le
bouton "Déterminer le k-plus-noyau" tel que les sommets en rouge sont les sommets qui

appartiennent au k-plus-noyau.
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| @ interface_sansc - x
1

introduire le vecteur

des predecesseurs 1122244556 Pourk =2
les sommets en rouge sont les qui appartie au k-pli Yy
introduire le vecteur
des succeseurs 2434556363
' introduire la valeur de
kavec (k>=1) 2

Déterminer le k-plus-noyau

FicURE 3.9. Présentation de digraphe de la Figure 3.1 avec son k-plus-noyau dans la

zone de dessin

3.4.2 Description du logiciel Interface biparti

Les figures ci-dessous présentent I'interface graphique du logiciel.



61

& interface_biparti - X

introduire le vecteur
des predecesseurs

introduire le vecteur
succeseurs

introduire la valeur de
kavec (k>=1) 06

03
Déterminer le k-plus-noyau
02

FIGURE 3.10. Présentation de l'interface biparti

Zone de dessin : Apres avoir fait entrer tous les données d’un digraphe de la Figure
3.2, on peut illustrer le digraphe avec son k-plus-noyau dans la zone de dessin par le
bouton "Déterminer le k-plus-noyau" tel que les sommets en rouge sont les sommets qui

appartiennent au k-plus-noyau.
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& interface_biparti - x

Pourk=2
11233566 L ensemble k-plus-noyau esten rouge =2 4 5 7 6
L ensemble hors k-plus-noyau est en jaune =1 3

57657413

Déterminer le k-plus-noyau

FiGURE 3.11. Présentation de digraphe de la Figure 3.2 avec son k-plus-noyau dans la

zone de dessin
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

L’objectif principal de ce travail est I’étude de concept de (k, [)-plus-noyau dans les graphes
orientés, qui & été introduit par Ramoul.A et Blidia.M comme une généralisation de noyau
dans les graphes orientés.

En premier lieu, nous avons fait une étude théorique sur le noyau dans les graphes ori-
entés ainsi que ses généralisations noyau par chemins monochromatiques dans les graphes
orientés m-coloré, (k,l)-noyau et (k,l)-plus-noyau dans les graphes orientés, en citant les
principaux résultats congernant ces notions.

En second lieu, nous avons donné deux algorithmes polynémiaux qui déterminent le
(k,1)-plus-noyau dans les graphes orientés sans circuits et les graphes orientés bipartis.

Beaucoup de problémes restent ouverts dans ce domaine. Comme perspectives, nous
proposons des axes qui peuvent faire ’objet de travaux de recherches ultérieures. A savoir

-La détermination d’autres classes de graphes orientés dans lesquelles le (k,[)-plus-
noyau existe.

-L’elaboration d’algorithmes polynémiaux pour la recherche de (k,[)-plus-noyau dans

d’autres graphes orientés.
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