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Résumé

Ce travail s’inscrit dans le cadre de I’étude de I'existence des solutions algébriques d’équations
différentielles de la forme :
Az, y)dy = B(x,y)dx (1)

ou A, B sont des éléments de 'anneau des séries formelles & deux variables C[[X, Y]]

Il a pour principal objectif de réduire le probléme au cas particulier ou

r=min(O(A),0(B)) <1

avec O(X) désigne I'ordre de la série formelle X,
Cette réduction apparait dans les différentes extensions du théoréme fondamental de réduc-
tion des singularités de I’équation différentielle Ady = Bdx ( Théoréme3.2) di a A. Seidenberg
[4] puis ensuite & Arno Van Dan Esen[l]. Il s’agit de montrer, qu’aprés un nombre fini de
transformations de type : translations, transformations linéaires et éclatements ou " blowing
up ", les solutions de I’équation différentielle Ady = Bdx, dans le cas ou r > 1, correspondent
a des solutions du méme type d’équation, mais dans laquelle » < 1.

En particulier, afin de chercher une démonstration plus simple de ce théoréme, on utilisera
dans ce travail, & coté des différentes propriétés et résultats concernant la paramétrisation

des éléments de C[[X, Y]], la notion de multiplicité de I'intersection des courbes algébriques.

ix



Notations

1. C: Le corps des nombres complexes.
2. C[X] : L’anneau des polynomes d’une indéterminée et a coefficients complexes.

3. C(X) : Le corps des fractions rationnelles a une indéterminée et a coefficients com-

plexes.
4. C[[X,Y]] : L’anneau des séries a deux indéterminées et a coefficients complexes.

5. C((X,Y)) : Le corps des séries rationnelles & deux indéterminées et a coefficients com-

plexes.

6. C((X))* : La cloture algébrique des séries & une indéterminée et a coefficients com-

plexes.
7. a1 # 0, O(a; X™ + ap; X"+ ..) = n : L'ordre de la série a; X" + as X" + .. ..

8. min(O(A),O(B)) : La mesure de complexité a 'origine de 1'équation différentielle :

A(z,y)dy = B(z,y)

9. I(F,G,(0,0)) : la multiplicité d’intersection des séries F' et G au point (0,0).

10. R(X) : Le résultant de deux polynomes.






Introduction

Ce travail s’inscrit dans le cadre de I’étude de I'existence des solutions algébriques d’équa-

tions différentielles de la forme :
A(z,y)dy = B(z,y)dz (2)

ou A, B sont des éléments de 'anneau des séries formelles & deux variables C[[X, Y]], sur le
corps commutatif C, algébriquement clos, et de caractéristique nulle .

Il a pour principal objectif de réduire le probléme au cas particulier ou

r =min(O(4),0(B)) <1

avec O(X) désigne l'ordre de la série formelle X.
Pour min(O(A),O(B)) = O(A) = r, la série formelle A se décompose en une somme de

polynomes homogénes A, ; de degrés r + i :
A=A +A1+...

Le nombre r est une mesure de la complexité pour une équation Ady = Bdx au voisinage de
I'origine. En particulier le point (0,0) est dit singulier pour cette équation si r > 1.

Cette réduction apparait dans les différentes extensions du théoréme fondamental de
réduction des singularités de 'équation différentielle Ady = Bdx ( Théoréme3.2) da a A.
Seidenberg [4] puis ensuite & Arno Van Dan Esen][1].

Il s’agit de montrer, qu’aprés un nombre fini de transformations de type : translations,
transformations linéaires et éclatements ou " blowing up ", les solutions de I’équation dif-
férentielle Ady = Bdx, dans le cas ou r > 1, correspondent & des solutions du méme type
d’équation, mais dans laquelle r < 1.

En particulier, afin de chercher une démonstration plus simple de ce théoréme, on utilisera

dans ce travail, & coté des différentes propriétés et résultats concernant la paramétrisation



des éléments de C[[X, Y]], la notion de multiplicité de l'intersection des courbes algé-

briques. Dans le cas général, on considére I’équation différentielle :

dy dx

Alw,y) o = Bla,y) (3)

ouz=uz(t)ety=y(t), teC.
Une solution de I’équation (2) au voisinage de l'origine est une branche de représentation
centrée a l'origine qui satisfait I’équation (3).

Une telle branche est représentée par une paire non nulle de séries
a(t)=cat+ot’+..., yt)=dit +dot® + ...

qui vérifie : p p
Alw(t), ()= = Bla(t),y(t) =

On prouve alors, dans un premier temps, que I'existence d’'une telle branche analytique de
I'équation (2) est équivalente a l'existence d’un élément irréductible non nul F' de C[[X, Y]]
qui vérifie :
DF = (Ai—l—Bi) F=0modF.
0X oY
ou D est un opérateur différentiel sur 'anneau C[[X,Y]]. Cette équivalence est la meilleure
fagon de relier I'équation Ady = Bdx a 'opérateur Aa% + B%.

Elle nous permet donc d’étudier la réduction sur I’ensemble des opérateurs différentiels
D, et, on est ainsi ramené a établir les différentes propriétés concernant les solutions d’un
opérateur différentiel Aaix + B aiy au voisinage d’un point quelconque de ensemble C2.

L’utilisation des propriétés du nombre d’intersections au point (0,0) de deux séries for-
melles F' et G de C[[X,Y]], noté I(F,G,(0,0)) intervient directement dans les différentes
étapes de la démonstration du théoréme principal.

Ce travail est composé de deux parties indépendantes. La premiére partie est consacrée
aux outils mathématiques, permettant de démontrer le théoréme principal.

On propose alors, dans le CHAPITRE 1, de présenter briévement les propriétés des
branches de représentation et les théorémes principaux, concernant la paramétrisation des
éléments de C[[X,Y]]. Dans le CHAPITRE 2, aprés avoir décrit les solutions d’un opérateur
différentiel

0 0




et expliciter la relation qui existe entre celui-ci et ’équation différentielle Ady = Bdx,
nous étudierons la correspondance entre les solutions de D et son transformé D? | au moyens
des transformations affines et les éclatements.

Le CHAPITRE 3 est consacré a la généralisation de la notion du nombre d’intersection
aux courbes analytique et a la démonstration du théoréme principal.

Dans le CHAPITRE 4, nous donnons une étude complété concernant l’existence des
solutions analytiques d’un opérateur D dans le cas oil la mesure de la complexité de D vérifie
r(D) <1 ,pour F € K[[X,Y]] en général et précisément dans C[[X,Y]] :

0 0







Chapitre 1

Branches de représentations

1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1 Soit f = ag + a1t + agt* + ... , un élément de C[[t]].
On appelle ordre de f le plus petit entier positif k tel que aj # 0.

L’ordre de f est noté O(f).

Exemple
*Sif=ay+ait+ ..., avec ag # 0 ,alors O(f) = 0.

* Si f =0, on convient de donner la valeur O(f) = oo.

Définition 1.2 a) Une branche de représentation est un couple non nul (z(t), (y(t))
d’éléments de C[[t]].

b) On appelle centre d’une branche de représentation (z(t), (y(t)) Uélément (a,b) de C2,
tel que ent =0 on ait : x(0) =a et y(0) =b .

Définition 1.3 Soient (x) = (z1,22), (v) = (y1,y2), deuz branches de représentations.
On dit que la branche (x) est équivalente a (y) si et seulement s’ils existe une série T non

)
nulle de C[[t]], d’ordre O(7T) = 1, qui vérifie y; = x;(1), Vi € {1,2}.

Proposition 1.1 Chaque branche de représentation détermine une unique classe d’équiva-

lence .



Chapitre 1. Branches de représentations

Théoréme 1.1 Pour un systeme convenable de coordonnées, chaque branche de représenta-

tion est équivalente o une branche (x(t),y(t)) , avec :
[L'(t):tn 7y(t>:a1tNI+a2tn2+”' ;0<n<n1<n2<...

Démonstration. R. Walker [5]
Choisir le centre de la paramétrisation comme l'origine d’un systéme de coordonnées

affine, la paramétrisation devient :
Tr=t"(bop+bit+...), n>0

n=t"(co+cit+...), ng >0

avec au moins un des by , c¢q différent de zéro. En échangeant des axes si nécessaire,nous

pouvons supposer by # 0 et :

et :
T=7(1), 7=
donc :
T=1t"(dy +dit+...)" [bo+bi(dit+...)+...]
= t"[dby + (ndidaby + db) + ... + (ndy  dibg + Pi(by, ... by dy, .. dig))t + ]
ou P; est un polynéme en argument. Définir d;, ds, ... successivement par :
dy = bytdy = —(nd}bo) 'ditbyd; = —(ndbo) 'R, i =3,4,. ..,

onaZ=t" (T,7) est la paramétrisation du type requise. O

Définition 1.4 Une branche de représentation (x(t),y(t)) est dite réductible ou non-primitive
s’il existe une série 7(t) de C[[t]], d’ordre O(7) > 1, qui vérifie :
z(t) = z(7(t)), y(t) = y(r(t)), pour une certaine branche z,y de C[[t]].

Les branches non-réductibles sont dites primitives ou irréductibles.




Chapitre 1. Branches de représentations

Le théoréme suivant est un critére pour déterminer la nature des branches analytiques :
Théoréme 1.2 La branche de représentation
(", apt™ + axt" +...)

ot 0<n<ng..., a; #0, pour tout i > 1, est réductible si et seulement st n,ny,no, ..., ont

un facteur commun > 1.
Démonstration. La suffisance de la condition est évidente. Pour prouver la nécessité :

Supposons qu’il existe ¢, avec O(t) = 1 , de sorte que Z(t), y(t) € C[[t"]],r > 1.

Nous montrons d’abord que ¢/t € C[[t"]]. Si ce n’était pas le cas donc ¢ aurait la forme :
E=t(bo+bit" +- +bpt" +ct®+---),

ou bypc # 0 et r t s. Ensuite,

n

Z(t)=t"[(bo+ -+ bpt") +ct®+ -]
— 1" (by+ -+ but™)" + net™ (b + -+ 4 bpt")" T
Comme () € CI[t"]] , nous devons avoir r | n, car T(t) commence par le terme bjt".

apres :
T(E) —t" (bg+ -+ bpt")" = nct" by + -
est un élément de C[[t"]], qui est impossible car r[(n + s). par conséquentt = tz, avec
z € C[[t"]].
Maintenant , supposons qu’au moins un des nq, no, - - - n’est pas divisible par r, et laisser

npe1 le premier est n; si divisible. puis

gt) = (art™ 2™ + - apt™2™) = apgat™* (by + bit" Ao ) 4
= apprby" T 4

le coté gauche de cette equation est nombre de C[[t"]] est le coté droit n’est pas , cette

contradiction implique que 7 doit étre un facteur de n;, et donc le théoréme est prouvé. [J

Exemple :

* (#*,(t* 4+ 1)> — 1) est une branche réductible .

* (0,t) est une branche primitive.




Chapitre 1. Branches de représentations

1.2 La paramétrisation des éléments de C[|.X, Y]]

Définition 1.5 Soit F' un élément de C[[X,Y]]. On appelle paramétrisation de F , toute
branche de représentation (x(t),y(t)) qui satisfait : F(x(t),y(t)) =0 .

Exemple :

La branche (0,¢) est une paramétrisation primitive de F(X,Y) = X.

Proposition 1.2 Soit F' un élément de C[[X,Y]] et (z) = (x1,x2) une paramétrisation de
F. Alors :

e Chaque branche analytique de la classe d’équivalence de (x) est aussi une paramétrisa-

tion de F.
e Si (a,b) € C? est le centre de (x), alors F(a,b) = 0.

Théoréme 1.3 Tout branche de représentation est une paramétrisation d’un élément irré-

ductible de C[[X,Y]]. Cet élément est unique a un élément inversible prés
Démonstration. Voir R. Walker [5] ou W. Fulton [2]. O

Soit F' un élément de C[[X,Y]] avec F(0,0) = 0, on cherche maintenant & montrer la
réciproque du théoréme 1.3, c’est a dire de prouver qu’il existe une paramétrisation du type
(t™,y(t)) centrée a lorigine , telle que : F(t",y(t)) = 0. Pour cela il est convenable de faire
une extension sur la notion de séries.

Remplacant I'indéterminé ¢ par le symbole X" on introduit une relation entre les X/, ou

n=1,2,..., par les définition suivantes :
(Xl/rn>n — Xl/r 7 Xm/n — (Xl/n)m

Une paramétrisation de type qu’on vient de mentionner peut maintenant étre écrite sous la

forme :

(X,7) oug € C[[XY"] et F(X,7)=0.

10



Chapitre 1. Branches de représentations

Puisque C[[X'/"]] € C[[X¥™]] pour tout r € N. Alors la réunion de tous les corps de
fraction des anneaux C[[X'/"]] est un corps noté C((X))* dont chaque élément a(x) s’écrit

sous la forme :

a XM foqp X2 ota; # 0 et mi/ny < mo/ng < ...

*

on définit l'ordre de a(x) par @,on note aussi C[[X]]* I’ensemble des élément de C(X)
n
d’ordre positif. !

Théoréme 1.4 (le théoreme fondamental des courbes algébriques) C((X))* est la cloture
algébrique du corps C((X))

Démonstration. Voir R. Walker |5] ou W. Fulton [2]. O]

Corollaire 1.1 Soit f(X,Y)=ay+ @Y +...+a,Y" , a; ¢ C(x)*, a, # 0.
1. Il existe un unique ensemble d’éléments vy, ...,7, de C(x)* tel que
[(X)Y)=aIL(Y —y;), j=1,...,n. (1.1)
2. 8iO(a,) <O(a;) ,i=0,1,...,n—1, alors Vj, y; sont des éléments de C(x)*.
8. 8i0(a,) =0, O(ap) >0, 0(a;) >0 ,i=1,...,n—1, alors au moins deuzr des Y,
ont des ordres strictement positifs, O(y;) > 0.

Démonstration. Voir R. Walker [5] ou W. Fulton [2]. O

On peut maintenant énoncer le résultat fondamental de ce chapitre :

Théoréme 1.5 Soit F' un élément de C[[X,Y]] avec F(0,0) = 0, Alors il existe une branche
de représentation primitive (x(t),y(t)) centrée a Uorigine telle que F(xz(t),y(t)) = 0. Cette

paramétrisation est unique dans la classe des branches primitives .

Démonstration. D’aprés le théoréeme de préparation de Weierstrass, on peut supposer
que F s’écrit sous la forme : F=Y™4+Y™ B +...+By,ouB;,i=1,...,m—1 sont
des éléments de C[[X] , Puisque F'(0,0) = 0, alors O(By) > 0 donc d’aprés les propriétés
précédentes il existe une solution § € C(x)* , telle que O(y) > 0.

Soit n le plus petit entier positif, pour lequel 7 appartient au corps des fractions de C[[X %]] :
En posant t = X'/ la branche de représentation (", y(t)) , ou y(t) = g(t") est une

paramétrisation centrée 1’origine et primitive d’aprés le Théoréeme 1.2. 0

11



Chapitre 1. Branches de représentations

Corollaire 1.2 Soit (t" , ait™ + ast™ +...) , 00 0 < n < ny < , une paramétrisation
primitive d’un élément F de C[[X,Y]]. Alors pour chaque £ vérifiant " =1, il existe une

solution de l’équation F =0 , de la forme :
e XM 4o gpe™ XM 4 ou ,a; € C (1.2)

Démonstration. Suivant la démonstration du théoréme 1.5 | posons t = X'/™ pour un

certain €” =1 . Alors t" = X, et la paramétrisation (x(¢),y(t)) donne le série
Je = a1e™ XM/ 4 qpe™ XM 4L
comme solution de I’équation F(X,Y) = 0. O

Proposition 1.3 e Soit F' un série homogéne de C[[X,Y]] . Alors on peut écrire F' de

maniére unique sous la forme :

H(aiX +0Y) | a;,b; €C, I; €N, i € I et Tune partie finie de N

7

e Soit ' un élément non nul de C[[X,Y]] ,d’ordre O(F) = r ,alors on peut écrire F sous

la forme : F,. + F.i 1+ ... ou les F; sont des polynomes homogénes de degré 1

Définition 1.6 On appelle tangente de F' =0 au point (0,0) ,tout droite déterminée par les
facteurs linéaires de Fi.
Exemple :
Les tangentes de F(X,Y) = X%+ Y3 — 3X?Y +2X%Y2 + Y4
sont Y, Y —/3X Y +,/3X dans l'espace C?
Remarque :

Si F' est un élément irréductible de C[[X, Y]], d’aprés le lemme de Hensel, F' = 0 a

seulement une tangente au point (0,0) . Donc F, = (aX +0Y)". Le théoréme suivant montre

que le nombre de paramétrisations d’un élément F' de C[[X, Y]] est fini.

12



Chapitre 1. Branches de représentations

Théoréme 1.6 Soit F' un élément de C[[X,Y]]. Alors le nombre de classes de paramétrisa-

tions de F' a lorigine est égal au nombre de tangente de F' au point (0,0).
Démonstration. Voir R. Walker [5] O

Corollaire 1.3 Soit F' un élément irréductible de C[[X,Y]]. Alors F' posséde une seule classe

de paramétrisation centrée a l’origine .

Résumé :

e Toute branche primitive (x(t),y(t)), correspond un élément F' de C[[X,Y]] tel que
F((z(t),y(t)) = 0 et inversement .

e Toute paramétrisation centrée a l'origine d’un élément F' de C[[X, Y]] donne une série
de puissances a; X™/™ + 4, X"/" 4+ ..., comme solution de 1’équation FX,)Y)=0.
Cette solution est dite algébrique sur C[[X, Y]]

e Tout élément irréductible de C[[X, Y]] posséde une seule classe de paramétrisation

centrée a l'origine.

13
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Chapitre 2

Opérateurs différentiels

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1 Soient A, B € C[[X,Y]], On dit que F € C[[X, Y]] est solution de ’opérateur

9, 0. .
D = (Aﬁ +Ba_y) si 3K € C[[X,Y]] tel que DF = KF.

Théoréme 2.1 Soient F' et G des éléments de C[[X, Y]] et D un opérateur différentiel.
1. Si F est solution de D alors pour chaque élément inversible H de C[[X,Y]] on a H.F

est ausst une solution de D.
2. Si F.G est solution de D, avec (F,G) =1 ,alors F' et G sont aussi des solutions de D.

3. Si F et G sont des solution quelconques de D alors F.G et aussi une solution de D.

Démonstration.

1. puisque F et une solution de D alors il existe A € C[[X, Y]] tel que
D.F=\F
donc : VH € C[[X, Y]]

D(F.H) = H.DF + F.DH
— HAF+ F.DH.1
—HMF+FDHV.H : (VeC[X)Y]] eV.H=1)

Alors :
D(F.H)=H.F.(A+V.DH)

15



Chapitre 2. Opérateurs différentiels

et donc :
D(F.F)=0mod (F.H) de plus (H.F)(0,0) = 0 d’ou le résultat.

2. Montrons que F' est solution de D au point (0,0). , Il existe une série A € C[[X,Y]]
tel que :
D(F.G) = F.DG + G.DF = \.F.G

Alors :
G.DF = F(A\F — DG)

et donc F divise G.DF, mais puisque I’ et GG sont premier entre eux , alors divise DF'
. Et puisque O(F) > 1 (car O(F') = 0 implique que F est inversible, d’ou (F.G) # 1)
, alors DF =0 mod F et F(0,0) =0, D’ou la conclusion .

3 Il existe Ay, Ay € C[[X, Y]] tel que DF = M\ F et DG = MG donc :
D(F.G) = F.DG + G.DF = PG MFG = (A + Xo).(FG)
La valeur du produit (F.G) au point (0,0) est égale a :
(F.G)(0,0) =0

Donc F.G est solution de D a Dorigine.

O

Corollaire 2.1 Soit [[; FY une décomposition en facteurs premiers d’une solution de D

dans CI[[X,Y]] alors pour tout i = 1,... ,n; F; est solution de D et la réciproque est aussi
vraie.
Démonstration.

Si [] F! est une solution de D a Dorigine alors d’aprés le Théoréme 2.1 F! est aussi

solution de D pour tout ¢ .En utilisant le fait que :
DFwili — liﬁ;‘li_l

, on obtient que F; est solution de D pour tout i.

16



Chapitre 2. Opérateurs différentiels

Réciproquement , si pour tout ¢ , F; est solution de D ,alors en faisant une récurrence sur
li . . R Py l; .
l; ;,on trouve que F;* est aussi solution de D . Donc d’aprés le Théoréme2.1 ] F;* est solution

de D a lorigine.

e Comme conséquence, pour étudier les solutions de D , il suffit de se restreindre aux

solutions irréductibles.

O

Soit maintenant : A(x,y)dy = B(x,y)dz une équation différentielle, ou A et B sont des
éléments de C[[X, Y]]

Définition 2.2 Une solution nulle a l'origine de l’équation différentielle Ady = Bdx est une
branche analytique, primitive (x(t),y(t)) centrée a Uorigine et qui satisfait

dy dx

0 0
La relation qui existe entre ['opérateur différentiel (Aa— + B8_> et l’équation Ady = Bdx
Zz Y

est explicitée dans le théoreme suivant.

Théoréme 2.2  a) Soit (x(t),y(t)) une solution de Ady = Bdz et soit F' € C[[X,Y]] un
élément irréductible, qui vérifie F(x(t),y(t)) =0 . Alors F est une solution de D

b) Soient F' un élément irréductible ,solution de D et (x(t),y(t)) une paramétrisation pri-
mitive de F,Alors (x(t),y(t)) est une solution de l’équation différentielle A(x,y)dy =
B(z,y)dz

Démonstration.

a) En dérivant la fonction F'(x(t),y(t)) par rapport a ¢t ,on obtient I’équation :

(3_)(9:,3;)-% + (a—y)my)% =0; WVt

i

Mais I'hypothése (x(t),y(t)) est solution de I'équation Ady = Bdx implique :

dy dx
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Cette relation se met sous la forme d’un déterminant :

OF OF
det | 0X 0Y =0
-B A
(z,y)
or 0
car <8_f’ 8_12) # 0 (le raisonnement par l’absurde implique que la branche (z(t),y(t))

n’est pas centrée a l'origine).Donc D(F)(z(t),y(t)) = 0, d’ou la congruence DF =
0 mod F et la valeur de F' au point (0,0) et F'(0,0) = 0. Cela implique que F est
solution de D a l'origine

b) Réciproquement, si F'(z,y) =0et DF =0 mod F, alors

oF dx OF dy

(6_X)(x’y)'£ + (6_Y)(z’y)'£ =0

mais puisque D(F)(x,y) = 0, alors :

OF oF
Alz, y)(@)(z,y) + B(%y)(a—y)(x,y) =0

Donc :

or Oy

det ot ot =0
-B A
(z,y)
. , : : o . oF oOF
Car si ce déterminant n’est pas nul, ¢a impliquerait que (8_X)(I’y) et (8_Y)($’y) sont
nuls, donc la branche (x(t),y(t)) est aussi une paramétrisation de X donc d’aprés
oF F

le Théorémel.3, F' divise X mais ceci est impossible car 'ordre de X ou % est

inférieur a celui de F', D’ou la conclusion.

O

2.2 'Transformations d’un opérateur différentiel

Nous allons maintenant étudier les solution de I'opérateur D , en utilisant trois types de

transformations :
1. Transformation linéaire.

2. Translations.

18
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3. Les éclatements ou "blowing up".

1. En fait on utilisera simplement les transformation linéaires de la forme :

X/ C11 C12 X
Y/ Co1 C29 ' Y
ot ¢;j € C, c11.¢09 — c21.¢12 # 0. Ces nouvelles coordonnées transforment I'opérateur

0 0
en D = Ala—X + Blﬁ_y avec

A1 = DX/ = D(CHX + 012Y) = CHA + ClgB
Bl = DY/ = D(Cng + CQQY) = C21A -+ CQQB

A\ A
(1) ()
A X o) A X
By | “\py

et en passant au déterminant, on obtient la relation :
Bl.X/ - Al.Y/ = d@t(C”)<BX - AY)

comme conséquence, B.X — A.Y est covariant sur les transformation linéaires.
Si r = min(O(A),O(B)) avec A = A, +..., B = B, + ... ou 4; , B; sont des
polynomes homogeénes de C[[X,Y]]. Alors I(D) = I(X,Y) = B, X — A.Y est aussi

covariant.

L’importance de I(D) apparait dans la démonstration du théoréme de réduction des

singularités des équations différentielles Ady = Bdx.

2. La translation consiste a poser X' =X —a ,Y' =Y — b avec a,b € C.

Maintenant traiter la transformation du type 3. Soit de nouveau

F=F +F.+...
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Y
posons X' =X , V' = e ,alors on définit le transformé F’ de F' par :

1
F(X,XY')=F.1,Y)+ XF,(1,Y)+...

X"

F'(X'Y') =
Cette définition implique que pour chaque ¢ € C , F’ peut étre considéré comme un élément
de C[[X",Y" — (]|

Proposition 2.1 Le transformé d’un élément irréductible de C[[X,Y]] avec une transforma-

tion du type 3 est aussi irréductible.

Démonstration. Posons maintenant r» = (D) = Min(O(A),O(B)) ou D est I'opérateur
0 Y
differentiel A— + B— et faisons la transformation X’ = X,Y’ = — on obtient alors le
Ox dy X
transformé D’ de D :
D’:A'i+Bi avec A'=DX'=DX = A(X,XY")
0X oy ’ ’ ’
et

Y. 1 Y'XA(X, XY
B =DY =D(=)=—=B(X,XY') - ’
(X) = xBXAY) X?

B(X, XY’ —Y'A(X, XY"))
X

En supposant que I(1,Y’) = B.(1,Y’) — Y'A(1,Y”’) est non nul, alors :

B'(X'Y)=X"1(I1,Y)+X(...)

D D
T _ - _ T _
On prend alors D' = —— si  I(1,Y')=0, Onpose D' =—_-.

Enfin, on décrit comment les solutions de D correspondent avec les solution du transformé
de D noté DT. n

Théoréme 2.3 Soit F'= (Y —cX)™ + F41 + ... une solution de D au point (0,0)

Alors F/(X',Y') = (Y =)™+ XF,1(1,Y") + ..., est une solution de DT au point (0, c).
Réciproquement, soit F'(X',Y") une solution de DT au point (0,c) avec F' # X' , alors
XX, %)est une solution de D au point (0,0) ot r est défini par :

FO0,Y)=CY" +CoY"™ + ... C, 40
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Démonstration.

a. Soit F' = (Y —cX)" + Fy1 + ... ,m > 1 une solution de D au point (0,0),alors il
existe A € C[[X,Y]] tel que DF = A\.F'A
Supposons que I(1,Y’) # 0, Alors le transformé DT de D aprés un éclatement s’écrit
D'F’
X1

D'F' =
ou = Min(O(A),O(B)) et D'F' =1+ II ,avec :

—mF(X, XY").AX, XY")

I= Xerl

et
1 oF oF oF
_ % Ly gy 98
oAy T ay T oY
/ li

I'hypothése DTF' = X1 implique les relations :

17

. —mF(X.Y)A 1 0F .1 _,0F _ OF
D'F' = Smt +Xm{Aa_X+A'aX‘Ya_Y+B‘X'@_y
 mP(X,Y).A 1 ,OF 1 OF
= X txmdox TP xmay

—mF'(X,Y)A" 1 _ OF OF
X txm {Aa_x + Ba_Y
—m.A.F’ 1

= DF
X +Xm

de plus puisque X" divise A et D'F’ =0 mod X'F’ dans C[[X,Y’ — ¢]] alors :
1
DTF' =0 mod F' (car DTF' = ?DF’ ), d’ou le résultat.
b. D’aprés le théoréme de préparation de Weierstrass et la proposition2.1,on peut écrire

F' sous la forme :

(Y — ) + B (Y —¢) '+ ...+ By ou s=O0(F(0,Y")

Y 1
=) = (Y = eX)* + By X(Y — eX)* " 4 ..+ X°By

X XSY
Posons F'= X°F'(X, }) ,puisque F” est solution de DT au point (0, ¢) il existe donc

A € C[[X,Y" — (] tel que D'F" = \.F".

donc : F'(X
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Y
En calculant DF(X,Y) on trouve : D(X*F'(X, Y)) =1+1Iou:

Y oOF’
_ s—1 / - s
I=sXMAXY)F/(X, ) + XPAXY) 5o
. Y OF ., OF
IT=X"AXY) 47 50 + X B(X,Y) o

donc DF = sX*TA(X,Y)F(X,Y') + X*D'F'
Supposons que D'F' = X" DT F’ alors

DF = sX* TAX,)Y)F'(X,Y') + X*T"\F'
mais puisque X" divise A, D'F' = AF'X" et FF = X"F'(X,Y’) alors

DF = s A(X,Y).F(X,Y) + AX".F(X,Y)

— 1
ou A= YA(X’ Y), donc DF =0 mod F. D’ou le résultat cherché.

O

Corollaire 2.2 Soit F(X,Y) =Y — >..¢;X" une branche linéaire solution de D au point
(0,0). Alors F'(X",Y") = (Y'—¢) =Y, ;X" est une branche linéaire solution de DT au point
(0, ¢1).

Réciproquent, soit F'(X'.Y') = (Y' —c¢) — >, ;X" une branche linéaire solution de DT au
point (0,¢) .Alors Y —cX =3, ;X" est une branche linéaire sans tangente vertical, solution

de D au point (0,0)

Démonstration. C’est le cas particulier de m = 1 du Théoréme 2.3 0

Résumé :

e [’existence d’une branche primitive, solution de I’équation Ady = Bdx est équivalente

a I'exist d’ lution irréductible de I'opérat D(A—=+ B—
a l'existence d’une solution irréductible de 'opérateur D( 8X+ (9Y)

e Tout paramétrisation, solution de I’équation différentielle Ady = Bdzx ,donne une série

a V™ 4+ a2*™ 4 ... comme solution algébrique de I’équation Ady = Bdz.
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Chapitre 3

Multiplicité d’intersection de courbes

algébriques analytiques

3.1 La multiplicité d’intersection d’éléments de C[[X, Y]]

On commence d’abord par la notion d’ordre d’une série formelle a deux indéterminées,

puis on donne la définition du nombre d’intersections d’élément de C[[X, Y]].

Définition 3.1 Soient F' un élément de C[[X,Y]] et 6 = (x(t),y(t)) une branche de C[[t]],
On appelle ordre de F sur &, noté Os(F), Uordre de la série F((x(t),y(t)) par rapport a t.

Exemple :
Soient F'(X,Y) = X?+Y?et d = (t2,¢3) , alors F(0) =t*+1t%, dou Os(F) = 4.

Proposition 3.1 Soient F,G € C[[X,Y]], et 6 une branche de C[[t]], Alors :
Os(F.G) = Os(F) + O4(G).
. Si 0 est centrée a lorigine et F(0,0) =0, alors O4(F) = 0.
. Si 0 est une paramétrisation de F , alors Os(F) = oo.
. Si 0" est une branche équivalente a § , alors Og (F) = Os(F).
Théoréme 3.1 Soient de F' et G deux élément non nuls de C[[X,Y]]. Alors la somme des

ordre de F' sur les différentes classes de paramétrisations de G au point (0,0) est égale a la

somme des ordres de G sur les différentes classes de paramétrisations de F au point (0,0).
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Démonstration.
Supposons que F' et G sont des éléments de C[[X, Y]], D’aprés le corolairel.l, les séries
F et G s’écrivent :

%

I
3
[
S

F(X)Y) = Y —w), GX,Y) = (Y - ZZ) (3.1)

1

@
Il
—

1

et leurs ordres est O(F) =m,O(G) = n , avec m,n > 1 et 7;, Z; € C(X)*.

Soit g; une série associé & une paramétrisation :

pP= (tr, Zbiti> (3.2)
de F au point (0,0), avec 7,4 > 1, donc 3.1 et 3.2 impliquent :
G (tr, Zb,-ti) —at"+ ..., a#0, on Op(G)=N (3.3)

Si O0,(G) = oo, alors la série atV + ..., est remplacée par une série nulle . Le corollairel.2
implique existence des paramétrisations de F' équivalentes a P de la forme (¢, >, b; £ t), ou
e est une racine 7°™® de 1'unité, de plus nous avons des racines ¢, de I'équation F'(X,Y) =0

de la forme :
ﬂ)\:b1€>\X1/T+b28)\X2/r+... (34)
Donc d’aprés 3.3, on obtient :
G(X,7) = aX® A+ ...
, et de la méme maniére G(X,75) = acYX® 4 ... d’ou :
[[ex ) =bx¥+... b#0
A

Donc, si on fait le méme raisonnement pour chaque classe de paramétrisation de F' a

I’origine, on trouve :

@)

[[6G@.0)] =) 0,0,

le produit porte sur toutes les racines y, de F(X,Y) et la somme porte sur les différentes

classes P de F' a l'origine.
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Maintenant soient Zg, Zg deux racines de 'équation G(X,Y) = 0 avec O (Z3) = 0, alors :
H G(X,¥a) = H (Ja — Eﬁ) H (Ja — Eﬁ’)
[e] a,B apf

donc :

> 0,(G) = O(] [ (5 = 26)) + O(] [ (B0 — 261))

a,f a,B
Mais puisque Zg (0) # 0, alors si Zg/(0) # §a(0) on a O (§, — Zg) =0, d’o

> 0p(G)=0 (H (o — ZB)) =0 (Haﬁ (Za — 276))
P a,B 7
= 0q(F)
Q

ou la derniére somme porte sur les différentes classes de paramétrisation de G au point (0.0),

d’ou le résultat.

On peut maintenant définir le nombre d’intersection de deux éléments de C[[X, Y]] :

Définition 3.2 Soient F' et G deuz éléments non nuls de C[[X,Y]]. On appelle nombre
d’intersections, ou multiplicité d’intersection de F et G au point (0,0), le nombre Y, Op(G)

ou P décrit i les classes de paramétrisation de F au point (0,0).

On noté I(F,G,(0,0)) la nombre d’intersections de F' et G au point (0,0). Les proposi-
tions suivantes relient le nombre d’intersection de F,G et leurs résultant R(X), en prenant
F,G comme des éléments de C[[X]][Y] :

Proposition 3.2 Soient F' et G des élément de C[[X, Y]],qui n’admettent pas de points d’in-
tersections sur Uaze des Y (sauf peut étre a 'origine). Alors l'équation R(X) = 0 admet

lorigine comme racine de multiplicité égale au nombre d’intersections de F' et G au point
(0,0).

Démonstration.
Comme nous ’avons démontré dans le théorémel.4 ,Les séries F' et G se mettent sous la

forme de produit :

F=TI0 o) [[OV —5) et G=T[(v —2) [[(V — 2.
o ﬁ

/ ﬁ/

e
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les indices «, 3, o/, 5’ sont dans N

avec :

O (§a) >0, O(z3) >0, O(ya) =0, O(z3) =0.

Les propriétés de R(X) impliquent alors la décomposition :

R(X) = H (Yo — 26) ) H (Yo — Zﬂ) ’ H (o — ZB’) ’ H (Yo — 55’)'

agh o' a,p’ o B

@ (H (Jor — ZB)) =] @ — Zﬁ)) =0
o',B a,s’

alors O <Ha,75, (Yor — 25/)> = 0, car O (Yo — Z3) # 0 pour certaines o/, Zg, donc yur, Zz
commencent par une méme constante a # 0, par suite les, classes de paramétrisation corres-
pondantes auront le méme centre (0, a) sur I’axe des Y, donc F'(0,a) = G(0, a), contrairement
a 'hypothése que F' et GG ne posséde pas de points d’intersection sur I’axe des Y autre que
(0,0). Donc :

O(R(X)) =0 (H (T — zj>> :

a7ﬁ
= le nombre d’intersection de F' et G a l'origine. 0J

Proposition 3.3 Soient F' et G des éléments de C[[X, Y]] et P une classe de paramétrisation

de F' a lorigine. SiOp(G) = oo alors F' et G possédent un facteur commun.

Démonstration. Si Op(G) = oo, alors G(P) = 0 donc P est une paramétrisation de F' et
G au point (0,0), donc les propriétés du résultant de F' et G impliquent R(X) = 0, donc F
et GG possédent un facteur commun . O

Donc, d’aprés le théoréme 1.6, le nombre d’indices P dans la somme »_ Op(G) de la dé-
finition de I(F, G, (0,0)) est fini.

Remarque :

On peut définir généralement le nombre d’intersections de deux éléments de
C[[X —a,Y —b]],a,b € C de la maniére suivante : si ' et G sont des éléments de C[[X —
a,Y — bl], alors :

I(F,G,(a,0)) = > 0p(G) =) Qquw
P Q
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ou P et () sont les classes de paramétrisation de F' et G respectivement centrées au point
(a,b).

3.2 Nombre d’intersections

Les principaux résultats concernant la notion du nombre d’intersection de deux éléments
de C[[X, Y]] sont démontrés dans les propositions suivantes :
Proposition 3.4 Soient F,G, Fy, Fy, Des éléments de C[[X,Y]] et le point 0 = (0,0) :

a)- I(F,G,0)=I(G, F,G).

b)- Si O(F) =0, alorsI(F,G,0) = 0.

c)- Si F et G ont un facteur commun, alors I1(F,G,0) = oco.

d)- I[(F, F>,G,0)=1(F,G,0)+1(F,G,0).

e)- I(F+ AG,G,0) = I(F,G,0) pour tout A € C[[X,Y]].

Démonstration.
a- Par hypothese I(F,G,0) =, Op(G) = 3, Oq(F) = I(G, F,0) , out P et () repré-
sentent respectivement les différentes classes de paramétrisations de F' et GG au point
(0,0).
b- Si O(F) =0, alors F'(0,0) = a # 0. donc en calculant F(P) pour une paramétrisation
P de G au point (0.0) on trouve que :

F(P)=a+bt+.... dou Op(F)=0 et I(F,G,0)=0.

c- Si F' et G. ont un facteur commun, alors leurs résultant R(X) est nul, donc d’aprés la

proposition3.2, on a :
oo =O0(R(X))=I(F,G,0) , d’ou le résultat.

d- Par hypothése O(z(t),y(t)) = O(z(t)) + O(y(t)), pour x,y € C[[t]]
donc : Op (Fl,Fg) = Op (Fl) -+ Op (Fg), d’ou :
I

F17F27G70>:ZOP(F17F2)

= Z [Ona (Fl» Op (Fz)]
= I((F,G,0) + I (F3,G,0).
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e- Soit A € C[[X,Y]] et P une paramétrisation de G au point (0,0). Alors l'ordre de
F 4 AG sur P vérifie :

Op(F + AG) — O(F(P) + (AG)(P)) = O(F(P)) = Op(F).

(car G(P)=0):Dou I(F+ AG,G,0) = I(F,G,0).

Proposition 3.5 Soit F' un élément de C[[X,Y]] et O = (0,0). Alors :
1) I(F,X,0) = Oy(F(0,Y)) = lordre de la série F(0,Y) par rapport a y.
2) I(F,X,0) = O(F) si et seulement si F' n’admet pas X comme tangente au point (0,0).

Démonstration.
En utilisent le théoréme de préparation de Weierstrass, on peut écrire F' sous la forme
F=H (Y"+B.,Y"'+...+ BY + By),ouV B, € C[[X]] et B;(0) = 0, avec r qui vérifier :

F0,Y)=CY" "+ CoY™ +...,C. # 0, ot H est un élément inversible de C[[X, Y]],
donc r = O,(F(0,Y)).
D’apreés la proposition 3.5-(4) :

[(F,X,0) = I(H,X,0)+1(Y" +...+ By, X,0).

Par hypothése H est en élément inversible, alors : H(0,0) # 0, c’est a dire que O(H) = 0,
d’ot d’apreés la proposition 3.5-(2) :I(H, X,0) = 0, donc [ (F, X,0) =1 (Y"+ ...+ By, X,0).
De plus dy = (0, t) représente I'unique classe de paramétrisation de X au point (0,0), ainsi :
I(Y"+...4+By,X,0)—0s,( Y +...4+ By),d ou I(F, X,0) =0 (t") = O,(F(O,y)) =r.

Supposons que F = HFZ"’ et F; sont des éléments irréductibles de C[[X,Y]]. alors d’aprés
la proposition 3.5-(4) :

I(F,X,0) =Y I(F" X,0)=> I(F,X,0)"

Donc si F' n’admet pas X comme tangente, alors V;, F; n’admet pas aussi X comme tangente
(les tangente de F' au point (0,0) sont les différentes tangentes des F; au point (0,0)). Donc

on peut écrire Fj sous la forme :

FF=Y —¢X)™+...=Y™+....avec ¢; € Cet O (F;) =my
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O(F)=0({t™)=n;=0(F,),donc: I (F;,X,0) =0 (F;),Vi. Alors :

I(F,X,0) =Y O(F)" = O(F).
i=1
Si F' admet X comme tangente, alors il existe ig € {1,...,...,n} tel que X soit aussi une

tangente de F; au point (0,0), donc F; s’écrit sous la forme :
XMoo+ ..., onmy, = O (F;,).Dou Os, (F;,) = O (F;,(0,1))
=0y (Fy, (0,y)) > O (F,).
Par suite : I(F, X,0) = Od (F) = O,(F(O,y) > O(F), c’est a dire que I(F, X,0) # O(F),

d’ou la condition nécessaire . . O

Proposition 3.6 Soit G un élément irréductible de C[[X,Y]], qui n’admet pas X comme

tangente et P = (x(t),y(t)) une paramétrisation de G a l’origine, alors :
1(G, X,(0,0)) = O(z(t)) = O(G).

Démonstration.
Notons dp = (0,t) 'unique paramétrisation de X au point (0,0), alors d’aprés la propo-
sition 3.4 I(G, X, (0,0)) = O(G), mais puisque G est irréductible alors d’aprés le corollaire

1.3, P représente I'unique classe de paramétrisation de G' au point (0,0), d’ou le résultat :
I(G, X, (0,0)) = Op(X) = O(x(t))
O

Proposition 3.7 Le nombre d’intersections de deux éléments de C[[X,Y]] est invariant par

les transformations affines.

Démonstration.

Il suffit de vérifier le cas des transformations linéaires. Soient F,G € C[[X,Y]] et P =
(x(t),y(t)) une paramétrisation quelconque de F' au point (0,0). Alors en utilisant la trans-
formation X; = aX 4+ bY, Y] = ¢X + dY avec ad — bc # 0, on obtient une paramétrisation
p1 = (21(t),y2(t)) du transformé F de F' au point (0,0), sur le plan (X;,Y7), avec :

(o)=L e ] ()
y1(t) c d y(t)
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On déduit alors que :
F(P):F1<P1):0

et
O(G(P)) =0 (G1 (1))

D’ou :
I(F,Gh, (0,0)) ZOpl Gh) = ZO I(F.G.(0,0)

Soient maintenant F' et G des éléments de (C[[X, Y]] qui n’ admettent pas X comme
tangente au point (0,0), alors on peut écrire G sous la forme : G(X,Y) = (Y — cX)™ +
Gmi1 + ..., ot G; sont des polynome homogénes de degré . De plus 'unique classe de

paramétrisation de G a l'origine, représentée par v = (x(t),y(t)) est de la forme :

x.o.x(t)=t"+ ... ylt) =ct™ + ..., avec m = O(G).

En utilisant la transformation X; = X,Y; = Y/X, on trouve que le transformé G de G

s’écrit sous la forme :
GX,Y)=W—-0)"+XGni1 (Ly)+...,00 G €C[[X,Y —(]].

On peut aussi supposer que F” ( le transformé de F' ) est un élément de C[[X,Y" — ¢]] donc
en utilisant (*) on peut vérifier que la branche §' = (2/(¢),y/(¢)) ou :

dt)=x)=t"+... Y{t)="FL=+at+....

est une paramétrisation de G au point (0,0). D’ou, en posant n = O(F),

O5(F) = O(F(x(t),y(t)) = O (F («/(1), 2'(t) = /(1))
= O (™, F'(«'(1), y'(1))) -
= Oy (X", F' (X'Y"))
Donc :

05(F) = Oy <X”, F (X, Y)) (k%)
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Proposition 3.8 Soient F' et G des éléments de C[[X,Y]]|, qui n’admettent pas X comme

tangente et G irréductible, alors :
I(F,G,(0,0)) = ma + I <F G, (0, 0)) .
ot Y — cX est la tangente de G au point (0,0) et n = O(F),m = O(G).

Démonstration.

En utilisant la proposition 3.4-(d) et 'égalité (**) on obtient
I(F, G, (0,0)) = O5(F) = Og (X", F'(X,Y") = Oy (X") + Oy (F'(X,Y")
= Oy (X") + 1 (F @' (0, 0))
de plus on a :

Oy ((X™) = n.0(t) —n.0O (2/(t)), alors :
I(F,G,(0,0) =n-0(z'(t)) + I(F',G, (0,0)). mais puisque O (z'(t)) = O(G) = m, donc :

I(F,G,(0,0)) = n.m+ I (F',G",(0,0))

La notion du nombre de multiplicité d’intersection ainsi définie est maintenant la méme que
lorsque on se restreint au cas des courbes planes de [6] , car le I(F, G, (0,0)) satisfait les
principales propriétés requises dans [6] et ceci montre donc 'unicité d’un tel objet .

Enfin, on arrive maintenant a la démonstration du résultat principal de cette partie. 0]

Théoréme 3.2 Soit D = A%+ B2 un opérateur différentiel, avec (A, B) =1 et r(D) > 1.
Alors aprés un nombre fini de transformations du type 1,2, 3, les solutions de D au point (0,0)
correspondent o des solutions d’un opérateur différentiel D' en un point (0,c), de mesure de

complexité r (D) < 1.

Démonstration. Posons d’abord A = A, + A1+ ..., B=B.+B,.1...,our =r(D) =
min(O(A4),O0(B) > 1.

En rappelant que (D) = X B, — A.Y, on considérera deux cas :

1ér cas : I(D) = 0. Alors XB, = A,Y donc A,, et B,, ne sont pas nuls (si non r(D) est
supérieur a r ).

Soit F' = (Y + ¢X)™ + Fiq1 + ..., un élément irréductible de C[[X,Y]]. solution de D a
l'origine (si F' admet X comme tangente on applique alors une premiére transformation, en

changeant les roles de X et Y ).
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Donc F', le transformé de F' a I’aide la transformation du type 3, est une solution de DT

au point (0, c), avec :

0 0
D' = (A (LY)+ XA 0 (LY + .. ) s+ ()5
. Si A.(1,¢) # 0, alors 'élément A, (1,Y’) + X, 11 (1,Y’) + ..., est inversible dans
Cl[X,Y"—¢]], car A,(1,c) est le terme constant de cet élément, donc on voit que
i) )

lorsque on divise DT par cet élément on obtient un opérateur de la forme s T )ay

qui représente une réduction au cas r = 0.
. SiA,(1,¢) = 0, alors A, contient le facteur linéaire Y —cX et puisque X B, = YA , alors
A, contiens aussi le facture X ,donc A, # (Y — cX)" et degA, (1,Y’) < r —1, ce qui

implique que l'ordre de 1’élément :
A (LY') + XA (1, Y’) iy

est inférieur & » — 1. Donc r (DT) < r — 1 et nous avons ainsi une réduction au cas
<r-—1.
Donc si I (D7) = 0 alors en faisant une deuxiéme transformations du type 3 sur DT
on obtient soit une réduction au cas r = 0, soit une réduction au cas < r — 2. D’ou
aprés un nombre fini de transformations du type 3 , on arrive & une réduction au cas
r < 1, a condition qu’a chaque fois la relation I (DT) = 0 soit satisfaite.
2éme cas : [(D) #0
Soit A, # 0 (on peut aussi supposer que B, # 0 car il suffit d’utiliser la transformation
linéaire X' = X, Y’ = X +Y pour obtenir un opérateur D’ dans lequel A’ = A, B'= A+ B
et d'ou A = B/ # 0, de plus avec un argument similaire, on peut supposer aussi que A et
B n’admettent pas X comme tangente au point (0,0) ) . Soit de nouveau F' une solution

de D a lorigine possédant Y — ¢X,c # 0, comme tangente au point (0,0). Alors par une

transformation X' = X, Y’ = %, F correspond a une solution au point (0, ¢) d’un opérateur
différentiel : 5 5
DT = XA(X,Y)—= +B(X,Y) =Y A(X,Y)=—.
(V) 4 B Y) = VA (X V)

avec B (X,Y') = Y'A(XY') = B.(1,Y —Y'A.(1,Y) + X(...)

=I(LY +X(..)...... (1).
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Comparons maintenant :
(x) = I(A, B,(0,0)) avec (sx)=I(XA B —Y'A (0,¢)),
en montrant que (x) — (x%) > 1si 7 > 1. On a d’aprés la proposition 3.4- (d) :
(k%) = I(X,B' = Y'A',(0,c) + I(A', B' = Y'A', (0, c)).
et d’apreés (I) et la proposition 3.4-(e) on obtient :
(i) = I (X, 1 (1,Y?),(0,¢)) + 1 (A’, B, (0, c))

On peut supposer que A,(1,¢) = 0, car dans le cas contraire I’élément A’ (X,Y”) serait
inversible dans [[X,Y" — ¢]] et donc en divisant DT

par cet élément, on obtient une réduction au cas r < 1. On peut supposer aussi que I(1,¢) =0,
car si I(l,¢) # 0, Pélément I(1,Yn est inversible dans C[[X,Y" —¢]], d’ot1 en divisant DT par

1 (1, Y’) on obtient une réduction au cas r = 0, Comme conséquence :
B.(1,¢) = B,(1,¢) — A, (1,¢) = I(1,¢) =0,

donc le point (0, ¢) est un point d’intersection de A" et B’ sur I'axe X = 0.

D’ou d’aprés la proposition 3.8 :
() =72+ 1 (4B, (0,0))
. donc :
(#) — (+%) = 12 + 1 (A’, B, (0, c)) ~I(A*, B'(0,¢)) — I(X, I(1,Y), (0,¢)).
d’ou :
(%) = (%) > 7 = (r +1)
en utilisant le fait que d’aprés la proposition 3.4 :

I(X, I(1,y).(0,c)) = deg I (1,y) = deg (B, (L,y/) = A, (1)} <7 + 1,

alors si 7 > 1, on a évidemment que (%) — (xx) > 1. O
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Résultat : '

I(A,B,(0,0)) > I(A, B,(0,¢)),sir > [, De plus, puisque (A, B) = I, alors d’apreés la pro-
position 3.1 : I(A, B, (0,0)) < oo, d’oit on obtient une réduction par le simple argument que
la chaine strictement décroissante des nombres naturels : (A, B, (0,0)) > I(A, By, (0,¢)) >
I(As, By, (0,¢)) ..., en posant A; = A’, By = B’ doit s’arréter .

. N , / < . ~ . .
En arrivant a 'opérateur D" = A/aix + B’%, ou la chaine s’arréte, on doit avoir r (D) < I,

dans le cas contraire on cherchera de nouveau un opérateur pour lequel le nombre d’intersec-

tion est inférieur a I (A’, B, (0, ¢)), ce qui est contradictoire. D’ou le théoréme.

Soit Ady = Bdz une équation différentielle, avec Min(O(A), O(B)) > 1. Alors, aprés un
nombre fini de transformation du type 1,2,3, les solutions nulles & I'origine de I’équation

Ady = Bdz, correspondent a des solutions nulles en un point (0,¢) d’une équation différen-
tielle A'dy = B'dx, avec Min (O (A’),0(B')) < 1.
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Chapitre 4

Etude du cas ot la singularité est simple
(D) < 1)

Ce chapitre contient une étude concernant les solutions de 'opérateur différentiel D =

A% + B2 ,donné par A. Seidenberg [4], lorsque la singularité est simple (r(D) < 1).

4.1 L’existence des solutions

Dans ce paragraphe nous allons considérer la question de I’existence des solutions au voi-
sinage d’un point singulier ( Porigine) ou A, B € K[[X, Y]] avec K un corps algébriquement

clos et de caractéristique zéro.

Théoréme 4.1 opérateur différentiel D = Aa% + Ba% Pour chaque opérateur différentiel

D il existe une solution nulle a [’origine.

Démonstration.
Soit Ady = Bdx 1'équation différentielle équivalente a 'opérateur différentiel D,

Considérons le systéme suivant :

@ — Az, y)

(5)
% = B(x,y)
D’aprés Picard [3] le systéme (S) n’est pas équivalent a 'équation Ady = Bdx, mais

chaque solution de (5) est solution de I’équation Ady = Bdx.
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Considérons d’abord une solution du systéme (S) :(ag+ait +... , bo+bit+...), et

comparons ensuite les coefficients de ¢ dans & = A(X(t),Y(t)).

On trouve alors que pour chaque i :
(i+1>ai+1 :P'L'(a07"'7ai ) bOa"'abi) (41)

ou P; est un polynéme en ag, ..., a;, by, ..., b;,carles termes en fonction de a;.y , bjrp, k>

0 sont utilisés pour obtenir une puissance de ¢ supérieur a ¢. On trouve aussi pour chaque i :

(Z+ 1)bi+l = QZ (CL(),...,CLZ‘ y bo,...,bi) (42)

et ceci en comparant les coefficients de t* dans % = B(X,Y).
Donc en résolvant successivement les systémes 4.1 et 4.2 , on obtient tous les coefficients
ai,ao, ... , by,be, ..., avec ag, by étant arbitrairement choisis .

Donc pour obtenir une solution nulle a I'origine, il suffit donc de prendre ay = by = 0.

e Dans le cas ou K = C (le corps des nombres complexes) le probléme d’existence
est résolu en appliquant au systéme (S) le théoréme fondamental de I’existence des

solutions d’équations différentielles du premier ordre.

0

4.2 Etude des solutions au voisinage d’un point non-singulier
(r(D) = 0)

Dans ce paragraphe nous allons étudier les opérateurs différentiels : D = A% + B % au

voisinage d’un point non singulier.

Proposition 4.1 Soit D= X(A+...)% +Y(u+..)2 , A\, pu#0.

(a) Si A # u alors chaque solution de D au point (0,0) posséde soit une tangente hori-

zontale, soit une tangente verticale.

(b) Si A, u sont rationnellement indépendants ou si p est un nombre rationnel négatif,

alors D posséde seulement X et Y comme solution.
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(c) Soit D = Xa% +(CX+AY +.. ‘)aiy , 91 A n’est pas rationnel ou X\ est un nombre ra-

tionnel négatif, alors les seules solutions D sont F(X,Y) = X et une branche linéaire,

sans tangente verticale.

Démonstration.

(a) Divisons D par A+ ... On peut supposer alors que A+ ... = 1, et on obtient donc

I’équation différentielle correspondant :
rdy—y(p+...)dr=0 (4.3)
Siz(t) =ctt+...,y(t) = dt" + ..., est une solution de 4.3 alors :
ved(1—p)- 2714 =0.

Donc en supposant que v.c.d # 0 on obtient que = 1 ce qui est contradictoire, (car p
est supposé différent de A ). D’ou c.d = 0, c’est a dire que les solutions de D possédent

soit une tangente horizontale, soit une tangente verticale, suivant que ¢ ou d est nul .

(b) Supposons que A =1 et faisons la transformation :

Y
X1=X1,Y1:}
On trouve :
D—X8+Y(( -1+ )8
= aX =L -....... aYi

lequel est de la méme forme que le D qu’on vient d’examiner dans (a), et puisque
cet opérateur est le résultat d’'un éclatement, alors il ne posséde pas de solutions avec
tangentes verticales.

Faisons maintenant la transformation :

On trouve :

D = X5((1 _“)+"'>aiX2+Y(”+”')W
lequel est aussi de la méme forme que le D original, donc cet opérateur ne posséde
pas de solution avec tangentes horizontales. Ainsi D est remplacé par deux autres
opérateurs de la méme forme.
Donc si D posséde une autre solution une X et Y alors cette solution serait éventuel-

lement transformée en une solution sans tangente verticale ou horizontale , ce qui est

impossible d’aprés (a) d’ou la conclusion.
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(c) Faisons la transformation Y} =Y |  X; = X/Y, on trouve alors :

D_Xl((l—A)+...)@iX2+Y(A+...)%
qui posséde seulement X et Y comme solution a I'origine d’aprés (b), donc D n’a pas
de solution dans le plan (X,Y) avec tangentes verticales excepté X.
Par une substitution X; = X , Y =Y — dX, laquelle ne change pas les directions
verticales, on peut alors éliminer le terme c. X dans D.
Faisons la transformations X; = X Y] = % on trouve :
0

0

lequel est de la méme forme que le D original.
Si(z(t)=1t", y(t)=ct’+...), ¢ # 0, est une solution sans tangent verticale de

Poriginal D, alors elle sera transformée en une solution :
(x(t)=1t", wn{t)=c+at+...)

de D sur le plan (X,Y).

En comparant les coefficients de ' dans I’équation :

on obtient que A = %1, ce qui est impossible sauf si v = 1. Donc D posséde dans le

plan (X,Y') seulement des branches linéaires comme solutions.

Y — Zcixi

Supposons que :

soit une solution de D alors :
X— (=) iCGX™)+\> CX)=0
et donc le coefficient de X* est C;(A — i) + P; (C;,...,C;—1), P; est un polynome en
Ci,...,C;_1, alors en calculant successivement les coefficients C; dans :
CiA=0)+ P (Cy,...,Ci_1) =0

donc les coefficients C', sont déterminés d’une maniére unique, d’ou 'unicité de la

branche linéaire solution de D.

O
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Les résultats concernant l’existence et la nature des solutions au voisinage d’un point

non singulier sont donnés dans les théorémes suivants :

Théoréme 4.2 Soit D = A% + B% un opérateur différentiel, avec A(0,0) # 0.
Alors D posséde une unique solution au point (0,0) qui est une branche linéaire sans tangente

verticale.

Démonstration.

Une branche F' centrée a l'origine avec une tangente verticale s’écrit sous la forme X"+
des termes de degré > r.
Comme A(0,0) # 0, alors DF posséde un terme de degré r — 1, d’ou DF # 0 mod F. Donc

D ne posséde pas de solution avec tangentes verticales.

Faisons une substitution X; = X, Y] =Y —dX, on peut alors supposer que B(0,0) = 0.
Chaque solution avec Y — C'X comme tangente, doit étre de la forme :
F=(Y—-C-X)"+...,donc avec le méme argument qu’on vient de donner pour F' = X"+..
on trouve que C' = 0, et en faisant éclatement X; = X, Y; =Y/X, on obtient :

0 B A\ 0

D=4+ (}‘Yl}) o

lequel n’est pas entier. Donc chaque solution de D dans le plan (X,Y’), avec tangente hori-
zontale se transforme en une solution de DT = X.D au point (0,0) dans le pian (X1, Y7),
donc, d’aprés la proposition 4.1, DT posséde seulement une solution qui correspond & une
branche linéaire dans le plan (X,Y). O

Théoréme 4.3 Si (0,0) est un point non singulier d’un opérateur D, alors toutes les solu-
tions de D sont représentées par une solution f, qui satisfait Df = 0 (non nécessairement
=0mod f ).

Démonstration. Si D = A-% + B2, avec A(0,0) # 0 alors D(X) = A.
Soit Dy = % et posons :
2

X
Y*:Y—XD1Y+(7>D§Y—...

ot D} Y est la 1*™° application de Popérateur D; sur Y, On peut vérifier alors que Dy Y* =

DY* =0 donc Y* est une solution de D au point (O, 0). De plus toutes les autres solutions

de D s’écrivent Y™, ot € est un élément inversible dans C[[X, Y]]. O
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4.3 FEtude des solutions au voisinage d’un point singulier
(r(D) =1)

On commence, maintenant a étudier les solutions d'un opérateur différentiel D = A% +
Baiy au voisinage du point (0, 0).
Premiérement, supposons que r = (D) > 0 le théoréme suivant donne une condition suffi-

sante pour 'existence des solutions.

Théoréme 4.4 soit D opérateur différentiel :

(1) A toute droite qui passe par lorigine (excepté un nombre fini ), correspond une unique

branche linéaire comme solution de D, si et seulement si I(D) =0

(2) Si I(D) # 0 ,alors il existe une solution dans la direction ax + by = 0 seulement si
azx + by est un facteur de 1(D)

Démonstration.
Soit D = Aaix + Ba%, On rappelle que si A = A, +...,et B= B, + ..., alors I[(D) =
I(X,)Y)=B.X - AY.
(1) En utilisant I'éclatement X; = X, Y] =Y/X, on trouve le transformé :
2+ ( )
Si I(D) = 0, alors B,.X = A,Y, d'ou A, # 0 (car dans le cas contraire A, = 0 on

aurait aussi que B, = 0 et ceci implique que (D) > r), de plus on a :

D:mmgo+xpg%%+@g£€

D=X"(A (1,Y) + X(...)

Si A.(0,m) # 0, pour m € C, alors d’aprés la proposition 4.1, DT posséde au point
(0, m) une unique solution, c¢’est une branche linéaire sans tangente verticale, celle ci
correspond & une unique branche linéaire dans le plan (X,Y), avec Y — mX comme

tangente.

Dans ce cas pour chaque droite qui passe par ['origine exceptée les possibilités données

par les tangentes de X.A,, correspond une branche linéaire, comme solution de D.
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(2) SiI(D) #0, alors :
D' = X. (A, (1,Y)) + X(...) 9 + (I (L, Y1)+ X(...) 9
0X oY,
si I(O,m) # 0, alors d’aprés (1) A,.(o,m) # 0 et D ne posséde pas de solution dans la
direction Y —mX = 0, donc la seule solution de DT au point (0, m) est X, laquelle ne
correspond pas a une solution de D sans tangente verticale et dans ce cas il y a une

solution de D dans la direction Y —mX = 0 seulement si /(O,m) = 0, c’est a dire si
Y — mX est un facteur de I(D).

O

Corollaire 4.1 Si I(D) = 0, alors pour chaque droite qui passe par l’origine excepté celles

données par le pged (A, B,), correspond une branche linéaire comme solution de D.

Démonstration.
En supposant que I(D) = 0, il suffit de montrer que si D ne posséde pas de solutions

dans une direction Y —mX = 0 alors le facteur Y —mX divise le pged (A, B,) et réciproque.

Si D ne posséde pas de solution dans la direction Y — mX = 0, m € C(X)*, alors
d’aprés la démonstration du Théoréme 4.3, Y — mX est un facteur de X A,. mais puisque
B, X =AY alors Y — mX est un facteur de B,, donc Y — mX divise le pgcd (A, B;).
Réciproquement, si Y — mX ne divise pas le pged (A,, B,) et divise seulement A,, alors
Y — mX = 0 est une direction donnée par X..A, = 0 et donc D ne posséde pas de solution

dans cette direction .

Nous allons maintenant étudier le cas ou r = r(D) = 1; posons alors A = A;+..., B =
By +...,avec Ay =aX +bY, By =cX 4+ dY.
Premiérement, supposons que A; et By, ne sont pas proportionnelles ¢’est a cire que a.d—d.c #
0.

Considérons la transformation :
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ou P une matrice 2 x 2, a coefficient dans C et posons :

9 9N_(_9 90 \,p
oxX’' oy ) 0X, oY — 1

X .

. devient :
a 3 Clb . X1
— | -P- .p!
Groam) w0 a) (%)

. Alors :
o oy, |@b
g |

On suppose que :

a la forme canonique de Jordan. 0

Théoréme 4.5 Soit D = (A; +...)5% + (B1 +...)5 avec ad — be # 0.
Alors il existe au moins une solution de D au point (0,0) sous la forme d’une branche linéaire

centrée a [’origine.
Démonstration.

C

a b Al
le cas ou =
[c d] [O A

) )
D= (X +Y 4. )50+ (Y 4.

a b . . .
En supposant que J ] a la forme canonique de Jordan, considérons premiérement

,. Alors :

En posant Y = > C; X" ¢ > 1, C; doit vérifier :
(A+Cy) (—Ch)+XCL =0
donc C} = 0 et le coefficient de X , pour i > 1 , est donné par :

A (—iC;) + A\C; + P, (Cy,..Ci-1) =0
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ot P; est un polynéme en C1,....C;_1. Puisque A # 0, on peut résoudre successivement
(4) pour obtenir les coefficients C;.

Considérons, maintenant le cas ou :

N

. Alors en divisant D par A;, on peut alors supposer que \; = 1, et D s’écrit :

0 0
D=(X+Y 4. )gp + (O +..)50

Posons Y = > C; X% i > 1, on trouve alors la condition suivante :

X+ (- —icx ) + (A Y axt 4. ) =0

le coefficient de X* est (A —1i)C;+ des termes en fonction de C4, ..., C;_1, lequel doit étre nul,

alors si A\ n’est pas un entier positif on peut résoudre successivement et trouver les C;. Et en

1

changeant les roles de X et Y on obtient aussi une solution si

n’est pas entier positif, donc

on aura une solution seulement si A # 1.

Si A — 1, la condition sur Cy est Cj(A — 1) = 0, laquelle est vraie pour tout C, donc
on remarque que dans tous les cas, D posséde au moins une solution sous la forme d’une

branche linéaire centrée a I'origine. (] Examinons, maintenant 'unicité des solutions en

donnant d’abord ce théoréme de préparation.

Théoréme 4.6 Soit D = XE(%( + YNaiY avec E(0,0) # 0 et N(0,0) =0, alors les seules
solutions de D sont X etY.

Démonstration.

L’équation différentielle associée a l'opérateur D est :
x-E-dy—y-N-de=20
Soit (tV,C.t" + ...), avec C' # 0,une solution de cette équation, alors :
ettt =0, ott B(0,0) =e #0,
d’out u.C' = 0 ce qui est impossible, donc les seules solutions possibles de D sont X et Y. [

Théoréme 4.7 Soit D= (AX+Y ...)2% + (AY +...) 2 X #0. Alors D posséde au point

(0,0) une unique solution qui est une branche linéaire avec tangente horizontale
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Démonstration.

Comme dans ce cas I(D) = —Y?, alors d’aprés le théoréme 4.3 les solutions de D au
point (0,0) doivent avoir des tangentes horizontales.
Faisons la transformation X; = X Y; =Y/X, on trouve que :

+ (=Y +X(..)) 0

D=XA+Yi+X(...) o

0xX
qui d’aprés la proposition 4.1-(c) posséde une seule solution différente de X, et , oui est une
branche linéaire sans tangente verticale, donc D posséde une unique solution qui est une
branche linéaire avec tangente horizontale .

On donne maintenant un exemple, dans lequel une direction déterminée par J(D) ne soit pas

solution de D. ] Exemple :
Soit D = X% + (2Y 4+ X?) £, Alors I(D) = XY et I'éclatement X; =X , Y, =2
donne lopérateur D = Xaix + (Y1 + X) 811,1, qui d’apreés le théoréme 4.6 posséde juste une

solution a savoir X. Donc D ne posséde pas de solutions dans la direction ¥ = 0.

- Considérons, maintenant le cas ot D = (AX + P)5% + (uY + Q):2, avec O(P) >
2,0(Q) > 2,1A#0

Théoréme 4.8 Soit D = (AX + P)& + (1Y + Q)2 avec O(Q) > 2, O(Q) > 2, u\ # 0.
(1) Si % n’est pas un nombre rationnel positif, alors D posséde exactement deuz solutions,
une branche linéaire avec tangente horizontale et ’autre avec tangente verticale

(2) Soit % un nombre rationnel positif :

. S % # 1, alors pour chaque direction qui passe par [origine, D posséde une seule

solution (qui est une branche linéaire).

. S ﬁ = 1, alors D posséde une seule solution (qui est une branche linéaire) ot deux
solutions (qui sont des branches linéaires avec des tangentes distinctes), ou une infinité

de solutions.

Y % > 1, alors D posséde une seule solution avec tangente horizontale qui est une

branche linéaire et les autres solutions possédent des tangentes verticales.
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A

. Si M est un nombre entier, alors soit il existe une seule solution, soit une infinité de

solutions toutes linéaires.

Démonstration.

a)

b)
1)

2)

3)

Considérons premieérement les solutions sans tangentes verticales.

Faisons la transformation X; = X; ,Y; = % on trouve :

0

D= X+ x(. )2 o

= + - + X(...

o (= O+ X( )
donc d’apres la proposition 4.1 ; D posseéde juste une solution avec tangente non ver-
ticale, c’est une branche linéaire avec tangente horizontale. Et en changeant les roles
de X et Y on trouve de la méme maniére une deuxiéme solution la branche linéaire

avec tangente verticale.

On peut supposer que A, i sont des nombres positifs avec (A, u) = 1.

Siﬁ = 1, on obtient la conclusion désirée en appliquant simplement le théoréme 4.3,

car dans ce cas [(D) = 0.

Si ﬁ # 1, alors dans ce cas I(D) = (u — A)XY'; donc toutes les solutions de D

posséderont soit une tangente verticale, soit une tangente horizontale .

Soit ﬁ > 1, alors suivant le méme argument donné dans (a), on trouve qu’il existe
seulement une solution avec tangente non verticale, qui est une branche linéaire avec
tangente horizontale et les autres solutions, si elles existent, posséderont toutes des

tangentes verticales.

<

Procédons par récurrence sur max(A, p), d’abord faisons la transformation X; =
et Y1 =Y, on trouve :

D=(A—mX,+Y(..) ain LY (Y[ .))aiy

On considére d’abord le cas ou Maz(A, u) =2, donc A =2, u = 1.
Si le terme Y n’apparait pas dans I’écriture de coefficient de % alors I(D) = 0,

1
donc d’apres le théoréme 4.3, D posséde une infinité de solutions dans le plan (X,Y).
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Si maintenant le terme Y apparait dans I’écriture du coefficient de 6;)9(1

alors d’aprés le théoréme4.6, il existe seulement une solution qui est une branche li-
néaire avec tangente horizontale, mais puisque Y est solution de D, alors D posséder
dans le plan (X3,Y’) une unique solution Y, laquelle peut correspondre ou pas a une
solution de la forme Y dans le plan (X,Y’), mais dans les deux cas D posséde juste

une solution .

S’il existe une infinité de solutions, alors elles sont toutes linéaires, et a Y, correspond
dans le plan (X,Y) une branche linéaire avec tangente verticale . Ceci compléte la
démonstration pour le cas max(Ap) = 2.Si max(A, p) > 2, alors A — p # p et A—;’i est
aussi un nombre entier (car ﬁ est un nombre entier # 1 ). Par une substitution de la
forme Y, =Y , X, = X; —dY, on peut annuler le terme Y dans (A — ) X; +Y(...),
et le résultat est un opérateur pour lequel on peut appliquer I’hypothése de récurrence

car max(\ — p, ;1) < max(A, ), d’ou le résultat cherché .

4) Si ﬁ est un nombre entier faisons une démonstration par récurrence sur % :
DY . .
a- Si n < 1 on est ramené aux cas précédents.
b- Si ﬁ > 1, alors en utilisant la transformation
X
Xi=2, Yi=Y

Popérateur obtenu est D = (A — u) X7 + Y(.. .)ain +Y(u+Yi(.. .)8%,

peut appliquer ’hypothése de récurrence car % est aussi un nombre entier et

auquel on

A—p < A
1 1
c- On étudie maintenant le cas ou Ay, By sont proportionnels :

Soit D = (aX +bY +...)% + (cX +dY +...)2, avec a#0oub#0.
En faisant une substitution X; = X, Y; =Y — dX on peut supposer que ¢ = 0.
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Si a # 0, on fait la substitution X; = aX 4+ b0Y,Y; =Y pour obtenir D sous la forme :

0 0
D—(X+...)8—X+Ba—y
.Sia=0alors b# 0 et on a :
0 0
=Y +..)=— —.
D=(Y+ )3X+38Y
Ainsi on a deux formes canoniques :
0 0
0 0 ..

Dans le cas (ii), [(D) est un carré, mais dans le cas (i), il ne 'est pas.

OJ

Théoréme 4.9 Soit D = X5 +B2, O(B) > 2. Alors D posséde seulement une solution

différente de X, qui est une branche linéaire, avec tangente horizontale.

Démonstration.
En appliquant le Théoréme 4.5, les seules solutions de D au point (0,0) seront X et Y.

Donc D posséde seulement une solution avec tangente horizontale. 0

Théoréme 4.10 Soit D = (X +...)5% + B, ot O(B) > 2. Alors D posséde seulement
comme solutions au point (0,0) des branches linéaires, ['une avec une tangente verticale et

l'autre avec une tangente horizontale.

Démonstration.

D’abord notons que pour les transformations analytiques :

X12011X—|—012Y+... y }/1:021X+CQQY+
. 0 0 0 0
D=dox "y =hax " Py
avec

AlzDXl y etBlzDYl
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Soit D = (X +...)5% + B2 ou  O(B) > 2.
Posons :

:X—iqy’ D A

. Alors DX; = E.X;, avec E(0,0) # 0, e¢ DY; = B, donc en comparant les coefficients
de Y dans DX; = F X, on obtient que C; = 0 et D prend la forme :

B B
— > 2.
D=X o +Bor. O(B)22

ar F est un élément inversible). Donc d’apreés le du théoréme 4.8, D posséde seulemen
Car F est un élément i ible). Donc d’aprés le du théoréme 4.8, D od 1 t
X; et Y] comme solutions, donc dans le plan (X,Y) D admet la branche linéaire X —
S C;Y 8 > 2 comme unique solution avec tangente verticale .

On obtient la deuxiéme solution (la branche linéaire avec tangente horizontale ) en chan-

geant simplement les roles de X et Y. 0]
Exemple :
Les seules solutions de D = (X —Y?) & + Y22 sont exactement :

X=) (—D)y'ety => (i—1)X

e Nous allons étudier maintenant le cas D = (Y +.

Théoréme 4.11 Soit D = (Y + P);% + B2 o O(P)>2, O(B)>2 alors D posséde

soit une seule solution, soit deux solutions, soit une infinité de solution .

Démonstration.
Soit D = (Y+P) + B3 8 ou O(P)>2, O(B)>2. CommedanscecasI(D)=-Y?

alors d’apres le théoréme 4.3, toutes les solutions de D possédant une tangente horizontale.

Faisons la transformation X; = X et Y; = %=, alors :

0

”))E)_X 0

D =X (Y1 +X(. '))8_1/1

+ (-Y?+ X(..

D sera étudié seulement au point (0,0) , Si D posséde sur le plan (X, Y7) une seule solution,

ou deux solutions, ou méme une infinité de solutions, alors D posséde aussi dans le plan
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(X,Y) le méme nombre de solution, donc il suffit d’étudier D dans le plan (X, Y7), pour
cela on prendra généralement des opérateurs différentiels de la forme :

D=X(Y +X(.. .))aiX + (=AY + X(..)) aiy

ol A n’est pas un nombre rationnel négatif. En faisant une deuxiéme transformation Xy
)15_11 , Yo =Y], 'opérateur obtenu est :

D" = ((n+ )Xo+ X3+ (...)) aiXQ + (—nYa + XoYa(...)) 8%2

il correspond & un opérateur déja étudié dans le Théoréme 4.7, donc DT posséde en général,

soit une unique solution, soit deux solutions qui sont ces branches linéaires, soit une infinité
de solutions.

g
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