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Résumeé :
La distribution exponentielle a deux parametres est intéressante pour ’analyse de sur-
vie et de fiabilité. Dans ce mémoire on va caractérisé la distribution exponentielle a
deux parametres, aussi en présentant différentes méthodes pour estimer les deux para-
metres soit pour des données completes soit pour des données censurées en particulier
( censure progressive de type II). Les états de simulation et application sont présentés
pour montrer 'efficacité des estimateurs et avoir le meilleur avec des simulations et

des applications sur des données réelles.

Abstract :
The two-parameter exponential distribution is of interest for service and reliability
analysis. In this thesis we will characterize the exponential distribution with two pa-
rameters, also by presenting different methods to estimate the two parameters either
for complete data and for censored data particular (progressive censoring type II). The
simulation and application states are presented to show the efficiency of the estimators

and to have the best with simulations and applications on real data.
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ABREVIATIONS ET NOTATIONS

Abréviations
MLE estimation du maximum de vraisemblance
UMLE estimation sans biais
UMVUE estimation sans biais variance minimale uniformément
MPS méthode des espacements de produits
QE estimations des quantiles
MSE l'erreur quadratique moyenne
PMC estimation plus proche de Pitman
MSPE  erreur prédicative quadratique moyenne exacte
MOM méthode des moments
MED la médiane
TCL théoreme centrale limite
iid indépendant, distribué de maniere identique
Notations :
IR l’ensemble des nombres réels
R, l’ensemble des nombres réels positifs non nuls
IN l’ensemble des nombres naturels
IN*  l’ensemble des entiers naturels , zéro non compris
2 égalité des distributions
x? loi de khi-deux
E lespérence mathématique

Var Variance



INTRODUCTION GENERALE

En théorie des probabilités et en statistique, la distribution exponentielle est la dis-
tribution de probabilité du temps entre les événements dans un processus ponctuel
de Poisson, c’est-a-dire un processus dans lequel les événements se produisent de ma-
niere continue et indépendante a un taux moyen constant. C’est un cas particulier de
la distribution gamma. C’est I’analogue continu de la distribution géométrique, et il a
la propriété clé d’étre sans mémoire. En plus d’étre utilisé pour I’analyse des processus
ponctuels de Poisson, on le trouve dans divers autres contextes.
la distribution exponentielle n’est pas la méme que la classe des familles de distri-
butions exponentielles, qui est une grande classe de distributions de probabilité qui
inclut la distribution exponentielle comme 1'un de ses membres, mais comprend éga-
lement la distribution normale, la distribution binomiale, la distribution gamma, Pois-
son, et plein d’autres.

La distribution exponentielle joue un role prépondérant dans ’analyse de nombreux
ensembles de données obtenus a partir de tests de durée de vie, et 'utilisation des
statistiques de commande a cet égard se pose assez naturellement. Il n’est donc pas
surprenant qu’au cours des cinquante dernieres années, ce particulier domaine de re-
cherche traitant des propriétés des statistiques d’ordre exponentiel a attiré l’attention
de nombreux chercheurs.

Nous nous concentrerons sur la distribution exponentielle a deux parametres; il s’agit
d’un membre de la famille des distributions a deux parametres (échelle et localisation).
Certains des premiers résultats ont été obtenus pour la distribution exponentielle a un
parametre qui appartient a la famille d’échelles.

Dans ce mémoire, nous présentons essentiellement l'inférence statistique de la dis-
tribution exponentielle a deux parametres avec ses applications organisé comme suit :
Dans le premier chapitre nous présentons brievement généralités sur les variables aléa-
toire et quelques notions de base.

Dans le deuxieme chapitre nous présentons les quatres méthodes d’estimation avec



INTRODUCTION GENERALE

une étude comparative entre la méthode du maximum de vraisemblance, les estima-
tions non biaisées qui sont des fonctions linéaires de la méthode du maximum de vrai-
semblance, la méthode des espacements des produits et la méthode d’estimation des
quantiles sont présentées, 'inférence sur le parametre moyen d’une distribution ex-
ponentielle a deux parametres Complete, données censurées et une estimation de la
fiabilité basée sur des données progressivement censurées de type II.

Et on termine ce chapitre par le probleme de I’estimation de la fonction de fiabilité de
la distribution exponentielle a deux parametres. Le maximum de vraisemblance clas-
sique et la fonction de fiabilité sont obtenus sur la base d’échantillons progressivement
censurés de type II.

Dans le dernier chapitre, en utilisant le logiciel R pour simuler la loi exponentielle a
deux parametres, nous calculons les estimateurs des parametres avec quatre méthodes
(MLE,UMLE,MPS,QE), on cherche le meilleur estimateur avec une étude comparative
entre le BIAS et RMSE. Etablir des estimateurs a la moyenne a partir d’un échantillon
complet et sous censure (censure progressive de type II), et on construisons 'intervalle
de confiance par l'utilisation de UMVUE, on termine par des exemples illustratifs sur
des données réelles qui illustrent 'application et I'inférence de la distribution expo-
nentielle a deux parametres.

En fin, notre travail est cloturé par une conclusion.

2 Mémoire de Master



CHAPITRE 1

VARIABLES ALEATOIRES

1.1 Introduction

Dans de nombreuses expériences aléatoires, on n’est pas intéressé directement par
le résultat de l'expérience, mais par une certaine fonction de ce résultat; considérons
par exemple l'expérience qui consiste a observer, pour chacune des n pieces produites
par une machine, si la piece est défectueuse ou non,nous attribuerons la valeur a une
piece défectueuse et la valeur 0 a une piece en bon état. L'univers associé a cette ex-
périence est QO = {0,1}". Ce qui intéresse le fabricant est la proportion de pieces défec-
tueuses produites par la machine. Introduisons donc une fonction de () dans R qui a

tout w = (wq, wy, ..., w,) de QQ associe le nombre

qui correspond a la proportion de pieces défectueuses associées a l'observation de
w.Une telle fonction X définie sur (2 et a valeur dans R s’appelle une variable aléatoire

réelle.

1.2 Definition des variables aléatoires

Une variable aléatoire est une fonction définie sur ’ensemble des résultats pos-
sibles d’une expérience aléatoire, telle qu’il soit possible de déterminer la probabilité
pour qu’elle prenne une valeur donnée ou qu’elle prenne une valeur dans un inter-
valle donné. A l'origine, une variable était une fonction de gain, qui représentait le
gain obtenu a l'issue du résultat d’un jeu. Par exemple, supposons qu’un joueur lance

un dé et que celui-ci gagne 1DA s’il améne un six et perde 10DA s’il amene un autre

3



CHAPITRE 1. VARIABLES ALEATOIRES

résultat. Alors il est possible de définir la variable aléatoire de gain qui associe 1 au
résultat " six " et —10 a un résultat inintéressant. La probabilité pour que la variable
aléatoire prenne la valeur 1 correspond exactement a la probabilité pour que le joueur
gagne 1DA. Dans les applications, les variables aléatoires sont utilisées pour modéli-
ser le résultat d’'un mécanisme non-déterministe ou encore comme le résultat d’une

expérience non-déterministe qui génere un résultat aléatoire.

1.3 Types des variables aléatoires

1.3.1 Variables aléatoires discretes

Définition 1.1 Une variable aléatoire est dite discreéte si elle ne prend que des valeurs dis-
continues dans un intervalle donné (borné ou non borné). L'ensemble des nombres entiers
est discret. En régle générale, toutes les variables qui résultent d’un dénombrement ou d’une

numération sont de type discret.

Définition 1.2 Soit X une v .a.r. discréte prenant ses valeurs dans un ensemble x1,x,,..., X,
éventuellement infini. Alors la loi de X est caractérisée par L'ensemble des probabilités
P(X = x;), c’est-a-dire les nombres réels positifs P; tels que P(X = x;) = p; avec 0 < p; <1 et
"opi=1
i=1Pi = 1.

1.3.1.1 Exemples des variables aléatoires discretes

Loi de Bernoulli

Définition 1.3 On dit qu'une v.a.r. X a valeurs dans {0,1} suit une loi de Bernoulli de

Paramétre p €]01[, notée B(p), si
P(X=1)=1, P(X=0)=p. (1.2)

Par exemple, cette loi intervient lorsque I'on modélise I’état de fonctionnement d’un
systeme. La probabilité que le systeme fonctionne vaut p et la probabilité que le sys-
teme ne fonctionne pas vaut 1 —p. Cette loi s’applique aussi aux jeux de hasard de type

binaire comme pile ou face.

Loi binomiale

Définition 1.4 On dit qu’une v.a.r. X d valeurs dans {0,1,..., N} suit une loi binomiale de

Parameétres (n, p), notée B(n;p), si

P(X =k)=CkpF(1-p)" P, 0<k <n. (1.3)

4 Mémoire de Master



CHAPITRE 1. VARIABLES ALEATOIRES

Cette loi intervient par exemple pour modéliser le nombre de pieces défectueuses
dans un lot de n pieces, qui ont chacune une probabilité p d’étre défectueuse, indépen-

damment les unes des autres

Loi géométrique

Définition 1.5 On dit qu’une v.a. X a valeurs dans IN suit une loi géométrique de para-

meétre p €]0,1{, notée G(p), si
PX=k)=p(1-p)* Y, keN". (1.4)

Cette loi permet de modéliser le nombre de réalisations indépendantes d’une ex-
périence a 2 issues (succes-échec), jusqu’a 'obtention du premier succes, si a chaque

réalisation la probabilité de succes est p.

Loi de Poisson

Définition 1.6 On dit qu’une v.a. X d valeurs dans N suit une loi de Poisson de parameétre

A >0, notée P(A), si
/\k

P(X:k):e‘/‘(k!

), keN. (1.5)

Cette loi intervientj comme comportement limite de la loi binomiale lorsque n —

+oo et np — A. Elle intervient également pour modéliser des “événements rares”

1.3.2 les variables aléatoires continues

Définition 1.7 Une variable aléatoire est dite continue si elle peut prendre toutes les valeurs
dans un intervalle donné (borné ou non borné). En régle générale, toutes les variables qui

résultent d’une mesure sont de type continu.

Deéfinition 1.8 Soit X une v. a.r. qui prend un nombre infini non dénombrable de valeurs.
Si Fx est une fonction continue, on dit que X est une v .a .r. Continue. Dans ce cas, la loi de

X est déterminée par I'ensemble des probabilités P(a < X < b), pour tout a <b.
1.3.2.1 Exemples des variables aléatoires continues

Lois uniforme

La loi uniforme sur un intervalle est la loi des "tirages au hasard" dans cet Intervalle.
Si a < b sont deux réels, la loi uniforme sur l'intervalle [a;b] est notée U([a,b]). Elle a

pour densiteé :
fx(x) = —1([g,5))(%)- (1.6)

5 Mémoire de Master



CHAPITRE 1. VARIABLES ALEATOIRES

Lois exponentielle

On dit que X suit une loi exponentielle de parametre A > 0, notée £(A), si la loi de
X a pour densité
Aexp(-Ax), si x>0
fx(x) = _ (1.7)
0, si x<0
La loi exponentielle est utilisée en fiabilité. Le parametre A représente le taux
Moyen de défaillance alors que son inverse 8 = 1/ est “le temps moyen de bon fonc-
tionnement".
La loi exponentielle s’applique bien aux matériels électroniques ou aux matériels su-

bissant des défaillances brutales

Loi Gamma

La loi exponentielle est un cas particulier de la famille des lois Gamma. Soient a > 0
et A > 0. On dit que X suit une loi Gamma de parametres (a, 1), notée I'(a, 1), si la loi
de X a pour densité

A x(@Dexp(-Ax), si x<0

fx(x) =41 (1.8)

0, si x<0

Ou pour tout a > 0, la fonction gamma est donnée par

[(a)= J:o x"exp(—x)dx. (1.9)

Le parametre a est un parametre de forme alors que le parameétre A est un parameétre
d’échelle.

Pour n entier, a = n/2 et A = 1/2, la loi G(n/2,1/2) est appelée loi du chi-deux a n
degrés de liberté, et notée x?(n). Elle joue un role important en statistique, c’est la
loi de la somme des carrés de n variables aléatoires indépendantes de loi AV/(0,1). On
l"utilise Pour les variances empiriques d’échantillons gaussiens. La loi G(1, 1) est la loi

exponentielle Exp(A).

Lois du x?, de Student et de Fisher

Par définition, la variable aléatoire, somme des carrés de v variables indépendantes
N(0,1) suit une loi du )(5 a v degrés de liberté. Deux autres lois Jouent des roles im-
portant en statistique.

La loi de Student a n degrés de liberté, T(n) est la loi du rapport X/\/(y/—n) ou les va-
riables aléatoires X et Y sont indépendantes, X de loi N'(0,1), Y de loi )(z(n). Elle a

6 Mémoire de Master



CHAPITRE 1. VARIABLES ALEATOIRES

pour densité :

(1.10)

2 )—(I’l+1)/2

(r(”;r ! )/(x/ﬁr(n/z))(1 ; %

Elle décrit la distribution de la moyenne empirique d’un échantillon gaussien.

La loi de Fisher de parametres n et m (entiers positifs), est la loi du rapport (X =n) =
(Y = m), ou X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, de lois respectives
X2(n) et xo(m). Elle caractérise la distribution de rapports de Variances est et tres pré-
sente en théorie des tests (analyse de variance et modele Linéaire). L'expression de sa

densité est définie par un rapport de fonctions I

1.4 Caractéristiques des variables aléatoires

1.4.1 Espérance

Définition 1.9 L'espérance mathématique d’une variable aléatoire se définit comme la moyenne
des valeurs prises par cette variable, pondérées par leurs probabilités. Dans le cas d’une va-
riable discréte que 'on suppose prendre les valeurs entiéres, elle se définit simplement par
(Sous réserve d’existence, c’est-a-dire ici de sommabilité). Pour une variable continue, la for-
mule différentielle donnée précédemment s’intégre en (Sous réserve d’existence, c’est-a-dire

ici d'intégrabilité).

Propriétés :

1. L'espérance est linéaire : pour tout «, € R, et pour toutesv.a.r. X et Y
E(aX+pBY)=aE(X)+BE(Y).

2. Si X est une v.a.r. constante égale a a € R, c’est-a-dire pour tout w € Q, X(w),
alors P(X =a)=1et E(X) =a.

3. L'espérance d’un v. a. r. positive est positive. En particulier, si X > Y (ce qui
signifie que pour tout w € Q, X(w) > Y(w)), alors E(X-Y) > 0 donc E(X) > E(Y).
L'espérance d’une v .a .r. X est un indicateur de “localisation” de sa loi : E(X) ~

“valeur moyenne de X".

1.4.2 Variance et ’écarte type

Définition 1.10 Pour rendre positifs les écarts entre X et son espérance E(X), un autre outil
plus facile a manipuler que la valeur absolue, est a notre disposition : la mise au carré. On
ne va donc pas calculer la moyenne des écarts mais la moyenne Des écarts au carré. C'est ce

qu’on appelle la variance.

7 Mémoire de Master



CHAPITRE 1. VARIABLES ALEATOIRES

La variance de la v.a. X est la quantité :
Var(X) = E[(X - E(X))?| (1.11)

Propriétés

— Var(X) = E(X?) - ((E(X))?

— Var(aX +b) = a?Var(X) pour tout a;b € R, en particulier, var(X + b) = var(X).
Afin d’étre en mesure de comparer, en termes d’ordre de grandeur, variance et espé-
rance, il faut prendre la racine carrée de la variance. C’est ce qu’on appelle L'écart-type.
Définition 1.11 La racine carrée de Var(X), notée o(X), est appelée écart type de X.
Exemple 1.1 — Loi uniforme U([a, b)) : E(X) = (a+b)/2 et var(X) = ((a—b)?)/12

— Loi de Bernoulli B(p) : E(X) =p et Var(X)=p(1-p).

— Loi Binomiale B(n,p) : E(X) =np et Var(X)=np(1-p):

— Loi géométrique G(p) : E(X) =1/p et Var(X) = (1-p)/(p?)

— Loi de Poisson P(A) : E(X)=Var(X)=A

— Loi normale N'(p,0?%) : E(X) = p et Var(X) = o2

— Loi exponentielle £(A) : E(X) = 1/A et Var(X) = 1/(A?).

1.4.3 Indépendance des variables aléatoire

Définition 1.12 Deux v.a. X et Y sont dites indépendantes si et seulement si

P(Xe€A;Y eB)=P(X € A)P(X € B); V(a;b)eR% (1.12)
On peut montrer que I'indépendance est équivalente a

P(X<a;Y <b)=P(X <a)P(Y <b); V(a;b)eR> (1.13)
Ou encore en termes de fonctions de répartition :

Fixy)(a;b) = Fx(a)Fy(b); V¥(a;b) € R?. (1.14)

Théoreme 1.1 Soient X et Y deux v.a.r.
— Cas discret : X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tout couple (x,y) €
XxX,ona

px,y(%,y) = px(x)py(v).

— Cas continu : X et Y sont indépendantes si et seulement si pour tout couple (s, t) € R?;

ona

fxx(st) = fx(s)fy ().
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1.5 Théoremes limites

1.5.1 Introduction

Deux théorémes mathématiques ont une place particuliere en théorie des proba-
bilités et en statistiques : la loi des grands nombres et le théoreme central limite. Ils
interviennent dans I’étude de phénomenes aléatoires comportant un grand nombre de
v.a.r indépendantes de méme loi. Par exemple, pour le premier cité, il apparait lorsque
I’'on étudie la proportion de "pile" dans un jeu de pile ou face, ou encore la moyenne de
lancers de dé successifs. Quant au second, il nous donne de fagon informelle une esti-
mation précise de l’erreur que I'on commet en approchant 'espérance mathématique

par la moyenne arithmétique.

1.5.2 Loi faible des grands nombres

Théoréme 1.2 Soient Xq,..., X, des v.a.r. indépendantes, de méme loi, et admettant une
variance. On note y = E(Xy). Alors, pour tout € > 0, Dans ce cas, on dit que la moyenne
arithmétique =2 converge en probabilité vers l'espérance mathématique lorsque n tend

vers +oo.

1.5.3 Loi forte des grands nombres

Théoréeme 1.3 Soit (x;,i > 1), une suite de réalisation de la variable aléatoire X. On suppose
que E(|X]|) < co. Alors , pour presque tout w (c-a-d il existe N € Q) avec P(N)=0et w ¢ N)

E(X)= lim%(Xl(w) ot X, (W) (1.15)

1.5.3.1 Théoréme centrale limite

On a vu que deux v.a.r ont la méme loi si et seulement si leur fonctions de réparti-
tion sont égales. Ainsi, la fonction de répartition est souvent utilisée en pratique afin
de démontrer 1’égalité en loi. On est donc amené a définir la convergence en loi comme

la convergence des fonctions de répartition associées.

Définition 1.13 Soit (Y,),en une suite de v.a.r. et soit Y une v.a.r. On dit que (Y,),eN
converge en loi vers Y si pour tout x, point de continuité de la fonction de répartition Fy de
Y,

Fy (xo) = P(Y, < x9) — Fy(xo) = P(Y < x), lorsque n— oo.

On note la convergence en loi Y, — v. La convergence en loi est réalisée aux points

de continuité de Fy. C’est la convergence simple de la suite de fonctions de répartition
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Fy,.
Propriété d’additivité de la loi normale : Si X, ..., X,, sont des v.a. indépendantes et de
méme loi NV (y,02), alors la v.a. X; +... + X,, suit la loi V(nu,no?). Ce résultat implique
que la v.a. centrée réduite )_ % suite la loi normale N (0,1).

Que se passe-t-il dans le cas général ou les v.a.r X; ne sont pas nécessairement nor-

males ?le résultat ci-dessus se transforme alors en un résultat de convergence en loi.
Théoréeme 1.4 (TCL) Soit X;,...X,, des v.a.r indépendantes, de méme loi, et admettant une

variance. On note m = E(X;) et 0> = var(X;), alors

Xi+..+X,—npu

ovn

—> N(0,1), lorsque n—> +oo.

1.6 lois usuelles

1.6.1 Les lois finies

1.6.1.1 Laloi uniforme

Définition 1.14 soient (a,b) € Z? avec a<b .On dit que X suit la loi uniforme sur [a,b] si
X(w)=[a,b]etVk €la,b], P(X =k) = b_}zﬁ On note X < U([a, b])

Exemple 1.2 Une urne contient n boules numérotées. On en tire une au hasard, la variable

X est égale au numéro de la boule tirée.

Proposition 1.1 Si X < U([a,b]) alors elle admet une espérance et une variance données

par:

E(X) = (1.16)

Et
(1.17)

1.6.1.2 1laloi de Bernoulli

Définition 1.15 Soit p €]0,1[ . On dit que X suit la loi de Bernoulli de paramétre p si :
X(w)=0,1etP(X=1)=p, P(X=0)=1-p

Exemple 1.3 Tout éprouve a deux issues : succés et échec est la variable aléatoire qui vaut

1 en cas de succes et 0 en cas d’échec.

Proposition 1.2 Soit X < B(1,p). X admet une espérance et une variance :
E(X)=p (1.18)

Et
var(X)=p(1-p) (1.19)
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1.6.1.3 La Loi binomiale

Définition 1.16 Soit n € N* et p €]0,1[ .On dit que X suit la loi binomiale de paramétre
(n,p)si: X(w)=[npletona:

P(X=k)= (Z)pk(l -p)" R, k=0,1,2,..,n, (1.20)
Oil
AN n!
k| kl(n—k)!
On note
X < B(n,p)

Exemple 1.4 On considere une succession de n épreuves aléatoires dont les résultats sont
indépendantes, chacun ayant deux issues appelée succés (de probabilité p) et échec (de pro-

babilité 1 —p). X est le nombre total de succés dans n épreuves.

Proposition 1.3 Soit X < B(n,p). X admet une espérance et une variance :
E(X)=mnp (1.21)

Et
V(X)=np(1-p) (1.22)
1.6.1.4 Laloi hypergéomeétrique

Définition 1.17 Soit (n,N) € IN? tels que 1 <n < N et p €]0,1][ tel que Np soit un entier
naturel. On pose q = 1 — p on dit que X suit la loi hypergéométrique de parameétre (N, n,p)
Si:
X(w) = [max(0,n—N,),min(n,N,)| et Yk € [max(0,n—N,),min(n,N,)],
Npy, N,
P(X =k)= (k)NM
()

On note X < H(N,n,p)

Exemple 1.5 On tire sans remise n boule dans une urne contenant N, boules blanches et

N, boules noires, X et le nombre de boules blanches obtenues.

Proposition 1.4 Soit X < H(N,n,p). X admet une espérance et une variance :

E(X)=np (1.23)
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Et
N-n

N-1

V(X) =npq (1.24)

1.6.2 Les lois infinies
1.6.2.1 Laloi géomeétrique

Définition 1.18 Soient p €]0,1[ et g =1 —p. On dit que X suit la loi géométrique de para-
meétre p a valeurs dans IN* si :
X(w)=N*etVke N*,

On note X — G(p).

Exemple 1.6 On Effectue une infinité de lancers d’une piéce de monnaie pour laquelle la
probabilité d’obtenir Pile est p et celle d’obtenir face est q. X est le rang d’apparition du

premier pile.

Proposition 1.5 SoitX < G(p) a valeurs dans IN*
— Pour toutkeIN, P(X>k)=g"
— Pour tout (k,1) e N?, P(X >k+1Inb)=P(X >k)P(X>1)

1.6.2.2 Laloi de poisson

Définition 1.19 Soit A € R On dit que X suit la loi de Poisson de paramétre A si: X(w) =
NetVkelN, )
Ake=A
p(x=k)=—

On note X < P(A).

Exemple 1.7 C’est une loi limite de la loi binomiale de parameétre (n, p) quand np tend vers
A pour n qui tend vers+oo et p proche de 0. Elle sert a modéliser par exemple le nombre
de clients arrivant dans un magasin pendant une période donnée, ou encore le nombre de

voitures passant d un péage pendant une période donnée...
Proposition 1.6 Soit X < P()), admet une espérance et une variance :
E(X)=2X (1.25)

Et
V(X)=A (1.26)

Soit X < P(A) admet une espérance et une variance.
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1.7 Estimations

1.7.1 Geénéeraliteés:

Estimation générale consiste a trouver a partir d’observations les valeurs de para-
metres inconnus d’une ou plusieurs lois de probabilité (valeurs prises par des variables
qui obéissent a cette loi de probabilité). Pour cela, on utilise un estimateur basé sur la
v.a étudiée : lorsque v.a a pour valeur une observation, la valeur de l'estimateur est
appelée une estimation. Le terme estimation fait référence a une valeur numérique
utilisée pour l'approximation. En général, I’estimateur est une variable aléatoire, c’est-
a-dire que 'estimation du parametre dépend des individus présents dans ’échantillon.
Une autre estimation de ce parametre serait obtenue si un autre échantillon était consi-
déré. La sélection de l'estimateur est basée sur des critéres qui mesurent sa proximité
avec les parametres inconnus. Dans ce qui suit, nous présentons une liste des criteres

les plus couramment utilisés pour définir la "qualité" d’un estimateur.

1.7.2 Estimateur sans biais:

Un estimateur est sans biais si, avec une taille d’échantillon finie et fixe, différentes
estimations du méme parametre pour différents échantillons permettent d’estimer ce
parametre comme le centre de gravité, ou plus simplement,si T est un estimateur de
E(T) =0 .Lopérateur E(.) est utulisé pour représenter la moyenne de la population de
la variable aléatoire qui suit une loi normale N (0,1) sur laquelle il opéré. Un estima-

teur clissiquement utilisé pour la variance est :
1 n
—~2 >
&= ;(Xi - X)? (1.27)
=

C’est un estimateur biaisé de la variance, il sous-estime en moyenne la variance de

population, en effet
- 1
E(@)=(1--)o’

(1.28)

Nous voyons a partir de la formule précédente qu'un estimation sans biais de la va-

riance est donnée par :

_ 1 | _
Gl = — ;(Xi ~X)2 (1.29)

Si la moyenne de population m est connue, il est facile de montrer qu’'un estimateur

sans biais de la variance est donné par :

o2 = lZ(xi—m)2 (1.30)
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Plus généralement, si g est une fonction non linéaire, et si T est un estimateur sans

biais de 0, alors :

E(g(t)) = g(0)

Ainsi, en prenant g(x) = v/x on obtient :
E (\/ofn_\lz) %0

La quantité /&,_; > n’est donc pas un estimateur sans biais de I’écart type o.

1.7.3 Estimateur efficase

Définition 1.20 Un estimateur sans biais est efficace si sa variance est la plus faible parmi
les variances des autres estimateurs sans biais. Ainsi, si 01 et 0, sont deux estimateurs sans

biais du paramétre 0, U'estimateur 0, est le meilleur estimateur si :
V(0;) < V(0,) (1.31)

Et
E(6,)=E(0,) =6 (1.32)

1.7.4 Une méthode générale d’estimation : le maximum de vraisem-

blance

Fisher propose une méthode basée sur la remarque suivante : les meilleurs valeur
pour le parameétre inconnu 0 sont celles qui donnent la plus grande probabilité aux
événements observés (xy,...,x,). On vu que cette probabilité peut étre "représentée"

par la vraisemblance
L(x,0) = f(x1,0)...f(x,,, 0). (1.33)

Remarque 1.1 1l est équivalent de rendre maximum

InL(x,0) = Zlnf(xi,e) (1.34)
i=1
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1.7.5 Moments

Si X une variable aléatoire, on appelle moment d’ordre K, s’il existe le nombre
E(XK), telqueona:
px = E[(X = E(X))"]

Le moment factoriel d’ordre K
E[X(X-1)..(X =K +1)].

1.7.5.1 Méthode du Moments

L'idée de base de la méthode des moments est d’estimer ’espérance mathématique
par la moyenne empirique et d’estimer la variance par la variance empirique,etc... Au-

trement dit , si 6 = E(X), alors l'estimateur 6 par la méthode des moments est

n

6, =1 Zx,- (1.35)

n £
i=1

Généralement, I’estimateur du moment d’ordre r est donné par la formule :
1 n
E(X")=— ;X[, r=1,2,.. (1.36)
1=

Alors, pour 0 € O si E(X) = ¢(0), ou ¢ est une fonction inversible, l’estimateur de ¢

par la méthode des moments est :

6, = ¢ (d,) (1.37)

De la méme maniere, on estime la variance de la loi de X; par la variance empirique de

I’échantillon.

Sy = % (X; - X)2. (1.38)
i=1

1.7.5.2 Fonction génératrice des moments

Définition 1.21 Soit X une variable aléatoire réelle telle que la fonction

fx(u) = e gx(au) (1.39)

Cette fonction appelé fonction génératrice des moments de X, et Pour a,b deux réelles, on

Gaxsp(u) = e Gx(au),
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— La fonction Gx(—u) est aussi une fonction génératrice des moments,

— La fonction Gy est convexe.
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CHAPITRE 2

LOI EXPONENTIELLE A DEUX PARAMETRES

2.1 Introduction

La variable aléatoire X a une distribution exponentielle a deux parametres si elle a

une fonction de densité de probabilité de la forme :
1
flx)=—e & x>a, B>0 (2.1)

Ou a soit le parametre de localisation et 8 soit le parametre d’échelle.

On consideére X;.,,, X5y, ..., X;,., comme un échantillon aléatoire ordonné d’une distri-
bution exponentielle de 1'éq.2.1. Dans la littérature, l’estimation des parametres dans
la distribution exponentielle est largement considérée par exemple, Johnson et Kotz
(1970)[1]; Johnson et al (1994)[2]; et Balakrishnan et Basu (1995)[3]; souvent l’estima-
tion des parametres dans les distributions exponentielles est considérée dans un scé-
nario d’application spécial tel qu’avec la fonction de survie comme dans Balakrishnan
et Sandhu (1996)[4]. Les variantes de ce scénario incluent des échantillons censurés,
des populations tronquées et des situations ou le parametre de décalage est supposé
étre connu. Ici, nous traitons des distributions exponentielles de 1’équation 2.1 et sup-

posons que les deux parametres sont inconnus.
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Be+20
|

4e+20
|

De+00
|

0 20 40 60 80 100

FiGure 2.1 - La densité de la loi exponentielle de parametre Exp(2,2)

2.2 Estimation du maximum de vraisemblance (MLE)

Si Xi,X5,..., X, sont des variables aléatoires indépendantes ayant chacune la fonc-
tion de densité de probabilité f, alors les estimateurs du maximum de vraisemblance
de a et  sont :

drp = X1, le minimum,et f;=X-Xi.,

Ou X et la moyenne de ’échantillon.

On peut facilement monter que :

E(dp)=a+(B/n), V(dy)=(p*/n®) ,et E(B)=p(1-(1/n))

Dans cette section nous vérifierons que :

V(BL) = ﬁ—z(l - l) (2.2)

n n

Notez la différence de V(f;) donnée dans Johnson et Kotz (1970, p.211)[5] et dans
Johnson et al. (1994, p.507)[2].

Pour démontrer 1’équation 2.2, introduisons quelques théoremes :
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¢ Théoréeme 2.1 Pour 1 <i<n

1
n—i+r

i
iy = E(Xi:n) =a+ /3 Z
r=1

Preuve.Pour 1 <i<n

(2.3)

iy = E(Xiy)
— e | S G
) (i—l)T(!n—i)'% (1 = e V)1 (- it g
_ n! 1o i1 (7 (it 1er)(xi—a)/p
B (1—1)l(n—z)!'ﬁr_0( 1)( r )L *i€ ax;
n! o . [i-1 1 B
- (i—-1)(n-1i)! r:o(_l)( r )n—i+1+r( +n—i+1+r)
Lo
- a+/3;«n—i+r'
Puisque,
= el 1 _ T(i)T(n—i+1)
r:O(_ )( r )n—i+1+r B F(n+1)
(i=1)(n—i)
= T
Et
o . fi-1 1 T (n—i+1) ,
(_1)( r )(n—i+1+r)2 = T fneny H-H-i)

1

(i—1)(n—i)! o
- n! Z«

r=

Ou H[n] représente le nombre harmonique Y /'_;(1). =

¢ Théoréeme 2.2 Pourl<i<mn,ona,

1
(2) 1
@ = E(X,) =+ 2ap Zn— Al [[
r=1 r

n—i+r
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Preuve.Pour 1 <i <mn,

ain = E(X7,)
n! 5 i1 n—i
= m X AF ()} {1 = F(x)}"" f (xi)dx;
n! 1 &0 2 —(x.— i (- — 7 —(x:—
— - x'(l_e (xz 0()//3)1 l(e (xz a)/ﬁ)n le (xz a)/ﬁdxl
(i-Dn-)t'gJ,
~ n! l i1 (_1)T(i - 1)Jm x 2o~ (n=it14r)(xi—a)/B 7.
= : ;
G- g\ ],

n! = (_1)r(i—1)( @@ 2B 2

n—i+l+r (m—i+1+r)?2 (n-i+1+r)3

+
=)
N
| |
—_——
=
|
N
+
=
N ——
[\
+
<
D
=
|
~L | =
+
=~
~—
[\
S ——

H[n] représente le nombre harmonique Zle(%),et

o [fi-1 1 1 , , ,
;(—1)( . )(n—i+1+r)3 = I,(n_i_1)[1‘(1)1“(11—1+1).{(H[11]—H[n—1])2

PolyGammal[l,n+ 1]+ PolyGamma[l,n—i+1]}]

i

. 2
(i-1)\(n=i)|[x 1 1’
: 2(15) Z [[Zni+r] +Z(n—i+r) ’

r=1

o1
PolyG ,z] = (=1)"n! —_—
olyGammal[n,z] = (-1)""'n ;(z+k)”+l
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n
¢ Théoréme 2.3 Pour j—i>2

i
= a2+2aﬁ§:
r=1

|

@ in = E(Xin Xjin) P

:

i
*)
r=1
i

i

)

r=1

1
n—i+r

—+

j-

|

1 2
n—i+r)

1

—+

+ﬁ2[

J—1

a E : :
P n—j+r n—j+r
r=1 r=1

Preuve.Pour j—i > 2,
Qi jn E(X;X;)
n!
(j—i-1

el IR

Xl - )" f (g

Z_

[

(1—1)-(1—1—1)( -J) J

X

[eo]

X F () F(

(o]

{F(xj) = F ;) {1 = F (o)} f (x)dx
KAV Bl o= ])
) AV gy

P

Xi

(Xz _a)/ﬁ e_(x

)

1
n—1i+ r) (2:3)
r=1

|

x| f(x;)dx;

xl-)dxl-

=

a)/ﬁdxj

n—j+1+s

+

(n—j+1+s)?

l o (n=)(xi—a)/p
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Alors
Qi = ! o F(n) U, f(xn)dx
DT G (j—i— ) (=) ), T T
n! = i1 —(n—i+1+r)(x;—a)/
_ _ P
T -y i)!Z( 1)( r )J 5 xl+ﬁzn jts| i
r=0 @
B n! i‘l( i a? 20 p> -
- (i=1){(n—i)! £ r J{n—i+l+r (n—i+1+r)?2(n —z+1+r -
. (B p
n—i+l+r (m—i+1+r)?
Lo T
_ A2 2
- +2aﬁ;n i+r+/3 [;n—i+r] +r:1(n—i+r)
j—i j—i i
1 , 1 1
* aﬂZn j+r+ﬁ [Zn—j+r]( n—i+r]
r=1 r=1 r=1
n
¢ Théoreme 2.4 Pour1 <i<n-1
1 Lo
= — 42
Aiivl:n a +0(/3 —i + ;n—i+r}
1« 1 Lo e (&1 )
2
2.
tp n—i;n—i+r+g(n—i+r) +[r:1n—i+r] (2:6)

Sur la base des théorémes standards, nous avons :

V(BL) = V(X _Xl:n) = V(X) + V(Xlzn) - ZCOV(X,le))
Ou )
_ *2
vix) =L v =5
n n
Et
n
COV(X'Xltn) = ECO‘U X1 ;Xi:n
1=
1 n
= _V(Xl:n) + _COV(XlsnIXZ n) + E ;COV(XI:nIXi:n)
1=
Puisque,
COV(Xlzn’XZ:n) - E(XlanZ:n) - E(Xl n)E(XZ n)
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En utilisant théoréme 2.4 nous obtenons :

2 1 2
E(XlanZ:n) = 0(2 + aﬁ (; + n—1 )+ [)72 (ﬁ + Tl(Tl
Appliquer théoremes 2.1 on obtient
/52
cov(Xy., Xoin) = ﬁ

Pour 3 <i < n, Résultats 2.3 donne :

i—1

E(Xl:nXZ:n) 01 + O(ﬁ [_ +

r=1

Maintenant, puisque

] {2 1
—+—+
n—i+r n? n

2
€00 (X1 Xaa) = E(X 11 Xas) ~ E(X11)E () = £
Avec X ) ) )
cov(®, X1 = (e B0y = B
On trouve que :
2
-

et
COU(@L, ﬁAL) = COU(le,X _Xlzn) =0

2.3 Estimation sans biais (UMLE)

Les estimations sans biais qui sont une fonction linéaire des estimations du maxi-

mum de vraisemblance sont :

by =Xy = X) et fy= (K- Xy)
Avec 5 5
Vidu) = 5 Vi =5
Et 5
cov(dr, fr) n(f—l)
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CHAPITRE 2. LOI EXPONENTIELLE A DEUX PARAMETRES

2.4 Méthode des espacements de produits (MPS)

La méthode des espacements de produits (MPS) a été introduite simultanément par
Cheng et Amin (1983)[6] et Ranneby (1984)[7]. Soit

Xi
Di:Yi—Yi—lzf f(x;0)dx, i=1,2,..,n+1,

Ou x( est la limite inférieure et x,,; est la limite supérieure du domaine de la fonction
de densité f(x;0), et O peut étre a valeur vectorielle. De toute évidence, la somme des
espacements a 'unité, } D; = 1. La méthode MPS consiste, tout simplement, a choisir

6 pour maximiser la moyenne géométrique des espacements,

nl 1/(n+1)

- l_[Di
i=1

Ou, de maniere équivalente, son logarithme H = In G. L'estimation MPS donne des es-

timateurs cohérents dans des conditions beaucoup plus générales que les MLE. Les es-
timateurs MPS sont asymptotiquement normaux et asymptotiquement aussi efficaces
que les MLE lorsqu’ils existent. Maintenant, en utilisant la fonction de densité 2.1,

nous calculons

n—1
Ho L { In(1 — e~ Fin=aVB) 4 Zln(e—mn—a)/ﬁ _ e (rmap) _ %} (2.7)
i=1

Puis en dérivant par rapport 2.7 a et 8 et égalant a zéro, on obtient

A N
ap =Xy + P n+ 1 (2.8)
Et 1 A
n— —(x:
X —(x;. n/ﬁp 1+1 e (x1+1:n/lgp)
=nXy.,,— X, 2.9
(%, n/ﬁp —(Xis1, n/ﬁp NAq:p n:n ( )

i=1
Ou d et ﬁp sont les estimateurs MPS. En résolvant 2.8 et 2.9, en utilisant la méthode
de Newton -Raphson, 4, et ﬂp sont facilement obtenus.
Pour augmenter le taux de convergence et la facilité de calcul, les estimations UMLE
peuvent étre utilisées comme estimations initiale dans I’itération de Newton-Raphson.
A cause de 'absence d’expression fermée pour a, et ﬁp, la simulation est effectuée dans

la section 1 de chapitre 3.
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2.5 Estimation des quantiles (QE)

Les méthodes d’estimations basées sur 'utilisation des quantiles des distributions
correspondantes sont appelées estimations des quantiles. Les estimations des quantiles

peuvent généralement étre résumées comme suit :

Soit 0 ={604,0,,...,0,} les parametres a estimer et X;., < X,., <... < X,,.,, la statistique
d’ordre obtenue a partir d’un échantillon aléatoire de F(x;6), ou pour 6 fixé , F(x;0)
est supposée strictement croissante a l'intérieur de son support. Soit I = {i,,,...,1,}

I’ensemble des r indices distincts, ou i]- €{1,2,..,n},j=1{1,2,...,r}. Alors on peut écrire :

F(xi:n;g) = Pi:n’i el

Ou de maniere équivalente :

Xim 2 F1(Pyy;0), i€l (2.10)
Ot .
-4
P

est une distribution empirique de F(x;.,;0) ou, est une position de tracé appropriée,
avec a et b sont des constantes. Les valeurs de a et b sont choisies (soit théoriquement,
soit par simulation) de sorte que les estimateurs résultants aient certaines propriétés
souhaitables (par exemple : erreur quadratique moyenne minimale). En remplacant
I'approximation par 1’égalité dans 2.10, on obtient un ensemble de r équations indé-
pendantes a r inconnues, 01, 0,,...,0,. Une estimation élémentaire de 0 peut alors étre
obtenue en résolvant 2.10 pour 6. Notez que ces estimation élémentaire basée sur la
méthode de percentile. Les estimations obtenues a partir de 2.10 dépendent de r obser-
vations. Un sous-ensemble d’observations plus importantes est connu sous le nom de
sous-ensemble élémentaire et ’estimation résultante est connue sous le nom d’estima-
tion élémentaire de 6. Ainsi, a partir d’un échantillon de taille #, il existe des estima-
tions élémentaires nCr. Pour n et r grands, le nombre de sous-ensembles élémentaires
peut étre trop grand pour que les calculs de toutes les estimations élémentaires soient
réalisables. Dans de tels cas, au lieu de calculer toutes les estimations élémentaires
possibles. On peut sélectionner un nombre prédéfini, N, de sous-ensembles élémen-
taires soit systématiquement sur la base de certaines considérations théoriques, soit
au hasard. Pour chacun de ces sous-ensembles, une estimation élémentaire de O est
calculée et est notée éh,éjz,...,ém,
étre combinées, a 1’aide de fonctions appropriées (de préférence robustes), pour obte-

j=1,2,..,r. Ces estimations élémentaires peuvent

nir une estimation finale globale de 6. Une fonction robuste couramment utilisée est
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la médiane (MED), c’est-a-dire :

A

0= median(éh,éjz,..., QJN)

A

Les estimations sont uniques méme lorsque la méthode des moments (MOM) et les

équations MLE ont plusieurs solutions ou alors le (MOM) et le (MLE) n’existent pas.

2.6 Distribution exponentielle a deux parametres
Dans la distribution exponentielle a deux parametres 2.1 , le cdf est
F(x;a,B)=1- e~ (x-a)/p,
D’ou il résulte que le p-ieme quantile est :

q(p;a,p) =a—-log(l-p)B, 0<p<l.

Il y a deux parametres donc deux équations sont nécessaires. Soit I =7, j pour que 2.10

devient :

Xin = a —log(1—p;.,)pB,
Xjimp =& _log(l —Pj:n)ﬁ:

Oui<j,douil résulte que les estimations élémentaires de a et f sont données par

Qij = Xy + Pijlog(1 = piy),

ﬁ“ _ Xjn = Xin
Y log(1 - piy) —log(1 = pj.n)

Alors pour choisir p;.,,,i = 1,2,...,n, les estimations globales pour a et  sont obtenues

comme :
dq = median(d;;)

Et
BQ = median(ﬁij),

Ou Q représente une estimation quantile. En choisissant p;.,,, Castillo et Hadi (1995)[8]

ont suggéré d’utiliser :

i

1
Pin =1 —eXP{Zm};

r=
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A cause du fait que

i

E(Xi:n) =HWin= Z !

n—r+1’
r=1

Ce qui est vrai pour la distribution exponentielle standard, mais pour la distribution
exponentielle a deux parametres, y;.,, est fonction de a et  (résultat 2.1) et ne peut
donc pas étre utilisé a des fins générales. On peut décider d’estimer p;.,, en substituant
des estimations simples a « et f§ tel que décrit dans la section 2, dans la fonction quan-
tile. Mais on peut facilement montrer que le MLE revient au MLE et que le UMLE
ramene au UMLE. Par conséquent, dans la simulation de la section 5, le quantile em-
pirique _

i
n+1

Pin =

’

sont utilisés.

2.7 Inférence pour la distribution exponentielle a deux
parametres avec statistiques de commande générali-

Sees

2.7.1 Introduction

Pour modéliser des données statistiques ordonnées, Kamps (1995)[9] a introduit

statistiques d’ordre pour unifier les variables aléatoires ordonnées ascendantes.

Deéfinition 2.1 Statistiques de commandes généralisées (Kamps, 1995).
Les statistiques généralisée de commande Y1,Y,,..., Y, basé sur une fonction de distribution

continue F sont définis par leur fonction de densité de probabilité jointe :

fiz,.., n(ylxyb-"!yn):Cnl_[(l_F(yj))yj_yj+l_1f(yj)f avec  Y,.1 =0 (2.11)
j=1

Surlecone F1(0+)<y <..<y,<FY1),0uC,=Tl_yv;, r=12,..,n

Fl(t) =inf{y : F(y) > t}

Désigne la fonction quantile de F.
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Les paramétres du modele sont définis comme
n-1
Vi :k+n—i+Zm]- >0, i=1,2,..,n
j=i

Avec y, =k > 0 et 11 = (my,...,m,_;) € R, v, = n—i+1 correspond aux statistiques de
commande ordinaires,

m; =-1; y; =k Vi=1,2,.,n, 0u k est un entier positif, correspond pour enregistrer
des valeurs, et y; = k+ (m+1)(n—i), m > -1 Correspond a m Statistiques de commande

généralisées.

Tout les résultats obtenu pour la statistique d’ordre sont valables pour tous les sous-
modeles Statistiques de commande généralisées ou tout sous-modele pour l'estima-
tion, la prédiction et le test d’hypothéses statistiques (Mann,1969[10]; Ahsannullah,
1980, 2000[11]; Cramer et Kamps,(2001)[12];David et Nagaraja, 2003)[13]. Ils four-
nissent des estimateurs et des prédicteurs linéaires. Sous la condition y; # y; pour i # j

Cramer et Kamps dérivent la probabilité fonction de densité f,(y) de Y, := Y (r,n, 11, k),
r
f®)=C ) an(1-F)P ' fy), —eo<y<os, (2.12)

r

La densité de probabilité de la distribution exponentielle a deux parametres E(a, f8),

avec le parametre de localisation « et le parametre d’échelle f est

f(x;a,/i):%exp(—(x;a)), x>a, >0 (2.13)

Les statistiques d’ordre généralisées basées sur une distribution exponentielle ont
des propriétés théoriques caractéristiques (Kamps, 1995, Théoréme 3.10 [9]; Ahsanul-
lah, 2000, Théoreme 4.1)[14], qui permet d’obtenir des estimateurs linéaires, Prédic-
teurs linéaires et distributions exactes pour les quantités pivotes. Sultan et Abd Ellah
(2006)[15] ont présenté deux intervalles de prédiction d’une statistique d’ordre a par-
tir d’'une distribution exponentielle a un parameétre pour un échantillon de taille aléa-
toire.

Lawless (1971)[16] a introduit une quantité pivot pour construire un intervalle de
confiance de préduction d’une statistique d’ordre dans des expériences de test de du-
rée de vie avec un échantillon de taille fixe.

Ahsanullah (2000) a dérivé des estimateurs linéaires sans biais de la variance mini-
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male pour « et  de la loi Exp(a, §) est basé sur m-statistiques d’ordre généralisé. Ici,
nous utilisons l'erreur quadratique moyenne pour sélectionner parmi les estimateurs
et parmi les prédicteurs. L'erreur quadratique est sensible aux valeurs extrémes et peut
ne pas exister. C’est pourquoi nous utilisons également la mesure de proximité de
Pitman (Pitman et Wishart,1937) [17], Keating et al. (1993)[18] rapportent quelques
exemples motivants et les situations ou la mesure de proximité de Pitman est le critere
approprié. Par exemple, les moments centrés d’ordre supérieur de la distribution de
Cauchy avec une fonction de densité de probabilité

B 1
(14 (x—0)2)

g(x) —00<Xx <00, —00<6 <00, (2.14)

N’existe pas. Sur la base d’un échantillon aléatoire de taille deux, les erreurs quadra-
tiques moyennes de 0, =x eth,= szz n’existent pas, mais 0, est-ce que Pitman est
plus proche de 6 que 0, (Keating et al., 1993, 47). Balakrishnan et al.(2012) [19] utili-
ser la mesure de Pitman pour comparer le meilleur prédicteur linéaire sans biais et le
meilleur prédicteur linéaire invariant sous des données censurées de type II a partir
de la distribution exponentielle.

Dans la section 2.8, nous présentons le probleme d’estimation de la relation a deux
parametres distribution exponentielle Exp(a, ), sur la base de statistiques de com-
mandes généralisées, et comparer les estimateurs candidats. Dans la section 2.9, nous
donnons deux quantités pivots pour obtenir des prédicteurs ponctuels, des recons-
truites ponctuels de statistiques d’ordre généralisées basé sur Exp(a, ), et utilisez l’er-
reur quadratique moyenne et la mesure de Pitman de proximité pour comparer les

prédicteurs.

2.8 Estimation des parametres d’echelle et de localisa-
tion de Exp(«, ) a partir de statistiques d’ordre gé-

néralisées

2.8.1 Estimation des parametres

Nous étendons les résultats d’Ahsanullah (2000)[14] pour les m statistiques d’ordre
généralisé. En suivant le Lemme 3.1 de Kamps (1995)[9] avec la fonction de densité de
probabilité dans I’Eq. 2.13, la log-vraisemblance basée sur les r premieres statistiques

d’ordre généralisé Y; =1,2,...,r,avec r < n, est

—_

r—

U(a, B) oc —rIn(p)- (yi_yiﬂ)(yi_a)—%(})r—a) pour a <y, <..<y, <co. (2.15)

| =
I

-
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Cas 1: Estimation de a avec  connu

9(a,p)

B 0 comme

L'estimateur du maximum de vraisemblance de f est solution de

:
B=) piY;=Yi) avec Yo:=Y(0,m k) =a. (2.16)
i=1

La quantité rf/p une distribution Gamma avec le parametre de forme r et le para-
metre d’échelle 1, ce qui implique que f§ est un estimateur sans biais de 5. L'estimateur
du maximum de vraisemblance de f est ’estimateur linéaire sans biais a variance mi-

nimale lorsque a est connu.

Cas 2 :Estimation de o et §

A partir de I’équation. 2.15, les estimateurs du maximum de vraisemblance de «a et
dl(a,p) d(a,p) _

B sont des solutionsT:OetT—O,
1 r
d=Y, et ﬁz;;mn—n_l- (2.17)
1=
R ~-1)p?
E(&):a+})ﬁ¢a et E(f)=" r)ﬁ oy
1

Sont biaisés. Les estimateurs sans biais corrigés sont

= g ATt < i £ (218
On a 1152 5
Var(f) = # < Var(p*) = rﬁ_ - (2.19)

A

L'estimateur & = Y; — yﬁl est le meilleur estimateur linéaire invariant de a (Mann, 1969
[10];Nagaraja, 1986 [20]). Les estimateurs linéaires sans biais a variance minimale de
a et B sont a* et f* De 1’éq. 2.18, la quantité 2(r — 1)B*/B suit une distribution x? a

2(r—1) degrés de liberté. L'intervalle de confiance 100(1 — 6)% pour f est

2(r-1)p" Z(Y—I)ﬁ*
X opn(2r=2) x3(2r=2)|

1B, B] = (2.20)

Comme 2y;(Y; —a)/p et 2(r —1)B*/p, qui suivent une distribution axiale avec diffé-

rents degrés de liberté, sont indépendants les uns des autres,

(Y —a)

5 ~F(2,2r-2) (2.21)
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Ou F(vq,v,) désigne la distribution F avec des degrés de liberté v; et v,. Un intervalle
de confiance de 100(1 — 0)% pour « est

Y, - ﬁ—Pé(z,zr —2)<a<y, (2.22)
Y1

2.8.2 Comparaison entre estimateurs

Si a et p sont inconnus, rf/p suit une distribution Gamma de forme r — 1 et de

parametre d’échelle 1. L'erreur quadratique moyenne (MSE) de parametre a et f sont

y_ B _ B
MSE(/)’):7< — = Var(B")= MSE(B") (2.23)
. 207 ‘ rp? o (r=1)p?
MSE(O():y—l, MSE(O( ):m, MSE(O():T (224)
De sorte que,
MSE(&) < MSE(a") < MSE(a) (2.25)

Les estimateurs sans biais a* et f* de 1’éq. 2.18 sont des fonctions linéaires a va-
riance minimale de statistiques d’ordre généralisées. Barnett (1999)[21], Ahsanullah
(2000) [14], David et Nagaraja (2003) [13] et Balakrishnan et Cramer (2014) [22] pré-
sentent des estimateurs linéaires et des prédicteurs linéaires basés sur des variables

aléatoires ordonnées.

Définition 2.2 Estimateur plus proche de Pitman (Keating et al., 1993).
Pour 0, et 0,, deux estimateurs d’un paramétre 0 et 6, est une estimation plus proche de
Pitman (PMC) que éz, si

PMC(6y,0,) =P (|0, - 6] <0, - 6]) > 0.5 (2.26)

Pour toutes les valeurs de 0, avec inégalité stricte pour au moins une valeur de 6 . La
mesure de Pitman indique lequel des deux estimateurs d'un paramétre est le plus proche en

probabilité de la vraie valeur.
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2.8.2.1 Comparaison entre f et §*

Ensemble Ty, =) |, ,vi(Y;-Yi_;), 0 <{<r, donc [§ =Ty, /retp =T ,/(r-1).

Par conséquent,

P

PMC(B", f) |<1p- /sl) (2.27)

(I8~
= P(I T“l—/ﬂl
[

-
Tlr 2r(r — ))
p

= P

2r—1
2r(r—=1)\_ 1
= G |——|=2=, Vr>2
”( 2r—1 )—2 '

Ou G,_;(t) désigne une fonction de distribution Gamma avec le parametre de forme

r—1 et le paramétre d’échelle 1. Alors p* est Pitman-plus proche de  que f§ .

2.8.2.2 Comparaison entre &,d et a*
Proposition 2.1 L'estimateur & est plus proche de Pitman o que & et a” .

Preuve.Les variables aléatoires 2y, (Y; —a)/p et 2T; ,/p sont indépendantes x?, de plus
d—d:Tl,r/Tyl >0 et d+d:2Y1—T1,r/Vy1.
Puis,

PMC(a,

S
Ql

) = Plla-al<|a-al

(2.28)

C’est, 0.6 < PMC(a,d) < 0.8 de sorte que & est Pitman-plus proche de a que 4.

Nous avons

~r-1)
21 1 144
PMC(a",d) = |1+ ——— S22 s o, 2.29
(a", @) ( +2r(r—1)) E[e 289] s (2.29)
=g oo
PM 1 — 21, vrs1 2.
Cla’,é) = ( +2(r_1)) e[\ﬁ 3] r> (2.30)

C’est,0.502 < PMC(a,a”) <0.632, pourr>2,et0.607<PMC(a*,a&)<0.667,r>1.
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La mesure de Pitman de la proximité de parametres d’échelle et de localisation
est indépendamment de la taille de I’échantillon n et des parametres du modele y.

Nagaraja (1986) trouvent la méme chose pour les statistiques d’ordre ordinaire. m

2.9 Prédicteurs ponctuels et reconstructeurs basés sur

des quantités pivots

Notre méthode est basé sur des quantités pivots sous des statistiques de commande
généralisées de Exp(a, f). Nous utilisons ’erreur quadratique moyenne et la mesure de
proximité de Pitman pour comparer les prédicteurs ponctuels. Considérez les quanti-

tés pivots

Y. -Y,
Vi=Vi(y)i= == (2.31)
Tf,r
Y.-Y,
V, =V =2 - 2.32
»=Va(y) Y, -, ( )
Ou Y., Y, 1 <€ <r<mn,sont des statistiques de commande généralisées basées
sur Exp(a, p) :
Te,=Te,(v)=T,—Ty pour 0<C<r<s<n, V=Y,V (2.33)
Et

.
To, =T, = Zy,-(Yi ~Y. ), avecT,=0. (2.34)
i=1

Certaines observations peuvent manquer dans les premiéres expériences sur la du-
rée de vie. La quantité pivot de I’équation. 2.31 et 2.32 permettent de contourner ce

probleme difficulté.
Théoreme 2.1 La fonction de distribution de la grandeur pivot V; est

F _1 C, © ai'r)(s)l —(r-0) >0 (2.35)
v, (v1) = C Z v (1+yiv1) , 120 .

"i=r+1
De plus, un prédicteur ponctuel non biaisé de Y, construit sur V; est

1,0)

Yy =y 4 AT, (2.36)

Avec erreur prédictive quadratique moyenne exacte (MSPE),

MSPE(YMY) :( Yyt (r-0AY B (2.37)

i=r+1
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Ou .
() ars
2(s) = ,1<r<s<mn, A= s
e t:r]-:[tiiyt_ i Lot
L
A s=0;—a, et a;= —. (2.38)
=7

Preuve.Les variables aléatoires W, ; = Y; =Y, et Y, sont indépendantes d’un autre (Barakat
et al., 2018)[23]. En conséquence, W, et Ty, sont indépendants de un autre. La quan-
tité Ty ,/p suit une distribution Gamma de forme paramétre r — € et paramétre d’échelle 1
(Barakat et al., 2018)[23]. La probabilité fonction de densité de W, ;/p (Kamps et Cramer,
2001)[24] est

C S
W,y = gs Z aﬁr)(S)e"’f“’,w >0 (2.39)
Tizr+l
Puis,
W,
FVI (Ul) = P Tgr’s < Ul) (240)
,v
= P(Wrs SvlT€r)
= J P(Wr,s < vlt)ng r(t)dt
0
0 vt
- . ( fw,,s(w)dW)ng (1)1,
0 0

D’oni I’éq. 2.35 suit. Un intervalle prédictif dte 100(1 —0)% de Y, reposant sur V; est [L, Uy ]
ou L=Y,; Uy =Y, +v 5T, et v 5 satisfait Fy, (vy,0) = 1 - 6. Un prédicteur ponctuel non

biaisé de Y; est

Y =L (L= Uy = Y4 (1= vy 6T, 0 < < 1 (2.41)

Ot 1 est tel que E(YS(M)—YS) = 0,ce qui implique (1-n)vy s = Ay,d’ott I'éq. 2.36 suit. Comme
W, s et Ty, sont indépendants de I'un un autre, Uerreur quadratique moyenne de prédiction
de Ys(l’g) est
2

MSPE(vM )= E(Y")-v,) = ATE (T, ) - 24 (T, ) E(W, )+ E(WE)  (2.42)
Ce qui implique 1’éq.2.37 et compleéte la preuve.

n
Corollaire 2.1 Sir et s sont fixés, alors I'erreur quadratique moyenne de prédiction de YS(M)
est une fonction croissante de € atteignant son minimum pour € = 0. Si { = 0, nous devons

estimer le parameétre de localisation a Pour 1’éq.2.36, soit
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1. @ =Y alors,

A a
Ys(l,O) _ Yr n 1,8

T, (2.43)

2. En remplagant a par ax = Y, — */y; ; Eq. 2.36 devient Y( 0) Ys(1 b

3. Ou, avec @ = Yy — /vy ; I'éq. 2.36 devient

- r+la
v _y L %TM. (2.44)
r
Par conséquent
MSPE(Y"Y) > MSPE(YM ) > MSPE(Y™)  pourtouts>r>1 (2.45)

Théoréeme 2.2 La fonction de distribution de V, est

C r s a(-g)(r)a(.r)(s)
1 —
Fy (v2) =1~ o Z Z —.](yi +972) Lov,>0 (2.46)
gz =0+1j=r+1 Yj
Par ailleurs,
Y 2y, + Ay(Y, - V) (2.47)

Est un prédicteur ponctuel non biaisé de Y basé sur V, avec,

MSPE(Y. Z 2+ A2 Z Y7 (2.48)
i=r+1 i=0+1
Par ailleurs,
Y=Y, -ANY,-Y,) (2.49)

Représente un reconstructeur ponctuel non biaisé de Y, construit sur le reconstructeur gran-
deur pivot V) = 1/V,. Lerreur de reconstruction quadratique moyenne exacte (MSRE) de
Yg , est

MSRE(Y;) = A;>MSPE(Y*Y)), (2.50)

Ou Ay =a,s/ap,.
Preuve.Par I’équation 2.32, V, = Wi/W; ., Ou

Wl*] X(j,n,m, k)—X(i,n, i, k)

Et X(i,n,m,k),i =1,2,..,n,1 <i<j<n,dénotent des statistiques de commande généra-
lisées basé sur Exp(0, 1) Wi, =Yicen Vi 1Ziet Wy =Y 3,1 Z; (Barakat et al.,2018)[23],
ou les Z; sont indépendants et identiquement distribués de Exp(0,1). D'ou W, et W[,
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sont indépendants les uns des autres. Suivant Aly (2016)[25] et Aly et al. (2019)[26],
on obtient I’éq. 2.46. Le 100(1 — 0)% prédictif I'intervalle de Y; est [L, U, ], ou

L=Y,Uy=Y,+vy4(Y, - Y), (2.51)

Et v s satisfait Fy,(v,,5) = 1 -0, I’équation 2.47 et 2.48 suivre comme pour le théoreme
2.1.
Considérons la fonction de distribution F Vg(u) de V. Puis,

PV;(u):P(VLZSu)zl—P(VZS%):FVZ(%). (2.52)

Un 100(1 — 06)% intervalle de reconstruction pour Y, est [L}, U*],ou

Ly=Y,—us(Y,-Y,), U'=L, (2.53)

Et us satisfait 1’équation non linéaire.FVZ(u%) = 1 - d.on obtient 1'éq 2.49 et 2.50, et

théoréeme 2.2. m

Corollaire 2.2 La grandeur pivot V,, pour | = 0, prend la forme

Y, -Y,

Vy=——1= 2.54
T (2.54)

Et la fonction de distribution de V3 est
Fy,(v3)=1-C; Z Z yl +y,~v3)_1, v3 >0 (2.55)

i=r+1 j=1

Un prédicteur ponctuel non biaisé de Y;basé sur V; est

2,0

YV — v ALY, —a) (2.56)

Et

MSPE(Y. (Zyl +AZZ% ) (2.57)

i=r+1

O Az = A, /A,

Théoreme 2.3 La fonction de distribution de la grandeur pivot reconstructive

Y, -,

r,s

U= ,1<b<r<s,
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est o
C, «— a
Fy(u)=1-= Z ! ()(1+y, )" w > 0. (2.58)
C€ i=0+1 Yi

Un reconstructeur ponctuel non biaisé de Y; construit sur U, est
- -1
Y, =Y, ~(s—1)" Ag, Ty, (2.59)

Avec erreur quadratique moyenne de reconstruction

MSRE(Y;) Zyl (s—r)'a2, |B2 (2.60)
i=C+1

Preuve.La preuve suit par la méme méthode utilisée dans les théorémes 1 et 2. m

2.9.1 Comparaison des prédicteurs a I’aide de la mesure de proxi-

mité de Pitman

Pour comparer les prédicteurs, nous considérons

Cas 1: Le prédicteur ponctuel dépend du premier r observé généralisé statistiques de

commande; et

Cas 2 : Le prédicteur ponctuel ne dépend que de Y; et Y,.

2.9.1.1 Comparaison entre Ys(l’l), Ys(l’o),etYs(l’O)

Théoreme 2.4 SiYy,..., Y,sont des statistiques de commande généralisées de Exp(p, o), alors

(L1) »(1L0)) _ ¢ v a’s) (1)
PMC(Ys ", Y; ):FVl(Br,slgzl):_ . (1+yiBr,s) ’ (2.61)
Ti=r+1 Yi
(1L1) 5(1,0) v 4’)
PMC(Y," ) = Fy (Brle=1)= 2 ) S——(1+y;8;,", (2.62)
"i=r+1 i
5(1,0) 1(1,0) C, & al(s) (1)
pmc(¥e Y, 0% = Fy, (B rslf—l)za; S (1ewiB) (2.63)
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Ou
2r—1
B,y, = ——A,,,
r,s 2r(r_ 1) r,s
B - 2r2 -1
P 2r2(r—1)" Y
- 2r+1
Br,s = 7/\1’,5' (2.64)
Avec 1 <r<s<n.
Preuve.Pour prouver I’éq. 2.61,
(L) (1,00 Ars
Y, -Y, = T, >0,
) s r(r—1) "
Et
Y e 9 22y, + 2B, Ty > 1 (2.65)
Puis,

pmcyM, v+

>

1,1 1,0
P - v < - vy
P(Yr + Br,sTl,r < Ys) = P(Wr,s > Br,sTl,r)

J; P(Wr,s > Br,st)fTLr(t)dt

J J‘ fw, (W) fr, (H)dwdt
0 Br,slL
Fvl(BT,Slg = 1);

Ce qui prouve I’éq. 2.61. Les preuves de 1'éq. 2.62 et 2.63 se ressemblent. m

Corollaire 2.3 Sis=r+1 > 3,alors

1,1) (1,0 (y_ 1

pmc(y PN v = (148, ,,,) Y < > (2.66)
1,1) (1,0 1,0) \_(y— 1

pMc(y ), v ) = (14 B ) < 5 (2.67)

pMc(@ 0y g 4B, DL (2.68)
r+1 7 Tr+1 /T r,r+l ) :

Autrement dit, Ys(l’o) est plus proche de Pitman de Y que les deux Ys(l’l) et Y;l’o),pour s =

r+1>3.
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2.9.1.2 Comparaison entre Y5(2’1)etYS(2’0)

)

T 2,0) , . s ) SR T
Le prédicteur ponctuel YS( s’applique aux statistiques d’ordre généralisées Y; et

Y,.Si€ =0, nous estimons «a par son estimateur du maximum de vraisemblance & = Y;

Proposition 2.2 Supposons que Y; et Y, sont des statistiques d’ordre généralisées basées sur
Exp(a, p) Alors,

(2,1) ((2,0) C. & & allnals)
1) v(20), _;  Ls ! ] 4. -1
pmc(yV, 729) = Clz22 o Wity (2.69)
=2 j=r+1
O 21, A
Wy = —— L (2.70)

(2/\r - /\1)/11’,5.

2.10 Inférence sur le parametre moyen d’une distribu-
tion exponentielle a deux parametres : Complete,

données censureées

2.10.1 Introduction

Supposons que la variable aléatoire X a une distribution exponentielle a deux pa-
rametres avec le parametre de localisation a et le parametre d’échelle g, c’est-a-dire

qu’elle a une fonction de densité de probabilité telle que :

1
fx(x) = Ee‘(x_”‘)/ﬂ,x >a;a €eR; B> 0. (2.71)

La valeur moyenne de cette distribution est
O0=EX)=a+p.

Les distributions exponentielles a deux parametres ont de nombreuses applications en
ingénierie, biologie, épidémiologie, médecine, etc. Durée de vie moyenne attendue en
plus de la durée de vie garantie, et la valeur moyenne est connue sous le nom de durée
de vie moyenne.Les parametres de localisation et d’échelle sont respectivement connus
sous le nom de temps effectif supplémentaire garanti et moyen, et la valeur moyenne
est appelée temps effectif moyen.

Dans cette partie, nous considérons l'inférence sur le parametre de la moyenne d’une

population exponentielle. Dans un premier temps, nous proposons 'UMVUE pour ce
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parametre, puis développer une approche exacte basée sur des échantillons pour tester
et construire un intervalle de confiance basé sur cet estimateur. Ensuite, cette méthode

est généralisée a la censure progressive de type II, et de double censure.

2.10.2 Inférence sur la moyenne a partir d’un échantillon complet

Soit X1, ..., X, un échantillon aléatoire d’une distribution exponentielle a deux para-
metres avec le parametre de localisation a et le parametre d’échelle f. Dans cette sec-
tion, nous considérons I'inférence du parametre moyen 6 sur la base de cet échantillon
complet et proposons une quantité pivot pour ce parametre en utilisant 'UMVUE de
6. Nous utilisons ensuite cette quantité pivot pour tester des hypotheses et construire
des intervalles de confiance exacts pour 6.

I1 est bien connu que (X(l),ﬁ) est une statistique complete suffisante pour (a, ) ou
X(l) = min(Xl,...,Xn) et
jo i (Xi— X))
= (n-1)
1=1
Aussi, il est bien connu que Xy et /)9 sont indépendants (Lawless, 1982 [27]) avec,

Zﬂ(X(l) - 0()
p

2(n-1)p

V=
p

~ X(Zz), U= ~ szn_z)- (2.72)
Par conséquent, les UMV UEs pour a et f sont X(;) — /§/n et f, respectivement, et aussi,
X =YY" X;/nest 'UMVUE pour la moyenne paramétre, 8. On peut facilement mon-
trer que w est distribué comme chi-distribution au carré a 2n degrés de liberté.
Maintenant, nous proposons une quantité pivot pour 6 qui est 'emplacement et I’échelle
invariant et sa distribution peut étre obtenue exactement. Le résultat est prouvé dans

le théoréme suivant.

Théoreme 2.5 Considérons Q = % La distribution de Q est libre de lieu et les paramétres

d’échelle et est distribué comme T = (1 —1/n)(U +V —2n)/U, ou U et V sont des variables
2
(2n-2

) N Ad d ,
Preuve.D’apres 2.72,ona § = z!ill_Jz et X(l) = % + a. Par consequent,

aléatoires indépendantes avec x ) et )((22) respectivement.

X-0 (1-1/np+X1-6 4 n—1(U+V—2n)
; ; '

n
La distribution de QQ n’est pas bien connue, mais la distribution empirique et les
quantiles de Q peuvent étre obtenus par simulation de Monte Carlo en utilisant le

algorithme suivant :
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Pour une taille d’échantillon donnée n,

2

1. Générez U et V a partir de X(Zzn—2) et x{y)

respectivement.

2. Calculer

_ n—l(U+V—2n)

T =
n U

3. Répétez les étapes 1 et 2 pour M fois et obtenez M réalisations de T, comme
Ty,... Ty.

4. Calculez le y eme quantile des T; comme estimation du y éme quantile de Q,

c’est-a-dire g7.

La quantité pivot proposée Q, peut étre appliquée pour tester des hypotheses sur

le parameétre moyen, 6. Considérons

HO :0 = 90 Vs Hl 10 = 90 (273)

Ou 6, est connu. Hy est rejeté au niveau ¢ si Q > g% ou Q < g%, ol q” est y
eme quantile de Q. De plus, une confiance bilatérale précise I'intervalle entre O et le

coefficient de confiance 1 — ¢ est donné par
(X —Bq2, X - fq), (2.74)

Oue,—egg=1-cet0<e <ey.

Remarque 2.1 Pour un p € (0,1) donné, le p-iéme quantile de la distribution exponentielle
a deux parameétres est donnée par ¢ = a+ap ot a=—log(1—p). Semblable au théoréme 2.1,

nous pouvons définir la quantité pivot de ¢ comme

Q(P = (X(l) + (Cl - 1/7’1)/§ - (P)//JJA
Et montrer facilement qu’il est distribué comme

Ty =(n-1)(V-U(na-1)/(n-1)-2na)/nU

Ou U et V sont variables aléatoires indépendantes avec )((22n_2) et )((22), respectivement. Exis-
ter dans un cas particulier, le p-iéme paramétre quantile ¢ devient le paramétre moyen

lorsque p =1 —e~!. Donc, Qg et T, deviennent respectivement Q et T.
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2.10.3 Inférence sur la moyenne sous censure

Dans cette section, nous considérons l'inférence sur le parametre moyen de la dis-
tribution exponentielle a deux parametres sous des schémas d’échantillonnage tels que
double censure, censure de type II et censure progressive de type II. Dans chaque cas,
une méthode précise est proposée pour tester supposer et construire des intervalles de
confiance pour les parameétres moyens Similaire a ’échantillon complet de la section
2.

2.10.3.1 Double censure de type II

Laisser X(;41) < X(y42) < ... < X(;—5) étre un échantillon double censuré d’un distri-
bution exponentielle a deux parametres ou les r observations sont Censuré a gauche,
et s les observations ont été censurées a droite. Il est bien connu que (dp, fp) est une
statistique suffisamment complete (a, ) (Kambo, 1978[28], Balakrishnan, 1990)[29]

ou

. A n—r
ap = X(r+1)+ﬁD108( " )
n—s—r

u 1
Zf X(rriy + X (n—s) = (n=1)X(r41)
1=

n—r-—=s

=
o
[l

Aussi, X(, 1) et ﬁD sont des variables aléatoires indépendantes avec,

X(r+1) —a g4 =l . 2(1’[—7’—5) N
Ve S ) W=t ) U= T ~ Ko (275)
i=1

Ou les Vi est indépendant et identiquement distribué (iid) aléatoire une variable avec
une distribution du chi carré de degré 2 liberté (Cheng et al., 2013)[30]. Par consé-
quent, les UMVUE pour « et  sont

A n—r-—s A

dyp = Xy —dpup et Pup = P

Respectivement, ou
r+1

d:Z(n—i+1)‘1.
i=1

Ainsi, 'UMVUE pour le parametre moyen, 6 est

Ouyp = dyp + pup-
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Théoreme 2.6 Considérer Qp = eléD_G. La distribution de Qp est libre de parametres de
UD

localisation et d’échelle et est distribué comme

Tp=[2n-r-s-1)V+(1-d)U-2(n-r-s-1))/U

r+1 V;

et ) i=1 Fm—i+1)’

Ou U et V sont variables aléatoires indépendantes distribuées comme X(22(n—s—r—1))

respectivement, ot les Vi sont iid comme )((22).

Preuve.La preuve est similaire a la preuve du théoreme 2.1. Les quantiles Qp peuvent

étre obtenus a l'aide de simulations de Monte Carlo Similaire a ’algorithme 2.1. m

Remarque 2.2 La deuxiéme catégorie de double censure comprend la deuxiéme catégorie
de droits censuré quand r = 0. Par conséquent, la quantité pivot suggérée Qp est s‘applique
également aux distributions exponentielles a deux parameétres de type II Censure de droite
(Epstein et Sobel, 1954[31]; Epstein, 1960)[32]. Pour tester des hypothéses dans 2.73, H
est rejeté au niveau & si Q > q' /% ou Q < q*/? oul q;; est le y eme quantile de Qp. De plus,
un exact deux-intervalle de confiance unilatéral pour 6 avec 1 — ¢ coefficient de confiance est

donné comme
(Oup - Bupa“® Oup - Pupg®), (2.76)

Ouney—ey =1-¢eand 0 < e < €y. En utilisant 2.63, une quantité pivot généralisée pour

O est R
2(n—r-5)ppo
U

Ot x(y41) et ngo sont les valeurs observes de X 1) et /§D, respectivement.

GD =Xp41 + (1 - V);

2.10.3.2 Censure progressive de type I

L’échantillonnage progressivement censuré de type II joue un role important pour
obtenir des données dans les études sur la durée de vie et a requ une attention consi-
dérable dans la littérature. Il permet un pour enlever les unités expérimentales a des
points autres que le point terminal de la expérience a vie afin d’économiser du temps
et de I'argent associés aux tests. Il est également un mécanisme de censure plus général
que les schémas de censure traditionnels.

Le schéma de censure progressive de type II peut étre décrit comme suit : Supposons n
des éléments indépendants sont soumis a un test de durée de vie et 'expérimentateur
décide au préalable la quantité m, le nombre de défaillances a observer. Maintenant au
moment de la premiere échec, Ry des n—1 éléments survivants restants sont aléatoire-
ment retirés de la expérience. Au moment du second échec, R, des n— R; —1 éléments
restants sont retirés au hasard de I'expérience. Ce processus se poursuit jusqu’a ce que,

au moment de la méme panne constatée, le reste R,, = n—m—R; —...— R,,_; survivants
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sont supprimés de I'expérience. Voir Figure .

Jr?Ii'l

(m)

FiGure 2.2 — Schéma de censure progressive de type I

Le schéma de censure progressif de type II comprend certains cas particuliers :

1. Lorsque R; =0,i=1,2,...,m, il se réduit a un plan d’échantillonnage complet.

2. Lorsque R; =0,i=1,2,..,m-1et R, = n—m, il se réduit a un échantillon censuré

de type II.

Basé sur I’échantillon observé

X1 =Xt X2 =X o X = Xopemen

A partir d’un schéma de censure progressif de type II (Ry,...,R,,), la fonction de vrai-

semblance peut étre écrit comme
L(a, p) _cl_[f 1-F(x)%, i=1,..,m (2.77)

Pour la distribution exponentielle a deux parametres, il est montré par Viveros et
Balakrishnan (1994)[33] que (d,, /§p) est une statistique complete et suffisante pour

parametre vectoriel (a, ), ou

A N
ap :X(l) et ﬁp = EZ{(?’I+1)(X(Z)—X(1))
1=

Aussi, quel que soit le modele de censure progressive, d, et ﬁp sont indépendant

Zmﬁp
) - B
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Par conséquent, les parametres « et § peuvent étre estimés par

R SN
dyp = Of—;ﬁup
m 4
m—lﬁp
Comme UMV UE de 0, est

Oyp = dyp + pup-

Théoréeme 2.7 Considérons Qp = Our=0 14 distribution de Qp est réduite depuis le lieu et
up

les parametres d’échelle et est distribué comme

(m-1)V+(n-1)U-2n(m-1)
Tp = nU ’

2

Ou U et V sont indépendamment distribués comme X (om—2

) et )((22), respectivement

Preuve.La preuve est similaire a la preuve du théoréme 2.1. Pour tester les hypotheses
dans 2.73, HO est rejeté au niveau ¢ si Q,, > qll,‘f/z ouQ, < q’i/z ,ou qg est y-éme quantile
de Q,. De plus, les deux exactes Intervalle de confiance unilatéral pour 6 avec 1 —¢ le

coefficient de confiance est donné comme

(éup—ﬁupqzzlém—ﬁupq;l)} (2.79)

Ouey—gg=1-¢cand 0 <¢gp < éy.
En utilisant 2.78, une quantité pivot généralisée pour 6 est
mp 1%
_ Po
Gp —X(1)+T(2—Z)
Ou x(p) et /§p0 sont les valeurs observées de X ;) et /§p respectivement. Nous avons trouvé
les mémes résultats pour la généralisation et les intervalles de confiance proposés pour

le parametre moyen en termes de probabilités de couverture et longueurs attendues.
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2.11 Estimation dela fiabilitée pour I’exponentielle a deux
parametres Famille basée sur des données progres-

sivement censurées de type II

2.11.1 Introduction

La distribution exponentielle a deux parametres (localisation-échelle) a la probabi-
lité fonction de fiabilité donnée, par

_t-a
R(t):{ eXP{O 7 ii (2.80)

Figure 2.3 - La fonction de fiabilité de parametres Exp(2,2)

Y]
-
o
2
v
m ™
e ]
To]
g
e
° | | | | | |
0 20 40 60 80 100
X
Supposons que X; = Xy X2 = Xoowen 5o Xin = Xppmen un échantillon d’un

distribution exponentielle a deux parametres avec schéma de censure progressif de
type II (Ry,...,R,,;), d'ou le MLE de « est

dML =x1 = X1 (2-81)

Le MLE de 8 peut étre obtenu comme

5 i (Ri+1)(x; — xq)

PmL = —— - : (2.82)

Ainsi, substituez les estimations ML des deux parametres dans 1’équation. 2.80, on
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obtient I’estimation ML de la fonction de fiabilité R(t), sous la forme

Ry (t) = exp {—t?m}. (2.83)
ML
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CHAPITRE 3

SIMULATIONS ET APPLICATIONS SUR DES DONNEES
REELLES

3.1 Simulation des variables aléatoires exponentielles a

deux parametres

Dans cette section on va générer des échantillons de la variable aléatoires exponen-
tielle a deux parametres. En utilisant la méthode d’inversion pour générer des échan-
tillon a laide du logiciel statistique R.

Nous évaluons les différentes estimateurs des parameétres de la loi exponentielle, nous
comparons les estimations MLE, UMLE, MPS et QE a l'aide de la simulation de Monte
Carlo. Les résultats dépendent de la taille de I’échantillon 7 et des valeurs des para-
metres. Les résultats sont invariants par rapport au parametre «, donc on pose a = 1.
Par rapport a 8, on pose § = 1, car pour toute autre valeur les résultats sont propor-
tionnels. Nous générons 1000(r) échantillons aléatoires a partir de 2.1. Pour chaque
échantillon, nous estimons a et f§ en utilisant les quatre méthodes différentes (MLE,
UMLE, MPS, QE) présentées dans la section 2 —4. Pour chaque estimation, nous calcu-

lons le bias comme

BIAS(d) = ~ Z(dk —a).

3

Et
BIAS(H) =Y (i~ p).
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L'erreur quadratique moyenne (RMSE) comme

Et

1 m
RMSE(d ‘JEZ

RMSE(p) = J

k=1

SRS

m
k=1

Zﬁk—

TaBLE 3.1 — Comparaison entre les BIAS et RMSE pour les quatres estimateurs avec

a=p=1.

n MLE UMLE MPS QE

20 | BIAS(4) | 0.004395416 | 0.0102068010 | 0.0001096985 | 0.0001598499
RMSE(d) | 0.042062186 | 0.0139010853 | 0.0094494335 | 0.0094498072
BIAS(f) | 0.014003843 | -0.0003868472 | 0.0097102554 | 0.0332863353
RMSE(B) | 0.116628858 | 0.1031931641 | 0.1046861016 | 0.1116964463

50 | BIAS(d4) | -0.0009116031 | 0.010406252 | 0.0002576801 | 0.0003080871
RMSE(d) | 0.0386058566 | 0.014857239 | 0.0105790665 | 0.0105803213
BIAS(p) | 0.0207655762 | 0.004708603 | 0.0148571752 | 0.0391153574
RMSE(f) | 0.1168158214 | 0.099022469 | 0.1010081893 | 0.1096343333

100 | BIAS(&) | -0.001247468 | 0.009838861 | -0.0001497357 | -0.0001001232
RMSE(d) | 0.038241775 0.013329528 | 0.0091412757 | 0.0091395854
BIAS() | 0.006684081 | -0.011128946 | -0.0011403496 | 0.0226564355
RMSE(f) | 0.119866282 0.102684714 | 0.1031172718 | 0.1078024771

200 | BIAS(&) -0.9981821 -0.9947372 -0.9996983 -0.9996860
RMSE(4) 0.9985977 0.9947515 0.9997127 0.9997003
BIAS(f) -1.0083447 -1.0127334 -1.0077722 -0.9942092
RMSE(p) 1.0110990 1.0150999 1.0101743 0.9967074

Le tableau suivant présente les résultats obtenus pour a =2 et f =2
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TaBLE 3.2 — Comparaison entre les BIAS et RMSE pour les quatres estimateurs avec

a=p=2.

n MLE UMLE MPS QE

20 | BIAS(4) | 0.005873919 | 0.10056741 -0.00048783 0.001957375
RMSE(&) | 0.212023145 | 0.14470269 0.10779977 0.107667833
BIAS(p) | 0.093142263 | -0.07995042 0.02110482 0.182486578
RMSE(p) | 0.550460438 | 0.44910846 0.46567299 0.532027745

50 | BIAS(&) | 0.005103960 | 0.03928636 | -0.0006575859 | -0.0002633936
RMSE(&) | 0.117526588 | 0.05296110 | 0.0357924895 | 0.0357804759
BIAS(f) | 0.009766441 | -0.04274668 | -0.0028027341 | 0.0809649857
RMSE(p) | 0.315926563 | 0.27806757 | 0.2803836562 | 0.3013502238

100 | BIAS(d4) | 0.00996242 | 0.020350919 | 0.0002309654 | 0.0003308995
RMSE(&) | 0.08222537 | 0.031181592 | 0.0235896762 | 0.0235906308
BIAS(f) | 0.02287033 | -0.008124625 | 0.0119953286 | 0.0590151632
RMSE(B) | 0.21523139 | 0.197409671 | 0.1995955335 0.22242937

200 | BIAS(d) | 0.001762272 | 0.009430252 | -0.0006022031 | -0.0005772053
RMSE(4) | 0.057192502 | 0.013219115 | 0.0092576917 | 0.0092560990
BIAS(f) | 0.009564329 | -0.003541489 | 0.0064909654 | 0.0336428314
RMSE(p) | 0.145813077 | 0.137381188 | 0.1381782037 | 0.1440563382

A partir du tableau 3.1 et 3.2, on peut voir que le meilleur estimateur pour estimer
le parametre a est MPS (qui a le BIAS et le RMSE le plus faible), QE et le deuxiéme
apres le MPS, par contre UMLE est le meilleur estimateur pour estimer le parametre f3

ou I’MPS est le deuxieme dans cette estimation.

3.2 Simulation de la moyenne

3.2.1 A partir d’un échantillon complet

Soit X1, ..., X,, un échantillon aléatoire complet de taille n et par 'utilisation de UM-

VUE de 0,0u 0 = E(x) = a + f3, telleque « est le parametre de localisation et  soit le

parametre d’échelle. Soit (X(;), ) est une statistique complete suffisante pour (a, ) ou
a= X(l) = min(Xl,...,Xn)

Et ,
(Xi — X))

p=)_ (n—1)

i=1

L'intervalle de confiance est donné par

(X - Bg2, X - pg),
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Oue,—egg=1-¢cet0<¢; <ey.
Dans cette simulation on considere n = 20,30,50,avec a =1 et § = 1. Les valeurs de g°!

et g2 ont été extraites du tableau 1 pour un &1 =0.025 et €, =0.9750u 1 —¢ =0.95.

TaBLE 3.3 — Estimation des parametres pour un échantillon complet avec a = = 1.

B 0 IClower | ICupper
0.9010729 | 1.9686479 | 1.346908 | 2.219146
0.7802147 | 1.7948254 | 1.391975 | 1.987278
0.8801068 | 1.9074194 | 1.583540 | 2.090482

A

a
1.0675750
1.0146107
1.0273126

n

20
30
50

Ainsi que pour a = 2 et f = 2 nous avons les résultats suivants

TaBLE 3.4 — Estimation des parametres pour un échantillon complet avec a = f = 2.

B o IClower | ICupper
24171746 | 4.5504733 | 2.882623 | 5.222448
2.2867619 | 4.4200606 | 3.239329 | 4.984129
2.5868729 | 4.7089713 | 3.757002 | 5.247041

A

a
2.1332987
2.1332987
2.1220984

n

20
30
50

D’autre part les UMVUEs pour a et  sont X(l)—ﬁ/n et f respectivement,ainsi I'UM-
VUE pour le parameétre moyen O est: 0 = X =Y ' | X;/n.

Nous avons d’abord mené I’é¢tude pour a =1let =1

TaBLE 3.5 — Résultats d’estimation UMVUEs pour a = = 1.

n a p 0 IClower | ICupper
20 | 1.149497 | 1.087356 | 2.129415 | 1.433508 | 2.486068
30 | 1.0063332 | 1.0632459 | 0.0569127 | 1.520590 | 2.331846
50 | 1.013719 1 1.787639 | 1.559639 | 2.135639

En suite pour a =2 et f =2

TaBLE 3.6 — Résultats d’estimation UMVUEs pour a = 8 = 2.

n

a

p

o

IClower

ICupper

20

2.113415

1.891149

3.799337

2.589002

4.419634

30

2.071605

2.213388

4.151921

3.082854

4.771669

50

2.049110

1.844000

3.818406

3.176695

4.238838

3.2.2 A partir d’un échantillion sous censure (censure progressive

de type II)

Soit (dp,ﬁp) est la statistique complete et suffisante pour (a, ) telleque

A

a

m

i=1

A 1
p=Xu) et Pp=— Z(n‘ +1)(X(i) — X(1))-
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Est UMVUE pour le parameétre 6 est ép =d,+ ﬁp.

L’intervalle de confiance est donné par
(X g2, X - pqg),

Oue,—egg=1-¢cet0<¢; <ey.

Ici on considére un échantillon de taille n = 20,30,50 avec r = 8 observations ont été
censurées a droite. Dans cette simulation on garde les mémes valeurs critiques de la
grandeur pivot Q mentionné dans le tableau 1 . Pour @ =1 et § = 1 Nous avons obtenu
les résultats suivants

TaBLE 3.7 — Estimation des parametres pour un échantillon progressivement censuré.
n a Ji o IClower | ICupper
20 | 1.0396183 | 0.2308239 | 1.2704422 | 1.81006 | 2.033444
30 | 1.0360575 | 0.2281507 | 1.2642082 | 2.066711 | 2.240790
50 | 1.0670564 | 0.1919421 | 1.2589985 | 1.982089 | 2.092647

Ainsi, pour a = 2 et f =2 on a les résultats suivants

TaBLE 3.8 — Estimation des parametres pour un échantillon progressivement censuré
aveca =ff = 2.

A

n a p 0 IClower ICupper
20 | 2.124076 1.087040 3.211117 4.328012 5.380267
30 | 2.079237 0.378842 2.458079 3.975114 4.264170
50 | 2.04618830 | 0.08147771 | 2.12766601 | 4.07974204 | 4.12667320

3.2.3 Exemple illustratif

Dans cette section, nous illustrons les méthodologies discutées dans la section 2.10
du chapitre 2 pour l'inférence sur la valeur moyenne de distribution I’exponentielle a
deux parameétres a 'aide d’un exemple. Pour chaque cas, on obtient le UMVUE de ce
parametre et présenter l’intervalle de confiance a queue égale estimations a un niveau

de confiance en utilisant la méthode exacte proposée dans 2.74.

0 Cas 1: (Echantillon complet)
Cet ensemble de données est tiré de Grubbs (1971)[34] et présente les kilométrages

Exemple 3.1

correspondant aux pannes de 19 porte-avions militaires. Les observations en kilo-
métre sont : 162,200,271,302,393,508,539,629,706,777,884,1008,1101,1182,
1463,1603,1984,2355 et 2880.

Pour a =1 et p =1 et sur la base de ces données compleétes, les estimateurs de a et

B sont 162.0000 et 881.6111 respectivement, et donc I'estimateur de la moyenne est
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1043.6111.
D’aprés le tableau 1, les valeurs de 0,025 éme et les 0,975 éme quantiles de Q avec
n =19 sont —0,664 et 0,334, respectivement. Par conséquent, une estimation de l'in-

tervalle de confiance unilatéral pour la moyenne par la méthode qui a été proposée en
2.74 est (702.7524,1582.6003)

TaBLE 3.9 — Estimation des parametres pour un échantillon complet.
n a B 0 IClower | ICupper
19 | 162.0000 | 881.6111 | 1043.6111 | 702.7524 | 1582.6003

Ficure 3.1 - La fonction de fiabilité pour un échantillon complet

1.12 1.16 1.20
| |

1.08
|

0 20 40 60 80 100

¢ Cas 2: (Censure progressive de type I1)

A partir de n = 19 on supposons que seules les 10 premiéres observations sont pro-
gressivement censuré, dans ce cas m = 10. Par conséquent, I"échantillon censuré pro-
gressif de type 1l est (Xy,...,X1¢9) = (162,200,271, 302,393,508,539,629,706,777).
Par conséquent, les estimateurs sans biais de a et p sont 573.400 et 162.000, respec-
tivement, et donc, l'estimateur moyen est 735.400. Les valeurs de 0,025 éme et les
0,975 eme quantiles de Qp avec n =19 et m = 10 sont —0.827 et 0.364, respective-
ment. Par conséquent, une estimation de l'intervalle de confiance unilatéral pour la
moyenne est 389.732,582.674.

TaBLE 3.10 — Estimation des parametres pour un échantillon progressivement censuré.

A

n | m a p o IClower | ICupper
19 | 10 | 573.400 | 162.000 | 735.400 | 389.732 | 582.674
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Ficure 3.2 - la fonction de fiabilité pour des données censuré.

25

20

0 20 40 60 80 100

3.3 Application delafiabilité pour Exp(a, §) sur des don-

nées progressivement censure de type [

3.3.1 Exemple illustratif

Dans cette partie, nous considérons les données sur les différences de niveaux d’inon-
dation pour deux stations sur la riviere Fox, Wisconsin, pendant 33 années différentes.
Les données sont présentées dans le fig. 3.1. Cet ensemble de données a été analysé par
P.S. Chan, H.K.T.[35]

Ici, nous analysons les données en supposant une distribution exponentielle a deux
parameétres pour I’échantillon progressivement censuré de type II. La censure progres-
sive de type II est appliquées a ces données, dans lesquelles elle peut étre considérée
comme la fermeture du stations de détection d’inondation pour la réduction des cotts.
Le schéma censuré considéré est m =12, et Ry =R, =R3 =R4 =Rs; =Ry =R, =3,R; =
0, 8<1i<12 Lesdonnées d’échantillon censurées sont

{x1,..,x12} =1.96,4.79,6.27,7.84,10.13,11.45,12.34,13.98,14.18,14.40,16.22,17.06. Le
ML des deux parametres («, f) et la fonction de fiabilité R(t = 1) sont calculées en uti-

lisant I’eq.2.81 ,2.82 et 2.83, respectivement. Les résultats sont

O?ML =X = 196,
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Et

TaBLE 3.11 — Données sur les différences de niveaux d’inondation pour deux stations

sur la riviere Fox
196 196 3.60 380 479 566 5.76 578 6.27 6.30 6.76

7.65 7.84 799 851 9.18 10.13 10.24 10.25 10.43 11.45 11.48
11.75 11.81 12.34 12.78 13.06 13.29 13.98 14.18 14.40 16.22 17.06

Ficure 3.3 - la fonction de fiabilité pour Exp(«, f) sur des données progressivement
censuré de type I1.

1.0

00 02 04 06 038

0 20 40 60 80 100
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CONCLUSION GENERALE

Les distributions exponentielles sont largement utilisées dans le domaine des tests
de durée de vie. L'estimation des parametres est revisitée dans les distributions ex-
ponentielles a deux parametres. Par 1'utilisation de la méthode de Monte Carlo nous
avons fait une étude comparative entre la méthode du maximum de vraisemblance, les
estimations non baisées qui sont des fonctions linéaires de la méthode du maximum de
vraisemblance, la méthode de les espacements des produits et la méthode d’estimation
des quantiles sont présentés .

La distribution exponentielle est basée sur des statistiques de commandes. Des esti-
mations ponctuelles et d’intervalle sont utilisées pour 1’échelle et les parameétres de
localisation. Prédicteurs et reconstructeurs ponctuels impartiaux sont basés sur des
quantités pivots. Le carré moyen de l'erreur et la mesure de Pitman aident a évaluer la
proximité des estimateurs et prédicteurs.

Nous considérons I'inférence exacte sur la valeur moyenne d’un distribution exponen-
tielle. Dans un premier temps, une quantité pivot est donnée pour le parametre moyen
basé sur des données completes et présenter les quantiles exacts de cette quantité pivot
pour un échantillon tailles. Un test exact et un intervalle de confiance sont proposés en
utilisant cette grandeur pivot. Alors, des quantités pivots similaies sont dérivées pour
ce parametre sur la base d’une double censure de type II, censure progressive de type
II. A la fin, deux exemples sont présenté pour illustrer la méthode proposée.
Finalement, nous traitons le probleme de l’estimation de la fonction de fiabilité pour
la distribution exponentielle a deux parametres sur la base d’échantillons progressive-

ment censurés de type II illustré par un schéma de censure progressive de type II.

56



BIBLIOGRAPHIE

[1] Yousry A El-Kassaby and Hugh ] Barclay. Cost of reproduction in douglas-fir.
Canadian Journal of Botany, 70(7) :1429-1432, 1992.

[2] Warren E Johnson and William L Franklin. Spatial resource partitioning by sym-
patric grey fox (dusicyon griseus) and culpeo fox (dusicyon culpaeus) in southern
chile. Canadian Journal of Zoology, 72(10) :1788-1793, 1994.

[3] A Childs, B Chandrasekar, N Balakrishnan, and D Kundu. Exact likelihood in-
ference based on type-i and type-ii hybrid censored samples from the exponen-
tial distribution. Annals of the Institute of Statistical Mathematics, 55(2) :319-330,
2003.

[4] N Balakrishnan and RA Sandhu. Best linear unbiased and maximum likelihood
estimation for exponential distributions under general progressive type-ii censo-

red samples. Sankhya : The Indian Journal of Statistics, Series B, pages 1-9, 1996.

[5] DR Jensen. Bounds on mahalanobis norms and their applications. Linear algebra
and its applications, 264 :127-139, 1997.

[6] RCH Cheng and NAK Amin. Estimating parameters in continuous univariate
distributions with a shifted origin. Journal of the Royal Statistical Society : Series B
(Methodological), 45(3) :394-403, 1983.

[7] Bo Ranneby. The maximum spacing method. an estimation method related to the
maximum likelihood method. Scandinavian Journal of Statistics, pages 93-112,
1984.

[8] Enrique Castillo and Ali S Hadi. A method for estimating parameters and quan-
tiles of distributions of continuous random variables. Computational statistics &
data analysis, 20(4) :421-439, 1995.

[9] Udo Kamps. A concept of generalized order statistics. Journal of Statistical Plan-
ning and Inference, 48(1) :1-23, 1995.

57



BIBLIOGRAPHIE

[10] Leon Mann. Queue culture : The waiting line as a social system. American Journal
of Sociology, 75(3) :340-354, 1969.

[11] M Ahsanullah. Linear prediction of record values for the two parameter exponen-
tial distribution. Annals of the Institute of Statistical Mathematics, 32(3) :363-368,
1980.

[12] Erhard Cramer and Udo Kamps. Ch. 12. sequential k-out-of-n systems. Handbook
of Statistics, 20 :301-372, 2001.

[13] Herbert A David and Haikady N Nagaraja. Order statistics. John Wiley & Sons,
2004.

[14] M Ahsanullah. Generalized order statistics from exponential distribution. Journal
of Statistical planning and Inference, 85(1-2) :85-91, 2000.

[15] Ahmed A Soliman, Ahmed H Abd Ellah, and Khalaf S Sultan. Comparison of
estimates using record statistics from weibull model : Bayesian and non-bayesian
approaches. Computational Statistics & Data Analysis, 51(3) :2065-2077, 2006.

[16] Jerald F Lawless. A prediction problem concerning samples from the exponential
distribution, with application in life testing. Technometrics, 13(4) :725-730, 1971.

[17] Edward ]G Pitman. The “closest” estimates of statistical parameters. In Mathema-
tical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, volume 33, pages 212-222.
Cambridge University Press, 1937.

[18] Jerome P Keating, Robert Lee Mason, and Pranab Kumar Sen. Pitman’s measure of

closeness : a comparison of statistical estimators. SIAM, 1993.

[19] N Balakrishnan, Katherine F Davies, Jerome P Keating, and Robert L Mason. Pit-
man closeness comparison of best linear unbiased and invariant predictors for

exponential distribution in one-and two-sample situations. Communications in
Statistics-Theory and Methods, 41(1) :1-15, 2012.

[20] HN Nagaraja. Comparison of estimators and predictors from two-parameter ex-
ponential distribution. Sankhya : The Indian Journal of Statistics, Series B, pages
10-18, 1986.

[21] Vic Barnett. Comparative statistical inference, volume 522. John Wiley & Sons,
1999.
[22] N Balakrishnan and Erhard Cramer. The art of progressive censoring. Statistics

for industry and technology, 2014.
[23] HM Barakat, EM Nigm, Magdy E El-Adll, and M Yusuf. Prediction of future ge-

neralized order statistics based on exponential distribution with random sample

size. Statistical Papers, 59(2) :605-631, 2018.

[24] Udo Kamps and Erhard Cramer. On distributions of generalized order statistics.
Statistics, 35(3) :269-280, 2001.

58 Mémoire de Master



BIBLIOGRAPHIE

[25] Amany E Aly. Prediction and reconstruction of future and missing unobservable
modified weibull lifetime based on generalized order statistics. Journal of the
Egyptian Mathematical Society, 24(2) :309-318, 2016.

[26] Amany E Aly, HM Barakat, and Magdy E El-Adll. Prediction intervals of the
record-values process. Revstat : Statistical Journal, 17(3) :401-27, 2019.

[27] JF Lawless. Statistical methods in reliability. Technometrics, 25(4) :305-316, 1983.

[28] NS Kambo. Maximum likelihood estimators of the location and scale parame-
ters of the exponential distribution from a censored sample. Communications in
Statistics-Theory and Methods, 7(12) :1129-1132, 1978.

[29] N Balakrishnan. On the maximum likelihood estimation of the location and
scale parameters of exponential distribution based on multiply type ii censored
samples. Journal of Applied Statistics, 17(1) :55-61, 1990.

[30] Conghua Cheng, Jinyuan Chen, and Jianming Bai. Exact inferences of the two-
parameter exponential distribution and pareto distribution with censored data.
Journal of Applied Statistics, 40(7) :1464-1479, 2013.

[31] Benjamin Epstein and Milton Sobel. Some theorems relevant to life testing from
an exponential distribution. The Annals of Mathematical Statistics, pages 373-381,
1954.

[32] Benjamin Epstein. Estimation of the parameters of two parameter exponential

distributions from censored samples. Technometrics, 2(3) :403-406, 1960.

[33] Roman Viveros and N Balakrishnan. Interval estimation of parameters of life

from progressively censored data. Technometrics, 36(1) :84-91, 1994.

[34] Frank E Grubbs. Approximate fiducial bounds on reliability for the two parame-
ter negative exponential distribution. Technometrics, 13(4) :873-876, 1971.

[35] Ping Shing Chan, Hon Keung Tony Ng, and Feng Su. Exact likelihood inference
for the two-parameter exponential distribution under type-ii progressively hy-
brid censoring. Metrika, 78(6) :747-770, 2015.

59 Mémoire de Master



BIBLIOGRAPHIE

Ficure 3.4 — Les valeurs critiques de la quantité pivot Q.
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