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RESUME

Les équations intégrales jouent un role significatif dans de nombreux domaines des ma-
thématiques et de la physique. Ce mémoire est une étude générale a la fois des équations
intégrales linéaires et non linéaires. On distingue deux types importants : les équations in-
tégrales de Volterra et celles de Fredholm. On étudie I'existence et I'unicité des solutions de
ces équations dans les espaces de Banach.

Pour résoudre ces équations, on utilise plusieurs méthodes : la méthode de dérivation, la
méthode du noyau dégéneré, la méthode des approximations successives, la méthode de
Newton-Kantrovish, la méthode de quadrature, la méthode de Galerkin et la méthode de
Collocation.

Nous nous sommes concentré sur les méthodes de projection. Nous les avons présentées et

comparer sur des exemples d’applications, et ce en utilisant des programes Matlab.



ABSTRACT

Integral equations play a significant role in many fields of mathematics and physics. This
thesis is a general study of both linear and nonlinear integral equations. We distinguish
between two important types of the integral equations, namely Volterra and Fredholm’s
integral equations. We study the existence and the uniqueness of the solutions of these
equations in Banach spaces. We solve effectively some examples of integral equations by the
derivation method, the direct computation method, the successive approximation method,
the Newton Kantrovish method, the quadrature method and the projection method. we
focus our study on solving integral equations using the Galerkin method and the Collocation
method in Hilbert spaces. We also give a comparaison between the two methods. We use

Matlab programs in order to facilitate some calculations.



INTRODUCTION

L’étude des équations intégrales est un chapitre tout a fait fascinant dont la recherche
continue jusqu’a présent. Le résultat de cette recherche est a la fois d’une beauté saisissante
et intrinséquement intéressante [16].

Les premiéres équations intégrales furent obtenues par Daniel Bernoulli vers 1730
dans I’étude des oscillations d’une corde tendue. Aprés I'introduction du noyau de Green, il
fallut attendre les derniéres années du X1X°¢ siécle, avec les travaux de H. A. Schwarz,
de H. Poincaré, de V. Volterra et surtout ceux de I. Fredholm, pour disposer de résul-
tats généraux en liaison étroite avec les premiers développements de I'analyse fonctionnelle.
Quelques années plus tard, I'étude des équations intégrales conduisait D. Hilbert a définir
I’espace qui porte son nom et & poser les premiéres bases de la théorie spectrale, cadre dans
lequel F. Riesz développa la théorie des opérateurs compacts (1918). Ainsi, les équations
intégrales ont joué un role historique important dans ’élaboration des principaux concepts
de 'analyse contemporaine.

Une équation intégrale est une équation dans laquelle I'inconnu, généralement une fonc-
tion d’une ou plusieurs variables, s’apparait sous le signe intégral. Il y a deux types des
équations : les équations intégrales linéaires et les équations intégrales non liéaires. Les deux

catégories les plus importantes d’équations intégrales sont I’équation intégrales de Volterra



et I’équation intégrale de Fredholm.

L’équation intégrale de Volterra au moins une des bornes de l'intégration est une va-
riable. A été nommé d’aprés le mathématicien italien Vito Volterra (du 3 mai 1860 au
11 octobre 1940) [16]. Parmi ses oeuvres dans le domaine mathématique on a la théorie des
équations différentielles et des équations intégrales. Volterra est aussi un des premiers Ita-
liens a s’intéresser a ’analyse fonctionnelle, en prolongeant les travaux d’Ascoli et d’Arzela
sur les espaces de fonctions. Il tente de définir des notions de continuité et de différentiabilité
pour des applications entre deux espaces de fonctions, ses définitions sont imparfaites mais
ameéneront d’autres mathématiciens comme Hadamard ou son jeune éléve Gateaux a en
proposer de plus adaptées.

En revanche, I’équation intégrale de Fredholm se caracterise par des bornes d’intégration
constante, elle a été nommé d’aprés le célébre mathématicien suédois Erik Ivak Fredholm
(7 avril 1866 au 17 aott 1927). Son article phare, sur une classe d’équations fonctionnelles, est
publié¢ dans Acta Mathematica en 1903 [16|. Fredholm est surtout connu pour ses travaux
sur les équations intégrales et la théorie spectrale. Une grosse partie de ses recherches s’est
faite en 1899, lorsqu’il est allé & Paris étudier le probleme de Dirichlet avec Poincaré,
Emile Picard, et Hadamard. Un premier rapport est apparu en 1900, intitulé Sur une
nouvelle méthode pour la résolution du probléme de Dirichlet, Riemann, Schwarz, Carl
Neumann et Poincaré avaient étudié la question, qui était maintenant posée sous forme
d’une équation intégrale.

En plus de ces deux équations on a I’équation intégrale singuliére qui est définie lorsque
I'une des bornes d’intégration ou les deux sont infinis.

Un autre type d’équations intégrale est I’équation intégro-différentielles, ce type d’équa-
tions, la fonction inconnue apparait sous le signe de dérivé et sous le signe d’intégrale.

Ces équations sont présentées dans une variété d’applications en physique mathématique,
telles que 'atténuation des ondes, le transfert radiatif et les ondes dans les fluides. Dans
certains cas, comme dans ’ccuvre d’Abel sur les équations intégrales est un modéle mathé-
matique qui surgit naturellement dans la représentation de I'une des situations physiquement

intéressantes [9] comme le modéle de Volterra pour 'augmentation de la population qui

10



s’écrit sous la forme

dP ) r
— =aP+bP°—cP | P(x)dz, P(0)=F.
T ;

Ou P = P(T) désigne la population au temps T, a, b et ¢ sont des constantes et paramétres
positifs, a > 0 est le coefficient de natalité, b > 0 est le coefficient d’encombrement, ¢ > 0
est le coefficient de toxicité et Py est le coefficient initial de population.

Trés souvent le choix d’une équation intégrale plutot que celui d’une équation différentielle
ordinaire ou une équation aux dérivées partielles est dicté par la simplicité qui découle de
la réduction d’un probléme aux valeurs initiales ou d’un probléme aux limites. Par exemple,
cela permet d’éviter dans certains cas de calculs, la discrétisation du domaine. De méme
que la réduction d’un probléme aux limites pour une équation aux dérivées partielles par
une équation intégrale réduit la dimension du probléme. Par exemple, par ce procédé, un
probléme aux limites pour une équation aux dérivées partielles a deux variables indépen-
dantes se trouve réduit a la résolution d’une équation intégrale a une seule fonction inconnue
dépendant d’une seule variable. Ainsi un modéle mathématique d’un probléme physique se
trouve réduit a la résolution d’une seule équation [14].

Dans ce mémoire, on va étudier des différents théorémes du point fixe (le théoréme de
Banach et de Schauder). Ces théorémes sont importants pour montrer l'existence de la
solution des équations intégrales. Le théoréme de point fixe de Banach donne I'existence et
I'unicité de la solution. Ce pendant le théoréme de Schauder donne uniquement l’existence
de la solution.

On utilise les méthodes de résolution analytiques : dérivation, noyau dégénéré , et les mé-
thodes numérique : approximations successives, Newton Kantrovish, Galerkin, Collocation,
quadrature, pour résoudre des équations intégrales linéaires et non linéaires.

Dans notre travail on s’intéresse aussi aux méthodes de projection qui sont utilisés dans
I'espace d’Hilbert (L?), parmi ces méthodes on étudie la méthode de Bobnov-Galerkin
et la méthode de Collocation qui consiste a projeter ’équation sur un sous-espace de
dimension finie, o la solution recherchée s’écrit comme combinaison linéaire des éléments
d’une base de l'espace d’Hilbert [5]. La base qu’on a choisie est formée par des polyndomes

orthogonaux (Legendre, Hermite, Tchebychev).
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Le but de notre travail est de résoudre analytiquement et numériquement des équations
intégrales, et comparer les méthodes utilisées.

Notre travail est presenté en six chapitres :

Dans le premier chapitre on donne des rappels sur les espaces de Hilbert, les polynémes
orthogonaux avec comme exemples les polyndémes classiques.

Dans le deuxiéme chapitre, on présente la classification des équations intégrales et intégro-
différentielles et illustrées avec quelques exemples. En outre, la linéarité et les concepts
d’homogeénéité des équations intégrales sont abordés.

Dans le troisieme chapitre, on étudie 'existence et 'unicité de la solution des équations
intégrales de Fredholme et de Volterra en utilisant les théorémes du point fixe : Le théoréme
du point fixe de Banach, Schauder, dans des espaces de Banach. Quelques applications de
ces théorémes sont citées.

Dans le quatriéme chapitre, on résoud les équations intégrales linéaires et non linéaires
en utilisant la méthode de réduction par dérivation et la méthode de noyau dégénerés pour
les équations intégrales de Fredholm.

Dans le cinquiéme chapitre, on résoud les équations intégrales Inéares et non linéaire par des
méthode itératives, parmi ces méthodes (méthode d’approximations successive, méthode de
Newton-Kantrovish, méthode de quadrature).

Dans le sixiéme chapitre, on présente les méthodes de projection pour la résolution des
équations intégrales linéaires et non linéaires. Parmi ces méthodes : la méthode de Boub-
nov Galerkin, la méthode de Collocation, et on donne quelques exemples numériques et

applications.
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CHAPITRE

RAPPELS

1.1 Les espaces de Hilbert

Les espaces de Hilbert sont des espaces de Banach muni d’un produit scalaire. Ce concept
permet d’étendre a des espaces foncionnels de dimension infinie les raisonnements de la géo-
métrie encludienne classique [4].

Dans cette section, on présente quelques notions préliminaires qui vont nous permettre d’in-

troduire ces espaces :

Définition 1.1. Une suite (x,)nen des éléments d’un espace normé (E,||.|) est dite une
suite de Cauchy si

Ve > 0,3n. € N,Vm,n >n.: ||z, — o, <e.

Définition 1.2. Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est dit complet si toutes ses suiles de
Cauchy sont convergentes dans E pour sa norme. Tout espace normé (E, ||.|) de dimension

finie est complet.
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Définition 1.3. On appelle espace de Banach (E, ||.||) tout espace vectoriel normé et complet

pour la distance déduite de sa norme d(x,y) = ||l — y||.

Définition 1.4. On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel réel E (resp. Complex)

une application f de E x E dans R (resp.C) qui posséde les propriétés suivantes :.
1. flz+a y)=f(zy)+f(x'y),
2. [, y) =\ flwy),
3. fly.x)=](x,y).
4 flzz)= 0,
5. flx,x)=0 <= z=0.
ou x,x’ et y sont des éléments quelconques de E et X un élément quelconque de R(resp.C).

Définition 1.5. Soit E un espece vectoriel réel. Si E est muni d’un produit scalaire et d’une

norme associée a ce produit scalaire alors E sera dit Espace Préhilbertien.
Définition 1.6. Un espace de Hilbert est un espace Préhilbertien complet.

Définition 1.7. Soit F un espace Préhilbertien -
V 2,y € E, x ety sont Orthogonauz si (x,y) = 0 et on écrit x_Ly.

Exemple 1.1. Soit E = RY

0 ExE — R
(‘xay> — gp($7y):z:?:1xzyl7

ou x = (T1,%2, .0y Tp), Y = (Y1, Y2, -y Yn ). Alors o est un produit scalaire sur E.

Exemple 1.2. Pour tout ouvert non vide  C RY, on peut définir sur L*(,R) le produit

scalaire

(f.g) = / f(@)g(@)dz. Vf,g e I*(R)

14



1.1.1 La projection sur un sous-espace vectoriel complet

Théoréme 1.1. Soient E un espace Préhilbertien muni du produit scalaire (.) et de la norme
||.]| et soit F un sous-espace vectoriel complet de E . Pour tout v € E, il existe un y et un

seul appartenant a F, tell que :

|z =yl = d(z, F).
Cet élément y, appelé projection orthogonale de x sur F et noté
y = Pr(z),
est le seul vecteur de F tel que x — y soit orthogonal a F.

Théoréme 1.2. Soit {©r} un systéme orthonormé d’éléments d’un espace de Hilbert H,
pour que ce systeme soit complet, il faut et il suffit que, le seul vecteur de H orthogonal au
systeme {pr} est le vecteur nul.

Cela signifie qu’il n’existe pas un vecteur non nul de H, qui soit orthogonal a tous les vecteurs

du systéeme {py}.

Démonstration. Soit f un élement de H, orthogonal a tous les vecteurs du systéme complet
{¢r}, alors tous ses coefficients de Fourier sont nul, (f,¢;) = 0, V; = 1,2,... le systéme

{¢r} étant complet donc fermé. D’ou 1'égalité de Perseval

o0

AP =D eal? = laul?,
i=1

i=1
qui implique que f = 0.
Inversement, si le systéme {¢;} n’est pas complet il existerait dans H un vecteur non nul g

qui réalise I'inégalité de Bessel
o0 oo
> Hgenl? =Dl < lgl*,
i=1 i=1
et d’aprés le théoréme de Riesz-Fisher, on peut trouver un élément f de H, tel que :
o0 oo
L= el =111,
i=1 i=1

il est aisé de voir que le vecteur non nul f — g est orthogonal au systéme {p;} d’ou la

condition suffisante. O
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1.2 Les Polynémes orthogonaux

Les Polynémes orthogonaux est une suite infinie de polynoémes Py(z), Pi(x), Pa(x)...a
coefficients réels, dans laquelle chaque P,(z) est de degré n, et telle que les polynémes de la

suite sont orthogonaux deux a deux pour un produit scalaire de fonctions donné.

Définition 1.8. Soit |a, b un intervalle ouvert borné ou non dans R. On se donne un poids
sur ]a,b[, c¢’est-a-dire une fonction w : |a,b[—]0,4+00[ continue. On suppose en outre que
pour tout entier n € N ['intégrale f;\:ﬂ"w(aj)dx est convergente, ¢’est le cas par exemple si
la, b est borné et si f;w(:c)d:c converge. Sous ces hypothéses, on considére l’espace vectoriel

E des fonctions continues sur ]a,b[ telles que :

1l = /wmwm%<wm

Grace aux hypothéses faites ci-dessus, E contient [’espace vectoriel des fonctions polynémes.

L’espace E est muni d’un produit scalaire naturel

b
qw:/fmmwmw

et ||.|l2 est la norme associée a ce produit scalaire, cette norme est appelée norme L* ou

norme moyenne quadratique. On notera do(f, g) = ||f — gll2 la distance associée.

1.2.1 Propriétés des polynémes orthogonaux

Théoréme 1.3. [6] Les polynoémes P, vérifient la relation de récurrence
Py(x) =(x —\)Po1(z) — i Pyo(z), mn>2

avec
<:L’Pn,1,Pn,1> _ Hpnflug

An = y B =
a3 1onll3

Théoréme 1.4. [6] Pour tout poids w sur |a,b|, le polynome P, posséde n zéros distincts

dans Uintervalle ]a, b].
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1.3 Polynoémes orthogonaux classiques

1.3.1 Polynémes de Tchebychev

Parmi les polynémes orthogonaux les plus importants il ya les polynémes de Tchebychev
T.(x),~, qui sont des polynomes orthogonaux par rapport a la fonction poids (1 — 952)—%

dans Ly([—1,1]), par la formule de Rodrigues suivant :

N

) = EV 2D s 0

2n! oxn )

La formule d’intégration s’écrit comme suit :

/ T (2) T (x)(1 — x2)_%dx =0, m#n.

1
La suite des polynémes de Tchebychev (7),) vérifie la relation de récurrence suivante :

Tn+2($) = 2xTn+1(x) - Tn(x)

Les premiers polynémes de Tchebychev sont :

1.3.2 Polynémes d’Hermite

[6] Les polynémes d’'Hermite sont notés H,(x). Ils sont définis sur le domaine ouvert

Ly(] — 00, 400]), avec la fonction de poids w(z) = e */2, par la formule de Rodrigues
suivante :
O
Hn —(—=1)" x2 —x 7
() = (-1 e

La formule d’intégration s’écrit comme suit :
+o0 5
H,(z)Hy(z)e ™ dz = 0.

—0o0

Les polyndémes d’Hermite vérifie la relation de récurrence suivante :

Hyi(x) = xHy(x) — nH, ().
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Les premiers polynémes d’Hermite sont :

Ho(x) = 1,
Hy(x) = =,
Hy(z) = 2?1,
Hs(z) = 2*— 3.

1.3.3 Polynémes de Legendre

Les polyndémes orthogonaux les plus simples sont les polynémes de Legendre pour lesquels
l'intervalle d’orthogonalité est L?([—1,1]) et la fonction poids est simplement la fonction
constante de valeur 1. On définit le polynéme de Legendre P, (pour tout entier naturel n )
par la dérivée n™™¢ du polyndome (2% — 1) qui est un polynoéme de degré 2n de coefficient

dominant égale a 1, donc P, est un polyndéme de degré n de coefficient dominant.|17]

2n(2n—1)..2n—n+1) = %

La formule suivante permet de calculer ’expression générale de P, pour n donnée

1 dr
nl2n dzn

P,(x) = (2 —1)™.

La formule de récurence s’écrite comme suite :
(n+1)Pii(z) = 2n+ 1)aP,(z) — nP,_q(x).

Démonstration. On va montrer comment obtenir les premiers polyémes de Legendre.

On pose y = (22 — 1)™.

d
d—z = 2nx(z? — 1)" L.
On multiplie par (2 — 1)
(22 — 1)% = 2nwx(2? — 1),
(1— xz)% —2nzxy = 0.

On dérive (n + 1) fois en utilisant la régle de Leibniz

(fxg)"(N) =D CrfPNgm ) = Crg® 0.

k=0

18



Avec C} =

n!

kl(n—k)!"
Alors
(1 #2)y" & (n 4 1)(=20)y0) + 2n(~2)g7] + 20l + (a4 1y = 0.
(1 — 22y 4 [—2nx — 22 4 2nz]y™ Y + [—n? — n + 202 4 2n]y™ = 0,
(1 — 22y — 220yt 4 n(n + 1)y™ = 0
(1—2%)y" — 22y +n(n+1)y=0. (1.3.1)

Cette équation représente I’équation de Legendre d’ordre n et admet une solution de série

finie P,(x). On utilise la technique d’intégration en série pour obtenir sa solution, soit la

solution de (1.3.1).

y=>Y CX* Co#0.
k=0

On pose

D’ou

H=1-2%y" —2zy +n(n+1)y.

(1.3.2)

[n(n + 1)co + 2¢o] + [(n — 1)(n + 2)cr + 6es]o + 3 77,[(5 +2)(J + Dejra

(n—=7)(n+j+1)¢z? =0.

Ce qui implique que

Alors

Ci+2 = —

n(n + 1)co + 2¢y =0
(n—1)(n+2)c; + 63 = 0,
(G +2)(G + Deja+ (n=J)(n+j+1)e; = 0

—  n(ntl)
Co = o1 Co,

(n— 1%([71—}—2) c1

C3 —

(n=jn+i+1)
G+2)j+1) 7

=2,3,4.

(1.3.3)
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Si on prend les valeurs 2,3,4,...,]a relation de récurrence (1.3.3) donne

¢ = -0, 2l )d)
g = —oBel e N0 e

C6 = —%Q = _(“*4)(71*2)n(7“g!r1)(n+3)(n+5)CO7
c7 = w% _ _ (n=5)(n=3)(n—-1)(n+2)(n+4)(n+6) .

76 7!
Etc, ainsi pour au moins |z|<1 nous obtenons deux solutions en séries de puissances linéai-

rement indépendantes

yl(x) _ 00[1 - n(n+1) 2 + (n— 2)n(n?—1)(n+3)$4 o (n—4)(n—2)n(7g—!&—1)(n+3)(n+5)x6 +.. _]’

(n— )(n-i-2)x3 +( 3)(n—1)(n+2)(n+4) 5 (n—5)(n—3)(n—1)(n+2)(n+4)(n+6)
3!

Yo(x) = cafr— =) T’ — - x’ 4.

Notez que si n est un entier pair, la premiére série se termine alors que yo(z) est une série

infinie. Par exemple si n = 4, alors

4.5 2457
(@) = coll — 2’ + 1

7t = ¢o[1 — 102* + %xﬂ.

De méme, lorsque n est un entier impair, la série yo(z) se termine par x", c’est-a-dire que
lorsque n est un entier non négatif, on obtient une solution polynomiale de degré n de I’équa-
tion de Legendre. Parce que nous savons qu’un multiple constant d’une solution de I’équation
de Legendre est aussi une solution, il est traditionnel de choisir des valeurs spécifiques pour
co ou ¢y, selon que n est un entier positif pair ou impair, respectivement. Pour n = 0 on

choisit ¢y = 1, et pour n = 2,4,6, ..., on choisit

»1:3...(n—1)
=(-1)?2—no-+-— 2~
=7
Alors que pour n = 1 on choisit ¢; = 1 et pour n = 3,5,7, ..., on choisit
n-n 1.3..n
= (=1) 2z ———7
a=CD T o
Par exemple quand n =4 on a
11.3 35 1
y1(z) = ( )22'4[ 0% + = 32 7] 8(351‘ 30x* + 3)

A partir des deux séries y;(z) et ys(z) et des choix ci-dessus de ¢g et ¢;, on constate que les

premiers polyndémes de Legendre sont

pO(‘I) = 17 pl(x> = T,
pa(x) = 3(32% —1), pa(r) = 3(52° - 3w),
pi(z) = £(352* —302? + 3), ps(z) = £(632° — 7023 4 15z).
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On peut générer les polyndémes de Legendre par différenciation de la formule de Rodri-
gue’s suivante
1 a
~2npl dan

P, (z) (z>—=1)", n>0. (1.3.4)

Démonstration. On va montrer la formule (1.3.4)

v=(2?—-1)",

_a
dan

n

Y

On a

n

cpn(x) = %(ﬁ - 1™ (1.3.5)

Ainsi que cp,(x) est la solution

cpa(r) = fm(@®—1)",
() = gwll@—1)"(z+1)"],

cpn(z) = D™z —1)"(x+1)"+ne, D" Yz — 1)"D(x + 1)" + nco D" 2(x — 1)"D?*(z + 1)
On a
D"(ax +b) = m(m—1)(m—2)...(m —n+ 1)a"(azx + b)™ 1.

m _ a"ml(ax +b)" "

(m —n)!

D™az + b) (1.3.6)

On va prouvez par récurrence la formule (1.3.6).

Pour n=0o0n a
m (a4 b)"m!

(ax + b) p_

On suppose que D"(ax + b)™ est vraie et monrer que D" (ax + b)™ est vraie .

On a
D"'H(aa: + b)m — (a"m!(a$+1)m—n )/7

(m—n)!

= (;%::)'(m —n)a(az + b)" "1

a"tlm! m—n—
= (m_—n_l'),(ax + b) 1,
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Dz -1 = 1"n! = nl,

npl(g—1)r—ntl n)(z—
Dn_l(x -1 = % _ '(1! 1)’
npl(g—1)r—nt+2 nl(z—1)2
D2z —1)r = It (‘;inllz)! _nk - 1)
—1)n!
epn(w) = nl(z +1)" +nnl(z — Dn(z + 1" + %%(;p —1)*n(n = 1)z +1)" 7 + ..

Posons z =1
cpn(l) = nl27

c = 2"nl, p,(1) =1.
On remplace dans l'equation (1.3.5) on obtient
1 oa
~ 2np!dan

pn<x> (3'2 - 1)n'

1.3.4 Propriétés des polynéomes de Legendre

1. Vi,j e NJVz € R, on a f_llpi(x)pj(x)dx =0, pouri# j,

2. Vn e N,Vz € R, f_llpfl(x)dx = 5o

Démonstration. on va montrer les propriétés précédentes
1-Vi,j e NNVzr € R, on a
1
(pi(x),pi(x)) = [, pi(a)p;(x)de,

1 gi o .
- z’!j!2%i+'j) 1 %(xz — 1)1%@2 —1)idz,

= o (A= (@2 = 1) (22 — 1)L — [ L (a? - 1) (2 - 1) da).

i15120+7) \Ldgi—1 dzJ —1 dxi—1 dzit+l

Puisque (2% —1)% a un zero d’ordre i en —1 et en 1, la (i — 1)iéme dérivé de (2 — 1) s’annule

enx = 1Az = —1. Ainsi on obtenons :

1 (_1) 1 di—l ) idj+1 ) i
_1pl-(x)pj(x)dx = e | dmi—l(x - 1) W(m — 1) dz.

En intégrant par partie j fois la formule précédente, on obtenons :

! (—1) Ld ;d¥ j
pi(x)p;(z)dx = /0 (x®—1) ﬁ@ — 1)/dz. (1.3.7)

1 L dxi=I
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On a 4% (22 — 1)7 = (2)! alors (1.3.7) devient :

dx21
(=17 (25)! (1 di=d ¢ 2 ig,. — (=DI(25)f dimi-t (9 il
126+ J—1 dai (2% —1)'dr = ij12GF0) [ (@ = 1)L, =0.

2- Soit n € N et z € R, on pose

K=5etJ= f_ll p2(z)dx. donc J = K2 [1 L (z — 14 (2 — 1)d.

2nnp! —1 dzm dx™

Posons du = = (z — 1)"dx A v = 2= (2? — 1)", puis on intégrons par partie ce qui donne :

J=( @y Ly - [ ey T e 1), (1358
- ([dxn(‘r )dxn_1<x )]71 1d$n_1(x )>dl’n+1(aj ) SC) ( . >

Le premier terme & l'intérieur du crochet est nul puisque —1 et 1 sont des racines, et de

proche en proche on obtient :

J= Kz(—l)”/ (22— 1)L (22— 1)nda.

1 den

Comme (22—1)" est une polynéme de degré 2n ( a coefficient principal réduit) que ’on dérive
2n fois, le résultat est une constante qui vaut (2n)! alors J prend Iexpression suivante :
1
J= K?(—1>"(2n)!/ (22 — 1)"da.
-1
Il n’est pas trés difficile de calculer cette derniére intégrale, pour cela on pose :

L= /1 (22 — 1)"da.

1

Que 'on intégre par parties alors on obtient
1
L=z(x*—=1)"", — Qn/ 23 (2® — 1)" 'da.
~1

La premiére quantité (toute intégrée) a une valeur nulle. Une autre intégration par parties

permet d’écrire :

9 1
L= gn(n - 1)2/ ot(2® — 1)" ?dx
-1

On poursuit ainsi de suite les calculs et, en notant par € le signe que l'on déterminera plus

tard, on arrive a l’expression :

1 1 1 !
L= 52n§2(n - 1)32(n - 2)...2n — 12(2 —1) /_1 2?72 (2? — 1) da.
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Qui conduit & I'expression suivante :

 246..2n
T35l

Le probléme du signe E que nous avons délibérément abandonné se trouve résolu, en remar-
quant que (22 — 1)"est une fonction qui a le signe de (—1)" sur l'intervalle [—1, +1] ainsi L

s’écrit :
2.4.6..2n

L= (_1)n1.3.5...(2n F1)7

Ensuite, on peut écrit :

on)l 1 1 2

(
J= = .
nl 2071135 (2n+1)  2n+1

On obtient donc le résultat suivant :
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CHAPITRE

GENERALITES SUR LES EQUATIONS
INTEGRALES

2.1 Introduction

Une équation intégrale est une équation dans laquelle I'inconnu, généralement une fonc-
tion d’une ou plusieurs variables, s’apparait sous le signe intégral. Cette définition générale
tient compte de beaucoup de différentes formes spécifiques et dans la pratique plusieurs
types distincts surgissent. Pour cette raison, et afin de recouvrir les grands axes de notre
thématique sans s’impliquer dans des situations particuliérement inadéquates, nous allons

s’intéresser beaucoup plus aux équations intégrales de la forme [11].
b
/ Kz, t,p(t))dt = f(z), a<x<b.
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Equations Intégrales

Et aussi celles sous la forme

o(x) — / K(x,t,o(t))dt = f(x), a<x<b.

Qui sont des exemples typiques. Dans ces équations la fonction ¢ est I'inconnue, la fonction

k(x,t) qui s’appelle noyau avec le terme libre f sont données.

2.2 Classification des équations intégrales

Une équation intégrale peut étre classée comme étant soit une équation intégrale linéaire
ou bien comme équation intégrale non linéaire. Il y a une similitude parfaite avec la classifica-
tion des équations différentielles ordinaires ou celle aussi des équations aux dérivées partielles.
Les équations intégrales les plus fréquemment utilisées sont les équations intégrales de Vol-
terra et celles de Fredholm. Qui constituent donc les deux principales catégories. A ces deux
catégories d’équations intégrales, nous pouvons considérer encore deux autre types, a savoir

les équations intégro-différentielles et les équations intégrales singuliéres. [15]

2.2.1 Equations intégrales linéaires de Fredholm

Les équations intégrales de Fredholm se caractérisent par des bornes d’intégration constante.
La fonction inconnue () peut apparaitre seulement & 'intérieur de I’équation intégrale sous

la forme
b
F(x) = A / Kz, t)p(t)dt.

Cette équation est appelée équation du premier type (ou espéce) linéaire de Fredholm, o
f(z), K(x,t) sont des fonctions connues et A est un paramétre non nul, réel ou complexe.
Les équations intégrales de second type linéaire de Fredholm la fonction inconnue ¢(x)

apparait a 'intérieur et a l'extérieur du signe intégral sous la forme [15]

(@) = fla) + A / K (a, t)o(t)dt.

Exemple 2.1. On présente ici l'exemple suivant qui sera aussi traité dans la section (4.2)

par la méthode du noyau dégénére.

p(xr) =sinz — cosx + :U/ cos tp(t)dt
0
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Equations Intégrales

2.2.2 Equations intégrales linéaires de Volterra

Dans les équations intégrales de Volterra, au moins une des bornes de I'intégration est
une variable. Pour les équations intégrales de la premiére espéce linéaire de Volterra, la

fonction inconnue p(z) apparait seulement a l'intérieur du signe intégral sous la forme

fla) = [ Koot

Ou f(x), K(z,t) sont des fonctions connues et A est un parameétre non nul, réel ou complexe.
Cependant, dans les équations intégrales de la deuxiéme espéce linéaire de Volterra, la fonc-

tion inconnue ¢(z) apparait a l'intérieur et a l'extérieur du signe intégral sous la forme
[15]
o) = @)+ [ K(n.pi

Exemple 2.2. On présente ici l'exemple suivant qui sera aussi traité dans la section (4.1)

par la méthode de réduction par dérivation.

olr) =z — /Ox e"too(t)dt.

2.2.3 Equations intégrales non linéaires de Fredholm

L’équation intégrale non linéaire de Fredholm de premiére espéce prendre la forme

b
flz)+ )\/ K(x,t,¢(t))dt = 0.

L’équation intégrale non linéaire de Fredholm de seconde espéce prendre la forme

b
o) = fla) 4 [ Kiatop®)e.
Ou f(x), K(z,t) sont des fonctions connues et A est un parameétre non nul, réel ou complexe.

Exemple 2.3. On présente ici l'ezemple suivant qui sera aussi traité dans la section (4.2)

par la méthode de noyeau dégénéré

71 Loy
o) =co+ -+ [ te(t)dt.
g T2,
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Equations Intégrales

2.2.4 Equations intégrales non linéaires de Volterra

L’équation intégrale non linéaire de Volterra de premiére espéce prend la forme

f(z) + )\/ff K(z,t,o(t))dt = 0.

L’équation intégrale non linéaire de Volterra de seconde espéce prendre la forme

o) = 1)+ [ Kl tp(o)ie
ot f(x), K(x,t) sont des fonctions connues et A est un parameétre non nul, réel ou complexe.

Exemple 2.4. On présente ici [’exemple suivant qui sera aussi traité dans la section (5.2.2)

par la méthode de Newton Kantrovish

o(r) =—x+ /Oﬂf tp?(t)dt.

2.2.5 Equations intégrales mixtes de Fredholm-Volterra

Les équations intégrales de Fredholm-Volterra apparaissent dans la littérature sous deux

formes @ savoir

T b
po) = 1)+ 0 [ K g0t + e [ Kala (o)
Et
t
o) = fa.) 4 [ [ Flatpr, ol m)dudr
0 Ja
ot f(x,t) ou F(x,t,u, 7,0, 7) sont des fonctions analytiques sur D = Q- [0, 7] et Q est un

sous ensemble fermé de R™, n=1,23 [15].

Exemple 2.5. Les équations suivantes sont des exemples d’équations mixtes voir [2] pour

plus de details.

o(z) = 6x + 322 + 2 — [Tap(t)dt — [ to(t)dt, =€ [0,1]
p(z,t) = o4+t3+ 12— 3t — fot fOt(T — p)dpdr, (x,t) € [0,1] x [0, 1].
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Equations Intégrales

2.2.6 Equations intégrales singuliéres

Les équations intégrales de Volterra du premier type

h(zx)
flz) =X K (z, t)p(t)dt.
g9(z)
Ou du second type .
h(x
o) = f@)+ | K aeta
g(z

Sont appelées singuliéres si I'une des bornes de l'intégration g(x), h(z) ot les deux sont
infinis.
De plus, les deux équations précédentes sont appelées singuliéres si le noyau K (x,t) est non

borné en un ou plusieurs point de l'intervalle d’intégration [15].

Exemple 2.6. L’exemple ci dessous est une équation intégrale singuliére de transport de

chaleur (Lighthill) [15]

-1 [ F’(s)
2z Jo 23 — 53

F(2)" = ds. (2.2.1)

Oin
F(0)=1, lim F(t)=0.

t—o00

On peut convertire 'équation (4.2.2) a une équation singuliére de Volterra suivant :
504 (¢
oz _1—f/ W)th, z €0, 1].
(x —t)3
Ou

Et
©(0) =1, lim ¢(t) = 0.

t—o00

2.3 Les équations intégro-différentielles

Les équations intégro-différentielles sont des équations ot la fonction inconnue (t) ap-
parait sous le signe de dérivée et sous le signe d’intégral. On peut distinguer deux types de

ces équations.
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Equations Intégrales

2.3.1 Equations intégro-différentielles de Fredholm

L’équation intégro-différentielle de Fredholm apparait sous la forme

e (z) = f(z) + )\/ K(z,t)p(t)dt, x € la,bl.

Ot ™ indique la n- iéme dérivée de ¢(z). On distingue deux types :

Si 'exposant de la fonction inconnue ¢(z) a 'intérieur du signe intégral est un, alors I’équa-
tion intégro-différentielle de Fredholm est dite linéaire.

Si la fonction inconnue () a un exposent autre qu’un, ou si I’équation contient des fonctions
non linéaires de ¢(x), comme ( €*, cosu,...,) 'équation intégro-différentielle de Fredholm est

dite non linéaire [15].

Exemple 2.7. Dans l’électrique on considére le probléme d’ingénierie . Le courant I(t) circu-
lant dans un circuit fermé, puisse étre obtenu en la forme de l’équation intégro-différentielle
sutvante :

o)

L%+R1+é/o I(s)ds = f(t), I1(0)= I.

Ou

L est linductance,
R est la résistance,
C' la capacitance,

f(t) Uapplique tension. [15].

Exemple 2.8. on va résoudre le probléme suivant

(

u® =  sinzx—z—2x fog tu'(t)dt,

u(0) = 1,

uw'(0) = 0,

| w'(0)= -1
On a
%
u® =sing —z — x/ tu'(t)dt.
0

On pose

Ny

a:/ tu'(t)dt. (2.3.1)
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Alors

3)

u® =sinz — 2 — ax.

Par intégration on a
/ u® (t)dt = / (sin(t) — t — at)dt.
0 0

On obtient donc

1 o
(2) _ O R )
u'(x) cosz — 7z = 1.
On integre une deuxiéme fois
1
u' (1) = —sinw — ~2° — )
6 6

Par intégration aussi on aura

1
u(r) = cosx — —a* — g
18 18

On peut obtenir la valeur de o en remplagant dans (2.3.1) :

[ME]

1 o
= [ —tsin(t) — =t* — —t'dt
o' /0 sin(t) 5 5

Par conséquent o = —1 et donc u(x) = cos(z).

2.3.2 Equations intégro-différentielles de Volterra

Les équations intégro-différentielles de Volterra apparaissent lorsque nous convertissons
les problémes a valeurs initiales en équations intégrales. L’équation intégro-diff de Volterra
contient la fonction inconnue () et 'une de ses dérivées ¢"(x), n> 1 & l'intérieur et a
I'extérieur du signe intégral, I’équation intégro-différentielle de Volterra apparait sous la
forme suivante

AV = 1)+ [ Kl
a
ot ™ indique la n — ime dérivée de ¢(z). On distingue deux types :
Si exposant de la fonction inconnue ¢(z) & intérieur du signe intégral est un, alors I’équa-
tion intégro-différentielle de Volterra est dit linéaire.
Si la fonction inconnue p(z) @ un exposent autre qu’'un, ou si ’équation contient des fonc-
tions non linéaires de ¢(x), comme In(1 + ¢) 'équation intégro-différentielle de Volterra est

dite non linéaire [15].
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Exemple 2.9. Considérons le modeéle de Volterra pour l’augmentation de la populaton sui-

vant

dpP ) r
— =aP+bP°—cP | P(x)dx, P(0)=F
dT ;

Ou P = P(T) désigne la population au temps T.

a, b et c sont des constantes et paramétres positifs tel que :
a > 0 est le coefficient de natalité,

b > 0 est le coefficient d’encombrement,

¢ > 0 est le coefficient de toxicité,

Py est le coefficient initial de population [15].

2.4 Concept d’homogenéité

Les équations intégrales et les équations intégro-différentielles sont classées comme homo-
géne ou non homogene, si la fonction f(x) identiquement nulle, alors 1’équation est appelée
homognéne sinon est dite non homogéne. Pour clarifier ce conept, nous considérons les équa-

tions suivantes : [15]
1. p(x) =sinz + [ wte(t)dt,
2. p(z) =z + [ (at)%p(t)dt,
3. plx) = [y (L +at)p'(t)dt,
4. ¢"(x) = [ ate(t)dt, ©(0)=1, ¢'(0)=0.
- 1 et 2 sont non homogéne .

- 3 et 4 sont homogenes .

Voir [15] pour plus d’exemples.
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CHAPITRE

APPLICATIONS DES THEOREMES DU
POINT FIXE AUX EQUATIONS
INTEGRALES

Les théorémes de point fixe sont un résultat qui permet d’affirmer qu’une fonction
f admet sous certaines conditions un point fixe. Ces théorémes se révélent étre des outils
trés utiles en mathématiques, principalement dans le domaine de la résolution des équations

intégrales.
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3.1 Théoréme du point fixe de Banach

Définition 3.1. [16] (Contraction) soit E un espace de Banach et A : E — E un opérateur.

On dit que A est une contraction si l'on a Ik €]0, 1] telle que

[A(p1) — Alp2)lle < Ellpr — palle, Vipr, 02 € B

3.1.1 Existence et unicité des solutions pour les équations Intégrales

Théoréme 3.1. [16] (Banach1922) soit E un espace de Banach et A : E — E une contrac-

tion alors Al € E telle que Ap = ¢ ie ¢ est un point fixe de E.

Théoréme 3.2. [17] On considére ’équation intégrale suivante

o(x) = f(z) + /\/b k(x,t,o(t))dt,x € [0, T],T > 0. (%)
Sous les conditions suivants :
1. f e L*a,b)],
2 If; k(. top(t)dt]| < Mglze,
3. [k(z, b, 1(2)) — k2, t, 02())] < N(2,8)[1 — 2|, V1,02 € R.
4. B* = fab f: N2(z,t)dzdt < +o0.

Alors il existe une solution pour tout A < %. Cette solution est a carré intégrale .

Démonstration. On pose

Ap(z) = f(x) + )\/ k(x,t,p(t))dt.

Les solutions de 1’équation (*) sont les points fixe de 'opérateur A.
Montrons que A :L2[a,b] — L?[a,b].
Soit ¢ € L*([a,b]). Alors

IA

b
1fllez + ML k(e t, o)) dt]| 2,
< N fllz + 1AMl < 4oo.

[Agl|r>

N
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Montrons que A est une contraction. Soient ¢y, 0y € L?[a,b]. Alors

|Apr — Apa|z2fap < H)\(f k(x,t,01(t) — k(x,t, 0a(t))dt]| L2(a ),
< L Bt oi() — Kt o (t)dt)2da) 3,
< LY N )| (t) — ealt)]de?)da)z,
< Y N2 1) [ (pr(t) — ¢ <>>2dtdaz>%
< Al f f N2(z,t)dtdz)2 f o1 () — o) |2dt)2.

L’opérateur A est une contraction si [A\|B < 1 d’ou il existe un point fixe unique.

Donc I'équation (*) admet une unique solution. O

3.2 Théoréme de point fixe de Brower

Théoréme 3.3. [8] (Théoréme de Brouwer(1910)) soit C un compact, conveze non vide de

RN et f: C — C une application continue. Alors f admet au moins un point fize dans C.

3.3 Théoréme de point fixe de Schauder

Le théoréme de point fixe de Schauder(1930) est une généralisation de théoréme de Brou-

wer, il s’énonce ainsi

Théoréme 3.4. [8] Soit C un sous-ensemble fermé et convexe d’un espace de Banach E et
f: C — C une application continue telle que f(C) est relativement compact. Alors f posséde
un point fize. Plus généralement, si C' est un compact convexe alors toute fonction continue

de C sur C posséde un point fize.

Démonstration. On note K 1'adhérence de f(C) i.e K = f(C) qui est par hypothése un
compact. K C C car C est un fermé (si C' est compact alors K = f(C) car f(C) est

compact). Pour chaque n, soit F,, un %

réseau de K i.e F, = (x1,x9,...,71) C k tel que
K C UE,B(x;,+) et soit P, : K — conv(F,) une projection de Schauder, comme C' est
convexe et F,, une partie de C' alors conv(F;,) C C est un sous-ensemble convexe et compact.
On définit f, : conv(F,) — conv(F,), f, = P, o flconu(r,- Par le théoréme de Brouwer

(fn)nen posséde au moins un point fixe y, i.e fo(yn) = Yn- Or (f(yn))nen C K qui est
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compact et donc la suite (f(y,))ncn posséde une sous-suite convergente qu’on notera de la

méme maniére. On pose
y = lim f(yn). (3.3.1)
n—oo

Et on a y = lim f(y,) C C car (f(yn))nen C K C C fermé d’ou contient les limites de
n—oo
toutes ses suites convergentes.

Montrons f(y) = y. En effet

1) = £ = IPuFli) — )] <

D’ou
lim y = lim f(yn),

n—+400 n—+400

= lim fu(yn),

n—-+00

= lim vy,.
n—>+<>oyn

Alors

lim y, = y.
n—oo

D’aprés Iégalité (3.3.1) et par la continuité de f, on obtient : f(y) =y .

Par conséquent f admet un point fixe. n

3.3.1 Application du théoréme de Schauder aux équations inté-

grales de Fredholm
Théoréme 3.5. [1/ On considere ’équation intégrale non linéaire de Fredholm
b
o(z) = f(x) +/ K(ot,p())dt —o0<a<b< 4o (3.3.2)

Supposant que f(.) est une fonction bornée et K(x,t,y) satisfait les conditions suivantes
1) [K(z,t,y)] < g1(x)g2()(|yl).

2) 15, 0(x,t,y)| < g1(2)g2(t)(|yl).
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ot g1(.) est une fonction positive, bornée et mesurable, ¢(.) est une fonction positive et

mesurable qui vérifie la condition

o(y)

sup — = L < +o0.
y>0 Y

Et 4(.) est une fonction continue et positive sur [0,400[. De plus, on suppose qu’il existe

une fonction strictement positive et continue p(.) qui vérifie la condition suivante

1
lgr-plloo | =1l < =

g2
" L

Sous ces conditions, I’équation intégrale non linéaire (3.3.2) admet une solution dans Cla, b

Démonstration. On note par ||.||, la norme définit sur X = Cla, b] par ||¢||, = sup |p(z)p(x)],
z€a,b]
I'espace X muni de la norme ||.||, est un espace de Banach. Soit r > 0 est un nombre réel

positif, et soit B, la boule fermée de X défini par
(By) = ¢ € Cla, bl lollpp <.

C’est clair que B, est un sous-ensemble fermé et convexe de X. Alors, démontrer quel’opé-

rateur T associé avec 'équation (3.3.2) est continue sur X. La conclusion est

11l
T(B,) CB,, Vr> =ryp.
L= Liigall,.[I%1

D’aprés le théoréme du point fixe de schauder, I’équation intégrale non linéaire (3.3.2) admet

une solution dans (B,,) et par suite elle admet une solution dans Cla, b]. O

3.3.2 Application du théoréme de Schauder aux équations inté-

grales de Volterra

Théoréme 3.6. [1] Soit I’équation intégrale suivante

o(x) = f(z) + /x K(x,t,o(t))dt (a <z <b). (3.3.3)

Telle que K : |a,b] X [a,b] x R — R une fonction continue vérifie les conditions suivantes

1. K(z,t,0) =0 pour tout x,tE€ |a,b,

2. =52 < |5
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Alors pour tout f € Cla,b] telle que || f|| < 1 I’équation (3.3.3) admet une solution ¢ € Cla, b

Démonstration. 1) On va montrer que T(B(0;1)) € B(0;1) i.e. Si [l¢]| < 1, alors
ITell < 1.
En effet
ITell = [1f(z)+ J; Kzt 0(t)dt],

< @I+ 1L Kt o))d|

< @I+ [F1E @t e()ldt,

< fF @I+ [ 1K (@t 0(t) — K(x,t,0)]dt,

< IF @)+ f71(p — 0) 22O ar,

< @I+ llel L2 - a) < 1.

D’ou 'opérateur 1" est bien définie.
2) On va montrer que l'opérateur 7' est un opérateur continue :

soit ¢ et p2 € C[a,b], donc pour tout x,t € Cla,b] on a :

1Te1(2) = Ta(@)| < [ (K (2,8, 01(t) — K (., 02(t))dt],

< f | N ak(xtgot) |dt
1—

< ler — o H ”f (b—a),

< o1 — p2l|-

3) On va montrer que l'opérateure T est relativement compact. En effet on utilise le

théoréme d’Ascoli-Arzela.

T est équicontinue :

comme k est continue est continue par rapport a la 1-ére et la 2-iéme variable sur
le compact [a,b] X [a,b], et comme la 3-iéme variable est lipschitzienne donc K est
uniformément continue, d’ou :

Ve>0,30>0[t; —ta] Hag —xa] <0 = |K(x1,t1,0(t1)) — K(x2,t, p(t2))|< €
Ainsi, Yo € Cla,b], ona :

[T(21) = To(za)| < [ 1K (21t 0(t) — K22, ta, 0(t2)) ],
S 5(()-@),
< e
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Ce qui montre que T est équicontinue.

T est borné :

Soit ¢ € Cla, b], alors Vt € [a,b] on a :

IT@®I = If(2)+ [, Kzt )],
< @I+ [J1E @t e(t)]dt,
< 14 sup |K(z,.,.)||(b—a)=a.

z€a,b]
D’ou 'opérateur T' est borné.

D’aprés le théoréeme d’Ascoli-Arzela 'opérateur T est relativement compact.

D’aprés le théoréme Schauder T' admet un point fixe, d’ou ’équation admet une solution.
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CHAPITRE

QUELQUES METHODES DIRECTES DE
RESOLUTION DES EQUATIONS
INTEGRALES

4.1 Meéthode de réduction par dérivation

La regle de dérivation de Leibnitz peut étre utilisé pour résoudre des équations intégrales,
nous allons maintenant énoncés cette regle.

Soit f(x,t) continue et % continue dans un domaine du plan (x,t) qui comprende rectangle.

9(z)
F(z) = /h( ) f(z, t)dt.

La fonction dérivée de F(x) existe et elle est donnée par

d 9@ ) ) 9(@) g

o [ttt = g @ @) - K@ @) + [
T h(z) dx

h(zx)
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Les méthodes de résolution des équations intégrales

Exemple 4.1. L’exemple suivant illustre la méthode de résolution directe.

olr) =z — /Ox " tp(t)dt. (4.1.1)

supposons
y(z) = / e olt)dt.
0

En appliquant la régle de dérivation de Leibnitz on obtient

Alors
y'(x) +ylx) =z, y(0)=0. (4.1.2)

Ensuite, on cherche la solution de (4.1.2)
On a
Sa¢ = Su + Sp.

La solution homogéne

ylx) = ce S =ce®
La solution particuliére
yle) = cx)e ™,
y(z) = d(x)e ™ —c(r)e™ ",
ey'(x) = [d(x) —cl@)] = v — c(x).
Donc
d(x) = =,
clz) = 3a?
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la solution générale est

y(x) = (c+ %.x?)e_x.
En utilisant le fait que ¢(0) = 0, on obtient :
c=0
D’ou la solution
o= Lot

4.2 Cas du noyau dégéneré pour les équations intégrales

de Fredholm

Le noyau K (x,t) d’une équation intégrale de Fredholm de seconde espéce est dit dégénéré
s’il est la somme d’un nombre fini de produits de fonctions ded x seul par des fonctions de ¢

seul, i.e, il de la forme

n

K(z,t) =) ap(x)bg(t); (4.2.1)

k=1
les fonctions ag(z) et bi(t) (k = 1,2,...,n) seront supposées continues dans le carré fonda-

mental a < z,t < b et linéairement indépendantes L’équation intégrale a noyau dégénéré

(4.2.1)

() — A / > a@beO]e(t)dt = (), (12.2)

se résout comme suit.

Récrivons (4.2.2) :

n b
@) = f(@) + A3 aux) / be(t)o()dt (4.2.3)
k=1 a
et introduisons les notations

42



Les méthodes de résolution des équations intégrales

L’égalité (4.2.3) devient alors
p(x) = f(2) + A Cra(x), (4.2.5)
k=1

avec Cy des constantes inconnues (puisque la fonction ¢(x) est inconnue).
Ainsi, la résolution d’'une équation intégrale & noyau dégénéré se raméne a la recherche des
constantes Cy(k = 1,2,...,n). Aprés avoir porté (4.2.5) dans I’équation intégrale (4.2.2) et

effectué des calculs simples nous obtenons

Les fonctions a,,(z)(m = 1,2, ...,n) étant linéairement indépendantes il en résule que

b n
- / b)) + A S Crarldt = 0

S yre) /b 0 ()b ()t = /b b fBdt (m=1,2,...n).

Afin d’alléger ’écriture, introduisons les notions

b b
e = / a(Obu()dt,  f = / b (£) .
Nous obtenons

Cr =AY kmCi = frn (m=1,2,..,n),
k=1
ou, sous forme développée,

(
(1 — /\CLH)Cl — /\a1202 — .. )\alnC’n = fl’

—Aa21C1 + (1 — Xagg)Cy — ... — Xao,C,, = ,
2101 + ( 22)C5 2 I (4.2.6)

L _)\anlcl — )\CLTLQCQ — ...+ (1 - /\am)Cn = fn

Pour trouver les C, nous avons donc un systéme de n équation linéaires a n inconnues, dont

le déterminant est

_1 — )\GH —)\Cllg —)\&171
—Aa 1—)a .. —Aaog,
A(N) = . * ? (4.2.7)
i —Aap1 —Aap2 ... 11— )\ann_
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Si A(A) # 0, le systéme (4.2.6) admet une solution unique C, Cs, ..., C;, obtenue moyen-

nant les formules de Cramer

_1 —Aayr ... —Aag—1fr — Aaggafioo- )\Clm_
o = ﬁ —Aag1 ... —Aagg—1fo — Aagp fi . Aag, (4.2.8)
i —Ap1 o A1 fo — ANppar o - /\am_
(k=1,2,...,n).

L’équation intégrale (4.2.2) a pour solution une fonction ¢(x) définie par 'égalité
plz) = f(z) + 1) Crar(o),
k=1

avec les coefficients C(K = 1,2,..,n) donnés par les formiles (4.2.8).

Remarque 4.1. On obtient le systeme (4.2.6) ou bien en multipliant successivement les
deux membres de (4.2.5) par ai(z), az(z), ..., an(x), puis en intégrant de a a b, ou bien en

portant dans (4.2.4) Uexpression de p(x) ou l'on fait x = t.

Exemple 4.2. Soit I’équation intégrale donnée par :
p(z) =sinz — cosx + x/ costy(t)dt. (4.2.9)
0

On pose :
c = / costy(t)dt.
0
Alors Uéquation (4.2.9) devient

p(x) =sinz — cosx + ;.

Donc

o = / cost(sint — cost + cqt)dt.
0

Par conséquent :

clz/ costsintdt—/ cos2tdt+cl/ t costdt. (4.2.10)
0 0 0
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On a
fow costsintdt = 0,
Jo cos?(t)dt = I,
Jo tcostdt = -2.
En remplagant dans (4.2.10) on aura
31 = —37
e = —5.
Enfin
s

p(z) =sinz — cosx — s

Exemple 4.3. Résoudre l’équation intégrale suivante

o) =z + /0 (x +t)p(t)dt.

plr)=z+z /01 o(t)dt + /01 to(t)dt. (4.2.11)

Posons

c = fol o(t)dt,

o = [ to(t)dt.
En remplacant c; et co dans l'équation (4.2.11) on trouve

o(x) =z + xc) + co. (4.2.12)

Donc
p(xr) = x+xc1+ 0o,

c = fol(l + 1)t + codt,
¢ = s(1+a)+c.
Alors on obtient
%q_@:%_ (4.2.13)
Et aussi
0 = fyte(t)dt,
Cy = fol t[(1+ 1)t + coldt,

e = (L+a) fy t2dt +co ) tdt.
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On obtient
1 1 1
—Cy — —C] = —.
27 373

Le systéme algébrique de (5.1.2) A (6.2.15) est donné par

201—462 = 2,

3¢y —2¢; = 2.
La résolution du systéme donne
c = -7,
= —%
Alors la solution (4.2.12) devient
o(x) = —6x — 4.

Exemple 4.4.

71,
o(x) = <o+ - [ xte(t)dt
8" T2,
posons
1
c:/ tp?(t)dt.
0

En remplacant ¢ dans la formule (4.2.15) on obtient

7 1
p(r) = (g + 50)95
Alors
c = [t + Lo,
e = P+Llc+il
D’ou
9 25 1,
64 84" T

On multiplie (4.2.17) par 64 on obtient

49 — 200c + 16c2 = 0,
(4c —1)(4c —49) = 0,
Donc c:}l\/c:%.

Il existe deux solutions : p(z) =z, et p(x) = Tx.

(4.2.14)

(4.2.15)

(4.2.16)

(4.2.17)
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QUELQUES METHODES ITERATIVES DE
RESOLUTION DES EQUATIONS
INTEGRALES

5.1 Meéthode des approximations successives

La méthode des approximations successives également appelée la méthode des itérations
de Picard fournit un schéma qui peut étre utilisé pour résoudre des problémes & valeur initiale
ou des équations intégrales. Dans cette méthode, nous remplagons la fonction inconnue ¢(x)
sous le signe intégral de I’équation de Volterra par toute fonction continue a valeurs réelles
sélectionnée o(x), appelée 'aapproximation zéro. Cette substitution donnera la premiére

approximation o1 (z)[2].
o1(x) = f(z) + )\/Ox k(x,t)po(t)dt. (5.1.1)
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Il est évident que ¢;(x) est continue si f(x), k(x,t) et o sont continue. La deuxiéme ap-

proximation ¢, (z) peut étre obtenu de la méme fagon en remplagant ¢o(z) dans I’équation

(5.1.1) par ¢ (z).
wo(z) = f(z) + /\/OI k(x,t)pq(t)dt. (5.1.2)

En continuant ainsi, nous obtenons une suite infinie des fonctions.

900(33)’ (101(33)7 902(55)’ ) Qpn@;)

Qui satisfaisait la relation de récurrence suivante :

on = f(z) + A/:k(x,tml(z)dt, n> 1 (5.1.3)

La question de convergence de ¢, (z) vers la solution de 1’équation ¢ est justifiée par le

théoréme suivant

Théoréme 5.1. [15] Si f(z) est continue sur l'intervalle 0 < x < a, et que le noyau
K(x,t) et aussi continue sur le triangle 0 < x < a, 0 <t < z, la suite des approrimations

successives pn(x),n > 0, converge vers la solution p(x) de l’équation intégrale a I'étude.

Exemple 5.1. Soit I’équation intégrale suivante

o(z) =2 — /Ox(a: —t)p(t)dt. (5.1.4)

On choist go(z) = 0,. Alors :

v1(z) = .

8
~—
I

= f (@ = e (t)dt,
x—x [ tdt+ [ tdt,

1
6

902(
©a(
P

8
S~—
I

r — {23'3.

&
~—r
I

Et aussi
p3(xr) = x— fox(x —t)(t — %tg)dt,
3
3

T — %ZLB + (i - %)157

8
~—
I

_ z3 xb
) = 37—?4-3

8

48



Les méthodes de résolution des équations intégrales

La solution ¢(x) de (5.1.4) est

e(x) = lim ¢,(x) = sin(z).

n——+o00

Exemple 5.2. Voici un autre exemple

1

olr)=z+ (5I/ xtp(t)dt.

-1

On choisit  po(z) = 0. Alors on obtient les itérations suivantes

901<x) = T,
pa(x) = x40z [Tt (t),
po(z) = x4z f_ll t2dt,
polz) = !E—i—%,
p3(z) = x4z fjl (14 22)dt,
p3(x) = =1+ %Tw + (%5)2 T
Alors
20 20 20
" _ 1 = Z7N\2 “7\n
o) = (14 % + (3) S
C’est une série géométrique donc
1
on(T) = TR si|lz| < 1
3
Alors la solution devient
() = —
r) = ——.
4 320

Exemple 5.3. Utiliser la méthode des approximations successives pour résoudre l’équation

intégrale non linéaire de Volterra suivante :

1622 4a2* v
p(z) = 4o — 3'” - % + / (z =t + 1)p*(t)dt. (5.1.5)
0
On choisit
wo(z) = 0. (5.1.6)

La formule d’itération qui permet de trouver la suite des solutions approchées est donnée
par

16 4 v
AR RO (517
0
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En substituant (5.1.6) dans (5.1.7) on obtient les approximations :

900<x) = 0,

ei(x) = 4o — P02 — 22t + [z —t+1)pi(t)dt,
= do — 023 — g2t
4
3

vt —gat 4 [M(x vﬂwﬂwm
+ (

o) = do— Fa’ —

= Azt (1827 - 1853) 4 (40 — )_11258x5_%x6+”"
pa(x) = do—Fa? - Fat+ [z - w3 (t)d,
= Ay (1295 128,5) 4 (?6 _ 6)+
La solution ¢(x) de (5.1.5) est donnée par
o(x) = lim ¢,(x) = 4. (5.1.8)

n—-+00

5.2 Méthode de Newton-Kantrovish

Dans cette section on s’intéresse a I’équation intégrale non linéaire sous la forme Urysohn.

Ce type d’équation intégrale est défini sous la forme générale suivante

m@:ﬂ@+AK@¢wm@ Q = (a,2) v Q = (a,b). (5.2.1)

Pour approximer (5.2.1) nous utilisons la méthode de "Newton-Kantrovish". Dans cette
méthode, nous considérons une solution initiale de y(z), disons yo(x). Puis en utilisant le

processus suivant :

yr() = Yp—1(2) + pe-1(2), k=1 (5.2.2)
on—l( )— Ek— 1 /K Z, t y Yk— 1( ))gok 1( )dt (523)
Ek—1 = f(l’) + /Q k‘(ﬁ,t, yk_l(t))dt — Yk—1- (524)

ous résolvons une équation intégrale linéaire au lieu d’une équation intégrale non linéaire
N | t t le ] | d’ t t | l

[10].
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5.2.1 Cas d’une équation intégrale non linéaire de Fredholm

La forme générale de I’équation intégrale de Fredholm non linéaire pour la forme d’Ury-

sohn est comme suit

y(z) = f() +/ Ko ty(0))dt, a<z<b (5.2.5)

On applique la méthode de " Newton-Kantrovish "pour résoudre 'équation (5.2.5).

A chaque étape de l'algorithme, une équation intégrale linéaire pour la correction ¢y ()
est résolu. Sous certaines conditions, le processus (5.2.2) a un taux de convergence élevé,
cependant, c’est assez compliqué, car a chaque itération il faut obtenir le nouveau noyau

K;(x,t,yk_l(t)) pour Eq (5.2.3)[10].

Exemple 5.4. [10] On considére [’équation intégrale de Fredholm suivant

1
5

Ya) = / wty?(t)dt — —x + 1
; 12

On pose
yo(x) =1
En remplcant yo(x) dans (5.2.4) on trouve
co(w) = flw)+ Jy wtyd(t)dt — yox),
eolr) = —Sz+1+ fol xtdt — 1,
eo(z) = 5.

Par la suite nous calculons l’équation (5.2.3)

1 1
wo(r) = —x + 2:10/ teo(t)dt.
12 ;

On pose
1
C1 = / t@o(t)dt
0

Et par la méthode de noyaux dégénérés on trouve

1
wo(z) = Tk + 2. (5.2.6)
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Donc
o = [ (Lt + 2te)dt,
cT = 3—164-%01,

1

cT = 12

En substituant la solution de ¢ dans l’équation (5.2.6) nous obtenons

i.e
vi(x) = yo+ o,
yi(z) = 1+ %15”-

Pour rapprocher les résultats plus, nous poursuivons le processus d’itération. D’abord on a

eifr) = —Sr+1l+a fol t(1+ 3t)%dt — 1 — 1,
el(x) = —2x+4 32+ 5T+ 5,
el(z) = g

Par la suite L’équation ¢1(x) est donné comme suit

1 ! 1
p1(z) = 61" + 23:/0 t(t + Ztgol(t))dt.

On pose

1
1
Cy = / t(t + Zt)@l(t)dt
0

D’apres la méthode de noyau dégénéré on trouve

1
p1(z) = 61" + 2xcy. (5.2.7)

7.e
e = [ t(1+ Lt)(&t + 2ter)dt,

_ 12 L1

C2 = g5 T 3C2+ 1p31 T 5C2
1

€2 = 330°

En substituant la solution de co dans ’équation (6.2.13) nous obtenons

pi(z) = go 427555,
p1(z) = 4—%;&
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i€
1 3
yo(x) =14 2% + 0%

La différence mazimale entre la solution ezxacte y(x) = 1 + %I et la solution approzimative

yo(z) est observé a x =1 et est inférieur a 0.5.

Remarque 5.1. Cette solution n’est pas unique. L’autre solution peut-étre obtenue en pre-
nant la fonction yo(x) = 1+ 0,8z pour la valeur initiale d’approzimation. Dans ce cas, nous
pouvons répéter la séquence d’approximations ci-dessus et obtenir les résultats suivants (le

coefficient numérique de x est arrondi).

yi(z) = 1+ 1.15z,
yo(x) = 1+ 1.02zx,
ys(z) = 1+ 1.02z.

Et les approzimations précédentes tendent vers la solution exacte y(x) =1+ .

5.2.2 Cas d’une équation intégrale non linéaire de Volterra

La forme générale de 1’équation intégrale de Volterra non linéaire pour la forme d’Urysohn

est comme suit

y(x) = f(x) + /w Kz, t,y(t))dt, a<azx<b. (5.2.8)

Un mérite des méthodes d’itération lorsqu’elles sont appliquées aux équations linéaires de
Volterra du second type est leur convergence inconditionnelle sous de faibles restrictions
sur le noyau et le membre droit. Lors de la résolution d’équations non linéaires, le domaine
d’applicabilité de la méthode des itérations simples est plus petit, et si le processus est
toujours convergent, alors, dans de nombreux cas, le taux de convergence peut étre trés lent.
Une méthode efficace qui permet de surmonter les complications indiquées est la méthode de
"Newton-Kantorovich". L’objectif principal de cette méthode est la résolution de I'intégrale

non linéaire équations de seconde espéce a bornes d’intégration constantes.

Exemple 5.5. Voisi ['exemple suivant qui illustre la méthode de Newton-kantrovish.

o) =—z+ /090 to(t)dt.
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On pose
yo(x) = 0.

En remplacant yo(z) dans (5.2.4) on trouve

eo(z) = f(@)+ [y tyg(t)dt — yo(x),

go(x) = —u.

Par la suite nous calculons (5.2.3)

eo(x) = eox)+2 [ tyo(t)po(t)dt,
wo(r) = —x.
e
yi(x) = —x.
Pour rapprocher les résultats plus, nous poursuivons le processus d’itération.

D’abord on a
ei(x) = f@)+ [y tyi(t)dt —(x),
el(z) = —x+ [jt*dt+x,

xt,

=

81(1’) =

Par la suite l’équation v1(x) est donné comme suite

o1(z) = e1(x) — 2 / " ou(t)dt

Pour déterminer p1(x) on applique la méthode des approximations successives .

On pose
0
P =0
1
o) = gt
2 T
oP = qat =2 [7 H0dt = 1ot — LaT,
PP = et o et - LiTyde = Lot — a7 4 Lat0,
e
yz(l') = Y1+ ¢,
yo(x) = —a+ 2t — a7 + Sa'0
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Pour rapprocher les résultats plus, nous poursuivons le processus d’itération. D’abord on a

o T 144 147 14102 1,4, 1.7 110

ea(x) = —x+ [jt(—t+ 3" — HtT 4+ St'0)Pdt + o — ot + L2l — a2l
_ 1,10 _ 9 .13 3 .16 1 .19 1922

e2(z) = 1w 820~ T 39207 5310% t Tors00®

Par la suite nous calculons (5.2.3)
pa(z) = ea(r) +2 [§ tya(t)ea(t)dt,
po(x) = ea(x) 42 [Jt(—x + Ja* — HaT + 5550 o (2)dt.

Pour déterminer po(x) on applique la méthode des approzimations successives .

On pose

(1) _ 23 10 _ 1 3 L g6 L1 1 22
P 11907 T 1820% T 78a0” Tosa0” T 107800

Pour zéro approximation on obtient la solution suivante

]‘ 4 1 7 1 1 23 10 ]‘ 13 1 16
= —rat — T 20 —_ _
ya(w) = =+ g0t = o 0 O+ 15" ~ 50"  7sa0” ' o30° T 107800

1 1
— " + 2.

5.3 Meéthode de quadrature

On rappelle qu'une fonctionnelle linéaire sur C(I) est une forme linéaire sur C'(I).
Ou C(I) est l'espace vectoriel réel des fonctions définis sur I =|a,b[ avec —oo <a <b <

+00. [13]

Définition 5.1. [13] On appelle formule (ou méthode) de quadrature a n+1 points sur C(I)

toute fonctionnelle linéaire ¢, définie par :
VfeC),on(f) =D Aurf (ni)-
k=0

ot n est un entier naturel non nul, (x, x)o<k<n une suite de points deuz & deux distincts dans

Uintervalle I et (A, k)o<k<n une suite de réels non tous nuls.
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Exemple 5.6. Pour I = [a,b] intervalle fermé borné, en prenant les points x, x équidistants

dans I, c’est -a-dire :

b—a

Tk =a+k (0<k<n)

et les coefficients A\, tous égaux a I’_T“ pour k compris entre 0 et n — 1 le coefficient A, ,

étant nul, on obtient la formule des rectangles a gauche :

et on sait que

n—+

‘v’fEC’()hm on(f /f

De maniére plus générale, en choisissant pour tout entier K compris entre 0 et n — 1 un réel

eng dans Uintervalle [ X, g, Xy k1], les sommes de Riemann :

b _a n—1
‘;On( Zf gnk
k=0

définissent une méthode de quadrature sur C(I) qui est exacte sur 'ensemble des fonctions

constantes et pour toute fonction f dans C(I) on a

L en(@ / Jx

Définition 5.2. [13] Les méthodes de quadrature sont des approzimations de la valeur nu-
mérique d’une intégrale, par des méthodes numériques (trapéze, simpson).

On considere [’équation de Fredholm

o(z) = f(z) + A / K(z, t)(t)dt. (5.3.1)

Ou a, b et les fonctions f,k sont données. Notre but est d’approcher la fonction ¢ sur
Uintervalle [a,b]. Il existe plusieurs approches qui utilise les formules de quadrature pour
la résolution des équations intégrales. Dans ce qui suit, nous allons présenter une méthode

classique et raisonnablement intuitive basée sur la régle d’intégration du trapéze.[12]

5.3.1 Meéthode des trapézes

[12| Intuitivement, on peut obtenir une solution approchée pour ’équation (5.3.1) en

utilisant le processus suivant. Soit la donnée d’un pas de discrétisation A > 0 on se donne
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une partition équidistante
To=a<z1 < - < Tp_1<zT,=0>o

Pour obtenir une approximation de u(z,), 'idée est de remplacer I'intégrale dans (5.3.1) par
une somme finie. Si, on note U, la valeure approchée de u(z,), alors pour n > 1 on a

n—1

Un = f(wn) + h(%k‘(iﬁm x0)Up + Z k(2 2;)U; + %k(wn, xn)U,). (5.3.2)

i=1

Exemple 5.7. On va résoudre 'ezemple de Fredholm suivante par la méthode de quadrature

o(r) = 2* +/0 ele=tp(t)at.

Pour n = 2 on wva calculer la solution dans les points x = 0 et x = 1 en utilisent la

formule des trapéezes on aura

u(0) = 2u(0)+ su(l),
u(l) = 1+ 2u(0)+ u(l).

En résolvant ce systeme on obtient
u(0) = —0.8509 et wu(1l) = —0.31310.

Pour n=4, pour facilité les calculules on va utilisé le programme de Maltab on obtient

u(0) = —1.1256,
u(z) = —0.8228,
u(2) = —0.5888,
u(1) = —0.3871
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CHAPITRE

METHODES DE PROJECTION

6.1 Méthode de Bubnov-Galerkin

Soit & chercher une solution approchée de 1’équation intégrale de Fredholm suivante :

b
o(x) = f(z) + )\/ K(z,t)p(t)dt, x € [a,] (6.1.1)

Par la méthode de Boubnov-Galerkin. On travaille dans 'espace X = L?([a, b]) muni d’un
produit scalaire (.,.), on choisit un systéme des fonctions {u,(x)} complet dans L?([a,b]) et
tel que, quelles que soient n, les fonctions wy (), us(x), ..., u, () soient linéairement indépen-

dantes, et on cherche une solution approché ¢, (z) de la forme

on(x) = agur(z). (6.1.2)
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Les coefficients ax(k = 1,2, ...,n) se définissent a partir du systéme linéaire
b
(on(@), ur(@)) = (f(2), we()) + <5/ K (z, t)pn(t)dt, ug(z)).

Ou (f, g) désigne f:f(x)g(x)dx et o on remplace ¢, () par Y ,_, apui(x).
Si la valeur de A dans (6.1.1) n’est pas un nombre caractéristique, alors pour n suffisament
grand le systéme admet une solution unique, et la solution appochée ¢, (z) de (6.1.2) tend

dans la métrique de L?([a,b]) vers la solution exacte p(x) de équation (6.1.1) [7].

Théoréme 6.1. Soit H un espace de Hilbert. Prenons un systéeme de polynéme de Legendre
{ln}nen complet sur [—1,1] qui forme un systéme orthonormé de H.

Soit V.= {ly,ls,- - -, It} une famille finie de vecteurs de H.

Soit F, le sous-espace vectoriel engendré par V. Fy, est de dimension finie alors F}, est un

fermé de H, et x € H alors

k
Ppp =Y _ci(2)li,
=1
avec
2 1
cil) = e 1)

Démonstration. On a
Pp(z)=a <= (x—a,b) =0,V be F.Daprés le théoréme de la projection orthogonale.

pour montrer que Ppy = Y+ ¢;(2)l; il suffit de prouver que

r — Prp(x)LFy, <= (v — Ppp(x),2) =0,Vz € Fy,
Soit z e Iy, — 2= Z,’;l Ail;,
(z — Pri(z),2) = (@ =200 @)l Yoy M),
= (T M) — (D @), i, Mila).

On pose

k k
() = O el@)l, > A,
Alors - -
(%) = {(a()ly +ca(x)ly + ... + (), Ml + Aalo + .o + Nely),
= ()M (I, 1) + ca(@) Ao (lo, o) + .o 4 (@) Ml L),
= gfﬁ Z§:1 ci() A,

= Yzl
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D’ou

O
6.1.1 Applications
Exemple 6.1. Soit I’équation intégrale de Fredholm :
1
p(x) =1 —I—/ (wt + %) p(t)dt (6.1.3)
-1

On résout cette équation par la méthode de Galerkin. On choisit le systéme de polynomes de

Legendre P,(x) et on cherche une solution approchée p3(x) de la forme

322 —1
w3(x) = l.ag + agx + as 5 (6.1.4)
On remplace (6.1.4) dans (6.1.3) :
327 —1 ! 32 — 1
ay + asx + as 5 :1—|—/ (wt + 2%)(ay + ast + a3 5 )dt.
-1
Apres avoir calculé 'intégrale on obtient :
322 —1 2z 9
a1 + asx + as 5 = 1—|—?a2+2x ai. (6.1.5)

On multiplie (6.1.5) par 1 et on intégre par rapport 4

1 2 1
3z° —1 2
/ a1 + ax + as T 5 dr = / (1+ gag + 22%a;)dx
1 “1

On obtient

4
2(11 =2 + gal,

Donc

CL1:3.

On multiplie (6.1.5) par x et on intégre par rapport ax on obtient :

1 3 1 2
3r° — 2
/ (12 + asx® + as ’ 5 x)dx = / (x + %(12 + 22°%a,)dx

1 1
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2 _
§a2 = a2,

asg = 0.

On multiplie (6.1.5) par 3$22—_1 et on intégre par rapport a x on obtient :

1 2 2 1 2
3r—1, 3z —1 2 3r°—1
/ (a1 + axz + a3 ") (T ) = / (1+ Srap + 20%ar) (o —)da

1 2 2 o 3 2

Par conséquent

8 2
15 5%
C.ad
(13:4.

Donc la solution est

w3(1) =3+ 627 —2 =1+ 62>
Cette solution coincide avec la solution ezacte.

Exemple 6.2. On va résoudre le méme exemple précédent mais cette fois on utilise les
polynomes de Tchebychev.
1
plr)=1 +/ (zt + 2%)(t)dt. (6.1.6)
-1

Cherchons une solution approchée ps(x) sous la forme
@3(x) = l.ay + agx + as(22* — 1). (6.1.7)

En remplacant (6.1.7) dans (6.1.6) on obtient

1
ay + agx + az(20* — 1) =1+ / (wt + 22) (a1 + ast + az(2t* — 1)dt.
-1

Ce qui donne :
2 2 2 2 9
a; + asx + az(2z* —1) =1+ 3020 + 2a12° — 3¢ as. (6.1.8)

En multipliant (6.1.8) par 1 et en intégrant par rapport a x nous obtenons

2 2
§a1 =2 + §CL3. (619)

En multipliant (6.1.8) par x et en intégrant par rapport a x nous obtenons
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%CLQ = gQ2,
az = 0.
En multipliant (6.1.8) par 2z> — 1 et en intégrant par rapport a x nous obtenons

2 +m 2+4 4
——a; +-—a3=—=-+ —a; — ——as.
37157 3151 45 °

On résout ensuite le systéme suivant

s
=
I
Re]l\)
I
w
I
N

<

o
I

=

14 46
—Ug + % = -2

win

On obtient

a1:4, CLQZO, CL3:3.

Donc la solution est

o3(7) =1+ 62°.

Remarque 6.1. On remarque que si on utilise les polyndomes de Legendre ou bien le poly-

nome Tchebychev dans la méme équation intégrale on obtient le méme solution.

Exemple 6.3. Voici un autre exemple
4 1
o(z) =1+ 3% +/ (zt? — x)p(t)dt. (6.1.10)
-1

Choisissons pour systéme complet sur [—1,1] un systéme de polynomes de Legendre P,(x) et

cherchons une solution approchée ps(x) de la forme

3r2 -1
w3(x) = l.ag + asx + ag 5 (6.1.11)
En remplagant (6.1.11) dans (6.1.10)
322 — 1 4 ! 32 —1
a1+a2x+a3x2 :1+§x+/($t2—x)(a1+a2t—|—a3 5 )dt.
1
Ou
32 —1 4 4 4
a1 + asx + as =14+ -2 — —za; + —azx. (6.1.12)

2 3 3 15
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On multiplie (6.1.12) par 1 et on intégre par rapport a z on obtient :

[Ha + asz + a2 yde = [ (1 + dx — dzay + Lagz)da,
2&1 = 2.
C.a.d
a1 = 1.

On multiplie (6.1.12) par x et on intégre par rapport & x on obtient :

1 3 1
3z° — 4 4 4
/_l(alx + ayz? + as z 5 x)d:v = /_l(a: + §x2 — ga:Qal + 1—5a3x2)da:,
—2 8
—ay = —as.
3% 45 °

On multiplie (6.1.12) par 3””22_1 et on intégre par rapport a x on obtient :

1 2 2 1 2
3z —1_ 3z —1 4 4 4 3z —1
/ (a1 + asx + a3 )( Ydx = / (14 -2 — zza; + —azx)( )dx,

1 2 2 1 3 3 15 2
;—Oag =1-1.
Alors
as = 0.
Donc
Ao — 0.
D’ot la solution est

Cette solution coincide avec la solution exacte.
Exemple 6.4. Considérons l’équation intégrale linéaire de Fredholm suivante

o(x) =e€" —/0 2e” e’ p(t)dt. (6.1.13)

La solution exact p(z) = e* 2.

Choisissons pour systéme complet sur [0,1] un systéme de polynome d’Hermite H,(x) et

cherchons une solution approchée ps(x) de la forme

@3(x) = l.ay + agx + az(2® — 1). (6.1.14)
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En repmlagant (6.1.14) dans (6.1.13) on obtient
1
ay + axr + az(z® — 1) = e* — / (2e"e")(ay + agt + az(t* — 1))dt.
0
Donc
ay + agx + as(z® — 1) = e + 2e%(a; — ag + az — aye).

(6.1.15)

En multipliant successivement les deux membres de l'équation (6.1.15) par 1,z,2% — 1 et en

intégrant par rapport a x de 0 a 1, nous obtenous

ai(de —2e? —3) +as(3 —2¢) +az(2e —3) = 1—e¢,
CL1(%—2€) —%ag—i—%ag = —1,
a1(2€ — %) + i—iag - %ag = 1.

En résolvant ce systéme on obtient

a; = 0.2506690599, as = 0.115185933, a3 = 0.1135741725.

Alors La solution approchée est

o(z) = 0.1370948874 + 0.2506690599z + 0.113574172522.

x Solution exacte Solution approchée | Erreur absolue
0.0 0.135335283 0.1370948874 0.0017596044
0.1 0.149568619 0.1632975351 0.0137289161
0.2 0.165298888 0.191771666 0.026472778
0.3 0.182683524 0.2225172808 0.0398337568
0.4 0.201896518 0.25553437896 0.0534472716
0.5 0.22313016 0.2908229604 0.0676928004
0.6 0.246596963 0.32838302544 0.08178606244
0.7 0.272531793 0.368214573855 0.095682780855
0.8 0.301194211 0.41031760572 0.10912339472
0.9 0.332871083 0.4546921215 0.1218210385
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1 0.367879441 0.5013381198 0.1334586788

TABLE 6.1 — Solutions numériques en divers points et erreurs absolues correspondantes de

I’exemple 6.4

Exemple 6.5. Considérons [’équation intégrale non linéaire de Fredholm suivante

1

p(x) =€+ E(ZS —e?) + i/o (z —t)p*(t)dt. (6.1.16)

la solution ezacte est p(x) = €”.
Choisissons pour systéme complet sur [0,1] un systéme de polynomes d’Hermite H,(x) et

cherchons une solution approchée p3(x) de la forme
@3(x) = l.ay + agx + as(z® — 1). (6.1.17)
En remplagant (6.1.17) dans (6.1.16)

1 1 [t
a1+a2x+a3(z2_1):6x+ (3—62)+—/ (:E—t)(a1+a2t+a3(t2—1))2dt.
0

16 4
On pose
1
J = / (z —t)(ay + agt + az(t* — 1))dt.
0
Alors
1 2 1 8 1
J = 5&1@3 — §a1a2 + 1—5a2a3 + a%x + gagx + 1—5a§:v — 50@
1, ag—i— 4 1 1
—Z—LCLQ — T + a1a9x — galag — §a2a3x — §a2a3x.
Donc
2 x 1 2 1
a; + asx +az(z®—1) =e —|—+1—6(3—e )—i—ZJ (6.1.18)

En multipliant successivement les deuz membres de I'équation (6.1.18) par 1,x,2% — 1 et en

intégrant par rapport d x de 0 a 1, nous obtenous le systéme non linéaire suivant

1 2 1.2 1 1 1.2, 1 _

ay + §CL2 — 5@3 + ECLQ - magag + ﬂalag + EG’B + ﬁalag =€ — 1274316006,
1 1, 1, _ 1.24 7 1 .2, 1 _ 17 2

501 + 302 — 743 — 1507 + 770103 + 55505 + 7550203 — 5ga3 = 0.8628419969,

8 1. 2, 1. _ T _ 1.2, 19 1 .2

503 — 02 — $A1 — 3509 — 770102 — 3505 + 1550203 + 15503 = 0.8171226625.
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On résout ce systéme par la méthode numérique de Newton [3]. Les calculs sont effectués par

un programme Matlab on obtient les résultats suivants .
a; = 04721, ao =2.0068, a3 =0.2391.
D’ou la solution approchée est

@3(r) =~ 0.2333 4 2.0068x + 0.239122.

x Solution exact Solution approchée | Erreur absolue
0.0 1 0.2333 0.7667
0.1 1.1051 0.4363 0.6688
0.2 1.2214 0.6442 0.5772
0.3 1.3498 0.8568 0.493
0.4 1.4918 1.0742 0.4176
0.5 1.6487 1.2964 0.3523
0.6 1.8221 2.125496 0.3033
0.7 2.0137 1.7552 0.2585
0.8 2.2255 1.9917 0.2338
0.9 2.4596 2.2330 0.2266
1 2.7182 2.47928 0.239

TABLE 6.2 — Solutions numériques en divers points et erreurs absolues correspondantes de

I’exemple 6.5

6.2 Méthode de Collocation

On considére 1’équation de Fredholm

o(x) = f(x) +/ K(z,t)p(t)dt. (6.2.1)

On veut discrétiser I’équation (6.2.1) et convertir cette équation a un systéme d’équations

linéaires. Pour cela, on choisit la méthode de collocation comme 1'une des méthodes de
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projection. Dans ce processus, on a besoin d'une base. Pour cela, on choisit des polynémes
orthogonaux (Legendre, Hermite, Tchebychev,..., ) [9].

Maintenant, on estime la fonction inconnue ¢(t) sous la forme

P(t) & Pu(F (1) = D_ ailli(t), (6.2.2)

En substituant(6.2.2) dans (6.2.1), on obtient

m b m
ZaiLi(x) - / K(s,t) ZaiLi(t)dt—k f(x).

On définit donc I'équation résiduelle comme

m b m
R () :ZaiLi(m)— / K(a:,t)Za,-Li(t)dt— f(x).

Pour déterminer les coefficients inconnus a;, on sélectionne des points de collocation tels que
R, (z;))=0, j=0,...,m

Pour notre cas, on va choisir des noeuds {zg, x1, - -, 2, } comme des points distincts, on se
donne une partition équidistante.
i.e

To=a<z <- - -<T,=0>

De sorte on obtient un systéme d’équations linéaires A,, X = b, ou

A = [Li(y) = [P k(zs, ) L) dt]Tg, 0= 0,..im,
b = [f(zj)], j=0,..m,
XT = [a],.

6.2.1 Applications
Exemple 6.6. On considere ’équation intégrale linéaire de Fredholm suivante

o(r) = br — 2% — / (z%t® — 23 p(t)dt.

-1
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On résout cette équation par la méthode de Collocation, en utilisant les trois points -1,0,1
et la base formée par les trois premier polynomes de Legendre P,(x).
1.€
3% —1

5

e3(x) = ay + asx + ag
Donc

327 —1 Lo 3. 3¢ )
al + axx + ag 5 (x°t° — x°t*) (a1 + ast + as 5 )dt = bx — 2z°.  (6.2.3)
-1

Maintenant pour trouver toute l'intégrale. Il faut déterminer ay ,ao et agz . Alors on a besoin
de trois équations. Donc, on chosit x; dans Uintervalle [—1,1] qui donne trois équations.

D’abord en remplagant x par 0 dans l’équation (6.2.3) on obtient

a
a1—53:0.

Ensuite en remplagant x par -1 dans ’équation (6.2.3) on obtient

ay —as +az — [1 (83 + 1) (a) +agt + az?t) = -7,
27a; — 2lay = —105.

Enfin en remplacant x par 1 dans l’équation (6.2.3) on obtient

aq + a9 + as — f_ll(tg — tQ)(al + agt + a33t22_1 = 3,

63a; + 9as = 45.

Maintenant, les parameétres inconnus ay, as, etas sont déterminés en résolvant le systéme

ap — %ag = 0,
27a1 — 21a,2 = —105,
63@1 + 9@2 = 45.

Donc

a1:0, CL2:5, CL3:0.

Par conséquent la solution approchée est

o(x) = du.

Cette solution est coincide avec la solution exacte.
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Exemple 6.7. On considere I’équation intégrale de Fredholm suivante
1 [
o(r) = 3z + 3% + 5/ z?tp(t)dt. (6.2.4)
0

Résoudre cette équation par la méthode de collocation. En utilisant les trois points 0,%,1 et

la base formée des trois premiers polynome de Hermite H,(x). i.e.
©3(7) = ay + agx + az(z? — 1). (6.2.5)
En remplagant (6.2.5) dans (6.2.4) on obtient
1

1
ay + agx + as(z® — 1) — 5/ 2*t(ay + agt + az(t* — 1))dt = 3z + 32°. (6.2.6)
0

Maintenant pour trouver toute l'intégrale.ll faut déterminer ay, as et az. Alors nous avons
besoin de trois équations. Donc, on choisit x; dans Uintervalle [0, 1] qui donne trois équations.

D’abord en remplagant x = 0 dans l’équation (6.2.6) on obtient :
a; = as.

En suite en remplagant v = % dans l’équation (6.2.6) on obtient :

1
ay + %CLQ — %ag — %fO %lt(al + Clgt + Cl3t2 — ag)dt = %,
ay -+ %CI/Q — %ag — %(%al -+ %GQ —+ 1_160’3 — %ag) = Z,
168a, + 352a- = 1728.

En fin remplagant x = 1 dans ’équation (6.2.6) on obtient :

ay +az — 3 [ t(ay + ast + agt? — ag)dt = 6,
ay + ag — %(%al -+ %ag -+ %lag — %ag) = 6,

42@1 + 40@2 = 288.

On résout le systéme linéaire suivant

a; — as = 0,
168a; + 352ay = 1728,
420,1 + 40@2 = 288.

On obtient donc

a1:4, a2:3, a3:4.
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Par conséquent la solution approchée est
o(r) = 3w + 42>
Cette solution coincide avec la solution exacte.
Exemple 6.8. On considére I’équation intégrale de Fredholm suivante
o(x) = sinx — cosx + /7r xcos(t)p(t)dt. (6.2.7)
0

La solution exact p(x) = sinx — cosx — F.

™

On résout cette équation par la méthode de collocation, En utilisant les trois points 0, 3,
et la base formée des trois premier polynomes de Hermite H,(x) i.e.
uz(r) = a1 + azx + az(x® — 1). (6.2.8)

En remplagcant (6.2.8) dans (6.2.7) on obtient
ay + axr + az(z® — 1) — /W(xcos(t))(al + ast + az(t* — 1))dt = sinx — cosz.  (6.2.9)
0

D’abord en remplagant x = 0 dans ’équation (6.2.9) on obtient
ap—azy = —1,
aq = az— 1.

En suite en remplagant x = w dans [’équation (6.2.9) on obtient

ay + asm + az(w? — 1) — fol mcos(t)(ay + ast + azt? —az)dt = 1,

CL1+CL27T+CL37T2—(13+27T((12+7TCL3) = 1,

3may + 3asm? = 2.

Enfin en posont x = 5 dans I’équation (6.2.9) on obtient

ay + ax % + ag(’%f -1)— fol Zeos(t)(ar + ast + agt®? —ag)dt = 1,
CL1+CL2%+CL3<%2 — 1)+7T(CL2+7TCL3> = 17

6asm + Hasm? = 8.
On résout le systéeme linéaire suivant :
a; — as = —1,
3asm + 3asm? = 2,

6(127T—|—5CL37T2 = 8
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Enfin on trouve

4 1 14 4
a = —— ay = — ——
1 7T2 ) 2 377" 3 7T2
Donc la solution approchée est
14 4
= 14+ = x— —g°
o(x) 3. T 3%

Exemple 6.9. Considérons [’équation intégrale linéaire de Fredholm suivante

p(x) =e" — 2/0 e"elo(t)dt. (6.2.10)

La solution exacte est p(x) = " 2.

Prenant pour systéme complet sur [0.1] un systéme de polynémes de Hermite {H,} et cher-

chons une solution approchée ps(x) de la forme
@s3(r) = lay + agx + az(z? — 1). (6.2.11)
En remplacant (6.2.11) dans (6.2.10) on obtient :
1
ay + axr + az(z® — 1) + 2/ e“e!(ay + agw + az(x® — 1)dt = €”. (6.2.12)
0
D’abord en remplagant x = 0 dans ’équation (6.2.12) on obtient :
a;(2e — 1) + 2a, — 3a3 = 1.
Ensuite en remplagant x = % dans l’équation (6.2.12) on obtient :
1 3 1 1 3 1 1
a;(l —2e2 4 2ez2) + ag(i + 2e2) — ag(z + 2e2) = e2.
Enfin en remplagant x =1 dans l'équation (6.2.12) on obtient
a1 (1 — 2e + 2€%) + ag(1 + 2e) — 2eaz = e.

On résout ensuite le systéme non linéaire suivant :

ai(2e — 1) + 2ay — 3as =1

N

CL1(1—26%+2€%)+a2(%—{—26%)—a3(%+2€%) = 3,
a1(1 — 2e + 2¢%) + az(1 + 2¢e) — 2eay = e

71



Méthode de Projection

On obtient
a1 = 0.2489126532, a, = 0.118477589, az = 0.1137573363.

Alors la solution approchée est

@3(x) = 0.1351553169 + 0.118477589z + 0.113757336322.

x Solution exact Solution approchée | Erreur absolue
0.0 0.135335283 0.1351553169 0.0001799669
0.1 0.149568619 0.1481406491 0.0014279699
0.2 0.165298888 0.1634011281 0.0018977599
0.3 0.182683524 0.1809367538 0.0017467702
0.4 0.201896518 0.2007475263 0.0011489917
0.5 0.22313016 0.2228334454 0.00521438
0.6 0.246596963 0.2471945113 0.0005975483
0.7 0.272531793 0.2738307239 0.0012989309
0.8 0.301194211 0,3027420833 0.0195478723
0.9 0.332871083 0.3339285894 0.0010575064
1 0.367879441 0.36739024 0.000489201

TABLE 6.3 — Solutions numériques en divers points et erreurs absolues correspondantes de

I’exemple 6.9

Exemple 6.10. Considérons [’équation intégrale non linéaire de Fredholm suivant

2 8 50 !
o) = 5 %x + ﬁx2 + / (14 ot + 2*?) Q% (t)dt. (6.2.13)
0

Pour résoudre cette équation par la méthode de collocation, on va choisir un systéme de

polynomes d’Hermite H,(z) et on cherche une solution approchée @3(x) de la forme
@3(7) = a1 + agx + az(z? — 1). (6.2.14)

En remplacant (6.2.14) dans (6.2.13) on obtient

1
2 83 50
a1+&2$+a3($2—1)—/ (1+at+2°t%) (ay +ast+az(t* —1))*dt = —B—%x—i—ﬁ:ﬁ. (6.2.15)
0
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D’abord en remplagant x = 0 dans ’équation (6.2.15) on obtient

ar +az — [ (a1 + ast + ag(t* — 1))2dt - -2

15a; — 15a3 — 15af — 15a1as + 20a; — 5aj + Lasas — 843 = —2.
En suite en remplagant v = % dans l’équation (6.2.15) on obtient

ap + CLQ 2f0 (1 +t+ %) (a1 + ast + az(t* — 1))%dt - _%’

140a, + 7Oa2 —105a3 — %%a? — ZBa1ay + 231a1a5 — a3 + Basaz — 8943 = —129.

En fin en remplagant x = 1 dans I’équation (6.2.15) on obtient

ar +az — [y (14t +2) (a1 + ast + ag(t> — 1))2dt = -
210aq + 210ay — 385@% + 455a1a9 + 441aas — @ag + 196asas — 163a3 = —109.

On obtient le systeme non linéaire suivante :

15a; — 1bas — 15a1 — 15aqa9 + 20aq — 5a2 —a2a3 — 8a3 = =2,
140ay + 70a — 105a3 — 20af — 228a,a5 + 231a1a3 — a3 + Bagaz — 8943 = —129,
210a; + 210ay — 385a% + 455a a5 + 441a a3 — @ag + 196asa3 — 163a3 = —109.

On résout ce systéme par la méthode numérique de Newton [3]. En effectuant les calculs par

le programme de Matlab on obtient les résultats suivants
ap =4, ay=-2, az=3.
D’ou la solution approchée est
o(r) = 32% — 22 + 1.
Cette solution coincide avec la solution exacte.

Exemple 6.11. Considérons [’équation intégrale non linéaire de Fredholm suivant :

p(x) =€+ %(3 —e?) + %/0 (z — 1) (t)dt. (6.2.16)

La solution exacte p(x) = e\,
On choisit un systéme de polynome d’Hermite H, (x) et on cherche une solution approchée

o(x) de la forme

o(z) = al + agx + az(z® — 1). (6.2.17)
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En remplagant (6.2.17) dans (6.2.16) on obtient

1

1
1
a1+a2x+a3(a:2—1)——/ (z —t)(ay + asx +as(z® —1))%dt = e + —(3 —€?). (6.2.18)
0

4 16

D’abord en remplagant x par 0 dans ’équation (6.2.16) on obtient :

a; —az — Lllfol —t(ar + ast + az(t* —1))%dt = 1+ (3 —¢?),
a1 —ay G we G w8 (072568308,

Ensuite en remplagant x par % dans l’équation (6.2.16) on obtient :

a+3ag — 3 =L I — 1) (a1 +ast +az(t? — 1))2dt = ez + (3 —¢?),
a1 + 3a2 — 3 + 555 ((as + as)(10ay + 5ay — 6as)) = 1.374405264.

Enfin en remplagant x par 1 dans [’équation (6.2.16) on obtient :

ar + ag — 4f0 (3(1—t)(ay + ast + az(t* —1))2dt = €'+ (3 —€?),
a3 aia aia a3 asa a3
ap+ay — G — U@y haas oy Tedd L4 = ().244306582.

On obtient le systéeme non linéaire suivant :

G-+ G ue _asy 9 e, d = 0.072568398,
a + 5&2 - Z + %((GQ + CL3)(1OCL1 + bag — 6a3)) = 1.374405264,
@ty — - gy g T S = 0.244306582,

On résout ce systéme par la méthode numérique de Newton [3]. En effectuant les calcules le

programme de Matlab on obtient les résultats suivants :
a; = 1.1684, a9 =1.4164, a3z = 0.8417.
Alors la solution approchée est

o(r) = 0.84172% + 1.4164x + 0.3267.

x Solution exact Solution approchée | Erreur absolue
0.0 1 0.3267 0.6733
0.1 1.1051 0.4767 0.6284
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0.2 1.2214 0.6436 0.5778
0.3 1.3498 0.8273 0.5225
0.4 1.4918 1.0279 0.4639
0.5 1.6487 1.2453 0.4034
0.6 1.8221 1.4795 0.3426
0.7 2.0137 1.7306 0.2832
0.8 2.2255 1.9985 0.2270
0.9 2.4596 2.2832 0.1764
1 2.7182 2.5848 0.1335

TABLE 6.4 — Solutions numériques en divers points et erreurs absolues correspondantes de

I’exemple 6.11

5



CONCLUSION

Dans notre travail, on présente différents types d’équations intégrales avec des méthodes
de résolution analytiques. Ensuit on étudie quelques théorémes du point fixe : Banach,
Schaulder. Ces derniers permettent de prouver l'existence de solution. Ensuite, on présente
quelques méthodes numériques qui permettent d’approcher la solution lorsqu’elle existe. On
se concentre sur les méthodes de projection : Galerkin et Collocation.

La stratégie de ces méthodes est basée sur la projection de notre équation dans un sous-
espace de dimension finie, dans lequel on cherche & approcher la solution exacte par une
combinaison linéaire des élements de la base de ce sous-espace.

La méthode de collocation est une application de la méthode de projection, dand laquelle
on choisit des noeuds ou des points équidistants.

Les coefficients a; qui définissent la solution approchée seront déterminé a partir de la
résolution d’un systéme algébrique non linéaire par la méthode de Newton.

On termine par une comparaison entre la méthode de Galerkin et la méthode de colloca-
tion. Enfait, on remarque que la méthode de Collocation est plus rapide que la méthode de
Galerkin et ses calculs sont plus faciles, et que ’erreur en appliquant la méthod de collocation

et moindre que celle de la méthode de Galerkin.
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ANNEXE

Cette partie concerne I'implémentation Matlab
La méthode des trapézes
cle;clear all;
a=input(’donner a’);
b=input(’donner b’);
n=input(’donner n’);

h=(b-a),/(n-1)

f=Q(x)
k=Q(x,t)
A=zeros(n,n);
B=zeros(n,1) ;
D=eye(n)

for i=1 :n

B(i)=f((h*i)-h) ;

for j=1 :n
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if ((j==DI[(==n))

A(L,))=(h/2)"k((h*1)-h, (h¥j)-h)

else

A1) =0k ((0¥)-h, (1¥5)-h)

end

end

end
A=A-D
B
U=inv(A)*B

La méthode de Galerkin
clear all ;clc;

syms x t al a2 a3

K=
Qnr =1xal +a2x*x+adx* (2> —1)
Ont=1xal+a2*t+ad3x* (t* —1)
KOt = K % Qnt
KQr =K xQnx

d2=int(d1,x,0,1)
al=solve(d2,al)
al=subs(al)
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d3=int(d1*x,x,0,1)
a2=solve(d3,a2)
a2=subs(a2)

d4 = int(dl * (2% —1),2,0,1)
a3 = solve(d4, a3)
a3 = subs(a3)
Qnxx=subs(Qnx)

Méthode de Newton
syms al a2 a3
f1(al,a2,a3)
f2(al,a2,a3)=
f3(al,a2,a3)=
a=[0.5;0.5;0.5] ;

n=6;

flal(al,a2,a3)=diff(fl,al);
fla2(al,a2,a3)=diff(f1,a2);
fla3(al,a2,a3)=diff(f1,a3) ;
f2al(al,a2,a3)
f2a2(al,a2,a3)
f2a3(al,a2,a3)
( )
( )
( )

(f1,a3);
diff(2,a1) ;
diff(f2,a2) ;
diff(f2,a3) ;
(3,a1)
(f3,a2)
(f3,a3)

f3al(al,a2,a3
f3a2(al,a2,a3
f3a3(al,a2,a3

diff(£3,al
diff(£3,a2
diff(£3,a3

Y

)

)

f11 = matlabFunction(f1);
22 = matlabFunction(f2) ;
£33 = matlabFunction(f3) ;




conclusion

flall = matlabFunction(flal);
fla22 = matlabFunction(fla2);
fla33 = matlabFunction(fla3);
f2al1 = matlabFunction(f2al);
f2a22 = matlabFunction(f2a2) ;
f2a33 = matlabFunction(f2a3) ;
f3all = matlabFunction(f3al);
f3a22 = matlabFunction(f3a2);
f3a33 = matlabFunction(f3a3);

for i=1 :n F=[f11(a(1),a(2),a(3));f22(a(1),a(2),a(3)) ;£33(a(1),a(2),a(3))] ;

J = [fiail(a(1),a(2),a(3)), fla22(a(1),a(2),a(3)), fla33(a(1),a(2),a(3)); ...
f2all(a(1),a(2),a(3)), f2a22(a(1),a(2),a(3)), f2a33(a(1),a(2),a(3));...
f3all(a(1),a(2),a(3)), f3a22(a(1),a(2),a(3)), f3a33(a(1),a(2),a(3))];

=J

Yy = F
a = a+ty.
end

80



BIBLIOGRAPHIE

[1] F. BACHIRI. Théorémes du point fize et applications aux Equations intégrales, mémoire

de fin d’étude université Mohamed Boudiaf de M’sila, 2017.

[2] H. BENALI Introduction aux équations intégrales linéaires méthodes et applica-tions,
un polycopié destiné aux étudiants de Master 1 mathématiques université Ibn Khaldoun

de Tiaret, 2019.
[3] L.R BURDEN, J.D. FAIRES. Numerical Analysis, Cengage Learning, 2005.

[4] N.BOCCARA. Analyse fonctionnelle une introduction pour physiciens, édition marke-

ting éditeur des préparations grandes écoles-médcine 32 rue Bargue Paris, 1984.

[5] T. BECHOUAT. Résolution numérique d’une classe de probléemes inverses, mémoire
présenté en vue de 'obtention du diplome de Magister en mathématiques université 8

Mai 1945 Guelma, 2012.
[6] J.P DEMAILLY. Analyse numérique et équations différentilles, EDP Sciences,2006.

[7] M. KRASNOV, A. KISSELEV,G.MAKARENKO. FEquations Intégrales. Edition Mir

Mos-cou. Traduction Francaise Editions Mir, 1977.

81




conclusion

8]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

F. LA AIADI. Le théoréme de point fixe de Krasnoselskii et ses Applications aus équa-
tions différentielles impulsives, mémoire pour I'obtention du diplome de master univer-

sité d’Adrar, 2017.

K. MALEKNEJAD, K. NOURI, M.YOUSEFI. Discussion on convergence of Legendre
polynomial for numerical of integral equations, School of Mathematics, Iran university

of science and technologt Narmak, Tehran 16846, Iran, 2007.

A.D. POLYANIN, A.V. MANZHIROV. Handbook of integral equations, CRC press,
Boca Raton,London New York Washington, D.C, 1998.

A.RAHMOUNE. Sur la résolution numérique des équations intégrales en utilisant des

Fonctions Spéciales, thése de doctorat université de Batna, 2011.

A.RAHMOUNE. Equatz’ons intégrales linéaires et non linéaires, Analyse et technique
de résolution, 2018.

J.E ROMBALDI. Interpolation approzimation analyse pour l'agrégation cours et exer-

cices résolus, vuibert,2005.

O. REMILI EL HOUARI. Equation intégrale de frontiére exemples de résolution nu-
mérique, mémoire pour obtenir le diplome de Magister en mathématiques université

d’Oran ES-Senia, 2011.

A. WAZWAZ. Linear and Non linear Integral Equations, Higher education press Beijing,
2011.

M.S ZEMYAN. The Classical Theory of Integral Equations, Springer Science Business
Media LLC, 2012.

D. G. ZILL. A first course in differential equations with modelling applications , Cengage
Learning, 2012.

82



	page de garde (2).pdf (p.1)
	ملخص01.pdf (p.2)
	fin_d__tude_4 (15).pdf (p.3-84)
	Rappels 
	Les espaces de Hilbert
	La projection sur un sous-espace vectoriel complet 

	Les Polynômes orthogonaux
	Propriétés des polynômes orthogonaux

	Polynômes orthogonaux classiques 
	Polynômes de Tchebychev
	Polynômes d'Hermite 
	Polynômes de Legendre
	Propriétés des polynômes de Legendre


	 Généralités sur les équations intégrales  
	Introduction 
	 Classification des équations intégrales 
	Équations intégrales linéaires de Fredholm
	Équations intégrales linéaires de Volterra 
	Équations intégrales non linéaires de Fredholm 
	Équations intégrales non linéaires de Volterra 
	Équations intégrales mixtes de Fredholm-Volterra
	Équations intégrales singulières 

	Les équations intégro-différentielles 
	Équations intégro-différentielles de Fredholm
	Équations intégro-différentielles de Volterra 

	Concept d'homogènèité 

	 Applications des théorèmes du Point fixe aux Équations intégrales 
	Théorème du point fixe de Banach
	Existence et unicité des solutions pour les équations Intégrales

	Théorème de point fixe de Brower
	Théorème de point fixe de Schauder
	Application du théorème de Schauder aux équations intégrales de Fredholm 
	Application du théorème de Schauder aux équations intégrales de Volterra 


	Quelques méthodes directes de résolution des équations intégrales 
	Méthode de réduction par dérivation
	Cas du noyau dégéneré pour les équations intégrales de Fredholm 

	Quelques méthodes itératives de résolution des équations intégrales 
	Méthode des approximations successives
	Méthode de Newton-Kantrovish
	Cas d'une équation intégrale non linéaire de Fredholm
	Cas d'une équation intégrale non linéaire de Volterra

	Méthode de quadrature
	Méthode des trapèzes


	 Méthodes de Projection
	Méthode de Bubnov-Galerkin
	Applications

	Méthode de Collocation
	Applications




