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RESUME

Une partition 7 = {V}, V5, ..., Vi } de I’ensemble des sommets V' d’un graphe G en k classes
de couleurs V;, avec 1 < ¢ < k, est appelée quorum-coloration si pour tout sommet v € V/,
au moins la moitié des sommets du voisinage fermé N [v] de v ont la méme couleur que v. La
cardinalité maximum d’une quorum-coloration de G est appelée nombre de quorum-coloration
de G et est notée par 1), (G). Une quorum-coloration de cardinalité ¢,(G) est une v,-coloration
de G. La détermination du nombre de quorum-coloration ou la conception d’un algorithme
linéaire le calculant dans un arbre N-aire parfait a été posée récemment comme probleme ouvert
par Sahbi [25]. Dans ce mémoire, nous résolvons ce probleme en concevant un algorithme
linéaire trouvant une v,-coloration mais aussi le nombre de quorum-coloration de n’importe

quel arbre parfait dont les sommets de méme profondeur ont le méme degré.

ABSTRACT

A partition 7 = {Vi, V5, ..., Vi } of the vertices set V' of a graph G into & color classes V;,
with 1 <7 < ks called a quorum coloring if for every vertex v € V/, at least half of the vertices
in the closed neighborhood N|[v] of v have the same color as v. The maximum cardinality of
a quorum coloring of G is called the quorum coloring number of GG and is denoted by v,(G).
A quorum coloring of order v,(G) is a 1),-coloring. The determination of the quorum coloring
number or design a linear-time algorithm computing it in a perfect N-ary tree was recently
raised by Sahbi [?5] as an open problem. In this thesis, we answer this problem by designing a
linear-time algorithm for finding both a 1),-coloring and the quorum coloring number of every

perfect tree whose the vertices of same depth have the same degree.
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INTRODUCTION

L histoire de la théorie des graphes débute peut-étre avec Euler au XVIII*™ siecle et trouve
son origine dans I’étude de certains problemes tels que :

— Le probleme des ponts de Konigsberg dont les habitants se demandaient s’il était pos-
sible de partir d’un quartier quelconque de la ville et de traverser tous ses ponts sans
passer deux fois par le méme pont et de revenir a leur point de départ.

— La marche du cavalier sur 1’échiquier.

— Le probleme de coloriage de cartes géographiques, etc...

La théorie des graphes s’est alors développée dans diverses disciplines telles que la chimie,
la biologie et les sciences sociales. Elle constitue de nos jours une branche a part entiere des
mathématiques discretes et ce depuis et grace aux travaux de Konig, Menger, Cayley puis de
Berge et d’Erdos.

De maniere générale, un graphe permet de représenter une structure, les connexions d’un
ensemble complexe en exprimant les relations entre ses éléments : réseau de communication,
réseaux routiers, interaction de diverses especes animales, circuits électriques, ... Les graphes
constituent donc une méthode de pensée qui permet de modéliser une grande variété de pro-
blemes en se ramenant a I’étude de sommets et d’arcs.

Les problemes de partitionnement de graphes sont largement rencontrés dans les problemes
de recherche li€s aux sciences et aux technologies de 1’'information. La quorum-coloration des
graphes est un probleme de partition des sommets d’un graphe introduit en 2013 par les mathé-
maticiens américains Sandra Hedetniemi, Stephen Hedetniemi, Renu Laskar et le mathémati-
cien hollandais Henry Mulder [T9] comme suit.

Une quorum-coloration d’un graphe G = (V, E) est une partition {Vi,V,,...,V,} de V
en k classes de couleurs telle que pour tout sommet v € V, si v € V;, pour un certain ¢ €
{1,2,...,n} alors au moins la moitié des sommets voisins de v appartiennent a V; pour un

certain i € {1,2,...,n} alors au moins la moitié des sommets voisins de v appart



Dans ce mémoire, nous nous intéressons au probleme du quorum-coloration dans une classe
particuliere d’arbres. Pour ce faire, nous avons organisé le document de la maniere suivante :
dans le Chapitre 1, nous rappelons quelques définitions et notions de bases sur la théorie des
graphes, dans le Chapitre 2 nous recueillons quelques résulats fondamentaux sur la quorum-
coloration sous forme de résumé d’état de I’art, puis dans le Chapitre 3 nous résolvons un
probléme ouvert récemment posé en guise de contribution. Enfin, nous cloturerons ce mémoire
par une conclusion et quelques problemes ouverts offrant ainsi des perspectives de recherche

pour les désireux de poursuivre nos travaux.



Chapitre 1

Background de la théorie des graphes

Dans ce chapitre, il s’agit de donner les définitions de base de la théorie des graphes utilisées
dans ce mémoire. Ainsi, dans la Section 1.1 nous définissons la notion de graphe simple, d’ad-
jacence et de degré. Dans les Sections 1.2 et 1.3, quelques relations et opérations sur les graphes
sont rappelées. La Section 1.4 est dédiée aux notions de connexité et de distance. Enfin, les Sec-
tions 1.5 et 1.6 listent quelques types de graphes tres utilisés en théorie des graphes et quelques
invariants qui sont le centre d’intérét dans beaucoup d’études menées par les théoriciens des
graphes depuis quelques décennies. La théorie de la complexité algorithmique, bien qu’en re-
lation avec notre travail, n’est pas abordée ici mais peut €tre appréhendée a travers les livres
de Garey et Johnson et de Papadimitriou [172, 24]. Pour plus de détails et d’approfondissement

concernant la théorie des graphes, nous conseillons vivement les références [3, &, 5, [, 8].
1.1 Généralités sur les graphes

1.1.1 Graphes non orientés, ordre d’un graphe, incidence et adjacence

Définition 1.1 Un graphe non orienté G est un triplet (V, E, ¢) oit :

e V est un ensemble non vide de points appelés sommets de G, noté également V (QG).

e E, noté également E(G), est un ensemble de lignes appelées arétes de G, reliant cer-
taines paires de sommets de G.
Les cardinalités des ensembles V' et E, |V| et |E|, sont appelées respectivement ordre
et taille du graphe G et elles sont notées respectivement par n et m.

e ¢ est une fonction dite d’incidence qui associe a chaque aréte ¢ de E une paire de
sommets u et v de V non nécessairement distincts appelés extrémités de l’aréte e et dits
adjacents ou voisins dans G ; aussi, on dit que e relie entre u et v ou qu’elle leur est

incidente, et on écrit e = uv. En particulier, si w = v alors [’aréte e est appelée boucle.

Notons que deux arétes distinctes de E peuvent avoir les mémes extrémités, auquel cas



elles sont dites arétes paralléles.

Exemple 1.1
Dans la FIGURE [[1 :
V =A{v,v9,...,06}; E = {e1,e9,...,e3}
— Les sommets v, et v, sont adjacents.
— L’aréte ey est incidente au sommet vy et au sommet vg.

— L’aréte eg est une boucle tandis que les arétes eg et ey sont paralléles.

€6
Vy —— VU7
€g
e
Vs 5
€7 (1
€3
€1 €2 S
U1 (%) Ve 4

G

FIGURE 1.1 — Exemple de graphe non orienté

1.1.2 Graphe simple

Un graphe non orienté est dit simple s’il ne possede ni boucles, ni arétes paralleles.

Remarque 1.1 Dans un graphe simple, chaque aréte est associée a une unique paire de som-
mets, autrement dit, la fonction incidence est injective. Par conséquent, un graphe G = (V, E, ¢)
sera dorénavant désigné seulement par G = (V| E)). Autrement dit le couple représenté res-
pectivement par ses ensembles de sommets et d’arétes, o une aréte d’extrémités u et v sera

notée de facon unique par uv.

Remarque 1.2 Tous les graphes considérés dans la suite de ce mémoire sont simples et finis.



1.1.3 Voisinage, degré d’un sommet

Soit G = (V, E') un graphe. Le voisinage ouvert d’un sommet v € V' dans G est I’ensemble
défini par Ng(v) = {u € V \ wv € E}, et son voisinage fermé dans G est I’ensemble Ng[v] =
Ng(v)U{v}.Le degré d’un sommet v € V dans G, noté d(v), est égal au nombre de sommets
adjacents a v, c’est-a-dire, dg(v) = |Ng(v)|. Un sommet de degré 0 est dit isolé et un sommet
de degré 1 est appelé feuille ou sommet pendant. L’ensemble des sommets pendants de G est
noté L(G), ou L lorsqu’il n’y a aucun doute sur G. Un sommet adjacent a un sommet pendant
est appelé sommet support. Lensemble des sommets supports de GG est noté par S(G). Aussi,

on désigne par §(G) et A(G) respectivement le degré minimum et le degré maximum dans G.

Exemple 1.2
En supprimant les boucles et les arétes paralléles dans la FIGURE [[1, on a :
m Ng(ve) = {vy,v5,06} et Ng[va] = Ng(v2) U{va} = {v1, v, v5, 06}
m dg(ve) = 3.
m Les sommets vy et v3 sont respectivement pendant et isolé dans G et vy est un sommet

support.

1.2 Relations sur les graphes

1.2.1 Sous-graphes, sous-graphes induits

Un sous-graphe d’un graphe G = (V(G), E(G)) est un graphe H = (V(H), E(H)) tel
que V(H) C V(G) et E(H) C E(G). Dans ce cas, on écrit H C G et on dit également que
le graphe H est inclus dans le graphe G. Le sous graphe induit de G par S, noté G[S], est le
sous-graphe dont les ensembles de sommets et d’arétes sont respectivement S et F(S) = {uv €

E(G) | u,v € S} des arétes de G ayant leurs deux extémités dans S (FIGURE ).

1.2.2 Isomorphisme
Un isomorphisme entre deux graphes G et G’ de méme ordre et de méme taille, est une
application bijective ¢ de V' (G) vers V(G') telle que pour tous u,v € V(G) uv € E(G) si et

seulement si ¢(u)p(v) € E(G') (FIGURE I3). Dans ce cas, on dit des graphes G et G’ qu’ils



U1 Vg VU3 V1 Vg U1 V2
Vg Vs (7 Vg Us Ve Us
G H g G G[{U17U27U57U6}]
(a) Graphe initial (b) Sous-graphe  (c¢) Sous-graphe induit

FIGURE 1.2 — Exemple de sous-graphe et de sous-graphe induit

sont isomorphes et on écrit G ~ G’. On dit aussi que ¢ préserve I’adjacence de G dans G'.

I

FIGURE 1.3 — Exemples des graphes isomorphes

1.2.3 Graphes complémentaires
Le graphe complémentaire d’un graphe G = (V, E), noté G, est le graphe ayant pour

ensemble de sommets V' et pour ensemble d’arétes I’ensemble {uv | u,v € Vetuv ¢ E}

REEE

G G

(FIGURE [4).

FIGURE 1.4 — Exemple de graphes complémentaires



1.3 Opérations sur les graphes

1.3.1 Réunion
La réunion de deux graphes G et H est le graphe noté G U H ayant comme ensembles de

sommets et d’arétes les ensembles V (G)UV (H) et E(G)UE(H)), respectivement (FIGURE LA (a)).

1.3.2 Graphes joints
Le graphe joint de deux graphes GG et H, noté G + H, est le graphe obtenu a partir de GU H

en joignant tout sommet de G a tout sommet de H (FIGURE [[3 (b)).

1.3.3 Couronnes
Le graphe coronne de deux graphes GG et H dans cet ordre, noté G o H, est le graphe obtenu

a partir de GG en remplagant chacun de ses sommets v par v + H (FIGURE 3 (¢)).

1.3.4 Produit cartésien de deux graphes

Le produit cartésien de deux graphes G et H est le graphe noté GLIH, dont ’ensemble
des sommets est V(G) x V(H) et tel que deux sommets (uy,vy) et (uz,v2) de V(G) x V(H)
sont adjacents dans GOH si et seulement si soit ujus € E(G) et v = vy, soit u3 = ug et

v1v9 € F(H) (FIGURE [[3 (d)).
1.4 Chaines, connexité et metrique des graphes

1.4.1 Chaines
— Pour tout entier n > 2, la chaine F,, dordre n (ou de longueur n— 1), est le graphe ayant
pour ensemble de sommets {vy, v, ..., v, } et dont I’ensemble d’arétes est {viviﬂ KXS
{1,...,n — 1}}, ou les sommets v; et v,, sont appelés extrémités de la chaine P,
(FIGURE [CA) ; pour n = 1, on convient que P; est le graphe trivial d’ordre 1.
— Si u et v sont deux sommets d’un graphe G = (V| E), on appelle chaine dordre n et
d’extrémités u et v tout sous-graphe de GG isomorphe a P, ayant pour extrémités les

sommets v et v; dans ce cas, on dit que la chaine en question relie les sommets u et v.



[ L [ [  J
[ o
G H
[ L [ @ L
G UH G+H
(a) Graphes initiaux (réunion) (b) Graphe joint
o ]
® ® o o
o
[
[ o
o o
® . o J
® [
G o H GO H=Q;
(¢) Couronne (d) Produit cartésien

FIGURE 1.5 — Graphes joints, couronnes et réunion de deux graphes

Py

FIGURE 1.6 — Exemple de la chaine P,

1.4.2 Connexité, isthmes
— Un graphe G est dit connexe si toute paire de sommets du graphe est reliée par une

chaine. Un graphe non connexe est une réunion disjoint de plusieurs sous graphes connexes



appelé composantes connexes (FIGURE 7).
— Une aréte e d’un graphe G est un isthme si sa suppression augmente le nombre de
composantes connexes du graphe. Par exemple, 1’aréte centrale d’une chaine P, est un

isthme.

o —0 ®

Graphe non connexe Graphe connexe

FIGURE 1.7 — Exemple de Graphe non connexe et Graphe connexe

1.4.3 Distance
La distance entre deux sommets u et v d’un graphe G est la longueur d’une plus courte

chaine joignant u a v dans G, notée dg (v, u).

1.4.4 Diametre
Le diametre d’un graphe G est la plus longe chaine entre deux sommets dans un graphe GG
, notée diam(G). Une chaine de longueur égale au diameétre du graphe est dite diamétrale. Par

exemple, dans la FIGURE [CT0 on a diam/(G) = 6.
1.5 Quelques types de graphes

1.5.1 Cycles et maille

— Lecycle C,, d’ordre n (n > 3) est le graphe ayant pour ensemble de sommets {vy, vo, v3, . . .

et dont I’ensemble d’arétes est {viviﬂ lie{l,2,...,n— 1}} U {v1v,} (FIGURE [[R).
En particulier, le cycle C5 est appelé triangle.

— Un cycle d’ordre n d’un graphe G est un sous-graphe de GG isomorphe a C,. Un graphe
ne contenant aucun cycle est dit sans cycles ou acyclique.

— La maille d’un graphe connexe G, notée g((G) (ou simplement g lorsqu’il n’y a pas de

doute sur (5), est la longueur du plus petit cycle dans . Par exemple, on a dans les
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FIGURES 3 (b) et I3 (¢) que g = 3, tandis que dans la FIGURE 3 (d) ona g = 4.

FIGURE 1.8 — Exemple d’un cycle C5

1.5.2 Arbres
Un arbre est un graphe connexe sans cycle (FIGURE [93). Nous allons définir dans les

paragraphes qui suivent quelques arbres particuliers.

FIGURE 1.9 — Exemple darbre

Arbres binaires
Dans ce mémoire, on désigne par arbre binaire tout arbre 7' dont chaque sommet est de

degré au plus 3, ¢’est-a-dire, tel que A(7") < 3 (FIGURE [[10).

/

FIGURE 1.10 — Exemple d’arbre binaire
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Chenilles

Une chenille est un arbre d’ordre n > 3 pour lequel la suppression des feuilles a pour
résultat une chaine appelée épine (FIGURE [[CT)). Si v, . . . v, sont les sommets de 1’épine d’une
chenille C' et si pour tout entier i € {1,...m} le sommet v; est adjacent a d; feuilles dans C, on

convient dans ce mémoire de désigner 1" par C(dy,dy, ..., dy,).

AN L

C(3,2) ~ C(2,3)

FIGURE 1.11 — Exemple d’une chenille

1.5.3 Graphes réguliers, graphes complets, graphes multipartis

e Un graphe G est dit k-régulier si tout sommet de G est de degré k dans (7, autrement
dit, si pour tout sommet v € V on a dg(v) = k. En particulier, si & = 3 alors G est
appelé graphe cubique (FIGURE 12 (¢)).

e Un graphe complet d’ordre n, noté K, est un graphe connexe d’ordre n qui est (n — 1)-
régulier (FIGURE (b)). Ainsi, tous les sommets d’un graphe complet K, sont deux
a deux adjacents. Le graphe complémentaire d’un graphe complet K, est appelé graphe
stable ou co-complet d’ordre n. Ainsi, les sommets d’un graphe stable sont tous deux a
deux non adjacents.

e Un graphe G est dit multiparti si V (G) peut étre partitionné en p sous-ensembles stables
Ay, Ay, Ay (0> 2). Deplus, si G = K, + K, +- - -+ K, , alors G est dit multiparti

complet et est noté€ dans ce cas par Ky, n, .n,. Un graphe multiparti avec p = 2 est

-----

appelé graphe biparti, avec p = 3 il est dit triparti,. .. (FIGURE (a)). Une étoile

est un graphe biparti complet K ,, avec r € N* (FIGURE (d)).
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(a) K33 (b) K4 (¢) Graphe 3-régulier (d) K8

FIGURE 1.12 — Exemple dun graphe biparti complet, d’'un graphe complet, d’un graphe 3-
régulier et d’une étoile

1.5.4 Graphes grilles, hypercubes
Un graphe grille G, ,, (n > m > 2) est le produit cartésien des chaines P, et F,,, (FIGURE [13).

Un hypercube de dimension n ou n-cube (), est défini par la relation récursive suivante :

Q1 = Ky;
pour n > 2
Qn = Qn—lDK27

Dans (FIGURE 3 (d)) on a un exemple d’un produit cartisien de graphes.

Exemple de graphe grille

FIGURE 1.13 — Grilles
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1.6 Quelques invariants de graphes

1.6.1 Nombre d’indépendance

Un sous-ensemble de sommets S d’un graphe G est dit stable ou indépendant si ses sommets
sont deux a deux non adjacents. Le nombre d’indépendance de G, noté 3;(G), est la cardinalité
maximum d’un ensemble indépendant de G (FIGURE [CT4). Pour approfondir ses connaissances

sur I’indépendance dans les graphes, nous renvoyons le lecteur au survey [6].

ﬁl(G) =4

FIGURE 1.14 — Exemple dindépendant maximum

1.6.2 Nombre de clique
Un sous-ensemble de sommets K d’un graphe G est appelé clique si le sous-graphe de G
induit par K est un graphe complet. La cardinalit¢ maximum d’une clique de G est appelée

nombre de clique et est notée par w(G) (cf. [13]) (FIGURE [C13).
7 /

w(G)=4

FIGURE 1.15 — Exemple de clique maxmimum
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1.6.3 Nombre de couplage

Un couplage dans un graphe G est un sous-ensemble d’arétes de F/(G) deux a deux non
adjacentes. Le nombre de couplage de G, noté u(G), est égal a la cardinalité maximum d’un
couplage de G. Par exemple, on peut vérifier dans la FIGURE [I6 que I’ensemble {e, e3, e, €5 }

est un couplage maximum et que par conséquent, u(G) = 4 ([22]).

€9

€1 €5 €7 €3

€4

FIGURE 1.16 — Exemple de couplage maximum

1.6.4 Nombre chromatique

On appelle coloration propre d’un graphe G = (V, E') (FIGURE [[I7) toute application 7 :
V(G) — {1,2,...,k},ouk € N*, telle que deux sommets adjacents quelconques ne re¢oivent
pas la méme couleur. Une coloration propre utilisant K couleur est notée une K —coloration
propre. Le nombre chromatique de G, noté x(G), est égal a la cardinalité minimum d’une
coloration propre de GG (voir [20, 211]). Dans la suite de ce mémoire, une coloration d’un graphe

GG désignera simplement une attribution de couleurs aux sommets de G.
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/\ =)

(a) 4-coloration propre (b) 4-coloration qui n’est pas propre

FIGURE 1.17 — Exemple de colorations

1.6.5 Nombre de domination

Un ensemble dominant dans un graphe G = (V, E) est un sous-ensemble de sommets
D C V tel que tout sommet de V' — D soit adjacent a au moins un sommet de D. La plus
petite cardinalité possible d’un ensemble dominant dans G est appelée nombre de domination
de G et est notée y(G). Par exemple, dans la FIGURE IR on a I’ensemble dominant est {¢, v}
alors v(G)=2. La domination dans les graphes est 1’un des sujets les plus traités en théorie
des graphes, ce qui lui a valu la publication du livre [I6] référence en la matiere. On pourra

également se référer a I’ouvrage [14] plus récent.

1.6.6 Nombres d’alliance défensive

Soit G = (V, E) un graphe. Une partie S de V' est appelée alliance défensive (respective-
ment alliance défensive forte) de G si tout sommet v € S satisfait 1’inégalité | Ng[v] N S| >
|Ne[v] N (V '\ 9)| (respectivement | Ng(v) N S| > |[Ng(v) N (V' \ S)|). Le nombre d’alliance
défensive (respectivement nombre d’alliance défensive forte) de G, noté a(G) (respectivement
a(@)) est égal a la cardinalité minimum d’une alliance défensive (respectivement d’une alliance
défensive forte) de G (FIGURE [[IR). Les alliances dans les graphes ont été largement étudiées
par différents auteurs durant ces deux dernieres décennies. Pour plus de détails sur ce sujet,

consulter les références [9, 10, [T, 15, 7, X, 23, B7]
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FIGURE 1.18 — Parametres d’alliance



Chapitre 2

Quorum-colorations des graphes : définitions et principaux résultats

Dans le présent chapitre, nous définissons dés la Section 2.1 le concept central de notre
mémoire a savoir la quorum-coloration des graphes. Dans la Section 2.2, nous énongons et
commentons quelques résultats fondamentaux sur les quorum-colorations nécessaires a la com-
préhension du Chapitre 3. Viennent alors les Sections 2.3 et 2.4 regroupant respectivement les
valeurs exactes et les bornes du nombres de quorum-coloration déja établies dans la littéra-
ture. Enfin, nous concluons le chapitre par un apercu de la complexité algorithmique de dif-
férents problemes de décision associés a la quorum-coloration des graphes et listons quelques
problemes ouverts non encore résolus dont un en particulier constitue 1’objet du Chapitre 3,

chapitre dans lequel nous résoudrons a ce probleme.

2.1 Définition des quorum-colorations :

Soit G = (V, E) un graphe. Une partition IT = {V;, V5, ..., V. } de I’ensemble des sommets
V en k classses de couleurs Vi, Vs, ..., Vi est appelée quorum-coloration si pour tout entier
i € {1,2,...,k} et tout sommet v € V;, au moins la moitié des sommets du voisinage fermé
N¢[v] a la méme couleur que le sommet v ou de maniere équivalente appartient a V;, ce qui

el
2

équivaut formellement a |[Ng[v] N V;| > . Dans ce cas, on dit que tout sommet v € V;
est sommet quorum. La cardinalité maximum d’une quorum-coloration de GG est appelé nombre
de quorum-coloration de G et est notée 1, (G). Une quorum-coloration d’ordre v,(G) est dite
Yq-coloration de (. Ainsi, tout graphe admet une quorum-coloration d’ordre 1, correspondant
au cas ou tous les sommets de I ont méme couleur. L’ objectif premier dans 1’étude des quorum-

colorations est de colorer les sommets d’un graphe avec un nombre maximum de couleurs de

sorte a obtenir une quorum-coloration.

Les quorum-colorations ont été introduites en 2013 par Hedetniemi, Hedetniemi, Laskar

et Mulder [19] et est liée a la notion largement étudiée d’alliance défensive (consulter les ré-

17
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férences [0, 11, 15, 23, 31), B2, B3] pour un état de 1’art) dont I’étude a été initiée en 2004
par Hedetniemi, Hedetniemi et Kristiansen [IR]. En effet, rappelons qu’un ensemble de som-
mets S d’un graphe G = (V, E) est une alliance défensive si pour tout sommet v € S,
|INeg[v] NS| > |Nglv] N (V '\ S)|. A partir de cette définition, on peut voir sans peine que
quorum-coloration n’est autre qu’une autre appellation pour désigner une partition en alliances
défensives (cf. [9, I7]).

Les quorum-colorations admettent des applications en classification des données (voir [23,
2’1, 31]) ou I’étape initiale consiste a modéliser un réseau de données par un graphe dans lequel
chaque sommet correspond biunivoquement a une donnée de sorte que deux sommets du graphe
soient voisins si et seulement si les données qu’ils représentent partagent un nombre minium de
caractéristiques commune fixé préalablement une fois pour toutes. Alors, I’objectif est de parti-
tionner I’ensemble des sommets du graphe ainsi obtenu en un maximum de sous-ensembles tels

que chaque sommet de chacun de ces sous-ensembles ait au moins la moitié de ses voisins dans

son sous-ensemble, ce qui assure I’obtention d’une quorum-coloration aussi fine que possible.

Exemple 2.1 Dans la FIGURE 1, les sommets du graphe G de méme couleur sont des som-
mets quorum. Aussi, comme G contient quatre sommets de degré au moins 4, chacun d’eux doit
étre dans une classe contenant au moins trois sommets. Comme G est d’ordre 7, on peut déduire

aisément que I’on ne peut créer plus de trois classes dans G. Par conséquent, ,(G) = 3.
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2 G 2
1/’q(G) =3

FIGURE 2.1 — Exemple de v,-coloration

2.2 Résultats fondamentaux

Cette section est consacrée a 1I’énoncé de quelques résultats fondamentaux sur les quorum-
colorations qui ont été précédemment établis dans la littérature et dont certains seront utilisés
dans ce travail notamment dans le Chapitre 3. La premier d’entre eux est une relation linéaire
entre le nombre de quorum-coloration d’un graphe non connexe et ceux de ces composantes

connexes.

Proposition 2.1 [49] Soit G un graphe non connexe dont les composantes sont G1,Gs, ..., G,

(r > 1). Alors
wq(G> = Z wq(Gi)-

1<i<r

Le résultat suivant fournit le maximum et le minimum du nombre de quorum-coloration
d’un graphe non connexe d’ordre au moins trois. Cependant, on peut facilement voir que ce

résultat reste vrai pour tout graphe et tout ordre.

Proposition 2.2 [9] Soit G est un graphe non connexe d’ordre n > 3. Alors

1 <9 (G) < n.
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/ 1
U(Gr) =2 U(Gy) =2

Uy(G1U Ga) =1 (Gr) +1(Go) =1, (G) = 4

N
LN LN

FIGURE 2.2 — Exemple de 9),-coloration d’une réunion disjointe

Les deux propositions suivantes fournissent les graphes atteignant les bornes de la Proposi-

tion 2.

Proposition 2.3 [I9] Pour le graphe complet K,, d’ordre impair, 1,(K,) = 1, tandis que pour

tout graphe complet K,, d’ordre pair, 1,(K,,) = 2.

Proposition 2.4 [I9] Soient G un graphe sans sommets isolés et 1 = {V1, Vs, ..., Vi} une

quorum-coloration de G . Pour tout classe V;, si |V;| = 1 alors, I'unique sommet de V; est un

sommet pendant, sinon |V;| > 2.

Le résultat suivant a été prouvé par Hedetniemi et al[19]. 11 dit que dans une 1),-coloration,

le sous-graphe induit par une classe de quorum est toujours connexe.

Proposition 2.5 [79] Soit G est un graphe, et soit 1 = {V1,Va,...,Vi} est un 1,-coloration

quelconque de G. Alors, pour tout i, 1 < i < k, le sous graphe induit G|[V;] est connexe.

Dans [25], Sahbi a prouvé I’observation suivante qui fournit quatre assertions équivalentes

a la propriété de sommet quorum dont la deuxieme sera utilisée dans le Chapitre 3.
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Observation 1 [23] Soit G = (V, E) est un graphe, 1 = {V1, Va, ..., Vi.} une quorum colora-
tionde G eti € {1,2,...,k}. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. V; est une classe quorum.
Pour tout sommet v € V;, |Ng[v]NV;| > PN%MW

Pour tout sommet v € V;, |Ng[v] N V;| > | Ngl[v] N (V\ V).

Pour tout sommet v € V;, dy,(v) +1 > dy\y, (v).

dGQ(U)J'

“n R DN

Pour tout sommet v € V;, dy,(v) > {

Comme conséquences de I’Observation [Il, I’ auteur [25] a déduit les trois corollaires suivants.

Corollaire 2.1 [25] Soient G = (V, E) un graphe et m = {V1, Vs, ..., Vi.} une quorum colora-

d
tion de G. Alors pour tout sommet v € V,, telle que i € {1,2,... k} |V;| > { G2(U)J + 1L

Corollaire 2.2 [25] Soit G = (V| E) est un graphe, une partition m = {V1, Vs, ..., Vi } admet
Y,-coloration de G, i € {1,2,...,k} un entier positif et v € V; un sommet tel que dc(v) =

max dg(u). Alors |V;| = 1 si et seulement si dg(v) < 1.

Corollaire 2.3 /23] Soit G = (V,E), 1 = {V1,Va,...,Vi} une ¢,-coloration de G et i €

{1,2,...,k} un entier positif. Alors |V;| > 2 si et seulement si V; contient un sommet de degré

au moins 2.

Le Corollaire 1l fournit une borne inférieure d’une classe de quorum en termes de degré
maximum contient de ses sommets, tandis que le Corollaire stipule que le sommet unique
d’une classe de quorum singleton est nécessairement pendant ou isolé. Enfin, le Corollaire I3,
obtenu par contraposition du Corollaire 2, montre que tout sommet de degré au moins deux
est contenu dans une classe de quorum d’ordre au moins deux dans toute v/,-coloration, mais ce
résultat peut facilement €tre étendu a une quorum-coloration qui n’est pas necessairement une
1p4-coloration.

Nous terminons la section par la proposition suivante et ses trois corollaires établis dans [&]
fournissant des conditions suffisantes pour que le nombre de quorum-coloration d’un graphe

donné soit égal a une valeur fixée dans I’intervalle des bornes de la Proposition 272
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Proposition 2.6 [28] Pour toute 1,-coloration m d’un graphe G d’ordre n et tout sous-

ensemble o/ C m oona )y (G) < || +n—] ] A
Aces
tout sommet v € V(G)\ |J Aonadg(v) <1.
Acos

, avec égalité si et seulement si pour

Corollaire 2.4 [28] Pour toute 1,-coloration m d’un graphe G d’ordre n, si ,(G) = n — k,

avec k € {0, e, n = 1} alors, pour tout &/ C T,

U Al < k+ |
Acst
seulement si pour tout sommet v € V(G)\ | J A onadg(v) <1

Acd

, avec égalité si et

Corollaire 2.5 [2&] Pour tout 1)4-coloration m d’un graphe G d’ordre n, si 1y, = n — k alors

pour tout A € m, |A| < k + 1 avec égalité si et seulement si pour tout sommet v € V(G) \ A

onadg(v) <1

Corollaire 2.6 [28] Pour tout 1, — coloration m d’un graphe G d’ordre n, 1,(G) = n — k

alors pour tout sommet v € V(G) ona dg(v) < 2k + 1.

2.3 Valeurs exactes

Nous avons regroupé dans cette section tous les résultats qui ont trait aux valeurs exactes
du nombre de quorum-coloration dans des classes usuelles de graphes ou dans des graphes
généraux, réguliers ou autres dont les degrés maximum et minimum ainsi que la maille, entre
autres invariants, satisfont certaines conditions. Ce travail a précédemment été accompli de
maniere exhaustive dans le Chapitre 2 de [2] ou de celui de [2&8] en énoncant ces résultats dans
une chronologie jusdicieusement choisie par les auteurs. Pour notre part, nous avons fait le choix
dans ce mémoire de synthétiser ces résultats a travers un tableau (TABLES 11 ) pour offrir au
lecteur un exposé de forme différente de ce qu’il peut trouver dans les références antérieures et

une vue d’ensemble des résultats pour une meilleure lisibilité.
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Graphe Nombre de quorum-coloration Réf
P, (FIGURE I3) Vy(Py) = {"T”J (9]
C,, (FIGURE 3) Ve(C) = L%J [19].
] 1, sin estimpair. .
K,, (FIGURE [Z4) Yo (Ky) = { 5 sin estpair [19].
K1, (FIGURE I3) Ug(K1n) = | 252 [19]
3 sim=n = 3;

Kp,n (FIGURE [L6) Yo(Kmn) = { 2 sinon si m>2,n>2." ]
K, o K,, (FIGURE [7) VY (K, 0 K,) =n?+1 [19]

o Uy(Grn) = | 5] [17]
G (FIGURE [ZR) ® )y (Gan) =1

] n, si n est impair;

* Vo(Gan) = { n+ 1, sin est pair.
¢ (Grn) = V”T_QJ {”?_QJ +m+n—2

@, (FIGURE Z9) ol 5] (9]
3-régulier G (FIGURE ZT0) Yo (G) = p(G) [T7][19]
Arbre binaire T (FIGURE 21T Y, (T) = p(TV\ L)) + | L] [2R]
G e {E, P37K173,2K2,K1 UKQ} (FIGURE Z12) ’gbq(GOKl) :@DQ(G)—FQ [2K]
K, + K, our + s > 3 est impair (FIGURE I13) V,(G) =1 [19]
G d’ordre n, réunion disjointe des graphes Y (G)=n—1 (28]

H, SK1 et tKQ, ou H e {KLg; C(kh /{2)}
avec s,t € N, £ € {2,3} et ky, ko € {1,2}
(FIGURE 14))

TABLE 2.1 — Valeurs exactes de ¢,(G)

3

/

2

Ve(Fs) = {%J =4

Caf N\

!
4

(Cs) = [§] =3

2 1

FIGURE 2.3 — Exemples de 1),-colorations dune chaine et dun cycle
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1
2
1 1
1 1
(K7)

@quK? =1

FIGURE 2.4 — Exemple de 9,-coloration dun graphe complet

g(Kig) = [552] = 4

FIGURE 2.5 — Exemple de 9,-coloration dun étoile

1
1

9 2 /3
2

! 1 2
2
2 3/ 1

bg(K25) =2 Vo(K33) = u(Ks3) =3

FIGURE 2.6 — Exemples de 1/,-colorations de graphes bipartis complets
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15 14 13 12

16 11

17 10

4 5 6 @7
Po(KyoKy) =42+ 1 =17

FIGURE 2.7 — Illustration d’une 1),-coloration d’une couronne K, o K,

Yy(Gsg) =6+1=7

FIGURE 2.8 — Illustration d’une 1),-coloration d’un Grille
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2 2

0y (Qa) =211 =4

FIGURE 2.9 — Exemple de 9,-coloration dun hypercube

2 2

/

he(G) = u(G) =3

FIGURE 2.10 — Exemple de v/,-coloration dun graphe 3-régulier
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1 2 3 4 5 6 7 8
(T) = u(T[V \ L)) + | L|=2+8=10

FIGURE 2.11 — Illustration d’une v,-coloration d’un arbre binaire

6 5
® 5
4 1 ‘ ‘ o
— @ 10——@1 3 ‘ 92
3@ ®4 ®
. 4]
°o e o — —eo
3 2 4 1 5 1 2 2 1 1
FZOKI PgOKl K1730K1 2K20K1 (K1UK2)OK1

FIGURE 2.12 — Graphes G vérifiant ¢, (G o K1) = ¢,(G) + 2
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V(K4 + F1) =1

FIGURE 2.13 — Exemple de 1),-coloration de K, + K, avec r + s impair

C(2,1) C(1,1)

FIGURE 2.14 — Graphes H d’ordre n vérifiant ¢, (H) =n — 1
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Dans cette section, nous reprenons le travail de synthétisation en tableau fait dans la Sec-

tion 2.3 mais cette fois-ci pour tous les résultats établissant des bornes du nombre de quorum-

coloration de certaines structures graphiques (TABLES I, et 23), I’objectif étant toujours

2N 2

de se distinguer dans la facon de présenter ces informations par rapport a ce qui a déja été

proposé par d’autres auteurs tout en rendant les données plus lisibles.

Graphe G d’ordre n et de maille g Bornes de ¢,(G) Références
(G connexe avec n > 3 1 <9Y,(G)<n (9D
GG connexe avec n > 3 1 <t(G) < |n+32 - 1+4”_ (9]
5(G) > 2 (@) < [3] ()
G quelconque P(G) < M&:lﬂ (9D
a(G) < [3] etd(G) > 2 (G) < e < |3 (19
5(G) > 2 Ue(G) < (@) < |3 ([19])
G connexe contenant un isthme Y(G) > 2 ([19])
9>3etd(G) >4 (@) < [2] ([9)
G 4 ou b-régulier Ue(G) <% ([ra)
G 4-régulier sans triangle 1hy(G) < 18 ([19])
G r-régulier P (G) < MTZIWJ (19D
G r-régulier avecr > 3etg > 5 Py (G) < 1+(9—2¢;[T53W (9D
G = T un arbre binaire Yo (T) > n — pu(T) ([9])
G = T un arbre d’ordre n > 3 Yy (T) < "IZJ (19D
G = T un arbre Y (T) > V“”;(T)J ([28])
n>4 Ug(G) +14(G) S n+ ([30])
g=5 Vy(G) + 9, (G) >3 ([28])
(G connexe admet une prtition satifaisante Y (G) > n+2 ([30))
G connexe n’admet pas de partition satisfaisante Y (GoKy) >n+1 ([30aJ)
G quelconque V(G o K1) > 1, (G)+ 1 ([307)
n>3 V(G o K1) > 9, (G) +2 ([307)
n>>5 Y (Go Ky) > ,(G)+3 ([28])
- [A(G)Hw
G quelconque P (G) <1+ P(G)ﬁﬂ ‘ (30
2

TABLE 2.2 — Bornes sur le nombre du quorum-coloration
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Graphe G d’ordre n et de maille ¢ Bornes de ,(G) Réf
G quelconque P (G) >1+4+n— [%1 ([30])
G = T un arbre Y, (T) > p(T[V\ L]) + |L]
s QdTQ(“)J - 1) (I28))
ve(V\L)
G quelconque Ue(G) x 1h(G) < (2£2)? | ([B0])
AG) > 2 1(G) <n —2 ([2R])

TABLE 2.3 — Bornes du nombre de quorum-coloration(suite)

2.5 Complexité et problemes ouverts récents

Comme dans toute étude d’invatirants de graphe, I’étude de la complexité des algorithmes
qui permettraient le calcul du nombre de quorum-coloration de certains types de graphes n’est
pas en reste. Pour résumer la situation concernant cette aspect de I’étude, tous les problemes de
décisions associ€s au nombre de quorum-coloration auxquels ont s’est jusque la intéressé des
graphes sans sommets isolés ni pendants sont NP-complets (voir [26, BU]. Néanmoins, Sahbi
[?5] a montré que le probleme devient linéaire dans les arbres binaires. Tous ces résultats sont

résumés dans la TABLE 4.

Probléme de décision Complexité | Réf

QUORUM-COLORATION EQUILIBREE NP-complet | [I]
Instance : Un graphe G = (V, E)) d’ordre pair.
Question : Existe-t-il une quorum-coloration {V;, 2} de G

telle que | V1| = |V5]?

QUORUM-ONE NP-complet | [26]
Instance : Un graphe G = (V, E).
Question : A-t-on 1, (G) > 1?

QUORUM-K NP-complet | [BU]
Instance : Un graphe G' = (V, E), un entier positif K < |V].
Question : A-t-on ¢,(G) > K?

4-REGULAR QUORUM NP-complet | [6]
Instance : Un graphe 4-régulier G = (V, F), un entier positif K < |[V].
Question : A-t-on ¢,(G) > K?

5-REGULAR QUORUM NP-complet | [PR]
Instance : Un graphe 5-régulier G = (V, F), un entier positif K < |V/].
Question : A-t-on ¢,(G) > K?

TABLE 2.4 — Complexité algorithmique
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Pour clore ce chapitre, notons que Hedetniemi et al [T9] et Sahbi [?5] ont respectivement

posé les deux problemes ouverts suivants qui restent encore sans réponse.

Probléme 1. Pouvez-vous concevoir un algorithme linéaire pour calculer la valeur de ¢, (7")

pour tout arbre 7'?

Probleme 2. Déterminer la valeur exacte du nombre de quorum-coloration d’un arbre N-

aire complet ou concevoir un algorithme linéaire le calculant.



Chapitre 3

Contribution : i/,-coloration et nombre de quorum-coloration des arbres
parfaits dont les sommets de méme profondeur ont le méme degré

Dans ce chapitre, nous répondons au Probleme 2 énoncé dans la Section 2.5. Pour ce
faire, nous concevons un algorithme lin€aire trouvant une ),-coloration ainsi que le nombre
de quorum-coloration de n’importe quel arbre parfait™ dont les sommets de méme profon-
deur ont méme degré. Ceci s’effectue en trois temps : dans la Section 3.1, nous introduisons
quelques définitions, terminologie et notations commodes que nous utilisons dans ce chapitre
pour désigner certains objets; dans la Section 3.2 nous montrons que tout arbre parfait admet
une ),-coloration ol chaque sommet non pendant satisfait la propriété de sommet quorum avec
égalité, puis dans la Section 3.3 nous trouvons une telle ¢),-coloration ainsi que le nombre de
quorum-coloration dans les arbres parfaits dont les sommets de méme profondeur ont méme
degré grace a un algorithme linéaire que nous concevons. A noter que le contenu de ce chapitre

a été soumis pour publication [29].
3.1 Préliminaires

Définitions, terminologie et notations
— FEtant donnée deux quorum-colorations ; et 75 d’un graphe G, on dit que 7, est meilleure
que 7o si |m| > |m2|. Pour une quorum-coloration 7 d’un graphe G et tout sommet
v € V(G), on note la classe de v relativement a 7 par 7(v) ¢’est a dire pour chaque som-
met de ’ensemble 7(v) a la méme couleur que la couleur de sommet v.Une quorum-
coloration dun graphe G est dite rentable si tout sommet de V' (G) L(G) satis- fait la pro-

priété de sommet quorum avec égalité, cest-a-dire, si pour tout sommet v € V(G)\ L(G)

[Ng[v]|

2. un arbre T = (V, E) avec un sommet distingué r ap-

on a |Ng[v]r(v)| =

pelé racine de T. Un sommet v est dit pere d’'un sommet w dans un arbre enraciné

1. Cette notion est définie dans la Section 3.1 de ce chapitre.

32
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T = (V,E,r)sivw € Eetdr(w,r) = dr(v,r) + 1, auquel cas w est dit enfant de
v. Deux sommets possédant le méme pére dans un arbre enraciné 7' = (V, £, r) sont
dits freres. Un sommet z est un descendant d’un autre sommet v dans un arbre enraciné
T = (V,E,r)sidr(v,x) = dr(z,r)—dgr(v,r); en particulier, on a dr(z, ) > dp(v, 7).

— On appelle arbre parfait tout arbre enraciné 1" = (V, E, r) dont les feuilles se trouvent
toutes a la méme distance h de la racine r, distance qu’on appelle hauteur de T', et qui
est définie par h = max dr(r,v). Aussi, on note par D; I’ensemble {v € V' | dp(r,v) =
i} des sommets d’un arbre complet 7' = (V, E,r) qui sont a distance i de r appelée
profondeur des sommets de D;, pour tout i € {0,1,...,h}. On pose également D; =
{vij}1<j<s, pour touti € {0,1,..., h} (en particulier, 7 = v 1,l; = | D;]).

— Un arbre parfait T = (V, E,r) est dit N;-aire par niveaux si pour tout entier i €
{1,...,h— 1}, les sommets de D; ont tous le méme degré N; + 1, si i=0 le degré
de r égale Vy. c’est-a-dire, tous les sommets se trouvant a une méme profondeur 7 ont le
méme nombre d’enfants /NV;. En particulier, les sommets freres d’un arbre NV;-aire parfait
par niveaux ont tous le méme degré, et si N; = N pour un entier N > 2 et tous en-
tiersi € {0,...,h—1}etj € {1,...,¢;}, alors T est appelé simplement arbre N-aire

parfait (en particulier, si N = 2 alors 7" est appelé arbre binaire parfait).

Remarque 3.1 Notons a partir des définitions que tout arbre N-aire parfait est aussi N;-aire
parfait par niveaux avec N; = N pour tous entiers i € {0,1,... . h — 1} et j € {1,...,4;},

mais que clairement, le contraire n’est pas vrai.

3.2 Existence d’une 1),-coloration rentable
Avant de prouver le principal résultat de ce mémoire, nous montrons d’abord que nous
pouvons modifier n’importe quelle quorum-coloration d’un arbre parfait pour en obtenir une

meilleure qui soit rentable.

Théoreme 3.1

Soient T' = (V, E,r) un arbre parfait et 7y une quorum-coloration de T. Alors, il existe une

quorum-coloration rentable de I’ qui est meilleure que .




34

Preuve. Soit 7y une quorum-coloration de 1’arbre parfait 7. On déroule 1’algorithme suivant
que I’on note par Algorithme 1.

e Pouri =0ah —1letj =1a/,;,exécuter les deux étapes suivantes.

1. Pour |Nr[v; ;] N mi(vi )| > [WL choisir arbitrairement un sous-ensemble S;
de m;(v; ;) N D;11 de sorte que | Nz [v; ;] N mi(vi ;)| — |Si ;] = {MW, colorer les
sommets de .S; ; avec |S; j| nouvelles coleurs et pour tout sommet v € S, ;, attribuer
la nouvelle couleur de v a tous les descendants de v qui étaient dans 7;(v) ; on note
la coloration obtenue par 7. Puis, passer a 1’étape 2.

2. Pour tout sommet v € S, ; tel que |Np[v] N 7)(v)| < PNTiQ[”” (notons dans ce cas
que nous avons nécessairement | Np[v] N 7i(v)| = PNLQMW — 1 puisqu’en passant
de 7; a 7, 'unique voisin de v qui n’a plus la couleur de v est v; ; impliquant que
|mi(v)| — |7i(v)| = 1), attribuer la couleur de v 2 un sommet arbitrairement choisi w
de (Nr(v) N D;12) \ mi(v) et a tous les descendants de w qui appartenaient a 7 (w) ;
alors, on voit sans difficulté que la coloration obtenue est une quorum-coloration que

nous désignons par ;1.

L’ Algorithme 1 doit se terminer puisque 7' est d’ordre fini. A la fin de 1’algorithme, nous
obtenons clairement une quorum-coloration rentable 7 en vertu des étapes 1 et 2. En outre,
a chaque itération de 1’ Algorithme 1 pour un certain i € {0,...,h — 1} et un certain j €
{1,...,4;},1e nombre de couleurs augmente d’au moins d’une unité a I’exécution de I’étape 1,
tandis qu’il décroit d’au plus une couleur a I’exécution de 1’étape 2 et par conséquent, le nombre
de couleurs ne diminue pas. On en déduit donc que 7, est meilleure que 7y, ce qui conclue la
preuve. [J

La preuve du Théoreme B-1l montre que 1’on peut, a partir d’'une quorum-coloration 7
d’un arbre parfait 7", obtenir une quorum-coloration de 7" meilleure que 7, et qui soit rentable.
Comme conséquence, si 7y est une 1),-coloration alors I’ Algorithme 1 se conclut par une ;-

coloration rentable de 1" en sortie.
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3.2.1 Application de I’algorithme 1 :
Soient 7" = (V, £/, r) un arbre parfait et 7w, une quorum-coloration de 7'. Alors, il existe une

quorum-coloration rentable de 7" qui est meilleure que 7.

Vo,1 1
1
V1,1
V2,1 V2.2 V2,3 Vo, 10 2,11 112 12
1 2 3 4 1 8 5 6 9 10 1 7
o o o
V3,1 V3,2 V3,3 V3,4 U35 V3,6 V3,7 V3,8 V3,9 V310 V3,11 V3,12
|7T0‘ =10
FIGURE 3.1

Premiere itération :
Nous avons h = rgleang(r,v) =3;h—1=2;ly=1,pouri=0a2etj=l alyona:
Sii=0;5=1;Do={vo1};lo=[Do|l =1; D1 = {v1,1,v12, 13} [Nr[voa]Nmo(vo1)| = 4
et [W} = 2. Puisque 4 > 2, on choisi arbitrairement un sous-ensemble Sy ; de {mo(vp1) N
Dy} = {Dy} de sorte que [ Nr[vg,] N mo(vo,1)| — [Soa| = [P522] alors [ Sp1] = 2 et So1 =
{01,1, U1,2}-
— On attribu des nouvelles couleurs pour les sommets de Sy ; on a v1 ; ¢’est la couleur 11
et vy c’est la couleur 12.
— On attribu la nouvelle couleur de v; ; a tous les descendants de v;; qu’ont la coleur de
v1,; et de méme pour le sommet v; o (voir FIGURE B).
On note la coloration obtenue par 7).

Les sommets du s ; sont des sommets quorum ? (voir (FIGURE B2)
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Vo1

ZANIV/AN

11 2 3 4 12 8 5 6 9 10 1 7
o o o
V31 U3,2 V33 U3 4 U35 V3.6 U3 7 V38 U39 V3,10 U311 U312
i
FIGURE 3.2
Nous avons |Nr[vy 1] N 7w(vig)] = 2 < [%W = 3, le sommet vy ; ne satisfait pas

la propriété de sommet quorum donc dans ce cas on choisi arbitrairement un sommet w de
I’ensemble {(Ny(v) N Dy) \ my(v11)} = {v22;v23;v24} (nous choisissons w = vy 2) et nous
donnerons la couleur de sommet v; ; et a tous les sommets descendants de w qui appartenaient
a my(w) (voir (FIGURE B33).

Nous avons | Ny[vy o] N7y (v12)] = 3 = [WW = 3, le sommet v, 5 satisfait la propriété
de sommet quorum avec égalité. On désignons la coloration obtenu par 7

Nous avons ajouté la coleur 11 de sommet v; ; mais nous avons perdu la couleur 2 de
sommet vy 5, et pour le sommet v; 5 nous avons ajouté la couleur 12 donc || = 11

Deuxieme itération :

t=1a2etj=1al; = 3,les sommets v ; et v; 5 satisfait la propriété de quorum-coloration
avec égalité. Et pour le sommet v; 3 nous avons |Nyp[vy 3] N7y (v13)| =5 > [WW = 3on
choisi arbitrairement un sous-ensemble S 3 de 7 (v13) N Dy = {va.9; v2.10; V2,11 } de sorte que
[Nr[vys] Ny (vns)] — [Seal = |25 ] alors Sy = 2 et S15 = {v210,v211} -

— On attribu des nouvelles couleurs pour les sommets de .S} 3, nous donnons la couleur 2
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Vo1 1
U2 5 // \\ 1)210// \
11 11 3 4 12 8 5 6 9 10 1 7
o )
V31 U3,2 V33 U3 4 U35 V3.6 U3 7 V38 U39 V3,10 U311 U312
"/Tl‘ =11
FIGURE 3.3

a le sommet vy 10 et la couleur 13 a le sommet vs 15 .
— On attribu la nouvelle couleur de v5 19 a tous les descendants de ce sommet, et de méme
pour le sommet v, 11 (voir FIGURE B3).

On note la coloration obtenue par 7}

,9 V2,10 /sz

11 11 3 4 12 8 ) 6 9 10 13 7
[ [ [ [ [ [ J

V31 V3,2 V33 U3 4 U35 V36 U3 7 V38 U39 V3,10 V3,11 V3,12
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les sommets de S 3 sont des sommets quorum ?

Nous avons |Np[ve10] N 7 (va10)] =1 < PNT[ZJW = 2, le sommet vy 1o ne satisfait pas
la propriété de sommet quorum donc dans ce cas on choisi arbitrairement un sommet w = vs 19
de I’ensemble Ny (vq,10) N D3\ 7] (v2.10)={v3,10} et nous donnerons la couleur de sommet v 1.

Nous avons |Np[ve11] N 7 (ve11)] =2 = [%W , le sommet v, 1, satisfait la propriété
de sommet quorum avec égalité. On désignons la coloration obtenu par 75

Nous avons ajouté la couleur 2 du sommet v, ;9 mais nous avons perdu la couleur 10 du

sommet v3 19, et pour le sommet v, 1; nous avons ajouté la couleur 13 donc || = 12

2,9 V2,10 /?12 U2 12

11 11 3 4 12 8 ) 6 9 2 13 7
[ J [ [ J

Us3,1 V32 V3,3 V34 U35 V3,6 V3,7 V3,8 V3,9 U310 V3,11 V3,12

‘772‘ =12

Troisieme itération : Pourz =2etj=1aly, =12.

les sommets v 3, V2 4, V2,6, V2,7, V2.8, V2.9, V2,10, V2,11, U2,12. Satisfaient la propriété de quorum-
coloration avec égalité. Et pour le sommet v ; nous avons | Ny [vg 1| Nma(ve1)| = 3 > [W1 =
2 on choisi arbitrairement un sous-ensemble Sy; de m2(ve1) N D3 = {vs1} de sorte que
[N7[v2,1] 1 a(v21)] — 1Sz ] = [FE22] alors |So,| = 1et Sy1 = {vs1}.

— On attribu la nouvelle couleur 10 pour le sommet de S5 ; .

Le méme travaile avec les sommets v; 5 €t v; 5, donc nous avons ajouté 3 nouvelle couleurs

On note la coloration obtenue par 7/,
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Vo1 1
12 1
V1,2 V1,3
12 4 \\6 1 // \13 7
V2.5 V2.6 Va7 V2.8 V2,9 V2,10 V2,11 V2,12
10 14 3 4 15 8 5 6 9 2 13 7
o o
V31 U3,2 V33 U3 4 U35 V3.6 U3 7 V38 U39 V3,10 U311 U312
U
Vo1 1
1
2 V1,3
\\6 1 // \13 7
2,7 V2.8 V2,9 V2,10 V2,11 V2,12
10 14 3 4 15 8 5 6 9 2 13 7
o o
V31 U3,2 V33 U3 4 U35 V3.6 U3 7 V38 U39 V3,10 U311 U312

|ms| = 1y(T) = 15

On disigne la coloration obtrnue par 73

Corollaire 3.1

Tout arbre parfait admet une 1),-coloration rentable.

Nous disposons a présent de tous les éléments nécessaires permettant d’établir notre résultat

central dans la section suivante.
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3.3 1,-coloration et nombre de quorum-coloration en temps linéaire

Théoreme 3.2 Pour tout arbre N;-aire parfait par niveaux'l’ d’ordre n, on peut a la fois trouver

une 1p,-coloration rentable et calculer 1,(T") en O(n).

Preuve. Soit 7' = (V, E,r) un arbre N;-aire parfait par niveaux d’ordre n. Nous appliquons
I’algorithme suivant qu’on désigne par 1’ Algorithme 2 (voir FIGURE ??).
1. Attribuer une couleur a r et passer a 1’étape 2.

. . . N
2. Attribuer arbitrairement la couleur de r a exactement {QOJ de ses enfants, colorer ses

No

No No -
> enfants restants avec > nouvelles coleurs et poser a; = 5

W + 1. Puis,
passer a 1’étape 3.
3. Pouri=1ah—1etj =1a/;, considérer les deux cas mutuellement exclusifs suivants.

(i) Siwv;; ala méme couleur que son pere, alors attribuer arbitrairement la couleur de

N;

N,
v;,j a exactement [Qﬂ — 1 de ses enfants, colorer ses { 5 J + 1 enfants restants avec

{;J + 1 nouvelles couleurs et poser a7, | = {QIJ L

(ii) Sinon, si v; ; n’a pas la méme couleur que son pere, alors attribuer arbitrairement la

i

N, N;
couleur de v; ; a exactement {2-‘ de ses enfants, colorer ses {QZJ enfants restants

N; J Ni
avec | — | nouvelles couleurs et poser o, ; = | — |.
2 2
h—1 4
4. Posera =Y > al,,.
i=0 j=1

L’ Algorithme 2 doit se terminer puisque 7" est fini. Par I’ Assertion 2 de 1’Observation [, cet
algorithme se conclut en produisant une quorum-coloration rentable 7 de 7' en sortie grace aux
étapes 2 et 3. De plus, comme les sommets de 7' de méme profondeur ont tous le méme degré et
jouent donc le méme role dans 7' (en effet, leurs descendants se trouvant a une méme distance
ont tous méme degré), alors en supprimant I’étiquetage «wv; j» de tous les sommets de 7" a la
fin de I’ Algorithme 2 on peut voir sans difficulté que toute quorum-coloration rentable de 7" peut
s’obtenir en appliquant I’ Algorithme 2 et que lorsque ce dernier utilise précisément toutes les

couleurs utilisées par les classes de 7, il sort toujours avec la méme quorum-coloration rentable
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7 a une permutation pres des couleurs assignées aux sommets de 7' et ce independamment du
choix arbitraire des enfants de v; ; qui prennent (ou non) la couleur de v; ;, effectuée a chaque
exécution de I’étape 3 pour certains ¢ et j. Il s’en suit que 7 est I’unique quorum-coloration
rentable de 7" a une permutation pres des couleurs assignées a ses sommets et par conséquent, 7
est une 1),-coloration en vertu du Corollaire B11. Par ailleurs, d’une part le nombre total de tests
de comparaison entre la couleur d’un sommet et celle de son pere est majoré par I’ordre n de 7.
D’autre part, le nombre total d’affectations de couleurs est également majoré par n. En outre, le
calcul des 04{ 1 Nécessite au plus n opérations. Enfin, la somme calculée a I’étape 4 s’effectue
en au plus n opérations. Par conséquent, le nombre total d’opérations élémentaires nécessaires
pour a la fois trouver 7 et calculer ¢,(T) = «y, est au plus égal a 2n +n +n < 4n, d’ou le

théoreme. O
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3.3.1 Application de I’algorithme 2 :

Soit T' = (V, E,r) un arbre N; — aire parfait par niveau d’ordre n=28.

Vo,1.0)

V11 () V12 () V1,3

V21 () V22 () V23 () V24 () V25 (J V2,6 () V2,7 () V28 () V29 (J V210 () V2,11 () V2,12 O)

V3,1 U32 V3,3 V34 U35 V3,6 V3,7 V3,8 V3,9 U310 V3,11 V3,12

Attribuer une couleur a r.

V3,1 V3.2 V3,3 V3.4 U35 V3,6 V3,7 V3.8 V3,9 V310 V3,11 V3,12

Attribuer arbitrairement la couleur de r a exactement L%J = 1 de ses enfants, colorer
[%W — 2 enfants restants avec [%W = 2 nouvelles couleurs.
Pouri =1; Ny =4etj=1al; =3 :lesommetv;; n’apas la méme couleur que son

pere alors attribuer la couleur de v;; a exactement [%W = 2 de ses enfants; colorer ses {%J

=2 nouvelles couleurs.
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Vo,1 1
11 12 1
V1,1 V1,2 V1,3
V2,1 V2.2 V2,3 V2.4 V2.5 V2.6 Va7 V2.8 V2,9 V2,10 V2,11 V2,12
V3,1 V3,2 V3,3 U3 4 U35 V3.6 U3 7 V38 U39 V3,10 U311 U312
Ny 3
o =[] r1=]5]+1=3
Vo,1 1
12 1
V1,2 V1,3
V2.6 Vo7 V2.8 V2,9 V2,10 V2,11 V2,12
V3,1 V3.2 V3,3 V3.4 U35 V36 V3,7 V3.8 V3,9 V310 V3,11 V3,12

Le méme travaille avec le sommet v, .

Le sommet v; 3 ala méme couleur que son pere alors attribuer la couleur de v, 3 a exactement
[%W — 1 = 1 de ses enfants ; colorer ses {%J +1 restent avec {%J +1 =3 nouvelles couleurs .

Pouri =2; Ny =letj=1al; = 12 : le sommet v3 3 n’a pas la méme couleur que son

pere alors attribuer la couleur de v, 3 a exactement [%W = 1 de ses enfants ; colorer ses {%J



44

Vo1 1
12 1
V1,2 V1,3
1;//377 5 6
V2.5 V2.6 Va7 V2.8 V2,9 V2,10 V2,11 V2,12
V3,1 V3,2 V3,3 U3 4 U35 V3.6 U3 7 V38 U39 V3,10 U311 U312
052 — - - - — .
2 2
Vo,1 1
12 1
V1,2 V1,3
11//£;7 5 6 ],//g//\\3 7
V2.5 V2.6 Vo7 V2.8 V2,9 V2,10 V2,11 V212
V3,1 V3,2 V3,3 V3.4 U35 V36 V3,7 V3.8 V3,9 V310 V3,11 V3,12
Ny 4
as = {J+1= H+1:3
2 2

=0 nouvelles couleurs, le méme travaille avec le sommet v; 5.
le sommet v ; a la méme couleur que son pere alors attribuer la couleur de v; ; a exactement

N2 1 — 1 =1 de ses enfants; colorer ses | 22 |+1 restent avec |22 |+1=1 nouvelles couleurs
2 2 2
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V3,1

U3,2

V3,2

V3,3
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Vo1 1
12 1
V1,2 V1,3
12 4 \\6 1 // \13 7
V2.5 V2.6 Va7 V2.8 V2,9 V2,10 V2,11 V2,12
V3,4 V3,5 V3,6 V3,7 V3,8 U39 V3,10 U311 U312
Ny 1
== 1=1|= 1=
% { 2 J * M *
2 {N2J+1 HH 1
Q5 = _— = — =
3 2 2
Vo,1 1
1
V1,3
\\6 1 // 13 7
, V2,8 V2,9 V2,10 V2,11 V2,12
4
V3,4 U35 V3,6 V3,7 V3,8 V3,9 V310 V3,11 V3,12
Ny 1
3 = _— = —_ = O.
% L 2 J {QJ
N. 1
4 2
p— —_— pu— —_ p— 0_
% L 2 J M

Les quatres corollaires suivants découlent immédiatement du Théoreme B2 et de la Re-

marque B11.
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Vo1 1
12 1
V1,2 V1,3
12 4 \\f 1 // \13 7
V2.5 V2.6 Va7 V2.8 V2,9 V2,10 V2,11 V2,12
10 14 3 4 15 8 5 6 9 2 13 7
o o
V31 U3,2 V33 U3 4 U35 V3.6 U3 7 V38 U39 V3,10 U311 U312
N2 1 N2 1
5 — | = 1=12 1=1 6:{J 1:{J 1=1
@ L2J+ {2J+ A N I )
Ny 1 Ny 1
T — —_— = —_ = 8 = _— = —_ =
@ = { 2 J {QJ 0 @ L 2 J M ’
N2 1 N2 1
R 1= 1=1 10:{J:{J:
% L 2 J * {QJ + @3 2 5 =0
Ny 1

Corollaire 3.2 Pour tout arbre N;-aire parfait par niveaux T d’ordre n, on peut trouver une

Y,-coloration rentable en O(n).

Corollaire 3.3 Pour tout arbre N;-aire parfait par niveaux T’ d’ordre n, on peut calculer 1,(T)
en O(n).

Corollaire 3.4 Pour tout arbre N-aire parfait I" d’ordre n, on peut trouver une 1) -coloration

rentable en O(n).

Corollaire 3.5 Pour tout arbre N-aire parfait T d’ordre n, on peut calculer 1,(T') en O(n).




Conclusion et prespectives

Dans ce mémoire, notre travail a consisté a concevoir un algorithme linéaire trouvant aussi
bien une quorum-coloration de cardinalit¢é maximum que le nombre de quorum-coloration de
n’importe quel arbre enraciné dont les sommets de méme profondeur ont méme degré. Comme
conséquence, cette algorithme s’applique sur les arbres N-aires parfaits puisque ces derniers ne
sont qu’un cas particulier des précédents. Ainsi, ce résultat a permis de répondre affirmative-
ment au probléme ouvert récemment posé par SAHBI [25] (voir Probleme 2, Section 2.5). Ceci
étant, il subsiste encore trois questions interessantes a étudier pour aller plus loin dans notre

recherche. La premiere s’énonce comme suit :

Probléme 3. Peut-on opérer des ajustements sur I’ Algorithme 1 (I’algorithme utilisé dans

la preuve du Théoreme Bl) pour que ce dernier s’applique a n’importe quel arbre ?

Si la réponse au Probleme 3 est affirmative, alors la conclusion qui en découlerait est plus
généralement I’existence d’une 1),-coloration rentable pour n’importe quel arbre. En fait, ce
qui change avec un arbre quelconque est le fait qu’a une profondeur donnée, certains som-
mets peuvent avoir des enfants tandis que d’autres peuvent n’en avoir aucun alors que dans un
arbre parfait, tous sommet non pendant possede au moins un enfant. L’ Algorithme 1 s’exécute
d’ailleurs en considerant a chaque itération les enfants d’un sommet fixé ne satisfaisant pas la
propriété de sommet quorum avec égalité.

Par ailleurs, on peut penser a généraliser quelque peu le travail effectué dans ce mémoire a
des arbres parfaits dont les sommets freres ont le méme degré ; nous les appellerons arbres lo-
calement N; j-aires parfaits. Les enfants d’un sommets donné ne joueraient alors pas forcément
le méme role puisque les descendants de deux freres quelconques n’auraient pas forcément le
méme degré. En fait, les FIGURES B4 et B3 montrent que dans un arbre localement N; ;-aire
parfait, I’ Algorithme 2 (I’algorithme utilisé dans la preuve du Théoreme B~2) ne produit pas le
méme nombre de classes si I’on changeait le choix des sommets prenant la couleur du sommet

pere a certaines itérations. Ce qui nous amene a énoncer notre deuxieme question :
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Probléme 4. Si I’on devait adapter I’ Algorithme 2 a un arbre parfait dont les fréres ont le
méme degré, comment effectuerait-on le choix des fils prenant la couleur du pere (ou de

maniere équivalente de ceux qui ne la prennent pas) a 1’étape 3 ?

L’étude des Problemes 3 et 4 pourraient constituer deux étapes menant a la résolution du
Probleme 1.

Enfin, la troisieme et derniere question est d’ordre combinatoire. En fait, il s’agit d’étudier
la possibilité ou non de déterminer la valeur exacte du nombre de quorum-coloration d’un arbre
N-aire complet et plus généralement d’un arbre /NV;-aire parfait par niveaux. Pour une éventuelle
approche inductive, on peut vérifier sans difficulté en utilisant la valeur exacte de la TABLE ??
du nombre de quorum-coloration d’un arbre binaire, que pour tout arbre binaire complet 7'

d’ordre n et de hauteur 2 on a comme étape initiale de I’induction que
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