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RESUME

Les équations intégrales interviennent dans de nombreux domaines comme la physique, la
biologie, la médecine et I’économie. Il existe plusieurs types d’équations intégrales linéaires
et non linéaires comme les équations intégrales de Volterra, les équations intégrales de
Fredholm, les équations intégrales mixtes, les équations intégrales singuliéres, les équations
intégro-différentielles. Il existe aussi plusieurs méthodes de résolution pour quelques types
d’équations. Cependant, dans la plupart des cas, on ne peut pas trouver la solution exacte;
donc, il est nécessaire d’utiliser des méthodes numériques, pour l'obtention d’une solution
approchée. Dans ce mémoire nous présentons la méthode de décomposition d’Adomian qui
donne la solution sous forme d’une série. Le but est de comparer les résultats obtenus par
cette méthode par rapport a la solution exacte lorsqu’elle existe.

Nous avons utilisé la programmation MATLAB pour les calculs numérique.

Mots clés: Equation intégrale non linéaire, Equation intégrale linéaire, Méthode de

décomposition d’adomain, Equations intégrale de Volterra, Equation intégrale de Fredholm



ABSTRACT

Integral equations are involved in many fields such as physics, biology, medicine and econ-
omy. There are several types of linear and nonlinear integral equations such as the Volterra
integrals equations, Fredholm integrals equations, mixed integral equations, singular integral
equations, integro-differential equations. There are also many methods to solve some types
of equations. However, in most types, the exact solution can not be found. So, it is necessary
to use numerical methods to give the approximated solution. In this thesis we present the
decomposition method of Adomian, which gives a solution in series form. The purpose is to
compare the results with the exact solution if it exists. We used MATLAB programming for
numerical calculations.

Keywords: Nonlinear integral equation, Linear integral equation, Adomain decomposi-

tion method, Volterra integral equation, Fredholm integral equation
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INTRODUCTION

Depuis de nombreuses années, le sujet des équations fonctionelles occupe une place prépondér-
ante dans 'attention de mathématiciens. Ces derniéres années cette attention s’est portée
sur un type particulier d’équations fonctionnelles: les équations intégrales. De telles équa-
tions se produisent largement dans divers domaines des mathématiques appliquées et de la
physique. Les équations intégrales offrent une technique puissante pour résoudre une variété
de problémes pratiques. [6].

Dans ce mémoire nous avons présenté une des méthodes approchées de résolution pour
différent types d’équations intégrales, c’est la méthode décompositionnelle d’Adomian. Cette
méthode a été développée en 1981 par le professeur George Adomian ( un mathémati-
cien américain d’origine arménienne) pour résoudre des équations intégrales et différentielles
linéaires et non-linéaires. Cette méthode est basée sur la décomposition de la solution dans
le cas linéaire, et de 'opérateur dans le cas non-linéaires en série. Nous avons donné aussi
les nouvelles modifications sur cette méthode, qui ont contribué & minimiser les étapes de
calcul, pour arriver plus rapidement aux solutions approchées ou bien a la solution exacte si
elle existe, il s’agit de la méthode modifiée d’Adomian et la méthode redémarrée d’Adomian.

Nous présentons dans ce mémoire des exemples qui montrent 1’éfficacité de ces modifications.



Le mémoire se compose de quatre chapitres. Dans le premier chapitre nous rappellons
quelques notions préliminaires, ainsi que la définition d’une équation intégrale. Ensuite,
nous avons cité les différentes classes d’équations intégrales qui peuvent étre classée en deux
grandes catégories: les équations intégrales linéaires et les équations intégrales non-linéaires.
En fait, les équations intégrales les plus fréquement utilisées sont les équations intégrales de
Volterra et celles de Fredholm. A ces deux autres types, s’ajoutent les équations intégro-
différentielles,les équations intégrales singuliéres, et les équations mixtes.

Dans le deuxiéme chapitre nous présentons d’abord un théoréme d’éxistence et d’unicité
pour les équations intégrales non-linéaires. Ensuite, la relation entre les équations intégrales
et les équations différentielles. De plus, nous présentons aussi la conversion d’une équation
intégrale de premiére espéce a une équation intégrale de deuxiéme espéce. Le but de cette
conversion est de faciliter 'application des méthodes qui ne peuvent pas étre appliquées
sur les équations intégrales de premiére espéce. Enfin, nous présentons quelques méthodes
élémentaires, a savoir la méthode de résolution directe, la méthode de la résolvante pour le

cas linéaire , la méthode de solution en série, la méthode des approximations successives.

Nous avons consacré le quatriéme chapitre a 1’étude de la méthode décompositionnelle
d’Adomian, avec ses étapes en détails, ainsi que le principe de calcul des polynémes d’Adomian
et leurs applications sur différents types d’équations intégrales et différentielles.Illustratifs

sont également présentés des exemples.

Le dernier chapitre contient une étude comparative entre les résultats obtenus par la
méthode décompositionnelle d’Adomian et la solution exacte. Les exemples de ce chapitre

sont traités par le logiciel Matlab.




CHAPTER

GENERALITES SUR LES EQUATIONS
INTEGRALES

Dans ce chapitre, on introduit quelques définitions et notations qui seront utilisés dans ce que
suit. On s’intérésse a I’étude des quelques équations intégrales linéaires et non linéaires et

nous avons donner leurs classification,ensuite nous avons citée les différents types de noyaux.

1.1 Notions préliminaires

1.1.1 Fonctions mesurables
La mesurabilité des fonctions réelles est une propriété faible, au sens ou elle constitue une
exigence minimale, toujours vérifiée en mathématiques appliquée|20]

Définition 1.1. une classe 7 des partie d’un ensemble E est appelée tribu ou o — algbre si

elle vérifie les trois axiomes suivante:
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(i) EerT
(it)  pourtout ACE,AeT <= A°€er

(1it) Si (Ay,) est une famille dénombrable d’élements de T, alors |J, A, € T on dit alors
que (E,t) est un espace mesurable et les élements de T sont appelés les ensembles

mesurables.

Définition 1.2. La fonction indicatrice du sous-ensenble A de l’espace FE, notée I,, est

définie par :

1 st z€ A
Iy =
0 sinon

C’est la plus simple des fonctions mesurables.

1.2  Définition d’une équation intégrale

On appelle équation intégrale une équation fonctionnelle ot la fonction inconnue figure sous
le signe d’intégrations [. [10],[15]

En général p est l'inconnue de ’équation de la forme:

/Ek:(x, t,p(t))dt = Ap(x) + f(x), (1.2.1)

oux C E telle que E est un espace mesuré, f(x) une fonction mesurable donnée sur E, A
un scalaire donné qui peut étre réel ou complexe et K une fonction mesurable sur E3 appelée
noyau de l’équation intégrale.

Avec toutes ces données, notre probléme est de chercher la fonction ¢ qui satisfait I’équation
(1.2.1)

On peut classifier les équations intégrales comme suit:

1. On prend
Si k(x,t,0(t)) = k(z,t)e(t), alors 'équation (1.2.1) devient linéaire.

Si k(x,t,0(t)) = k(x,t)F(e(t)), alors l’équation intégrale (1.2.1) devient non linéaire,

avec F c’est une fonction non-linéaire.
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1. Le type le plus général d’une équation intégrale est :

h(x)p(x) = f(x) + )\/ k(x,t,o(t))dt, (1.2.2)

E

La fonction h(zx) détermine le type de l’équation :
1. 8i h(z) = 0 léquation (1.2.2) s’écrit:
f@)+ A/ k(2. t, () dt = 0,
E
et s’appelle équation intégrale de premiére espece.

2. Si h(z) = c (ou c est une constante non nulle), I’équation (1.2.2) s’écrit:

co(z) = f(a) + A / k(e 1, (b)),

E

et s’appelle équation intégrale de second espéce.

3. Si h(z) # 0, donc la formule (1.2.2) est appelée équation intégrale de troisiéme espéce.

1.3 Exemple D’équation Bratu

Le probleme standard de Bratu [19] a été utilisé pour modéliser un probleme de combus-
tion dans platforme numérique. Le modele de Bratu apparait dans un certain nombre
d’applications telles que 'allumage du combustible de la théorie de la combustion thermique et
dans le modele Chandrasekhar de [’expansion de 'univers. Un important travail de recherche
a €té consacré a ’étude du Probléme de Bratu. Plusieurs techniques numériques, telles que la
méthode de différence finie, approximation par éléments finis, méthode des résidus pondérés,
ont été mis en ceuvre indépendamment pour gérer le Modéle numérique de Bratu.
Considérons le probléeme auz limites de Bratu dans Les coordonnées planes unidimension-

nelles données sous la forme:
©*(x) + Ae?®) =, 0<z<1
p(0) = (1) =0

ot la solution exacte de ce probleme est:

(1.3.1)

C2x—1)

©*(x) = 21In (C'sec ) —1n(2),

Veuille consultez la référence[19].
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1.4 Classification des équations intégrales:

La théorie des équations intégrales porte sur deux types principauz, les équations intégrales

linéaires et les équations intégrales non-linéaires. [16],[13],[2],[15]

On considére dans ce qui suit l’espace mesurable E = [a(x);b(x)]. L’équation (1.2.2)
devient:
a(x)
halola) = F@) + X [ klaitolt)dr (1.41)
b(x)

deux cas seront considérés dans ce qui suit :

telle que a et b sont des constantes , et l’équation (1.4.1) est appelée équation de

Fredholm.

telle que x est un variable dans l'espace mesurable E, I’équation (1.4.1) est appelée équation

de volterra.

1.4.1 Equations intégrales linéaires de Fredohlm

On appelle une équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espéce de la forme:

o(x) = () + A / Ko, )plt)dt,

et de premiere espece de la forme:

b
f(a) = / ke, )p(t)dt,

ot p(x) est la fonction inconnue, k(x,t) et f(x) des fonctions données, x et t deuz variables
réelles telle que: z,t € [a,b], A\ un paramétre non nul réel ou complexe.

Si f(x) =0, Uéquation est dite homogéne et s’écrit de la forme suivante :

() = A / Ko, )plt)dt,

10
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Exemple 1.1. Les équations suivantes réprésentes des équations intégrales de Fredholm:

ola) =" — / (e — D)p(t)dt,

cette équation est de seconde espéce et admet une solution p(x) = 1.

x+1—ﬁz/2(m—t)g0(t)dt,
2 Jo

cette équation est de premiére espéce.

1.4.2 Equations intégrales linéaires de Volterra

On appelle une équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce, une équation de la

forme:
plo) = Fla) 4 [ ks tplt)dr
ot p(x) est fonction inconnue, k(z,t) et f(x) sont des fonctions connue et X est un paramétre

non nul réel ou compleze.

sif (x) =0, I’équation s’écrit:

o) =2 [ k(e t)p(t)dt,

et s’appelle équation homogeéne de Volterra de seconde espéce.

Une équation, a une inconnue p(z) de la forme:

fla) = [ KGa.typlt)at,
est appelée équation intégrale de Volterra de premiéere espéce.

Exemple 1.2. On considére [’équation intégrale de Volterra de seconde espéce:

p(x) =e"sinz + 2/ cos(x — t)p(t)dt,
0

qui admet une solution donnée par p(x) = xe*. De méme pour [’équation intégrale de Volterra

de premiére espece:

3

v = | (z—t)p(t)dt,

S~

qui admet une solution donnée par p(z) = 3.

11
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Remarque 1.1. L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de [’équation intégrale

de Fredholm, il suffit de prendre le noyou k vérifie la condition

k(x,t) =0 pour x<t

1.4.3 Equations intégro-diffirentielles linéaire de Fredholm

L’équation intégro-différentielle linéaire de Fredholm apparait sous la forme:

b
Pw) = 1)+ A [ K elt)dr
ot ™ (z) indique la n-ieme dérivée de p(x).
Exemple 1.3. Voici deux ezemples des équations intégro-différentielles de Fredhom.:
( 1 1
Pr)=1— -z +/ z(t)dt,
0

3
p(0) =0.
et

( s

O"(x)+ ¢ (r) =2 —sinz — /2 xtp(t)dt,

e(0)=0 et ¢'(0)=1.

\

1.4.4 Equations intégro-différentielles linéaires de Volterra

L’équation intégro-defférentielle linéaire de Volterra apparait dans la forme:
Pa) = )4 A [ Kool

ot '™ () indique la nieme dérivée de p(x).

Exemple 1.4. Les examples suivants pour les équations intégro-defférentielle de Volterra:

1 x
¢'(x) = -1+ 51’2 —ze’ — / to(t)dt,
0
et
O"(x) + ¢ (x) =1 — x(sinz + cosx) — / to(t)dt,
0

0(0)=—-1 et ¢'(x)=1

12
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1.4.5 Equations intégrales mixtes

Nous avons classifier les équations intégrales miztes comme suite:

1.4.5.1 Equation intégrale de Fredholm-Volterra

On appelle équation de Fredholm-Volterra une équation de la forme pourt € [0,T],T < co

W)l 1) + A / K (. y) oy, 1)dy + A / F(t, s)p(z, s)ds = f(x.1).

La fonction h détermine le type de [’équation intégrale.

1.4.5.2 Equation intégrale de Volerra-Fredhom

On appelle équation de Volerra-Fredhom une équation de la forme pour t € [0,T],T < oo

t b
h(z)p(e. 1) + / / K (e 0)F(t, s)o(y, s)dyds = f(x.t),

1.4.5.3 Equations intégro-différentielles de Volterra -Fredholm

Les équations intégro-différentielles apparaissent sous les deux formes suivantes:

T

90"(x)=f<:c)+A1/ lﬁ(x,t)(p(t)dt—i—)\z/ ko, t)(t)dt.

a
ot ™ (z) indique la niéme dérivé de p(z).
Dans le cas ou ¢ depend de deux variables on peut avoir des équations du type pour

(x,t) CQx[0,7]

() = fla,t) + A / / Fla,t,€,7, (€, 7))dedr,

ou f(x,t) et F(x,t,&,1,0(&,7)) sont des fonctions analytiques dans D = Q x [0, 7] et Q est
un sous ensemble fermé de R™, n =1,2,3 p(x) et p(z,t) sont des fonctions inconnues. Voici

deux exemple qui tllustrent respectivement une équation intgro-différentielles de Volterra -

Fredholm.

13
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Exemple 1.5.

T 1
¢ (r) =24+ 2* + 3 — / (x —t)p(t)dt — / tp(t)dt, 0<uxt<1
0 0
(0) = 0.
et

1 1 t 1
gp’(m,t):1+t3+§t2—§t—//(T—ﬁ)dédﬁ 0<z,t<1
0

0
©(0,t) = 3.

1.4.6 Equations intégrales Singuliéres

Les équations intégrales de Volterra du premiere espéce et seconde espéce respctivement:

g(x)
Flz) = A / R

et
g(x)
(@) = f(z) + A / ko, Dol dt,

h(z)

sont dites singuliéres si l'une des limites d’intégration g(z), h(z) ou les deux sont infinis. De
plus, les deux équations précédentes sont dites singuliéres si le noyau K(x,t) est non borné

en un ou plusieurs points de ["intervalle dintégration.

f(x):)\/ox (x_lt)ago(t)dt, 0<a<l

ou de seconde espeéce

1
(z —1)e

o(t)dt, 0<a<l

o) = fa)+a [

Exemple 1.6. Voici un exemple d’une équation intégrale singuliere d’Abel ou l’on a la valeur

_ 1.
a—3.

go(a:):1+\/5+/ !

' _o(t)dt,
0 (x—t)ﬁgp()

1.4.7 Equations intégrales non-linéaires de Fredholm

L’équation intégrale non linéaire de Fredholm de premiéere espéce prend la forme:

F(2) + A / (e, () F (p(t))dt = 0,

14
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ou k(x,t) et f(x) sont des fonctions connue et \ est un paramétre non nul réel ou compleze,
F(p(t))est une fonction non linéaire de p(t).

Une équation intégrale de Fredholm de seconde espéce est de la forme:

co() = f(2) + A / (e, ) F(p(t))dr,

ol ¢ est un constante non nulle et troisieme espéce de la forme :

h()p(r) = F(z) + A / ke, O F (p(t))dt,

Exemple 1.7. On peut prendre comme exemple I’équation intégrale non-linéaire de Fredholm

de seconde espéce:

o(x) = tan(x) — g + /07r H;Wdt,

qui admet comme solution la fonction p(x) = tan(x).

1.4.8 Equations intégrales non-linéaire de Volterra

On appelle une équation intégrale non linéaire de Volterra de seconde espeéce une équation de

la forme: )

Plo) = F@)+ ) [ PO
ot (x) est fonction inconnue, k(x,t)etf(x)sont des fonctions connues et X est un paramétre
réel, F(p(t))est une fonction non linéaire de ¢(t).

L’équation wntégrale de Volterra non linéaire de premiere espéce est exprimée sous la

forme:

fa) = / ke, ) F(p(t)dt,

Exemple 1.8. On choisit comme exemple ’équation intégrale non linéaire de Volterra de

seconde espece:

1 xX
o(z) =" + gx(l — %) +/ w0 (t)dt,
0

L’équation intégrale non linéaire de Volterra de premiére espéce:

/Ox O*(t)dt = 1.

15
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1.5 Les types de noyaux

La fonction k(x,t) est appelée noyau de ’équation intégrale. On peut déstingue les typs de

noyauzx suivants: [7]
1. Noyau symétrique: Un noyau k(z,t) est symétrique (ou complexe symétrique) si
k(x,t) = k(t,z).
ou la barre désigne le complexe conjugué. Un noyau réel k(x,t) est symétrique si

k(x,t) = k(t, x).

2. Noyau séparable ou dégénéré: Un noyau k(z,t) est dit séparable ou dégénéré s’il
peut étre exprimé comme la somme d’un nombre fini de termes, dont chacun est le

produit d’une fonction de x uniquement et d’une fonction de t uniquement, c¢’est-a-dire
k(z,t) =) gila)hi(t).
i=0

3. Noyau non dégénéré: Un noyau k(x,t) est dit non dégénéré s’il ne peut étre séparés
en fonction de x et en fonction de t. Par exemple e*t, /x +t sont les noyaux non

dégénérés.

16



CHAPTER

METHODES ELEMENTAIRES

Dans ce chapitre, Nous avons présenté d’abord les théoremes que nous allons utiliser pour
obtenir des résultat d’existance variés et la liaison entre les équations intégrales et les équa-
tions différentielles. Ensuite nous présenterons quelques méthodes analytiques et numériques

classiques et élémentaires.

2.1 Théoréme d’existence et d’unicité de solution pour
des équations intégrales non linéaires de Fredholm

Le théoreme du point fize de Banach peut étre utilisé pour prouver le résultat suivant[14]:

Théoréme 2.1. On suppose que k(x,t,z) est definie et continue sur l’ensemble ®(a,b) X R

et qu’elle satisfait la condition de Lipschitz suivant:
|k(x,t, 21) — k(z,t, 20)| < Clz1 — 2.

17
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telle que C est un constant non null. On suppose aussi que [ est continue f € [a,b] alors

I’equation intégrale de Fredhom non linéaire

b
o) = f(z) + A / Bt olt))dt,

a une solution unique sur [a,b] pour tout

1

|A| < Clh—a)

Preuve:
On considére Cla, b] l’espace des fonctions & valeurs réelles qui sont continues sur l'intervalle

[a,b] muni de la distance

d(u,v) = max |u(z) — v(x)|.
z€[a,b]

1l peut étre démontré que l’opérateur
F : Cla,b] — Cla, b,

définie par ,
F(u) = f(x) + )\/ k(x,t,u(t))dt,

est une contraction pour les valeurs restrientes indiquées dans le théoréme.
pour tout u,v € [a,b], On a pour tout x € [a,b):

b
[Fu(x) - Fo()] = |

k(x,t,u(t)) — k(x, t,v(t))dt‘

a

< [A[C(b = a)d(u, v),

donc par passage on obtient

d(Fu, Fu) < |\C(b— a)d(u,v).

sia=|A\C(b—a)<1

Alors F est une contraction de C|a,b].

18
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2.2 Théoréme d’existence et d’unicité de solution pour
des équations intégrales non-linéaires de Volterra

On peut utilisier le théoréme du point fize de Banach dans le cas d’équation de Volterra sous

restriction sur .

Théoréme 2.2. [1}] On suppose que k(x,t,z) est definie et continue sur l’ensemble I'(a,b) X R

et satisfait la condition de Lipschitz suivante:
|k(x,t,z1) — k(z,t, 20)| < Clz1 — 2.

On suppose aussi que f est continue f € [a,b] alors l'equation intégrale de Volterra non
linéaire
plo) = f(a) 4+ [ klatpt)dr

a une solution unique sur [a,b] pour toute valeur X oo a <z <b

Preuve: On considére Cla,b] l'espace des fonctions a valeurs réelles qui sont continue

sur Uintervalle [a,b] muni de la distance

d(u,v) = max |u(x) — v(x)|.
z€[a,b]

s’il peut étre démontré que l'opérateur
V: Cla,b] — Cla,b],

définie par
V(u) = f(x) + )\/ k(x,t,u(t))dt,

On remarque que u,v € [a,b], On a pour tout z € [a,b]

Vu(z) = Vo(z)| = [Al

/am k(z,t,u(t)) — k(fat,v(t))dt‘

< [AC(b = a)d(u, v),

19
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On compose encore une fois et on obtient

Viu(z) = V()| = |A]

/ﬂf k(z,t,Vu(t)) — k(z,t, Vo(t))dt

< |)\/I|Vu(t) _Vot)|dt

b~ o)?
< AR

d(u,v).

aprés n itérations. On obtient

(b—a)

V™u(z) — V"™(z)| < |A]"C" o

d(u,v),

donc

b—a)"

d(V'u — V™) < |)\|"C’”( d(u,v).

pour n assez grand
A" C" (b —a)"

n!

< 1.

donc V" est une contractions.

2.3 Liaison entre les équations différentielles linéaires et
les équations intégrales de Volterra

La résolution de l’équation différentielle linéaire [13]

ar dnfl
Tt a(a) 4+ @)y = Fla), (2:3.1)
a coefficients continus a;(x)(i =1,2,...,n) avec les conditions initiales

!

y(O) =C, Y (O) =C1,... 7yn—1<0) = Cp_1

peut étre ramenée a la résolution d’une équation intégrale de Volterra de seconde espece.

Illustrons notre affirmation sur 'exemple de ’équation différentielle du seconde ordre

d*y dy 5
Tz tae) o+ ai @)y = F(x), (2.3.2)
y(0) =co, ¥ (0)=ci. (2.3.3)
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pPOSONS

d?y
dx?

= p(z), (2.3.4)

D’ou, vu les conditions initiales (2.3.3), on obtient successivement

d * v
% = / et)dt+c, y= / (x —t)p(t)dt + 12 + co. (2.3.5)
0 0

Nous avons utilisé la formule

/m: dx /m: dx- - /x: f(z)dx = ﬁ /x:(x — 2" f(2)dz. (2.3.6)

compte tenu de (2.3.4) et (2.3.5) mettons 'équation différentielle (2.3.2) sous la forme

o(x) + /Ox ar(z)e(t)dt + cra1(x) + /Ox as(z)(x — t)p(t)dt + crzaz(x) + coas(x) = F(x)
o(z) + /Ox[al(x) + as(x)(z — t)]p(t)dt = F(z) — cra1(z) — crras(x) — coas(x), (2.3.7)

En posant
k(x,t) = —lar(2) + az(x)(x — 1)),

flz) = F(x) — cra1(x) — crzas(z) — coas(x),

nous ramenons [’équation (2.3.7)a la forme suivante:

o) = [ K. p0dt + f(a).
0
c’est a dire nous obtenons une équation intégrale de Volterra de seconde espéce.

Exemple 2.1. Soit [’équation diférentielle
y —y sinz+ ey =z,

et aux conditions initiales

Posons
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alors

7

y :/Oxgo(t)dter'(O)y/:/Oxgo(t)dtntl.

v= [ 0pt0ie + 7 O+ 9O = [ = Dptorit ++1.

Portons dans ’équation diférentielle donnée, il vient

o(x) — sinx[/ox e(t)dt + 1] + e”’[/om(x —t)e(t)dt + v+ 1] = .
c’est a dire

o(xr) =2 — sinz +e°(x — 1) + /Ox[sinx — e (x — t)]e(t)dt.

2.4 Les méthodes directes

2.4.1 Problémes avec conditions initiales

On considére le probléme de Cauchy de second ordre suivant [3]:

¢"(x) = g(z,0(x)), O<z<l
©(0) = o, ¢'(0) = ¢

(2.4.1)

L’intégration des deux cotés de l’équation différentielle associée de 0 a z, donne

x

¢ () :¢6+/ g(t, o(t))dt

0

En intégrant une seconde fois,
o@)=go+vpat [ [ attpto)aras
En utilisant la relation (2.3.6) on obtient
o(z) = o + Yor + /Ox(x —t)g(t, p(t))dt, 0<z<1 (2.4.2)
C’est ’équation intégrale de Volterra de second espéce.

Exemple 2.2. Soit le probleme de Cauchy

¢ (x) + e (x) = 2€”,
e(0)=1, ¢'(0)=1,
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Aprés litégration des deux cotés de I’équation de notre exemple :

¢'(x) = ¢'(0) + 2 /x eldt + /w e 23 (t)dt,
0 0
Aprés une seconde intégration, on obtient
oa) = 0) ~ e 2+ [ [0t Pa
ce qui donne

plr)=2"—x—1+ /Ox(x —t)e 2P (t)dt.

2.4.2 Problémes aux limites de second type

On considére le probléme de Dirichlet suivant [3]:

¢"(x) =g(z,0(x)), O<z<l

(2.4.3)
©(0) = o, p(1) = @1,
De la méme maniére, on integre les deux cotés entre 0 a x, on obtient
)=+ [ gt p®)i
0
et
o(x) = @+ cx + / (x —t)g(t, @(t))dt, 0<zx<1 (2.4.4)
0

Pour déterminer la constante ¢, on prend © = 1 et on utilise la condition (1) = ¢4, ce qui

donne
¢ = g1 — o / (1= t)gt, o(t))dt
Ainsi, Uéquation (2.4.4) devient
o(x) = g0+ (g1 — o) — / (o — t)glt, plt))dt + 2 / (1— D)g(t, p(t))dt,
— o+ (o1 — po) — / "H(1— 2)glt, o ()dt + / £(1— t)g(t. p(t))dt,

qui s’écrit encore comme une équation intégrale de Fredholm de la forme

p(x) = @o + (1 — go)r — /0 k(x,t)g(t, p(t))dt, (2.4.5)
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ou

t(1—x) t<uz
k(x,t) = (2.4.6)
x(1—1) t>x
Exemple 2.3. Soit le probleme aux limites suivant:

"(x) = Ksinh (Kp(z)), 0<z<1
p(0) =0, ¢(1)=1

(2.4.7)

On intégre deux fois l’équation (2.4.7) entre 0 & x, on obtient

p(x) = ¢(0) + (¢(1) = 9(0))z — /0 k(x, 1) K sinh (Ko(t))dt,

avec

ce qui donne

olr) = 2+ Kz —1) /Owtsinh (Ko(t))dt + Ka:/ (1— #) sinh (K (t))dt.

2.4.3 Equation intégrale & noyau dégénéré

Le noyau k(x,t) d’une équation intégrale de Fredholm de seconde espéce est dit dégénéré s’il
est la somme d’un nombre fini de produit de fonctions de x seul par des fonctions de t seul,
i.e. il est de la forme suivante [13]

n

k(o t) =) ar(z)bi(t), (2.4.8)

k=0
Les fonctions ay(x),bi(t), (k=1,2,...,n) seront supposées continus dans le carré fondamental
a < x,t <b et linéairement indépendantes.

2.4.3.1 Meéthode de noyau dégénéré

Soit I’équation de Fredholm a noyau dégénéré suivant:

¢($)—A/ab

> ak($)bk(t)] p(t)dt = f(x), (2.4.9)
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réecrivons (2.4.9) comme suit:

n b
P(o) = 1) 4+ 33 anle) [ blt)eloldr (24.10)
k=1 a
et introduisons les notations

/b be(Bo(B)dt = Co, (h=1,2,....n). (2.4.11)

L’intégrale (2.4.10) devient

p(x) = f(@) + ) Crar(x), (2.4.12)

Avec Cisont des constantes inconnues. Donc, la résolution se rameéne a la recherche des
constantes Cy(k =1,...,n). Aprés avoir porté (2.4.12) dans (2.4.9) et effectuer des calcules
simples nous obtenons

n

> {C’m —/abbm(t)

m=1

HOEPYSY C’kak(t)] dt} am(z) =0,

avec am(x),(m =1,2,...,n) des fonctions linéairement indépendantes , il en résulte que

Con — /abbm(t)

ol
n b b
Co = A" Ch | ax®bm(®) = | b f(®)dt (m=1,2,...,n),
>0 [ mitmatt) = |
on note , ,
oo = [ OOt = [ ba (O
donc

C’m—/\Zakm:fm, (m=1,2,...,n),
k=1

ot sous forme développée,

(
(1 - )\a11>01 — Xa12Cy — - -+ — Aay,, Oy, = f17

~Aa2iCr + (1 — AanCy — -+ — Xaz,Cy, = fo,
ag107 ( 2209 a2 f2 (2‘4'13)
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pour trouver les C, nous avons donc un systéme de n équations linéaires a n inconnues,

dont le déterminant est

1-— )\CLH —>\CL12 cee —/\Clln
A()\) _ —/\CL21 (1 — )\CLQQ) s —2n
— A1 —Aapz o (1= Aapy)
st A(N) # 0,le systéme admet une solution unique Cy,Cy, ..., C, obtenue moyennant les
formules de Cramer
L—2Aann -+ —A-fi — A - —Aai,
1 —Aazr -0 —Agp1fo — Aaggge - —2n
G = —— 2.4.14
CAW| L ZA1
_)\anl o _)\nk—lfn - )\ankz-l—l o (1 - )\a'nn)
avec k = 1,...,n L’équation intégrale (2.4.9) a pour solution une fonction ¢(x) définis
par ’égalité:
p(x) = f(2) + A Crar(x),
k=1
avec les coefficient Cy, k = 1,...,n donnée par les formules (2.4.14).

2.5 La conversion d’une équation intégrale de Volterra

de 1ére espéce a une équation de seconde espéce

2.5.1 Conversion d’une équation intégrale linéaire de Volterra

La forme générale d’une équation integrale de 1ére espéce est donnée par [2]:

f(z) = / k(e )p(t)dt,

Ou f et k sont des fonctions réelles données et p(x) est la fonction a déterminer. Dans le
cas ou [ et k sont dérivables et k(x,z) # 0 on peut dériver l’équation pour la convertir en

une équation de deuxieme espéce et la résoudre par la méthode de notre choix . En utilisant
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Leibtnitz

£(@) = ke, 2)pla) + / TR el

o dz

dans le cas ot k(x,z) # 0 on divise pour avoir

oa) = % = [ttty

dans le cas k(x,z) =0 on peut dériver deux fois.

Exemple 2.4. Considérons [’équation intégrale de Volterra de 1ére espéce :

zrsinhz = 2/ sinh (x — t)(t)dt,
0

Apres la dérivation des deux cotés de cette derniére, on obtient :

sinhz + z coshx = 2 /I cosh (z — t)p(t)dt,
0
comme sinh (0) = 0 on dérive une seconde fois
coshz + cosh z + xsinh x = 2 cosh (0)p(x) 4 2 /w sinh (x — t)p(t)dt,
0
donc

1 T
¢(x) = coshz + 3% sinh x — / sinh (x — t)e(t)dt.
0

2.5.2 Conversion d’une équation intégrale non-linéaire de Volterra

Dans le cas d’une équation du type[2]:

fa) = / () F(olt) .

ou f,k et F sont des fonctions a valeurs réelles et F' admet un , on pose

Aprés la substitution de cette derniére dans l’équation de Volterra, on obtient

flz) = /OI k(x,t)v(t)dt,
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on peut résoudre [’équation par rapport a v et on obtient aprés o(x) par la formule

Exemple 2.5. Considérons l’équation non-linéaire de Volterra de 1ére espece:

1 1 1 v
—5% + 5902 + 1 sin 2z = /0 (z — ) (t)dt,

on pose

[’équation de notre exemple devient

1 1 1 v
—5T+ 5952 +7 sin 2x = /0 (x — t)v(t)dt,

par dériation (Leibnitz) on trouve:

1 1 ’
——+ 2+ -cos2r = / v(t)dt,
2 2 0

on dérive une seconde fois

1 —sin2z = v(z),

comme

1 —sin2x = (cosz — sinx)?,

= cos?(z) + sin?(z) — 2 cos(x) sin(z),

Alors
o(x) = £(cos(z) — sin(z)).

2.6 Meéthode de la résolvante

2.6.1 Equation intégrale de Volterra

Soit l’équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce suivante [17],[13]:

o) — )\/Oxk(x,t)@(t)dt ~ (@), (2.6.1)
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Supposons que k(z,t) est continue sura < x <b et a <t <x et encore f(r) continue sur

la,b], la solution de ’équation(2.6.1) est donnée par la formule

o(z) = f(z) + )\/w Rzt N (t)dt, (2.6.2)

R(x,t,\) s’appelle la résolvante de l’équation de Volterra de seconde espéce (2.6.2) nous
cherchons la résolvante R(x,t,\). Pour cela nous cherchons la solution de l’équation (2.6.2)sous

la forme d’une série entiére
p(r) =Y yalz)\" (2.6.3)
n=0

portons formellement cette série dans (2.6.2), il vient

S @ = f@)+ 2 [ K0 Y (o

en procédant par identification nous obtenons

on établit de facon analogue qu’en générale on a

yn(z) = / kn(z,t)f(t)dt, n=1,2,3,... (2.6.4)
Ici on a
kn(z,t) = / k(x,z)k,—1(2,t)dz, n=23,... (2.6.5)
t

et on a les relations ky(z,t) = k(z,t) et ko(x,t) = 0 si t > x. Les fonctions ky,(z,t)

définis par (2.6.4) s’appellent noyauz itérés, les noyaux ont les propriétés suivantes

kn(z,t) = /tr b (2, 8)kn_m(s,t)ds (2.6.6)
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compte tenu de (2.6.4) et (2.6.5) l’égalité (2.6.3) peut s’écrire:

+ZA”/ (z, 1) f(t)dt,

Ainsi d’aprés (2.6.2)la résolvante est définie par la série

R(z,t,)\) ZAk;UHMt

2.6.2 Equation intégrale de Fredholm

Soit I’équation intégrale de Fredholm [17],[13]

o(x) — )\/Ox k(x,t)p(t)dt = f(z). (2.6.7)
On pose
z) + i U, ()", (2.6.8)

Avec U,,(x) définis par les formules

= /bk: )dt = / ko (1, ) f()dt,
—/bkxt\ll2 /bkg(x D F()dt,
kn(z,t) = [V (2, 2 k1 (2, t)dz, (2.6.9)
Avec
ki(x,t) = k(x,t)
kn(z,t) = /x km(x, $)kn—m(s,t)ds. (2.6.10)
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La résolvante de ’équation (2.6.7)est définie en fonction des noyaux itérés de la fagon

sutvante
e}
Rz, ;) = > ko(a, )\
n=1
cette série est la série de Newmann du noyau k(z,t). Elle est convergente si

1
A -
A<

M= \//ab/: K2, 1) dadt

Exemple 2.6. On cherche les itérés du noyau k(x,t) = e~ par utilisation des formules

(2.7.21) on obtient

donc
R(z,t;0) = Y00 g Nk (2, 8) = 300 Anele 0=t

n!
— e(/\‘i’l)(.’l‘ft) )

2.7 Meéthode de la solution en série

2.7.1 Cas d’une équation intégrale linéaire

Une fonction réelle o(x) est dite analytique si elle a des dérivées de tout ordres telles que la

série de Taylor en tout point b de son domaine [2]

nofk)
go(:c)zzf (b)(x—b)k, (2.7.1)
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qui converge vers f(x) dans @, voisinage de b pour simplifier, la forme générique de la série

de Taylor en x = 0 peut étre écrite comme suit:

p(x) = ana”, (2.7.2)

ot les coefficients a, seront déterminés de maniére récurrente.

2.7.1.1 Equation intégrale de Volterra de seconde espéce

Dans cette section nous présenterons une méthode utile, qui découle principalement de la série
de Taylor pour les fonctions analytiques, pour résoudre les équations intégrales de Volterra.

Nous supposons que la solution p(z) de I’équation intégrale de Volterra

o(x) = f(z)+ )\/Ox k(x,t)p(t)dt, (2.7.3)

est analytique et posséde donc une série de Taylor en (2.7.2). La substitution de (2.7.2) dans
les deuz cotés de (2.7.3) donne
> ana" =T(f(x)) + A / k(z,t) (Z mn) dt, (2.7.4)
n=0 0 n=0

ou pour plus de simplicité on utilise
ag -+ aL1x + a2x2 + .= T(f(l')) -+ )\/ ]f(x, t)(ao —+ alt —+ a2t2)dt, (275)
0

ou T(f(x)) est la série de Taylor pour f(x), L’équation intégrale (2.7.3) sera convertie en
une intégrale traditionnelle dans (2.7.4) ou (2.7.5) ou au lieu d’intégrer la fonction inconnue
o(x), les termes de la forme t", n > 0 seront intégrer. Nous intégrons d’abord le membre
de droit de l'intégrale dans (2.7.4) ou (2.7.5), et collections les coefficients de puissances
similaire de x. Nous assimilons ensuite les coefficients de puissances similaire de x des deux
cotés de l'équation résultante pour obtenir une relation de récurrence dans a;, 7 > 0, la
solution en série suit immédiatement la substitutions des coefficients dérivés dans (2.7.2).
La solution exacte peut étre obtenue si une telle solution exacte existe. On résoud l’équation

intégrale de Volterra en utilisant la méthode de solution en série.

Exemple 2.7. Considérez l’équation intégrale de Volterra linéaire de second espeéce:

o(x) =z + /Ox(m —t)p(t)dt, (2.7.6)
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En substituant o(x) par la série

o0

p(r) = apa”, (2.7.7)

n=0
dans les deux cotés de l’équation de (2.7.6) conduit &
St = / Zmntn S a t> i,
n=0 n=0

L’évaluation du coté droit conduit a

o o
n n+2
ano n Z:o (n + 2 (n+1) i

qui peut étre réécrit comme

ap + a1z + Z apx" = i an 9" (2.7.8)

— n(n+1
ou équivalent
9 3 1 1 1
ap + a1 x + asx” + asx” + - - - —3:—1—261095 —1—6(1135 —i—ﬁa ozt + (2.7.9)
L’équation des coefficients de méme puissances de = des deuz cotés de (2.7.8) donne la
(
ap :0,
. ay = 17
relation réccurente
1
an = n(n— l)an 2 n =2

Ce résultat peut etre combiné pour obtenir

1
R —— > 2.7.1
W=y 20 (2.7.10)

La substitution de ce résultat dans (2.7.7), donne la solution en série

Z 1 x2n+17
(2n +1)!

n=0

qui converge vers la solution exacte

@(x) = sinh .
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1l est intéressant de souligner que ce résultat peut également étre obtenu en assimilant les

ayg =Y,
a =1,
coefficients des mémes termes des deux cotés de (2.7.9), ou l'on trouve as =0,
as = %7
ays = 0.

\
Ceci conduit au méme résultat obtenu précédemment en résolvant la relation de récur-
rence.
2.7.1.2 Equation intégrale de Fredholm de seconde espéce

Nous supposerons que la solution ¢(x) des équations intégrales de Fredholm [2]

b
o(x) = f(x) + )\/ k(x,t)p(t)dt, (2.7.11)

est analytique et posséde donc une série de Taylor de la forme donnée en (2.7.2), ou les
coefficients a,, seront déterminés de maniere récurrente. Substituer (2.7.2) dans les deux

coté de (2.7.11)

n

Zanxoo =T(f(x))+ )\/b k(x,t) <§: ant"> dt, (2.7.12)

pour plus de simplicité on utilise
b
a0+a1x+a2x2+ :T(f(.f)) +)\/ k(x,t)(a0+a1t+a2t2)dt, (2713)

puis nous suivons les mémes étapes que pour la méthode de Volterra de seconde espece.

2.7.2 Cas non-linéaire
2.7.2.1 Equation intégrale de Volterra de seconde espéce

Nous supposons que la solution p(z) de ’équation de Volterra

o(x) = f(z)+ )\/Ox k(x,t)F(p(t))dt, (2.7.14)

est analytique et posséde donc une série de Taylor de la forme donnée dans (2.7.2), ou les

coefficients sont déterminés de maniére récurrente. La substitution de (2.7.2) des deux cotés
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de (2.7.14) donne
aO + a/lx + a/2x2 + e e e — T(f(x)) + )\/ k(I7 t)F(CLO + alt + a2t2)dt, (2715)
0

ou T(f(x)) est la série de Taylor pour f(z). L’équation intégrale (2.7.14) sera convertie en
une intégrale traditionnelle dans (2.7.15) ou en intégrant le terme non linéaire F(p(x)), les
termes de la forme t™, n > 0 seront intégrés.

Nous intégrons d’abord le membre de droit de l'intégrale dans (2.7.14) ou (2.7.15) et nous
collectons les coefficients de x. Nous assimilons ensuite les coefficients des mémes puissances
de x des deux cotés de [’équation résultante pour obtenir une relation de récurrence dans a;,
j > 0. La résolution de la relation de récurrence conduira a une détermination compléte
des coefficients a;, j > 0, Aprés avoir déterminer les coefficients a;, j > 0 la solution
en série suit immédiatement la substitution des coefficients dérivés dans (2.7.2) la solution

exacte peut étre obtenue si une telle solution exacte existe. (Voir la référance [2]).

Exemple 2.8. Nous considérons [’équation intégrale non-linéaire de Volterra:

1 1 1 v
olx) =14z — -2? - 22 — —a* + / (z — t)*(t)dt, (2.7.16)
2" 73" T 12 ;

La substitution de la série (2.7.7) dans les deuz cotés de (2.7.16) donne

1 1 1 v
ap+ayr+agr®+- - = 1—§x2—§x3—ﬁx4+/ (z—t)(ap+art+agt®+azt®+. .. )%dt, (2.7.17)
0

En intégrant lintégrale du coté droit de (2.7.17), en utilisant la méthode de Taylor série

de sinx, cosx et sin2x, et égalant les coefficients de puissances similaires de x on trouve

1 1 1
ap+ar1z+asri+azxd +ag+- - = 1+x+§(a3—1)352+g(agal—1):):3+E(a%+2a0a2—1)x4+. o

L’équation des coefficients de puissances similaires de x des deux cotés donne

ag — 1,
a; = 17
a, =0, n>2

La solution exacte est donnée par

p(r) =1+
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2.7.2.2 Equation intégrale de Fredholm de seconde espéce

Nous supposons que la solution p(z) de I’équation de Fredholm [2]

1
o) = f(@) 4 [ kO F(e(0)dt, (2718)
0
existe et est analytique et posséde donc une série de Taylor de la forme donnée dans (2.7.2)
ou les coefficients seront déterminés de fagon récurrente, la substitution (2.7.2) des deux

cotés de (2.7.18) donne

ianx” =T(f(x))+ /01 k(x,t)F (i ant"> dt, (2.7.19)

n=0

pour simplifier
ap + a1z + agx® + - =T (f(z)) + A /1 k(x,t)F(ag + art + aqt?)dt, (2.7.20)
0
puis nous suivons les mémes étapes que pour la méthode de Volterra de second espéce dans
le cas non linéaire.

Exemple 2.9. Nous considérons l’équation intégrale non-linéaire de Fredholm

o(x) = e” + 1—16(3 —eh) + i/o (z — t)p2(t)dL. (2.7.21)

La substitution de la série (2.7.12) dans l’équation de ’ezemple donne:

1 [
ap + a1 + agx® + azr’ 4+ =€ + E(?’ —e?) + 1/ (z —t)p*(t)dt.
0
en procédant comme avant on trouve
4

ag = 17
a; = 1,
Qg = %7
a3 = %7
g = %a
ap =%

\
cela donne la solution sous forme de série
1, 1., 1,
go(x)—l—l—w%—ix —1—537 +ax +....

Donc, la solution exacte est donnée par:

plr) =e
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2.8 Meéthode des approximations successives

La méthode des approximations successives, également appelés méthode de l’itération de pi-
card,fournit un shéma qui peut étre utilisé pour résoudre des problémes de valeurs initiales

ou des équations intégrales. [9].

2.8.1 Cas linéaire
2.8.1.1 Equation intégrale linéaire de Volterra
Soit I’équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce:
o(x) = f(z) + )\/Of k(x,t)p(t)dt, (2.8.1)

ot p(x) est une fonction inconnue, f(x) est une fonction donné, A est un paramétre réel ou
complexe et K(x,t) est un noyau.

La méthode des approximations successives introduit la relation de récurrence
en(x) = fl@) + A [] k(z, t)pp1(t)dt, n>0, (2.8.2)

ou lapprozimation en zéro @o(x) peut étre n’importe quelle fonction de valeur réelle sélective.
Nous commencons toujours par une estimation initiale pour @o(x) , la plupart du temps nous
choisissons 0,1, x pour po(z) , et en utilisant (2.8.3), plusieurs approximations successives

Yk, k >1 seront déterminées comme:
or() = 7l2) + [ Ko Oty
0
prlo) = fla) + [ KGO0t
0

os(x) = fla) + / k(e pa(t)dt,

ou() = f(z) + / ke, Opun(Ddl, 0> 1,

La solution est déterminée en utilisant la limite

p(r) = lim ¢, 1q(2)
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Exemple 2.10. Voici un exemple d’application de la méthode des approximation a une

équation intégrale de Volterra du second espéce:

o(r) = 6z — 327 + /z o(t)dt, (2.8.3)

pour obtenir l'approximation po(x) on choisit
wo(x) = 0.
La méthode des approzimations successives admet ['utilisation de la formule d’itération
Pni1(x) = 62 — 322 + [ n(t)dt, n >0 (2.8.4)

En remplacant o(x) dans l’équation (2.8.4), on obtient

x

o1(x) =62 — 32+ [ @o(t)dt = 6z — 2°

T

1
@1 (t)dt = 6z — ~z*

@o(7) = 62 — 3% + 1

J
J

v 1
@3(7) =6 — x — 32° +/ po(t)dt = 6z — %x‘r’
0

v 1
= 6z — 32° t)dt = 6x — ——a°
pa(x) = 62 — 3 +/O ps(t) T = 150%

La solution p(z) est
p(r) = lim ¢, 14(2) = 6z
2.8.1.2 Equation intégrale linéaire de Fredholm

Soit I’équation intégrale linéaire de Fredholm du second espéce:

o) = f(z)+ A /0 (o (t)dt, (2.8.5)

ot p(x) est une fonction inconnue, f(x) est une fonction donné, X\ est un paramétre réel
ou complexe et K( x,t) est un noyau.

La méthode des approximations successives introduit la relation de récurrence

on(r) = f(x) + /03«“ k(x,t)pn_1(t)dt, n >0, (2.8.6)
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La solution est déterminée en utilisant la limite
p(r) = lim 44 (2) (2.8.7)

ot lapprozimation en zéro @o(x) peut étre n’importe quelle fonction de valeur réelle
sélective. Nous commencons toujours par une estimation initiale pour oo(x) , la plupart du
temps nous choisissons 0,1, x pour @o(x) , et en utilisant (2.8.6), plusieurs approximations

successives i, k > 1 seront déterminées comme:

o () = £(2) + / Kz, )gn(t)dt.

La méthode des approximations successives sera illustrée par ’étude de l’ezemple suivant

dans le cas d’une équation de Fredholm

Exemple 2.11.

olx) =z +e" + /01 xtp(t)dt,x € [0,1] (2.8.8)

pour l'approximation zéro @o(x), nous pouvons sélectionner

La méthode des approzimations successives est donnée par le schéma itératif suivant:

1
Oni1(x) =z +€” +/ xtp,(t)dt, n >0. (2.8.9)
0

En remplagant @o(x) dans l’équation (2.8.9), on obtient:
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1
1
Oni1(T) =+ e+ / op(t)dt = €e® + TR
0

la solution de I’équation (2.8.8) donnée par

pr) = lim ¢, 1q(2) = e

2.8.2 Cas non-linéaire
2.8.2.1 Equation intégrale non-linéaire de Volterra
Considérons l’équation intégrale non-linéaire de Volterra du second espéce [2]:
o(x) = f(x) + /Ox k(z,t)F(p(t))dt, (2.8.10)

ot p(x) est une fonction inconnue, K(z,t) est un noyau. La méthode des approzimations

successives introduit la relation de récurrence
oner(z) = f(z) + / k(2. ) F(on())dt, n >0, (2.8.11)
0

ot lapproximation en zéro @o(x) peut étre n’importe quelle fonction de valeur réelle
sélective. Nous commencons toujours par une estimation initiale pour po(x) , la plupart du
temps nous choisissons 0,1, © pour po(zx) , et en utilisant (2.8.11), plusieurs approximations

successives pr, k > 1 seront déterminées comme:
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os(x) = fla) + / k(e ) F(oa(0))dt,

pral@) = @)+ [ K OF ()it 020,

Par conséquent, la solution ¢(x) est obtenue en utilisant

p(z) = glzlglo Ont1(x)

Exemple 2.12. Considérons [’équation intégrale
o(r) = x(1 —€e%) —I—/ e* et
0

Pour Uapprozimation zéro po(x), on peut choisir

QOO(ZB) =,

(2.8.12)

La méthode des approzimations successives admet ['utilisation de la formule d’itération

pnr1(z) = z(1 —e€") + / e temWat,
0

En remplacant @o(x) dans l’équation (2.8.13), on obtient les approximations:

Par conséquent, la solution ¢(x) est donnée par:

p(r) = lim 14 (2) = .

(2.8.13)
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2.8.2.2 Equation intégrale non linéaire de Fredholm

Soit I’équation intégrale non linéaire de Fredholm du second espéce[?2]:

b
o(x) = f(x) +/ k(x,t)F(p(t))dt, (2.8.14)

ot p(x) est une fonction inconnue, K(z,t) est un noyau. La méthode des approzimations

successives présente la relation de récurrence

Oni1(x) = f(2) +/ k(x,t)F(pn(t))dt, n >0. (2.8.15)

ot le choix de @o(x) peut étre n'importe quelle fonction & valeurs réelles. géneralement

on prend po(x) égale a 0, 1,x ou f(x).

b
pues(o) = Fa) + [ Mo (O}t =0,
Par concéquent, la solution ¢(x) est obtenu en passsant a la limite
p(r) = lim ¢ 1q(2)

Exemple 2.13. Utilisons la méthode des approximations successives pour résoud léquation

intégrale non-linéaire de Fredholm

1 1/t
="+ — (131 — %) + — 1 —? 2.8.1
o) = 731 =)+ o [ = e (2816)
On choisit
wo(x) =1 (2.8.17)
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En utilisant la formule itérative des approximations successives

1 1 [t
="+ — (131 —e®) + — [ t(1 — L2())dt > 2.8.1
funle) =+ 77081 =) + 36 [ 1= ghenat, n o (2818)

En substituant (2.8.17) dans (2.8.18) on obtient

1
o1(z) = e® + —— (131 — *) + t(1 — @3 (t))dt = e* + 0.872298221,

144

1
po(x) =" + — (131 — 62) +

2 — T
i (1 — Q2(t))dt = €* + 0.989584681,

1
w3(1) = " + — (131 — ) +

2 — T
m (1 — @2(t))dt = €® + 0.999133563,

1
0i(r) = " + ——(131 — €?) + t(1 — @3(t))dt = e* + 0.999927807,

144

Par conséquent, la solution ¢(x) est donnée par

p(r) = lim @pyq(7) = " + 1,
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CHAPTER

LA METHODE DE DECOMPOSITION
D’ADOMIAN

Dans ce chapitre on s’intérésse 4 la méthode de décomposition d’Adomian (MDA) qui a
été introduite et développée par le professeur George Adomian en 1981. Cette derniére per-
met de résoudre des problemes fonctionnels de différent types(équation intégrale, équation

différentielle. .. ) dans le cas linéaire et non linéaire.

3.1 Présentation de la méthode d’Adomian
Soit l’équation différentielle non-linéaire générale donné par [8]:

Fo = f, (3.1.1)
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ot F est un opérateur différentielle non-linéaire et ¢ et f sont des fonctions de x. On peut

récrire ’équation (3.6.1) sous la forme :
Lo+ Rp+ Ny = f, (3.1.2)

oU:
L: est un opérateur représentant la partie linéaire de F facilement inversible.
R: est un opérateur linéaire pour le rappel de la partie linéaire.
N: est un opérateur non-linéaire représente le terme non linéaire dans F.

En appliquant Uopérateur inverse L™, sur I’équation (3.1.2) on obtient:
L'Lo=L"'f—L'Rp - L 'Noy, (3.1.3)

Puisque F a éte considéré comme un opérateur différentiel et L est linéaire, L' représen-
tent une intégration avec des conditions initiales et L™ Ly donnerait une équation pour

incorporant ces conditions, cela donne:
p(z) =g(x) = L7'Rp — L' Ny, (3.1.4)

ou g(x) représente la fonction générée en intégrant f et en utilisant les conditions initiales.
La méthode de décomposition d’Adomian admet la décomposition en série infinie de com-

posantes.

o(@) =Y on(x), (3.1.5)

Le terme non linéaire N est assimilé a un polyndéme en série infinie

No=> A, (3.1.6)
n=0

ou: A, sont les olynémes d’Adomian qui peuvent étre déterminer par:

1 [d

On substitue (3.1.5) et (3.1.6) dans (3.1.4) on obtient:
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On trouve la relation réccursive sutvante:

wo = g(x),

(3.1.8)
¢Yns1 = L 'Ro, + L A,,n>0.

La méthode d’Adomian [2] consiste & rechercher la solution sous forme d’une série:
p(z) = pal2),
n=0

p(z) = po(x) + p1(z) + @2(x) + ...
ot les composantes p,, n > 0 seront déterminées de maniere récursive, la méthode de
décomposition se préoccupe de trouver les composants ©g,p1,92,. . - individuellement.
La détermination de ces composants peut étre réalisé de maniere simple grice a une re-
lation de récurrence qui implique généralement des intégrales simples qui peuvent étre facile-

ment évaluées.

3.2 Calcul des polynéme d’Adomian

La technique d’Adomian est basée sur la décomposition de l’opérateur non-linéaire sous forme

d’une série.

FSO = iAm
n=0

ou F' est ['opérateur non linéaire d’une équation, tel que chaque terme de cette série est un

polynome généralisé appelé polynome Adomian

1 =\,
Ap=——s [F (;A%)LO, n=0,1,2,... (3.2.1)

Les étapes essentielles introduites par Adomian [2],[6],[12]. Pour calculer les polynomes
Adomian sont les suivantes:

Ao = F(eo),
A = o1F (o),
Az = 02 F (o) + 368 F (20),
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As = @3F (po) + p192F (00) + 203 F " (00),
Ay = 0aF (o) + (5103 + 01903)F (p0) + groioa " (w0) + 101 F) (o),
Autres polynémes peuvent étre générés de maniére similaire:

1"Cas :

on prend : F(p) = ©?, nous fizons d’abord:

p(z) = Z ¢n(T)

En substituant cette dernier on obtient:

F(p) = (po+ @1+ @2+ @3+ @a+ @5+ ... )%

l’expansion de ['expression du coté droit donne:

F(p) = 0% + 20001 + 20002 + 02 + 20003 + 20109 + . . .,

Le développement de cette dernier peut étre réorganisé en regroupant tous les termes
avec la somme des indices des composantes , Cela signifie que nous pouvons réécrire

cette derniére comme suit:

Fp) = @2 +2p0p1 +200pa + 02 +200p3 + 20102
~ =~ ~~ 7N

Ag Aq Ao 22
#2004 + 20103 + 0320095 + 20104 + 20203+ ..
A As

Cela donne des polynémes Adomian pour F(p) = ¢ par:

Ap = %0(2)7

Ar = 2p001,

Az = 20002 + 1,

Az = 2¢0p3 + 2¢10,

Ay = 20001 + 20103 + 3,

As = 2005 + 20104 + 20203,
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2"¢cas :
Pour F(p) = ¢>. On a les polynomes d’adomian suivants:
AO - @37
A = 3031,
Az = 3p5p2 + 3001,
Az = 3033 + 601 + 47,
Ar = 39501 + 3p1 02 + 30095 + 601,

J"cas :
Pour F(p) = ¢*. On a les polynéomes d’Adomian swivants:
AO = 9037
A1 = dpger,
Ay = 4932 + 60561,
Az = 4903 + 4pivo + 12080102,

4™cas :
Pour F(p) =sin(p). On a les polynémes d’Adomian suivants:
Ay = sin gy,
Ay = p1c0s o,
Ay = pycos g — 507 sin o,

Az = @308 Py — P1epa sin gy — %g@? COS g,

dMcas :

Pour F(p) = cos(p). On a les polynomes d’Adomian suivants:

AO = COS o,
Ay = —1 sin @y,
Ay = —pysin g — 5,97 cos @y,
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Az = —p3sin g — p1pa COS Yo + %gof sin @,

0™ccas :
Pour F(p) = sinh(p). On a les polynomes d’Adomian suivants:

Ay = sinh ¢y,

Ay = 7 cosh gy,

Ay = ¢y cosh g + 507 sinh ¢,

Az = 3 cosh gy + o193 cosh g + 5% cosh g,

Tcas :
Pour F(p) = e?. On a les polynomes d’Adomian suivants:

Ay = e°,

Ay = pre?,

Ay = (02 + 510%)e?,

Az = (o3 + @12 + %@?)6%7

Les autres fonctions peuvent étre traitées de facon similaire.

3.3 Application de la méthode d’Adomian aux équations

intégro- différentielles linéaires

3.3.1 Equations intégro-différentielles de Volterra

Les équations intégro-différentielles linéaire de Volterra sont données sous la forme:

V@) = S+ [ k(e t)p(t)dt,

Ou p™(z) = 2 et f(z) et k(z,t) sont des fonctions connues, (x) est la solution

dxm’

meconnue.
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Considérons l’équation intégro-différentielle de Volterra donnée par:

() = f(z) + / k(e (),

(3.3.1)
©(0) = ao, ¢'(0) = a
par lintégration double de ’équation (3.3.1) de 0 a x, on obtient:
p(x) = (0) + ¢'(0)z + L' (f(x)) + Ll(/ k(z,t)p(t)dt), (3.32)
0

ot p(0) et ¢’ (0) sont les conditions initiales utilisés, et L™ est un opérateur intégrale double.

Nous utilisons ensuite la série de décomposition d’Adomian
p(r) = pn(x),
n=0

On cherche ¢(x) sous la forme d’'une série p(x) =Y > @ (t).

f: on(z) = ag + a1 + L7 (f(x)) + L‘l(/ox k(x,t) i on(t)dt. (3.3.3)
Oi den;:gon équivalente : .
o)+ 1(0) + ale) oo = ot ane L) KDl
+L1(/Om k(2 O)on (1)) + Ll(/ox k(2. ) oa(t)dt) + -

Pour déterminer les composants po(x),p1(x),02(x),p3(x),. .. de la solution ¢(x), Nous avons

mis la relation de récurrence: [5]

wo(r) = ag + arx + L1 f(x),

@ 3.3.4
Opp1 = L7t (/0 k(z,t)pn(t)dt)t, k>0 (334

Remarque 3.1. Les équations intégro-différentielles non-linéaires de Fredholm peuvent étre

traitées de la méme manieére.

Exemple 3.1. Considérons ’équation intégro-différentielle de Fredholm de seconde espéce:

¢'(x) = =1+ 24x + /1 o(t)dt, ©(0) =0, (3.3.5)

Aprés lintégration des deur membres de I’équation (3.3.5) on obtient:

1
o(z) =122* —x + x/ o(t)dt,
0
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On applique la méthode décompositionnelle d’Adomian a notre exemple, on obtient:

0o 1 oo
ngn(x) = 1222 —x—i—x/ Zapn(t)dt,
n=0 0 n=0

On obtient:

On remplace ces termes dans l’équation ¢(x), on trouve:

7 7 7 7
=120 —r+ -+ v+ -+ —r+...
() x x+2x+4x+8x+16x+

p(2) = po(@) + ¢1(x) + o) + ...,

= 1222 + 62

3.4 Application de la méthode aux équations intégrales
linéaires de Fredholm
Soit I’équation intégrale linéaire de Fredhom de second espéce donnée par:[2]

o(x) = f(z) + )\/ k(x,t)p(t)dt, a<xz<bh. (3.4.1)

ot p(x) est la fonction inconnue, k(x,t) et f(z) des fonctions données, x et t deux variables
réelles telle que: a <t <b, et A\ un paramétre réel non nul ou complexe.

Soit ¢ la solution sous forme d’une série :

P(x) = onl). (3.4.2)
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En remplacant (3.4.2) dans (3.4.1), nous aurons:

[e’e) b o]
> onlx) = flx) + A / k(z, )Y pn(t)dt. (3.4.3)

La méthode de décomposition d’Adomian utilise les relations récursives suivantes:

polz) = flx),
Oni1(z) = )\fab k(x,t)p,dt, pour toutn >0

Exemple 3.2. Soit [’équation intégrale linéaire de Fredholm:

jus
2

o(x) = sin(z) +/ sin(z) cos(t)p(t)dt,

0

On cherche ¢(x) sous la forme d’une série p(x) =Y " ¢(t).

o0 % o0
Z on(z) = sin(z) + / sin(z) cos(t) Z on(t)dt,
n=0 0 n=0
Les termes de la série sont donnés comme suit:
wo(x) = sin(z)

Ypr1(x) = /0 sin(x) cos(t) e (t)dt, 0<t<

Wl

ce qui donne:

wo(x) = sin(x),

o1(z) = /02 sin(x) cos(t) sin(t)dt = %sin(x),
po(x) = sin(x) /02 %cos(t) sin(t)dt = }lsin(m),

p3(z) = /02 isin(m) cos(t) sin(t)dt = %sin(m).

La solution sous forme d’une série est donnée par:

o(x) = po(x) + p1(x) + pa(T) + ...
1 1

1
= sin(x) +s,m(;c)[5 + ) + 3 +...

o(x) = 2sin(z), c’est une solution exacte de ’exemple.
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Exemple 3.3. Soit [’équation intégrale linéaire de Fredholm:

oo =+ [

On cherche ¢(x) sous la forme d’une série p(x) = " ¢(t).

[e'e} 1 ©o©
D enlx) ="+ e—l/ > en(t)dt,
n=0 0 n=0

on pose :

T

900($) =e, .
() = ! / on(t)dt.

ce qui donne:

On obtient la solution sous forme d’une série est donnée par:

1

p@)=e"+1—et+et—e2te?4 ..,

o(r) =e" + 1.

cette solution concide avec la solution exacte égale a:

o(r) =e" + 1.

3.5 Application de la méthode aux équations intégrales
linéaires de Volterra

Soit l’équation intégrale linéaire de Volterra de second espéce donnée par[2]:

o(z) = f(z) + )\/Oxk(x,t)go(t)dt, (3.5.1)
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ot p(x) est la fonction inconnue, k(z,t) et f(x) sont des fonctions données, x et t sont deux
variables réelles telle que t € [a,b] et A est un paramétre réel non nul ou compleze.

On substutie I’équation (3.4.3) dans l’équation (3.5.1), on obtient:

S oule) = fl@) + )\/Ox b)Y g, 0 >0 (3.5.2)

ou équivalant a :

wo(x) + @1(x) + - = f(z) + )\/Ow k(x,t)[eo(t) + @1(t) + ... ]dt,

Les composantes o, (x),n > 1 de la fonction inconnue p(x) sont complétement déterminés

de maniére récursive [2]:
o) = f(2),
Pn+1(x) = A / k(z,t)pndt,  n>0.
0

Exemple 3.4. Soit I’équation intégrale linéaire de Volterra:
o(z) = =2+ 2z +2° + / (x —t)p(t)dt, (3.5.3)
0

Onaf(e)=-2+2z+2*A=1et K(z,t)=2—1

On cherche ¢(x) sous la forme d’une série p(x) =Y " ¢(t).

ngn(x) = 2420+ 2%+ /Ox(x —t) ngn(t)dt

qui est équivaut a:
wo(z) +o1(x) + -+ = =2+ 20 +2° + / (x —t)[po(t) + pr(t) + ... ]dt.
0

Alors

i (z) = / "z — pu(tydt.

ce qui donne
wo(r) = =2+ 2z + 2
1 1
/ (x —t)po(t :—x2—|—§x+ﬁx4
/ t)py(t)dt = ! + ! b+ !
x — ——zt4 = —— 0
. Jerlt 127 760" T 360
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donc
D onlx)=—2+20+2"+ 2 Ly Loy Loy Loy Lasy
n = — T+ x - r+ —x - — —
¥ 37T 12 12 60 360
o 11
= -2+ (x+3'+5'+ )5
= —2+ 2sh(x).

c’est une solution exacte de l’exemple.
Exemple 3.5. Soit l’equation intégrale linéaire de Volterra:
I
o(r) =3+ 1 xt=p(t)dt,
0

On a f(z) =3\ =1 et K(z,t) = xt?
On cherche p(x) sous la forme d’une série p(x) =Y @(t).

00 1 T ) 00
Sentr) =3+ 7 [ oY gt
n=0 n=0
c’est a dire:
[
SDO(I)+901(93)+"'+=3+Z wt*[po(t) + @1 (t) + ... ]dt,
0
On peut écrire:

wo(x) = f(x),
vr+1(x) = i/o ot (t)dt, k >0

ce qui donne:

900(55):3’
L[ 5 L 4
o1(x) = 1/0 xt po(t)dt = 7%
L[ L g
gog(x)—Z/O xt o (t)dt = 5%
eala) = 7 | afealt)it = o

donc on obtient la solution suivante:

ng —3+1x + — ! 8+L£B12+
" 112 4928
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3.6 Application de la méthode d’Adomian aux équations
différentielles ordinaire
Soit I’équation différentielle non-linéaire générale donné par [8]:
Fo=f, (3.6.1)

ot F est un opérateur différentielle non-linéaire et ¢ et f sont des fonctions de .
La méthode de décomposition d’Adomian permet la décomposition en série infinie de

composantes.
p(r) = i (1), (3.6.2)
n=0
Le terme non linéaire N est assimilé a un Polyndme en série infinie
Np = io:An, (3.6.3)
n=0
ou: A, sont les polynémes Adomian. On substitue (3.6.2) et (3.6.3) dans (3.6.1) on obtient:

D @) =po— LY Ry — L") A,
n=0 n=0 n=0

On trouve la relation réccursive suivante:

wo = g(x),

(3.6.4)
Yni1 = L 'Ro, + L71A,,n > 0.

Exemple 3.6. On considere le probléme de valeur initiale non linéaire
Y +eY =cosr — tanx, y(0)=0

avec la solution exacte y(r) = Incosx

o(x) = L (cosz — tanz) — L™ 'e?,

=sinz + Incosz — L~ te¥.
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A, sont des polynomes d’Adomian de terme non-linéaire e¥

avec la méthode d’Adomian, nous obtenons la relation récursive

o = sinx + Incos z,
o1 =—L7"Ag=—L""e" = —(e — 1),
1, 54 :
Yy = —L_lAl = _L_1(p16<PO — 5(625111;15 . 1) . (esmac . 1)

on remplage ces derniers termes dans ['équation (3.6.2) on obtient:

o) =po+o1+e2+...,

= Incosz.

La méthode converge vers la solution exacte.

3.7 Application de la méthode d’Adomian aux équations
intégro-différentielles non-linéaires

3.7.1 Equation intégro-différentielle de Volterra

Les équations intégro-différentielles non linéaires de Volterra sont données par:

o) (2) / (.8) {R(p(t) + N(p(t)} dt,

so“f)()—bk, 0<k<(n—1)n>0

(3.7.1)

ot " (x) est la dérivée nieme de la fonction inconnue p(x) qui sera déterminée, K(x,t) est
le noyau de léquation intégrale, f(x) est une fonction analytique, R(p) et N(p) sont des

fonctions linéaires et non linéaires de @, respectivement et by sont les conditions initiales.
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Pour n =0, les équation (3.7.1) sont les équations intégrales non linéaires de Volterra.

En intégrant les deux cotés de l'équation (3.7.1) n-fois, on obtient:

n—1

p(z) = %kaOk + L7 (f(z)+ L7 (/0 k(z,t) {R(o(t)) + N(p(t)} dt) . (372

n=0
ot L est supposé inversible et L' est un opérateur intégrale n fois. La méthode Adomian

standard définit la solution p(z) par la série

p(x) = pul), (3.7.3)

ot les composantes ©g,01,92,. .., sont généralement déterminés récursivement en utilisant

la relation [1]:

n—1
1
Xr) = —b K + L_l z)),
ule) = 3 e+ 110 -
orr1 = L7 (Row) + L (Ney), k>0

C’est la suggestion introduite par Adomian que la composante zéro pg habituellement iden-
tifiée par toutes les fonctions qui ne sont pas inclues sous le signe intégral, et d’autres com-

posants peuvent étre déterminés de maniére récursive comme indiqué ci dessus.

3.7.2 Equation intégro-différentielle de Fredholm

Les équations intégro-différentielles non-linéaires de Fredholm sont données par:

P (x) = f(x) +/O k(z, t) {R(p(t) + N(p(t))} dt,
oW () =b,, 0<k<(n—-1), n>0

(3.7.5)

ot " (z) est la dérivée n-iéme de la fonction inconnue p(x) qui sera déterminée, K(x,t) est

le noyau de ’équation intégrale, f(z) est une fonction analytique, R(p) et N(p) sont des

fonctions linéaires et non linéaires de @, respectivement et by sont les conditions initiales.
Pour n =0, ’équation (3.7.5) sont les équations intégrales non linéaires de Fredholm.

En intégrant les deux cotés de l’équation (2.7.21) n-fois, on obtient:

n—1

o) = 3 gybue® + L) + 1 ([ Kt) (RGol0) + NGO at) . (370

n=0
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ot L est supposé inversible et L™ est un opérateur intégrale n fois. La méthode d’Adomian

standard définit la solution @(x) par la série

p(r) = (), (3.7.7)

ot les composantes vo,01,p2,. .., sont généralement déterminés récursivement en utilisant

la relation:

n—1

pola) = 3 mibug + L7 (),

¢rr1 = L™ (Ror) + L7 (Ney), k>0

(3.7.8)

C’est la suggestion introduite par Adomian que la composante zéro o habituellement iden-
tifiée par toutes les fonctions qui ne sont pas inclues sous le signe intégral, et d’autres com-

posants peuvent étre déterminés de maniére récursive comme indiqué ci dessus.

3.8 Application de la méthode aux équations intégrales
non-linéaires de Fredholm

On consideére ['équation intégrale non-linéaire de Fredholm:

b
Ap(z) —/ k(z, t)F (p(t))dt = f(z), A0 (3.8.1)

ot f(x) est une fonction continue connue sur [a,b], F[p(t)] est une fonction non-linéaire
connue et k(x,t) est la fonction noyau connue, continue et bornée |k(x,t)| < M sur le carré
D = {(z,t) : x € [a,b],t € [a,b]} ot M est la borne supérieur sur le carré D.

Le but est de trouver la fonction inconnue p(x) qui est la solution de l’équation (3.8.1)
. la solution p(z) lors de Uapplication d’ADM est exprimée sous forme d’une série définie

par :
p(@) =Y on(2), (3.8.2)

ou les composantes p,(x), n > 0 peuvent étre calculées comme suit:

Fllp(®)] = Y Auloo(t) + @1(t) + -+ + pa(t)], (3.8.3)
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ot les polynémes d’Adomian peuvent étre évalués par la formule suivante :

Anlpo(t) +1(t) + -+ on(t)] = %% [F Z )\ngpn] : (3.8.4)

substituant (3.8.2) et (3.8.1) dans l’équation (3.8.1), on obtient:

> 1
nZ:O gpn(l’) = X

Les composantes @, (x), n > 0 sont calculées a l’aide de la relation réccursive suivante:

f(x)—i—Z/ k‘(m,t)An(t)dt] , (3.8.5)

oola) = 11(2)

I (3.8.6)
Ont1(x) = 3 [/ k(x,t)An(t)dt] : n >0
Exemple 3.7. Soit I’équation intégrale non-linéaire de Fredholm suivante :
1
olx) =4+ )\/ tp*(t)dt,
0
apres la substitution de (3.8.2) dans cette dernier on trouve l'équation suivante:
o) 1 o0
S pulz) =4+ A/ > An(tdt,
n=0 0 n=0
ou équivalante a
1
po(x) + (@) +- -+ pn(r) =4+ A/ tA(t) + Av(t) + - +n ()]t
0
alors
300(3:) = f(x )
(3.8.7)

1
Srit = )\/ Ap(B)dt k> 0
0
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ce qui donne

pi(t) = A /O 1 tAo(t)dt = 8,

A(t) = 2p0p1 = 64,

Pa(t) = A /1 tA(t)dt = 32)\%
0

As(t) = 20009 + 7 = 32002,

1
ps3(t) = A / tAy(t)dt = 160)°,
0

donc

D nlw) =4+ 88X+ 3207 + 1600° + ...
n=0

3.9 Application de la méthode aux équations intégrales

non linéaires de Volterra

Considérons l’équation intégrale non-linéaire de Volterra de second espéce donnée par:
p(x) =f(m)+/ k(z, t)F(p(t))dt, (3.9.1)
0

ot p(x) est une fonction inconnue, K(z,t)etf(x) sont des fonctions connues et F(p(t)) est

une fonction non linéaire de ¢(t).

Nous substituons [’équation (3.8.2) dans l’équation non linéaire (3.9.1) pour obtenier:

> ela) = fla)+ [ k)Y Autt,

telle que les A, sont des polynomes d’Adomian pour la fonction non-linéaire F(p(x)) definis
comme ’équation (3.5.1). Les composantes p,(x),n > 0 de la fonction inconnue p(x) sont

compleétement déterminé de maniére récurrente [12] :
vo(@) = f(2),

r+1(z) = /b k(x,t)Ap(t)dt, k>0 (3.9.2)
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ce qui donne:

.

of) = fia).
o1(z) = / ke, ) Ao(t)d,
%b
‘P2($):/ k(x,t)A;(t)dt, (3.9.3)

b
Orr1(T) = / k(x,t)Ax(t)dt, k> 0.

\

Exemple 3.8. Soit I’équation intégrale non-linéaire de Volterra donnée par:
o) =x— / O3 (t)dt, (3.9.4)
0

apres la substitution de l’équation (3.8.2) dans cette derniére, on obtient:

> ela)=a- [ S A

par identification des deux coté de [’équation on obtient:

wo(z)
Ao(t) = p*(z) = *,

1(x) = —/ Addt = _x_7
0 3

x,

2

Ay(t) = 2001 = —§t47

r 2
po(z) = —/0 Ay (t)dt = Ba:5,
As(t) = 2002 + ¢} = 5l s

2 = 2PoP2 T Y1 = 135"
r 51
— [ Ay(ydt = — 2T

eala) == [ a0t = 3
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3.10 Application de la méthode d’Adomian aux équa-
tions intégrales de Volterra non-linéaires faiblement
singuliéres

Les équations intégrales de Volterra non-linéaires faiblement singuliéres du deuxiéme espéce

sont donnés par [2]:

o(z) :f(x)+/ox\/%F(gp(t))dt, z €0,7] (3.10.1)
et

_ : B a x
o(z) = f(z) + /0 S e 0<a<l weT) (3.10.2)

ot [ est une constante et F(u(t)) est une fonction non linéaire de ¢(t). L’équation
(3.10.2) est connue sous le nom d’équation de Volterra faiblement singuliére non linéaire
généralisée. Les équations non-lincaire faiblement singulier et les équations généralisées non
linéaires faiblement singuliéres (3.11.4) et (3.10.2) se trouvent sous la catégorie des équations

singulieres a noyaux singuliers

k(x,t):m, 0<a<l,

respectivement. La méthode de décomposition d’Adomian sera appliquée sur I’équation de
Volterra généralisée non linéaire faiblement singuliére (3.10.2), car l’équation (3.10.1) est un
cas particulier de [’équation généralisée avec a = %, g(x) = x. Pour déterminer le solution
o(x) de (3.10.1).

On substitue la série de décomposition au terme p(z) dans (3.10.2)

Zg&n(fﬁ) = f(l') + /0m m ZAn(t)dt,O < a<l, (3103)

telle que les A, sont des polynomes d’Adomian pour la fonction non-linéaire F'(¢p(x)) définis
comme (3.1.7).
Les composantes po(x), 01(x), po(x),... sont généralement déterminées en utilisant la

relation réccurente
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etc. Apres avoir déterminé les composantes @o(x), p1(x), pa(x), ..., la solution p(z) de
(3.10.2) sera déterminée sous la forme d’une série. La série obtenue converge vers la solution

exacte st une telle solution existe.

Exemple 3.9. Soit [’équation intégrale non-linéaire de Volterra faiblement singuliére [18]:

o(z) =22 + “qa?— | ——P#)dt, [=1]0,2 3.10.4

On substitue la série de décomposition au terme p(z) dans (3.10.4)

) . 3 ) x 1 o0 ,
on(T) =22 + =71 —/ ©(t)dt,

En utilisant la relation de récurrence, nous posons

3
o) = T3 + —ma?,

o 3, 36 : 1701 , . 36 .
— | ——B3Wdt = - — gyt — —— 2
#1lw) /0 il 8™ T35 T aessa U 1001 ¢

Les termes de bruit +3wa? apparaissent entre po(z) et p1(z). En annulant le terme de bruit

3

—2ma?a partir de po(x) et en vérifiant que le terme non annulé dans @o(x) justifie 'équation

(3.10.4), la solution exacte est donc donnée par

N|=

o(x) = z2.

3.11 Méthode d’Adomian modifiée

La méthode de décomposition modifiée, fournit la solution exacte en ne calculant que trés

peu d’itérations, principalement deux itérations, de la décomposition en série. De plus, la
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technique modifiée peut donner la solution exacte pour les équations non linéaires sans tout
besoin aux polynomes dits d’Adomian de grand nombres. Bien que cette légere variation soit
assez simple, elle démontre la fiabilité et la puissance de la méthode modifiée.

Dans le cas ou f(x) est un polynome, les composantes de ¢ sont obtenues trés facilement.

Par contre si f(x) est une combinaison de plusieurs fonctions trigonométriques ou hy-
perboliques des dificultés se présentent.

On peut utiliser la méthode légérement modifiée pour simplifier les calculs.

Dans ce cas, la méthode est basé sur la décompostion de f(x) en deux fonctions [2]:

f(@) = fix) + fa(2).
On identifie

(

vo(x) = fi(x)(oufa(z)),

o1(2) = fole) + A / “k(a, Ogolt)dt, I

Yrr1(x) = /\/ k(x,t)pr(t)dt, k> 1.
0

\

Exemple 3.10. Voici un exemple d’application de la modifiée de la méthode d’Adomian a
une équation intégrale de Volterra du second espéce:

o) =14+2* —ze* + / el gy,
0

On cherche ¢(x) sous la forme d’une série p(z) =Y ", @n(t).

Z n(r) =1+ 2% —26® + / e TPINT AL (D),
n=0 0 n=0
On applique la méthode d’Adomian modifiée, on obtient:
(
wo(x) =1+ 22,
Ay = e = !t
sDl(x) — —.T6$2 +/0 6x2_t2_16<ﬂ(t)dt — O’ (3112)
Al = @16800 == O,
pa(x) = / e ey,
\ 0
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LA METHODE DE DECOMPOSITION D’ADOMIAN

A partir du @, touts les termes s’anull. la solution est donnée comme suit:

o) = g =1+2?

3.11.1 La méthode d’Adomian redémarée

C’est une nouvelle méthode basée sur la méthode d’Adomian standard pour résoudre des
équations algébriques. Babolian et al [4],[8] ont appliqué la méthode d’Adomian redémarrée
auzr équations intégrales non linéaires et aux équations intégro-différentielles non linéaires.
Dans cette méthode, nous utilisons la méthode Adomian modifiée qui proposait une légére
variation uniquement sur les composantes 0 et 1. La convergance de la méthode est plus
rapide que la méthode Adomian standard. Si nous considérons une équation non linéaire

générale et appliquons la MDA pour la résoudre.

3.11.1.1 Principe de la méthode

On choisit m € N* | k € N* deux petites valeurs.

Etapel:
On Applique la méthode d’Adomian sur les équations intégrales et on calcul: po, 01,02, - - Pk
POSONS:
¢ = o+ @1+ @2t o
Etape2:

Soit Z la fonction propre qui sera ensuite déterminée pour j =2 :m, Z = ¢/~ !

(

Po = Z,
p1=[f—Z+ Ao,
oy = A, (3.11.3)
Pr+1 = A,
| P =0ttt g

Remarque 3.2. ¢™ peut étre considéré comme une approximation de [’equation intégrale.
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LA METHODE DE DECOMPOSITION D’ADOMIAN

La méthode d’Adomian donne généralement la somme des premiers termes comme une
approrimation de Z, Dans cet méthode, nous pouvons mettre a jour @y a chaque étape, mais

nous ne calculons pas les termes avec un grand indice, donc m et k sont considérés petit.

Exemple 3.11. Soit [’équation intégrale non linéaire de Fredholm:

1

o(r) =1 — s+ /0 (p(t) + @*(1))dt. (3.11.4)

En appliquant la méthode d’Adomian redémarée sur l’équation (3.11.4), avec n=2 et m=3,
on obtient :

FEtapl1:

.

wo(x) =z — 0.833333333,
¢1(x) = —0.138888888,

; (3.11.5)
o) = / (o1(t) + G2(1))dt = —0.046296296,
0
| 6" = w0+ @1 + 2 = 7 — 1018518519,
FEtap2:
wo(z) = z — 1.018518519,
or(z) = / (0o(t) + G2(1))dt = —0.166323731, .
\ o 3.11.6
oa(z) = / (o1(t) + G2(8))dt = —0.0061013819,
0
\ O = o+ o1 + o = & — 1.178682111,
FEtap3:
(
oo(z) = x — 1.178682111,
o1(z) = [ (po(t) + @i(t))dt = —1.34744795,
/ (3.11.7)

oo(z) = /Ox(gpl(t) + Q3(t))dt = 0.04815103,

¢! = Qo+ 1 + 2 = T — 1.265270451,
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CHAPTER

RESULTATS NUMERIQUES

Dans ce chapitre, on a traite trois exemples numériques pour illustrer la méthode d’Adomian.
On commence par donner deuzr exemples d’équations intégrales linéaires et on finit par un
exemple non linéaire. Le but en fait est de faire une comparaison entre la solution obtenue

par la méthode d’Adomian avec la solution exacte. Les calculs sont effectués en utilisant le

logiciel MATLAB.

4.1 Exemples
Exemple 4.1. Considérons [’équation intégrale linéaire de Volterra
o(r) = 6z — 30* + /ﬂﬁ (t)dt
0
La solution exacte de cette équation est

o(x) = 6z
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IMPLEMENTATIONS NUMERIQUES

La solution approchée p,(z) de p(z) est obtenue par la méthode de décomposition d’Adomian,on
prend z=/[0,1].
Le tableau suivant donne une comparaison entre la solution exacte et la solution approchée

par différante valeur de n:

T solution solution erreur absolue
exacte approchée

0 0 0 0
0.1000 0.6000 0.6000 0.0000
0.2000 1.2000 1.2000 0.0000
0.5000 1.8000 1.8000 0.0000
0.4000 2.4000 2.4000 0.0000
0.5000 3.0000 3.0000 0.0000
0.6000 3.6000 3.6000 0.0000
0.7000 4.2000 4.1999 0.0001
0.8000 4.8000 4.7998 0.0002
0.9000 5.4000 5.5994 0.0006
1.0000 6.0000 5.9988 0.0012

Tableau 4.1: Comparison entre la solution obtenue parla MDA et la solution exacte.

['h]
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IMPLEMENTATIONS NUMERIQUES

NMumericalsolution&exactsolution
T

J(¥) axis

=+

T
Mumearical
Exact Solution
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Exemple 4.2. Soit I’équation intégrale linéaire de Fredholm

o(z) = (¢ — 1) + / to(t)dt

La solution exacte de cette équation est

La solution approximative p,(x) de p(x) est obtenue par la méthode de décomposition

xT

p(x)=e

d’Adomian,on prend z=/0,1].

Le tableau suivant donne une comparaison entre la solution exacte et la solution approchée

par différante valeur de n:

0.8
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x solution solution erreur absul-
exacte approchée lue
0 1.0000 0.9688 0.0312
0.1000 1.1052 1.0759 0.0313
0.2000 1.2214 1.1902 0.0313
0.3000 1.8499 1.8186 0.0313
0.4000 1.4918 1.4606 0.0313
0.5000 1.6487 1.6175 0.0313
0.6000 1.8221 1.7909 0.0312
0.7000 2.0138 1.9825 0.0313
0.8000 2.2255 2.1943 0.0313
0.9000 2.4596 2.4284 0.0313
1.0000 2.7183 2.6870 0.0312

Tableau 4.2: Comparaison entre la solution obtenue par la MDA et la solution exacte.
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Exemple 4.3. Considérons [’équation intégrale non linéaire:
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La solution exacte de cette équation est
o(x) = tanh(x)

La solution approchée o, () de p(x) est obtenue par la méthode de décomposition d’Adomian,on
prend x=[0,1]
Le tableau suivant donne une comparaison entre la solution exacte et la solution approchée

par différante valeur de n:

x solution solution erreur
exacte approchée

0 0 0 0

0.1000 0.0997 0.0997 0.0000
0.2000 0.197/ 0.197/ 0.0000
0.3000 0.2913 0.2913 0.0000
0.4000 0.3799 0.3799 0.0000
0.5000 0.4621 0.4621 0.0000
0.6000 0.5370 0.5370 0.0000
0.7000 0.6044 0.6043 0.0000
0.8000 0.6640 0.6659 0.0002
0.9000 0.7163 0.7156 0.0007
1.0000 0.7616 0.7590 0.0026

Tableau 4.3: Comparaison entre la solution obtenu par MDA et la solution exacte
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons présenté la méthode de décomposition d’Adomian MDA qui
sert a déterminer la solution approchée des équations intégrales linéaires et non linéaires
de Volterra et de Fredholm. Nous avons choisis de traiter des exemples pour comparer la
solution approchée obtenue par la méthode d’Adomian avec la solution exacte. Dans le cas
des équations intégrales linéaires nous avons montré que l’erreur absolue tend vers zéro; et
dans le cas des équations intégrales non linéaires La comparaison a montré que la méthode
de décomposition d’Adomian est plus précise et rapide que la méthode des approximations

successives. Ce qui prouve [’éfficacité de cette méthode.
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