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RÉSUMÉS

0.1 Résumé

Le travaile actuel consiste à étudier les limites des valeurs statistiques maximales

des données en fonction des coordonnées spatiales (latitude , longitude et l’altitude)

des distributions généralisées des valeurs maximales aprés avoir présenté un proces-

sus max stable et l’affichage de certains modèles (Smith , Schlather, Brown Resnick et

Extrémal-t), Dans ce mémoire, nous fournissons des exemples pour simuler des mo-

dèles des processus max stables établis par logiciel R , nous menons également une

étude pratique sur les données pluviométriques sur quatre sites d’un bassin de Mitidja

(FOUKA,AMOUR,FER.A et BLIDA) , en éstimant la distribution GEV correspondant à

chaque site à laide du logiciel R et en modélisant des processus max stable pour criéer

une représentation de surface correspondant aux coordonnées de l’espace .

0.2 Abstract

The current work consists in studying the limits of the maximum statistical values

of the data as functions of the spatial coordinates (latitude, longitude and altitude) of

the generalized distributions of the maximum values after having presented a stable max

process and the display some models (Smith , Schlather, Brown Resnick and Extremal-t),

1
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In this thesis, we provide examples to simulate stable max process models established by

R software, we also conduct a practical study on rainfall data at four sites in a watershed.

Mitidja (FOUKA, AMOUR EL AIN, FER.A and BLIDA), estimating the GEV distribution

corresponding to each site using the R software and modeling stable max processes to

shout a surface representation corresponding to the coordinates of the space.
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0.3 Notations et abréviations

— TCL : Théorème central limite.

— T VE : Théorie des valeurs extrêmes.

— i.i.d : Indépendant et identiquement distribué.

— GEV : Distribution des Valeurs Extrêmes Généralisée.

— EMV : Méthode du Maximum de Vraisemblance.

— GPD : Distribution de Pareto Généralisée.

— POT : L’approche par dépassements de seuil.

— BM : Block Maxima.

— AIC : Critère d’Information d’AKAIKE

— 1{A} : fonction indicatrice de l’événement A.

— F : 1−F, fonction de survie.

— N
(
µ,σ2

)
: Loi normale de moyenne µ et de variance σ2.

— X
d= Y : Égalité en distribution entre X et Y .

— P (A) : La probabilité de l’événement A.

— E(X) : L’espérance mathématique de la v.a. X.

— V ar(X) : La variance de la variable aléatoire X.

— Cov(X,Y ) : La covariance entre X et Y .

— N : Ensemble des entiers naturels.

— N
∗ : Ensemble des entiers naturels non nuls

— R : Ensemble des réels et Rp =R×R...×R︸        ︷︷        ︸
p f ois

, p ∈N∗

— v.a. : variable aléatoire.

— p.s. : Presque sûrement.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Au cours des dernières années, nous avons pu observer dans la recherche scienti-

fique, une modélisation des évènements rares. Ces derniers sont des évènements dont

la probabilité d’apparition est trop faible, c’est-‘a-dire ils se trouvent dans les queues des

distributions. Par définition, les événements rares sont des événements ayant une faible

probabilité d’apparition. Ils sont dits extrêmes quand il s’agit de valeurs beaucoup plus

grandes ou plus petites que celles observées habituellement. Lorsque le comportement

de ces événements est dû au hasard on peut étudier leurs loi.La modélisation des évène-

ments extremes (tels les inondations, les crus, les tempetes, les pics de pollution etc..) est

aujourd’hui un champ de recherche particulièrement actif.

Ces évènements extremes peuvent causer des dégats humains et matériels considé-

rables. De telles catastrophes ne peuvent pas toujours etre évitées. Cependant, la société

peut prendre des actions préventives pour minimiser leurs effets. Pour cela, les spécia-

listes ont à leur disposition la théorie statistique des valeurs extremes. Elle donne un

résultat trés intéressant parce qu’elle est d’une portée générale.

La théorie des valeurs extremes est une branche de la statistique qui essaie d’amener

une solution face à des évènements rares. Elle repose principalement sur des distribu-

tions limites des extremes et leurs domaines d’attraction. Cependant, on y retrouve deux

modèles : loi généralisée des extremes (GEV : ” Generalized Extreme Value ”) et loi de

Paréto généralisée

(GPD : ” Generalized Pareto Distribution ”).

Tout a commencé avec les auteurs Fisher et Tippet (1928)[26] quand ils étudiaient

la résistance des fils de coton puis plus tard Gnedenko (1943)[28] s’est intéressé à ces

distributions. Ils ont énoncé un théoréme fondamental avec la création de trois domaines

d’attraction : domaine d’attraction de Fréchet, Gumbel et Weibull.

Cette théorie est largement utilisée, elle a trouvé des champs d’application en :

— Climatologie : étude des événements climatiques extremes (précipitations, tempé-

ratures, chutes de neige), modélisation des grands feux de foret (voir par exemple

Alvarado et al. 1998)[31].

— Hydrologie : crues consécutives à des pluies torrentielles : aux Pays-Bas, digues
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menacées par l’effet conjoint des grandes marées et des conditions climatiques en

Mer du Nord (Inondation de 1953).

Ces notions ont d’abord été développées pour la théorie univariée des extrêmes et les

échantillons indépendants, puis étendues au cadre multivarié et aux échantillons dépen-

dants.

Aujourd’hui, une direction de recherche particulièrement active est celle de la théorie

spatiale des extrêmes, où l’on quitte le contexte fini-dimensionnel pour se placer dans un

cadre fonctionnel et où les processus occupent une place prépondérante. Cette compo-

sante spatiale est présente naturellement dans les applications aux sciences de l’environ-

nement, sciences de la terre et sciences humaines citées plus haut, et un enjeu important

est celui de la modélisation de la dépendance spatiale des extrêmes et des problèmes

d’inférence relatifs. Dans ce mémoire on essayera de donner une introduction générale à

tout ces concepts, en particulier la théorie spatiale des valeurs extrêmes et les processus

max-stables.

Ce mémoire est composé d’une introduction générale, de trois chapitres, d’une conclu-

sion générale et d’une bibliographie.

Le premier chapitre : Dans ce chapitre, on expose la théorie probabiliste des valeurs

extrêmes dans le cas univarié. Au début,dans la première section, on donne Le résultat

fondamental de la théorie des valeurs extrêmes, qui est le théorème de Fisher-Tippett

(1928)[26] & Gnedenko (1943)[28], est l’analogue du théorème de la limite centrale pour

le maximum d’une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi.on présen-

tera le résultat principal de la théorie des valeurs extrêmes qui montre que la loi limite

du maximum d’une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi (GEV)ne

peut appartenir qu’à l’un des trois types de distributions suivants : Gumbel, Weibull ou

Fréchet.Ensuite, dans la deuxième section, on définit la distribution de Paréto généralisée

«Generalized Paréto Distribution (GPD)» qui est un outil fondamental pour la méthode

des «Excès au-delà d’un seuil»

Le deuxième chapitre : Dans ce chapitre, on présentera une introduction en proces-

sus max stable, qu’est une généralisation de la théorie des valeurs extremes au contexte

spatial, qui est le cœur du sujet de ce mémoire,Après. On va voir qu’on peut transfor-

mer, sans perte de généralisation, les lois de probabilités marginales d’un processus max-

stable en lois de probabilité de Fréchet standards unitaires,ce qui est important pour

les applications. On va donner les représentations spectrales des processus max-stables,

en particulier la représentation de De Haan & Pickands. Ces représentations spectrales

sont à la base de la construction de certains modèles des processus max-stables, Smith,

Schlather, Brown Resnick , Extremal-t qui nous permette de mettre en applications les

processus max-stables. On définira « le coefficient extrémal » qui est un outil qui carac-

térise la structure, de dépendance entre les extrêmes spatiaux, et qui mesure le degré

de dépendance entre les réalisations d’un processus max-stable. Ensuite, on définira un

autre moment d’un processus qui caractérise la dépendance entre ses réalisations, « le F-
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madogramme », qui sera utilisé pour l’estimation du coefficient extrémal d’un processus

max-stable

Le troisième chapitre : dans ce chapitre on a difini des simulations des modèles de

processus max stable, en suite on va donner une application de l’ajustement sur les 4

stations de Mitidja pour estimer les paramètres des 4 modèles à l’aide de logiciel R de

packages SpacialExtrème.
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CHAPITRE1

MODÉLISATION DES QUEUES DE DISTRIBUTIONS

1.1 Introduction

La théorie des valeurs extrêmes communément appelée « Extreme Value Theory »

(EV T ) en anglais, est une vaste théorie dont le but est d’étudier les événements rares c’est

à dire les événements dont la probabilité d’apparition est faible. Autrement dit elle essaie

d’amener des éléments de réponse aux intempéries, aux inondations, aux catastrophes

naturelles, aux problèmes financiers,... etc. En prédisant leurs occurrences dans les an-

nées venir. En dautres termes on veut estimer des petites probabilités ou des quantités

dont la probabilité dobservation est très faible c’est–dire proche de zéro. Ces quantités

sont appelées quantiles extrêmes car l’ordre de ces quantiles tend vers zéro lorsque la

taille de l’échantillon, n, tend vers l’infni.

1.2 Théorie des valeurs extrêmes dans le cas de variables

IID Unidimensionnelles

Le résultat de base de la T VE consiste décrire la loi asymptotique du maximum de n

variables indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d). La forme de cette loi (notée

GEV ) dépend d’un seul paramètre qui permet de spécifier le comportement de la queue

de la loi considérée. Ce paramètre est lindice des valeurs extrêmes (noté ξ). En dautres

termes, le résultat de base de la T VE assure que la loi du maximum de n variables (i.i.d)

est toujours dans le domaine d’attraction d’une loi GEV
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1.2.1 Extrema par blocs

Si l’on se donne un échantillon de n variables aléatoires (Xi)i=1,...,n indépendantes et

identiquement distribuées (i.i.d), la statistique classique s’intéresse à la loi de

Sn =
n∑
i=1

Xi .

convenablement centrée et normalisée. On sait grâce aux travaux de Paul Lévy que Sn
(centré et normalisé) converge en loi vers un élément de la classe des lois stables pour

l’addition, et même le plus souvent vers son élément le plus connu. Or, quand on s’inté-

resse aux queues de distributions, ce n’est plus la moyenne que l’on va chercher à décrire,

mais le comportement de Mn = max
i=1,...,n

Xi , à nouveau correctement centré et normalisé. De

même que dans le cas de Sn, la famille de lois possibles pour Mn est connue, cette fois-ci

grâce aux travaux de Fisher et Tippett [26] . Comme dans le cas du comportement asymp-

totique de la moyenne, la famille de lois limites sera stable, non par l’application de la

somme, mais par l’application du maximum, d’où appellation de loi max-stables. Cette

famille est caractérisée par une équation fonctionnelle portant sur sa fonction de réparti-

ton, et dont les solutions sont les membres de la familleGEV (Generalized Extreme Value

Distribution). Plus précisément, on a le théorème suivant :

Théorème 1.1 (Fisher-Typett, 1928) [26]S’il existe des suites (an)n∈N > 0 et (bn)n∈N ∈ R
telles que

lim
n−→∞

P
{
a−1
n (Mn − bn) ≤ x

}
= (F (anx+ bn))n −→H (x) (1.1)

alors H est un membre de la famille GEV , c’est-à-dire qu’il existe des paramètres µ, σ > 0 et ξ
tels que

H (x) =

 exp
[
−
(
1− ξ x−µσ

) 1
ξ

]
, x/(1− ξ(x −µ)/σ ) > 0, si ξ , 0

exp(−e−x) , si ξ = 0
(1.2)

où µ ∈ R, σ > 0 et ξ ∈ R sont trois paramètres dépendants de la loi initiale des observations
(Xi)i=1,...,n.

Le théorème de Fisher-Tippett fournit, en quelque sorte, la contrepartie du Théorème

Central Limite (TCL) dans le cas d’événements extrêmes. Cependant, contrairement au

TCL, où la loi normale est la seule loi limite possible, dans le cas des extrêmes, trois types

de loi limite sont possibles

Les trois paramètres de H , µ, σ et ξ, sont respectivement ses paramètres de position,

d’échelle, et de queue. Les comportements diffèrent largement suivant ce dernier para-

mètre : en effet, pour ξ > 0 on a une loi à queue lourde (loi de type Fréchet). pour ξ < 0 on

a une loi à support borné (loi de type Weibull), alors que le cas ξ = 0 est intermédiaire,

correspondant à une loi de type Gumbel.

La loi H est l’une des trois lois limites :
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Distribution de Gumbel

Å (x) = exp {−exp[−x]} ,x ∈R

(1.3)

Distribution de Fréchet

ϕ (x) =

 exp {−x−α} , x > 0

0, x ≤ 0

(1.4)

Distribution de Weibull

ψ (x) =

 exp
{
− (−x)α

}
, x ≤ 0

1, x > 0

(1.5)

Sachant que α = 1
ξ c’est l’indice de la queue de la déstribution.

La figure 1.1 montre la fonction de répartition de certains membres de cette famille,

montrant bien les différents comportements de la queue de la distribution. Il est inté-

ressant à la vue de ce théorème de se demander s’il est possible de prévoir la valeur des

paramètres de la loi limite du maximum quand on connait la loi dont sont issues les

observations : c’est la question du domaine d’attraction, défini de la manière suivante :

Définition 1.1 Une variable aléatoire X appartient au domaine d’attraction de la distribution
des valeurs extrêmes F s’il existe des suites déterministes (an)n∈N > 0 et (bn)n∈N telles que I.1
est vérifiée.

On peut alors chercher à déterminer dans quel domaine d’attraction appartiennent

les lois usuelles. Cette approche n’a pas été retenue dans notre étude car dans le cas

général, la loi des observations est inconnue, et on ne peut donc pas étudier le domaine

d’attraction de cette façon. Un apprentissage important néanmoins de cette approche est

la classification des lois usuelles suivant leur appartenance à un domaine d’attraction de

distributions aux queues plus ou moins lourdes . On pourra retenir que la loi normale,

9
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Figure 1.1 – Représentation graphique de la densité des valeures extrêmes

Figure 1.2 – Fonction de répartition de lois GVE pour différentes valeurs de ξ , avec σ = 1
et µ = 0
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très utilisée, est dans le domaine d’attraction de la loi de Gumbel, correspondant, on le

rappelle, à une queue de distribution légère, quoique non bornée supérieurement.

1.2.2 Estimation

D’un point de vue statistique, l’approche couramment employée consiste à utiliser

le théorème I.1 pour estimer le comportement du maximum : les données sont séparées

en groupes de tailles égales (par exemple des blocs d’une année), sur lesquels on cal-

cule les maxima, et on suppose alors que l’on dispose d’un échantillon i.i.dde loi GEV ,

ce qui serait réaliste pour des blocs dont la taille tend vers l’infini. De nombreux tra-

vaux se sont attachés à l’estimation des paramètres en partant de cette modélisation :

maximum de vraisemblance, la méthode des L-moments Hosking [35], la méthode des

moments pondérés pour l’estimation des trois paramètres ; estimateur de Hill 1975 [34],

de Pickands1974 [50], de Dekkers-Einmahl-De Hann 1989 [19] pour l’estimation du pa-

ramètre de queue ; chaque méthode citée étant valable dans un domaine particulier du

paramètre de queue.

Par exemple, il est connu depuis les travaux de Smith 1987 [63] que l’estimateur du

maximum de vraisemblance fonctionne sur un domaine restreint en ce qui concerne les

valeurs de ξ, en partie à cause du fait que le support de la loi dépend de ce paramètre,

contrairement aux cas usuels, comme par exemple la famille exponentielle. On a plus

particulièrement le résultat suivante :

— Si ξ > −0.5, l’estimateur du maximum de vraisemblance est régulier, dans le sens

où il vérifie les propriétés habituelles d’efficacité et de normalité asymptotique ;

— Si −1 < ξ < −0.5, l’estimateur du maximum de vraisemblance peut être généra-

lement calculé, mais ne possède pas les propriétés habituelles, en particulier la

normalité asymptotique ;

— Si ξ < −1, l’estimateur du maximum de vraisemblance n’est généralement pas cal-

culable du fait de problèmes numériques.

Ces limitations sont souvent peu contraignantes en pratique, car le cas où ξ < −0.5

correspond à des queues bornées très courtes, qui est un cas assez peu fréquent lorsque

l’on s’intéresse à la modélisation des valeurs extrêmes, en particulier lorsque que l’on

s’intéresse aux extrêmes de données environnementales ou financières, pour lesquelles

on constate des paramètres de queue positifs, ou nuls.

Un des problèmes de cette approche est que toute l’information collectée n’est pas

retenue pour l’estimation, étant donné que l’on ne conserve que les maxima sur un bloc,

par exemple une année. Il y a alors un compromis à établir entre la taille des blocs, pour

justifier de l’utilisation de la loi limite pour le maximum, mais aussi sur le nombre de

blocs résultants pour avoir assez d’observations afin de mener à bien l’estimation des

paramètres.

Lorsque l’on regroupe les observations pour n’en conserver que le maximum par bloc,

on perd non seulement l’information temporelle sur les moments où ces maxima sont
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observés et sur leur étendue temporelle comme sur leur tendance à l’agrégation ou à la

répulsion, mais on perd aussi une information sur le comportement de la distribution

aux alentours du maxima, comme la forme d’un évènement extrême.

De plus, les conditions d’application du théorème de Fisher-Tippett ne sont que rare-

ment vérifiées, étant donné que les observations initiales ne sont pas systématiquement

i.i.d., et il faut donc développer des modèles dans ce cas-là : ce point fera l’objet de la

dernière partie de ce chapitre, les sections intermédiaires étant dédiées à l’extension de la

description des lois max-stables au cas multivarié et à celui des processus stochastiques.

Auparavant, nous intéresserons à la description d’une méthode se passant du regroupe-

ment par blocs.

1.3 Domaine d’attraction

Il faut bien noter que le paramètre conditionne le type de la loi des valeurs extrêmes.Nous

présentons dans ce qui suit, les domaines d’attractions dans les trois cas correspondant

au paramètre.

On commence par défnir les fonctions à variation régulière.

Définition 1.2 Une fonction L mesurable et positive sur ]0,∞[ est à variations lentes, si, pour
tout x > 0,

lim
t→∞

L (tx)
L (t)

= 1.

1.3.1 Le domaine d’attraction de la distribution de Gumbel

Cas où ξ = 0 : La loi présente dans la queue une décroissance de type exponentielle,

ce qui permet de caractériser dans ce cas, le domaine d’attraction de Gumbel D(Λ). Ce

dernier est délicatement traitable, car il n y a pas de lien direct entre la queue de la loi et

les fonctions variations lentes définies par (Delmas et Jourdain (2006))[20] :

Von Mises (1936), [43] a donné une caractérisation simple pour le domaine dattraction

de Gumbel, formulée par le biais du théorème suivant :

Théorème 1.2 S’il existe une fonction mesurable R ; appelée fonction auxilliaire telle que :

lim
x→ω(F)

1−F (t + xR (t))
1−F (t)

= exp(−x)

avec
ω(F) = inf {x ∈R : F(x) ≥ t}.

est le point terminal de F, alors
F ∈D (Λ)

— Le tableau suivant fournit quelques exemples de lois qui appartiennent au do-

maine d’attraction de Gumbel.
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Table 1.1 – Lois du domaine d’attraction de Gumbel
Loi 1−F (x)

Benktender II ,α,β > 0 x−(1−β) exp
(
−αβ x

β
)

Logistic 1
1+exp(x)

1.3.2 Le domaine d’attraction de la distribution de Weibull

Cas où ξ < 0 : Le domaine d’attraction dans ce cas est celui de Weibull D
(
Ψξ

)
. Les

lois de ce domaine sont bornées à droite, et par conséquent, le point terminal ω (F) est

fini.Une caractérisation d’appartenance à ce domaine dattraction est donnée par le théo-

rème suivant (pour la démonstration, voir Gnedenko (1943,))[28] :

Théorème 1.3 Une fonction de répartition F appartient au D(Ψξ) si et seulement si ω(F) <

+∞ et
F
(
ω (F)− 1

x

)
= x−

1
ξ L (x)

avec : F est la fonction de survie donnée par F(x) = 1−F(x) ; L est une fonction variation lente.

— Le tableau suivant présente quelques lois qui appartiennent au domaine d’attrac-

tion de Weibull.

Table 1.2 – Lois du domaine d’attraction de Weibull.
Loi 1−F

(
ω (F)− 1

x

)
ξ L (x)

Uniforme 1
x , x > 1 −1 1

Weibull 1− exp(−x−α) −1
α 1− x−α2 + o (x−α)

Reverse Burr (λ,β,τ)
(

β
β+xτ

)λ
avec x > 0 −1

λτ βλ(1−λβx−τ ) + o (x−τ )

1.3.3 Le domaine d’attraction de la distribution de Fréchet

Cas ou ξ > 0 : Ce cas correspond au domaine dattraction de Fréchet. Les lois appar-

tenant à ce domaine d’attraction sont caractérisées par une queue à décroissance lente

(polynomiale) à l’infini, et un point terminal ω(F) = +∞. Elles sont dites aussi lois à

queues lourdes. Une caractérisation de ce domaine d’attraction noté D
(
Φξ

)
est donnée

par le théorème suivant (pour la démonstration, voir Gnedenko (1943))[28] :

Théorème 1.4 Une fonction de répartition F appartient au D
(
Φξ

)
si et seulement si sa fonc-

tion de survie est donnée par :
F (x) = x−

1
ξ L (x)

ou L est une fonction à variation lente.

— Le tableau suivant présente quelques lois qui appartiennent au domaine d’attrac-

tion de Fréchet .
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Figure 1.3 – Les graphes représentent les domaines d’atraction des trois lois extrêmes

Table 1.3 – Lois du domaine d’attraction de Fréchet
Loi 1−F (x) ξ l (x)

Pareto(α)avec α > 0 x−α 1
α 1

Burr(η,τ,λ)avecη,τ,λ > 0
(

η
η+xτ

)λ
,x > 0 1

λτ

(
η

1+ η
xτ

)λ
Pareto Généralisé(σ,ξ)avec σ,ξ > 0

(
1 + ξx

σ

)− 1
ξ ,x > 0 ξ

(
σ
ξ

) 1
ξ
(
1 + σ

ξx

)− 1
ξ

1. Une fonction de répartition F peut appartenir à deux domaines d’attraction diffé-

rents D1 et D2 (pour plus de détails, voir Resnick (1987))[54].

2. Les variables aléatoires dans les trois domaines d’attraction de Gumbel, de Fréchet

et de Weibull sont liées par la relation suivante (voir Embrecht et al. (1997))[24] :

X ∈D
(
Φξ

)
⇐⇒ log(X−

1
ξ ) ∈D (Λ)⇐⇒−X−1 ∈D(Ψξ)

.

La GEV est une approche basèe sur la sèrie de maxima de blocs, donc cette mèthode

a l’inconvènient qu’une seule observation entre dans la modèlisation ; cela conduit à une

perte d’information contenue dans les autres grandes valeurs de l’èchantillon. Contraire-

ment à la GEV , la GPD est apparue pour remèdier les dèfauts de la GEV , cette mèthode

a l’avantage que plusieurs observations qui dèpassent un certain seuil seront prèsentes

dans la modèlisation, pour cette raison nous les introduisons dans la section suivante
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Figure 1.4 – Méthode des excés : u réel uffisamment élevé appelé seuil, y : excés de x
au-delà de u

1.4 Loi des dépassements de seuils

1.4.1 Excés au-delà d’un seuil

La méthode des excès au-delà d’un seuil (ou Peak Over Threshold, POT) repose sur

le comportement des valeurs observées au-delà d’un seuil donné. En d’autres termes,

elle consiste à observer non pas le maximum ou les plus grandes valeurs mais toutes

les valeurs des réalisations qui excèdent un certain seuil élevé. L’idée de base de cette

approche consiste à choisir un seuil suffisamment élevé et à étudier les excès au-delà de ce

seuil. Cette méthode initialement développée par Pickands [1975][46] et abondamment

étudiée par divers auteurs tels que de Smith [1987][63], Davison et Smith [1990][65], ou

Reiss et Thomas (2001) [53] pour de plus amples références.

On définit un seuil u ∈R

Nu = card {i, i = 1, ...,n, : Xi > u}

et

Yi = Xi −u > 0

pour 1 ≤ j ≤ Nu ou Nu est le nombre de dépacements du seuil u par les (Xi)1≤i≤n et

Yi , ...,YNu les éxcés correspondants (Figure 1.4).

On cherche à partir de la loi F de X à définir une loi conditionnelle Fu par rapport au

seuil u pour les variables aléatoires dépassant ce seuil.

On définit alors la loi conditionnelle des excés Fu par :

Fu (y) = Pr(X −u ≤ y|X > u) =
F (u + y)−F (u)

1−F (u)
, y ≥ 0 (1.6)

Le théorème de Pickands-Balkema-de Haan ci-après donne la forme de la loi limite
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pour les valeurs extrêmes : sous certaines conditions de convergence, la loi limite est une

loi de Pareto généralisée que l’on notera GPD.

Théorème 1.5 (de Pickands-Balkema-de Haan) Une fonction de répartition F appartient
au domaine d’attraction maximale de Hξ , si et seulement si, il existe une fonction positive
β (u) telle que :

lim
u→xF

sup
0≤y≤xF−u

∣∣∣Fu (y)−Gξ,β(u) (y)
∣∣∣ = 0 (1.7)

où Fu (y) est la fonction de répartition conditionnelle excés pour u èlevé

xF est le point terminal de F

xF = {x ∈R : F (x) < 1}

et Gξβ(u) (y) est la GPD donnée par :

Gξ,β(u) (y) :=

 1−
(
1 + ξ y

β(u)

)− 1
ξ ,ξ , 0

1− exp
(
− y
β(µ)

)
,ξ = 0

(1.8)

où : y ≥ 0 pour ξ ≥ 0 et 0 ≤ y ≤ −β(u)
ξ pour ξ < 0

Ce théorème montre l’existence d’une relation étroite entre la GPD et la GEV : Pi-

ckands [1975][46] a montré que pour n’importe quelle loi F, l’approximation GPD défi-

nie par (1.7) n’est vérifiée que s’il existe des constantes de normalisation et une loi non

dégénérée telle que le résultat donné par (1.1) est vérifié. Dans ce cas, si H est écrite sous

la forme d’une GEV équation (1.2), alors l’indice de queue ξ est le même que celui de

la GPD donnée dans (1.8). De meme pour la GPD, le cas ou ξ > 0 correspond aux lois à

queues épaisses, pour le quel 1 −G se comporte comme une puissance. x−
1
ξ pour x as-

sez élevé. Si ξ = 0 on trouve 1 − exp
(
− y
β(u)

)
,c’est la loi exponentielle de paramètre β et

enfin pour ξ > 0 c’est la loi pareto de type II à support bornèe Figure 1.5 La GPD a les

proprietés suivantes :

E (Y ) =
β

1− ξ
, (ξ < 1)etV (Y ) =

β2

(1− ξ)2 (1− 2ξ)
,
(
ξ <

1
2

)
En pratique le choix du seuil constitue une difficulté. En fait, u doit être assez grand

pour que l’approximation GPD définie par (1.7) soit valide, mais pas trop élevé pour

garder un nombre suffisant de dépassements pour estimer les paramètres du modèle. Le

seuil doit être choisi de façon à faire un arbitrage, traditionnel en statistiques, entre le

biais et la variance. Généralement, u est déterminé graphiquement en exploitant la linéa-

rité de la fonction d’excès moyenne e (u) pour la GPD (cf. [Embrechts et al., 1997])[24].

Cette technique fournit une aide précieuse, cependant, il ne faut pas attendre d’elle la

bonne valeur de u.
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CHAPITRE 1. MODÉLISATION DES QUEUES DE DISTRIBUTIONS

Figure 1.5 – Densité des lois de valeurs extremes, avec ξ = 0.5 pour la loi de Pareto, ξ = 0
pour la loi exponentielle et ξ = −0.5 pour la loi de Pareto II

En pratique, plusieurs valeurs de u doivent être testées. Ce problème du choix a sus-

cité de nombreux travaux dans la littérature. Beirlant et al. [1996][2] ont suggéré de choi-

sir le seuil u qui minimise l’erreur quadratique moyenne asymptotique de l’estimateur

de Hill de l’indice de queue, tout en supposant que F appartient au domaine d’attraction

maximale de Fréchet. Parmi d’autres, Hall [1990] [33] ; Danielsson et al. [2001][12], ont

introduit des approches Bootstrap pour trouver le seuil optimal.

Une autre méthode utilisée par plusieurs auteurs (cf. par exemple, [McNeil et Frey,

2000 ; Raggad, 2007 ; Marimoutou et al., 2009])[41] [55][39]consiste à choisir un seuil

aléatoire. En fait, ils prennent k observations excédentaires et le k peut être déterminé par

des méthodes Monte-Carlo. Pour une discussion des principales approches, récemment

développées, permettant le choix du seuil optimal, nous renvoyons à Matthys et Beirlant

[2000][40].

1.4.2 Estimation

1.4.2.1 Choix du seuil

Le résultat théorique énoncé précédemment fait apparaitre un comportement quand

on observe les excès au-delà d’un seuil qui devient arbitrairement grand. Or, en pratique,

il faut le laisser fini sous peine de ne plus avoir d’observations le dépassant. On voit alors

apparaitre une nécessité de compromis entre la justesse de l’approximation, engendrant

un biais, et le nombre d’observations conservées, dont la diminution quand le seuil aug-

mente génère une variance d’estimation plus importante. Deux méthodes principales sont

utilisées par les praticiens, une exploratoire et une basée sur l’estimation des paramètres :

— Supposons qu’au-delà d’un seuil u0, X suive effectivement une loi GPD de para-

mètres σu0
et ξ < 1, ce dernier paramètre étant invariant du seuil. On peut montrer
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le résultat suivant pour un autre seuil u > u0 :

E (X −u | X > u) =
σu

1− ξ
=
σu0

+ ξu
1− ξ

et donc l’espérance des dépassements de seuil u est une fonction linéaire de u.

Puisque cette quantité est facilement estimable par sa contre partie empirique,

nous avons une première approche permettant de choisir un seuil convenable, en

cherchant le seuil au-delà du quel la fonction précitée est linéaire.

— Une approche alternative consiste à estimer les paramètres de la loi GPD (voir

ci-après les méthodes d’estimation) et de chercher une valeur du seuil au-delà de

laquelle ces estimations sont stables. Pour obtenir des paramètres indépendants

du seuil, Coles (2001)[7] propose de tracer le comportement de σ ∗ = σ̂u − ξ̂u et de

ξ̂

1.4.2.2 Estimation des paramètres

Une fois le seuil fixé, plusieurs approches existent pour l’estimation des paramètres :

on peut calculer la vraisemblance associée aux dépassements de seuils, car la loi des ex-

cès suit — asymptotiquement— une loi de Pareto généralisée. Il est ainsi possible de

construire l’estimateur au maximum de vraisemblance pour estimer les paramètres σ et

ξ, ce dernier étant le même que lorsque l’on s’intéresse au maxima par bloc.

Plus précisément, le modèle retenu est le suivant :

P {X > x | X > u} =
[
1 + ξ

(x −u
σ

)]− 1
ξ

Ce que l’on peut aussi écrire :

P {X < x} = 1−λu
[
1 + ξ

(x −u
σ

)]− 1
ξ

avec λu = P {X > u} . On voit ainsi qu’il est nécessaire d’estimer trois paramètres, et

bien que l’estimation de λu puisse se faire trivialement à l’aide du nombre de dépasse-

ment, l’erreur d’estimation devrait être prise en compte lors du calcul des intervalles de

confiance sur les quantiles extrêmes, ce qui semble rarement fait en pratique. Nous pro-

poserons dans la suite une méthode alternative qui permet de s’affranchir de ce problème,

tout en retirant le fait que le paramètre σ estimé dépende du seuil u, grâce à une autre

approche sur les dépassements de seuils.

Le lecteur peut aussi se référer aux articles mentionnés dans la partie précédente et

qui s’intéressent à l’estimation de ξ, vu que les méthodes d’estimation de ce paramètre

sont transposables au cas présent.
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1.5 L’estimation de l’indice de queue

On présente ici trois estimateurs différents, tous basés sur les statistiques d’ordre

Xk,n ≤ ...... ≤ X1,n, obtenue à partir de la série initiale en considérant les k valeurs les

plus grandes (ou les plus petites) . k dépend a priori de n, même si on ne le mentionnera

pas dans la notation : l’idée est d’avoir k→∞ lorsque n→∞, mais sans prendre « trop »

de valeurs de l’échantillon, ce qui conduit à imposer k
n → 0 .

Incidemment, cela implique que se posera la question du choix optimal de k. En ef-

fet, il est indispensable de calculer ces estimateurs sur les queues de distribution. Choisir

un k trop élevé engendre le risque de prendre en compte des valeurs qui ne sont pas

extrêmes, à l’inverse, un sous-échantillon trop petit ne permet pas aux estimateurs d’at-

teindre leur niveau de stabilité. Enfin, on retiendra que l’approche non paramétrique n’est

envisageable que si l’on dispose d’un nombre important d’observations : dans le cas où

les échantillons sont de petite taille

1.5.1 Estimateur de Pickands

L’estimateur de Pickands est construit en utilisant trois statistique d’ordres. Cet esti-

mateur a l’avantage d’être valable quel que soit le domaine d’attraction de la distribution

et par conséquent, du domaine de définition de l’indice des valeurs extrêmes.Pickands

(1975)[46] démontre la consistance faible de son estimateur. La convergence forte

ainsi que la normalité asymptotique ont été démontrées par Dekkers et de Haan

(1989)[19].

Définition 1.3 On suppose que {Xi , i = 1, ...,n} est une suite de variables aléatoires indépen-
dantes de loi F appartenant à l’un des domaines d’attractions. Soit (kn)n≥1une suite d’entiers
avec 1 ≤ kn < n, l’estimateur de Pickands est défini par

ξ̂
p
kn

=
1

ln2
ln

(
Xn−kn+1,n −Xn−2kn+1,n

Xn−2kn+1,n −Xn−4kn+1,n

)
(1.9)

Théorème 1.6 (Propriétés de l’estimateur de Pickands) Soit (kn)n≥1 une suite d’entiers telle
que 1 ≤ kn < n, kn→∞ et kn/n→ 0 quand n→∞

— Alors, ξ̂pknconverge en probabilité vers ξ.
— Si de plus kn/ ln(ln(n))→∞ quand n→∞ ,Alors ξ̂pkn converge presque sûrement vers

ξ.

— Sous des conditions additionnelles sur la suite kn et la fonction de répartition F que l’on
pourra consulter dans Dekkers et de Haan (1989)[21],

√
kn(ξ̂pkn − ξ) Loi−−→ N

0,
ξ2

(
22ξ+1 + 1

)
4(ln2)2

(
2ξ − 1

)2

 (1.10)
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1.5.2 Estimateur de Hill

Cet estimateur a été introduit par Hill (1975)[34] pour estimer d’une manière non

paramétrique le paramètre de queue des lois appartenant au D(Fréchét ). Pour construire

son estimateur, Hill utilise la méthode du maximum de vraisemblance sur l’ensemble des

kn plus grandes observations d’un échantillon. Un grand nombre de travaux théoriques

ont été consacrés à l’étude des propriétés de l’estimateur de Hill. Mason (1982)[42] a

démontré la consistence faible et Deheuvels, Haeusler et Mason ont établi la consistance

forte dans Deheuvels et al. (1988)[18]. La normalité asymptotique est due entre autres à

Davis et Resnick (1984)[14], Csörgö et Mason (1985)[11], Haeusler et Teugels (1985)[32]

et Smith (1987)[63].

Définition 1.4 Soit (kn)n≥1 une suite d’entiers avec 1 < kn ≤ n, l’estimateur de Hill est défini
par

ξ̂Hkn =
1

kn − 1

kn−1∑
j=1

ln
(
Xn−j+1,n

Xn−kn+1,n

)
(1.11)

Si on choisit k,n −→ +∞ , de sorte que k
n −→ 0 alors on peut montrer que lim

k−→∞
ξHk,n = ξ et

l’estimateur de Hill est de plus asymptotiquement normal :

√
k
ξHk,n − ξ
ξ

Loi−−→ N (0,1) (1.12)

Le théorème suivant présente les propriétés de lestimateur de Hill :

Théorème 1.7 (Propriétés de l’estimateur de Hill) Soit (kn)n≥1 une suite d’entiers avec 1 <

kn ≤ n,kn→∞ et kn/n→ 0 quand n→∞
— Si les X1, ...,Xn sont i.i.d .Alors lestimateur de Hill ξ̂H converge en probabilité vers ξ.
— Si k

n → 0 , k
ln(ln(n)) →∞ et les X1, ...,Xn sont i.i.d . Alors lestimateur de Hill converge

presque sûrement vers ξ.
— Si les X1, ...,Xn sont i.i.d et F est à variations régulières. Alors√

kn(ξ̂Hkn − ξ) Loi−−→ N
(
0,ξ2

)
(1.13)

Pour la preuve de ce théorème, voir Hill (1975)[34].

la convergence étant en loi. Cet estimateur est l’estimateur du maximum de vraisem-

blance dans le cas particulier du modèle

F (x) = 1−F (x) = Cx−
1
ξ

;on reconnait ici une distribution de Pareto d’indice α = 1
ξ . Dans le cas général du do-

maine de Fréchet, la fonction de survie est de la forme

F (x) = 1−F (x) = x−
1
ξ L (x)
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avec L une fonction à variation lente. Cela induit un biais important sur l’extimateur de

Hill, qui est donc en pratique d’un maniement délicat. Dans le cas général, la fonction L

apparaît comme un paramètre de nuisance de dimension infinie, qui complique l’estima-

tion

1.5.2.1 Estimateur de Hill Alternatif

Même si l’estimateur de Hill est bien moins volatil que celui de Pickand (quand on le

représente en fonction du nombre d’observations considérées), il manque de précision et

sa phase de stabilisation, qui devrait correspondre à la valeur de l’indice de queue, est

parfois difficile à identifier. RESNICK et STARICA [1997][57] ont mis au point une mé-

thode très simple pour effectuer un « agrandissement » du démarrage du graphe de l’es-

timateur de Hill. Pour ce faire, l’idée est de changer d’échelle sur l’axe des abscisses pour

passer en échelle logarithmique. Ainsi, la partie de courbe correspondant aux premières

valeurs extrémales est agrandie et plus précise, par opposition à la partie de courbe cor-

respondant aux valeurs qui ne font probablement pas partie de la queue de la distribu-

tion. En pratique, au lieu de représenter graphiquement
{
k,ξHk,n

}
, on trace

{
k,ξH

nθ ,n

}
avec

0 ≤ θ ≤ 1.

1.6 Exemples de comportements limites dans les queues

Dans cette section, nous proposons trois exemples illustrant comment se manifestent

les lois limites de la GEV et la GPD en pratique, compte tenu de différentes hypothèses

sur la loi F de la variable parente X de l’échantillon.

Exemple 1.1 (Cas de la loi exponentielle) Pour la loi exponentielle de paramètre λ = 0, la
fonction de répartition de cette loi est

∀x ∈R,F (x) = Pr(X ≤ x) =

 1− e−x si x > 0

0 si x ≤ 0

En posant bn = log(n) et an = 1 alors

∀x ∈R,∀n ∈N∗,Pr
(
Mn − bn
an

≤ x
)

= Pr(Mn ≤ anx+ bn) = Fn (x+ lnn)

Alors :
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Pr
(
Mn − bn
an

≤ x
)

=


(
1 + e−x−log(n)

)n
si x+ lnn > 0

0 si x+ lnn ≤ 0
(1.14)

=
{(

1− e
−x

n

)
→ exp {−e−x}

= A (x)

c’est-à-dire que le maximum convenablement normalisé de la loi exponentielle converge

vers la loi de Gumbel. Cette loi appartient au domaine d’attraction maximal de Gum-

bel.Aussi, les lois dans le domaine d’attraction de la loi de Gumbel sont parfois appelées

lois de type exponentiel.En ce qui concerne la méthode des excès au-delà d’un seuil u, en

prenant βu = 1 alors

Fu (y) =
F (u + y)−F (u)

1−F (u)
, y ≥ 0 (1.15)

=
e−u − e−u−y

e−u
= 1− e−y

pour tout y > 0. Aussi, la limite est la loi GPD de paramètre ξ = 0 avec βu = 1 notons que

dans ce cas, la loi GPD n’est pas simplement la loi limite, mais il s’agit de la loi exacte

pour tout u.

Exemple 1.2 (cas de la loi de Pareto) pour la loi de Pareto de fonction de répartition F (x) =

1− cx−α, ou c > 0 et α > 0. En posant, bn = 0 et an = (nc)
1
α alors on a pour x > 0

Fn (anx − bn) = (1− c (anx)−α)n = (1− ca−αn x−α)n (1.16)

=
(
1− x

−α

n

)n
→ exp {−x−α}

= ϕα (x)

qui est la loi de Fréchet. La loi de Pareto appartient au domaine d’attraction maximal de Fréchet.
Aussi, les lois dans le domaine d’attraction de la loi de Fréchet sont parfois appelées lois de type
Pareto.En se basant sur la méthode des excès au-delà d’un seuil u et en considérant βu = ub

pour b > 0. on a alors

Fu (y) =
F (u +uby)−F (u)

1−F (u)
, y ≥ 0 (1.17)

=
cu−α − c (u +uby)−α

cu−α
= 1− (1− by)−α
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pour ξ = 1
α et b = ξ, la limite est alors la loi GPD de paramètre ξ

Exemple 1.3 (Cas de la loi normale) Soit F (x) = 1√
2π

x∫
−∞
e−

y2

2 dy la fonction de répartition

de la loi N (0,1). D’après Feller [1968][27], 1 − F (x) est équivalente à 1
x
√

2π
e−

x2
2 au voisinage

de l’infini,donc 1−F (x) ∼ 1
x
√

2π
e−

x2
2 quant x→ +∞ alors :

lim
u→+∞

1−F
(
u + z

u

)
1−F (u)

= lim
u→+∞

[(
1 +

z

u2

)
exp

{
−1

2

(
u +

z
u

)2
+

1
2
u2

}]
= e−z

Si on suppose dans un premier temps que βu = 1
u ,alors

1−
1−F

(
u + z

u

)
1−F (u)

=
F (u + βuz)−F (u)

1−F (u)
−→ 1− e−z quant u→ +∞

et par la suite la loi limite des excès au-delà d’un seuil est la loi exponentielle. Dans un second
temps si on considère bn solution de F (bn) = 1− 1

n et an = 1
bn

, ou obtient

n {1−F (anx+ bn)} = {
1−F (anx+ bn)}

1−F (bn)
−→ e−x

et donc

lim
n→+∞

Fn (anx+ bn) = lim
n→+∞

(
1− e

−x

n

)n
= exp {−e−x}

converge vers la loi de Gumbel.

comme il a été remarqué par Smith[2003][64], bien que loi de Gumbel et la loi expo-

nentielle soient respectivement les limites exactes des maxima et des excès au-delà d’un

seuil, les meilleures approximations sont obtenues en utilisant la loi GEV et la loi GPD.

Ces lois sont très générales et permettent d’inclure même le cas où ξ , 0. En fait, il est gé-

néralement préférable de considérer ces deux lois même si on pense que la loi de Gumbel

ou la loi exponentielle sont les vraies lois limites.

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons fait un rappel sur la théorie des valeurs ex-

trêmes, en mentionnant les différentes caractéristiques et les notions de base

qui sont trés utiles pour l’estimation des quantiles extrêmes et le niveau de

retour que nous aborderons dans le chapitre suivant
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CHAPITRE2

PROCESSUS MAX-STABLE

2.1 Introduction

Les techniques de processus ponctuels sont largement utilisées dans la théorie des va-

leurs extrêmes parce qu’elles fournissent des outils qui peuvent être utilisés pour prouver

plusieurs résultats asymptotiques avec élégance et perspicacité.

Pour donner une idée générale, soit à construire des modèles pour la distribution

aléatoire des points dans un espace qu’on prend souvent comme une partie deR+, deR ou

de Rd (d ≥ 1). Par exemple, les emplacements des arbres dans une forêt, les localisations

et les instants où se produit un ouragan ou les répliques à la suite d’un tremblement de

terre, les instants d’arrivée des clients dans une file d’attente, les instants de panne d’une

machine ou d’un groupe de machines dans une usine, etc. Alors, les processus ponctuels

sont des condidats idéaux pour ce genre de modélisation.

Pour être un peu plus précis, soient E un espace et x = {xi , i ∈ I ⊂N∗} un ensemble

de points de E considérés comme des réalisations de certaines variables aléatoires aux

valeurs dans E .

Un processus ponctuel N est une distribution aléatoire des points de x dans l’espace

E qui à chaque ensemble A ⊆ E, N (A) est le nombre de points de x dans A.

Les plus importants des processus ponctuels dans la théorie des valeurs extrêmes sont

ceux pour lesquels le nombre de points de x qui appartiennent à l’ensemble A suit une

loi de probabilité de Poisson. Ces processus qu’on appelle « Processus Ponctuels de Pois-
son », qu’on va voir plus loin, sont une généralisation des processus de Poisson clas-

siques (homogènes) où E = R+ est considéré comme l’espace de temps, x est l’ensemble

des instants d’occurrence d’un certain événement aléatoire, A est un intervalle de temps

et N (A) est le nombre de réalisations de l’événement pendant la période du temps |A|
(|·| est la mesure de Lebesgue sur R+)

24



CHAPITRE 2. PROCESSUS MAX-STABLE

2.2 Processus ponctuel

On appelle processus ponctuel sur un ensemble A un processus stochastique dont la

réalisation est un ensemble de points dansA. La loi de ce processus se définit grace à une

mesure de comptage N (·) qui, pour un ensemble borélien A ⊂ A , donne le nombre de

points dans A :

N (A) =
∑
i≥1

1{xi∈A} (2.1)

où {Xi}i≥1 sont les points du processus ponctuel et 1 est la fonction indicatrice.

La fonction Λ : A→ E [N (A)] est appelée mesure d’intensité du processus ponctuel.

Cette mesure permet de donner la définition d’un processus ponctuel de Poisson.

Définition 2.1 (Processus de Poisson). Un processus ponctuel est dit de Poisson d’intensité
Λ si pour tout k ≥ 1 et pour tous ensembles boréliens A,A1, ...,Ak ⊂ A disjoints, on a :

1. N (A) ∼ P (Λ(A)), alors :

Pr(N (A) = k) =

 e−µ(A)(µ(A))k

k! , si µ (A) <∞
0, sinon

(2.2)

2. N (A1), ...,N (AK ) sont mutuellement indépendants.

Le théorème suivant (cf. Théorème de Coles, 2001[7]) permet de définir une troisième

représentation des valeurs extremes d’une variable aléatoire X qui utilise le cadre d’un

processus ponctuel de Poisson.

Théorème 2.1 (Convergence vers un processus de Poisson). Soit X une variable aléatoire
et {X1,X2, ...} des répliques i.i.d. de X. Si X appartient au domaine d’attraction d’une loi
GEV (µ,σ ,ξ) , alors la suite de processus ponctuels {Pn}n définie sur A = [0,1]×R par :

Pn =
{(

i
n+ 1

,
Xi − bn
an

)
: i = 1, ...,n

}
(2.3)

converge vers un processus de Poisson P sur [0,1]×C de mesure d’intensité

Λ ([a,b]× [z,∞]) = (a,b)
(
1 + ξ

z −µ
σ

)−1/ξ
(2.4)

où
C =

{
z ∈R : 1 + ξ (z −µ) /σ > 0

}
.

2.2.1 Lien avec les deux premiéres approches

Coles(2001)[7]
Il est possible de faire le lien entre la représentation des valeurs extrêmes par un

processus de Poisson et les deux approches décrites dans la section précédente, a savoir

les maxima par blocs et les excés de seuil.
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Si on définit l’ensemble Az = (0,1)× (z,∞), le théorème 2.1 permet d’écrire :

Pr
(
Mn − bn
an

≤ z
)

= Pr(Nn (Az) = 0) (2.5)

n→+∞→ Pr(N (Az) = 0)

= exp(−Λ (Az))

= exp
(
−
[
1 + ξ

z −µ
σ

]−1/ξ

+

)
.

On retrouve donc bien la forme de la fonction de répartition de la loi GEV de para-

mètres µ, σ et ξ.

Pour faire le lien avec la méthode des excés de seuil, Coles (2001)[7] écrit la mesure

d’intensité Λ comme le produit Λ(Az) = Λ1 ([t1, t2])×Λ2 ([z,∞]), où :

Λ1 ([t1, t2]) = (t2 − t1) et Λ2 ([z,∞]) =
[
1 + ξ

z −µ
σ

]−1/ξ
(2.6)

Pour Z ≥ u, on obtient alors, grace au théorème 2.1 :

Pr
(
Xi − bn
an

> z | Xi − bn
an

> u

)
=

Λ1 ([t1, t2])Λ2 ([z,∞])
Λ1 ([t1, t2])Λ2 ([u,∞])

(2.7)

=
(

1 + ξ z−µσ
1 + ξ u−µσ

)−1/ξ

=
(
1 +

ξ z−µσ
1 + ξ u−µσ

)−1/ξ

=
(
1 + ξ

z −u
σ + ξ(u −µ)

)−1/ξ

=
(
1 + ξ

z −u
τ

)−1/ξ

On retrouve la fonction de répartition de la loi GP de paramètres τ et ξ.

2.2.2 Modélisation avec les excés de seuils

? Les liens faits précédemment avec la méthode des excés de seuil permettent de re-

formuler le théorème précidant de la façon suivante (cf. Théorème de Coles, 2001[7]).

Théorème 2.2 Soient {X1,X2, ...} des répliques i.i.d. d’une variable aléatoire X et

Nn =
{( i
n+ 1

,Xi

)
: i = 1, ...,n

}
(2.8)

Si les maxima renormalisés des Xi convergent vers une loi non dégénérée G, alors pour un
seuil u assez grand, sur les régions de la forme (0,1) × [u,∞), le processus ponctuel Nn est
approximativement Poisson de mesure
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Λ(A) = (t2−t1)
[
1 + ξ

z −µ
σ

]−1/ξ
(2.9)

sur A = [t2 − t1]× [z,∞).

En pratique, si on observe nann années d’observations, le théoème précédent fait cor-

respondre les paramètres µ,σ et ξ de la formule 2.9 avec la loiGEV associée au maximum

sur nann années d’observations. Il est donc préférable de travailler sur l’échelle annuelle

en appliquant à 2.9 la modification :

Lambda(A) = nann (t2−t1)
[
1 + ξ

z −µ
σ

]−1/ξ
(2.10)

afin que les paramétres GEV correspondent à ceux de la loi ajustée sur les maxima

annuels.

2.3 Processus max-stables

Le processus
{
Z (s)s∈X

}
des maxima standardisés en Fréchet unitaire peut être

modélisé par un processus max-stable [de Haan, 1984][15]. Les processus

max-stables généralisent la théorie des valeurs extrêmes au cas spatial en mo-

délisant la structure de dépendance entre les maxima Z(s) .

2.3.1 Définition et construction

Définition 2.2 de Haan (1984)[15] : Z(·) est max-stable si pour Zi , i = 1, ...,n, copies indé-

pendantes de Z,
max i=1,...,nZi

d= nZ (2.11)

Définition 2.3 Un processus Z est dit max-stable si disposant pour tout n ∈N et copies i.i.d.
de Z, Z1, ...,Zn, il existe des fonctions (continues) an (s) > 0 et bn (s) ∈R telles que

max
i=1,...,n

Zi (s)− bn (s)
an (s)

d= Z (s) (2.12)

Remarque. L’ égalité en loi précédente est à interpréter au sens f idi, i.e., toutes les

fonctions de répartitions k-variées , k ∈N∗, sont égales.

Sans aucune perte de généralité et afin de se concentrer uniquement sur la structure

de dépendance du processus, on supposera souvent que les lois univariées sont fixées. Ce

choix simplifera la théorie mais il faudra bien entendu relacher cette hypothèse plus tard.

Définition 2.4 La variable aléatoire, non dégénérée, X ou la loi de probabilité de X ou, encore,
la fonction de distribution F de X est dite max-stable, s’il existe des constantes an ∈ R∗+ et
bn ∈R
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telles que :

Mn
d= anX + bn

Ou, ce qui est équivalent, s’il existe des constantes an ∈R∗+ et bn ∈R telles que :

Fn (anx+ bn) = F (x) pour tout n ∈N∗ et x ∈R. (2.14)

Exemple 2.1 (Coles (2001)) [7] : Supposons que X est une variable aléatoire suivant une loi
de probabilité de Fréchet standard, i.e :

∀x ∈R,F (x) = Pr(X ≤ x) = {exp
(
−x−1

)
si x > 0 0 si x ≤ 0 (2.15)

Posons an = n et bn = 0 ; on a alors :

∀x ∈ R, ∀n ∈N∗,Fn (anx+ bn) = Fn (nx) (2.16)

= {
[
exp

(
−nx−1

)]n
si nx > 0 0 si nx ≤ 0

= {exp
(
−x−1

)
si x > 0 0 si x ≤ 0

= F (x)

Donc :

∀x ∈R, f oralln ∈N∗, ∃ an = n et bn = 0 telque Fn (anx+ bn) = F (x) (2.17)

On déduit que la loi de probabilité de Fréchet standard est une loi max-stable.

Théorème 2.3 La classe des lois max-stables coïncide avec la classe de toutes les lois limites
possibles, non dégénérées, de la suite de maximums, normalisés, d’une suite de variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées.

Remarque 2.1 Le théorème ci-dessus nous donne une propriété importante des lois max-
stables, dite «propriété limite des lois max−stables», qui nous montre que toute loi max-stable
est une loi limite pour la suite des maximums, normalisés, d’une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées et, en plus, les lois max-stables sont les seules et
uniques lois limites possibles.

Définition 2.5 ([De Haan and Ferreira, 2006]) [17] Un processus max-stable est dit simple
si dans 2.12 bn ≡ 0 et an ≡ n. Cela implique donc, cf. EV T univariée, que

Pr
{
η (s) ≤ z

}
= exp

(
−1
z

)
, z > 0 . s ∈ χ. (2.18)

Autrement dit les marges sont FFréchet unitaires .
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Le théorème suivant justifie pourquoi les processus max-stables jouent un role central

pour les extrêmes spatiaux.

Théorème 2.4 Soit {Y (s) : s ∈ χ} un processus stochastique. Supposons qu’il existe deux suites
de fonctions de normalisation {cn > 0 : n ≥ 1} et {dn ∈R : n ≥ 1} telles que pour tout n ≥ 1 et n
copies i.i.d. de Y , Y1, ...,Yn, on ait

max
i=1,...,n

Yi (s)− dn (s)
cn (s)

D−→ Z (s) , n −→∞, (2.19)

où {Z (s) : s ∈ χ} est un processus stochastique non dégénéré. Alors nécessairement Z est un
processus max-stable.

Démonstration.

On utilise les arguments standards pour les maxima par bloc cf. GEV pour EV T uni-

variée et loi max-stable pour MEVT . D’ailleurs la preuve pour la MEVT est suffisante

mais on donne une preuve heuristique tout de même.

Posons n =m×` et faisons tendrem −→∞. Sous les conditions du théorème, on a donc

max
i=1,...,n

Yi − dn
cn

= max
j=1,...`

max
i=1,...,m

Yi,j − dn
cn

, (2.20)

où Yi,j = Y(j−1)×`+i.

puisque
Yi,j − dn
cn

=
cm
cn

Yi,j − dm
cm

+
cm
cn

dm − dn
cm

−→ 1
c̃`
Zj −

d̃`
c̃`
, (2.21)

Z1, ...,Z` sont des copies i.i.d. de Z . On a donc d’une part :

max
i=1,...,n

Yi − dn
cn

D−→ Z , n −→∞ , (2.22)

et d’autre part

max
i=1,...,n

Yi − dn
cn

D−→ max
i=1,...,`

Zj − d̃`
c̃`

, n −→∞, (2.23)

montrant ainsi que Z doit être max-stable.

Remarque. Ce théorème nous donne une justification pour utiliser les processus max-

stables quand on s’attache à modéliser par exemple les maxima annuels ponctuels.

Les processus max-stables sont donc un peu nos processus Gaussiens pour les ex-

trêmes spatiaux. La définition [de Haan and Ferreira, 2006][17] n’est pas trés parlante au

niveau de la structure du processus. Est-il possible d’avoir une représentation de cette

famille des processus.

En se restreignant aux processus max-stable simples, on sait déjà via la MEVT que

pour tout k ∈N∗ et s = (s1, ..., sk) ∈ χk, on a

Pr
{
η (s1) ≤ z1, ...,η (sk) ≤ zk

}
= exp

{
−Vs

(
z1,...,zk

)}
, (2.24)
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où Vs est une fonction positive homogène d’ordre −1, i.e. ,

Vs (cz) = c−1Vs(z). (2.25)

C’est un premier pas mais pas vraiment plus utile,le théorème suivant fait bien mieux.

Théorème 2.5 ([Penrose, 1992 ; De Haan, 1984]) [49] [15] Soit
{
η (s) , s ∈ χ

}
un processus

max-stable simple. Alors nous avons

η
d= max

i≥1
ζiYi , (2.26)

où {ζi : i ≥ 1} sont les points d’un processus de Poisson sur (0,∞) d’intensité

dΛ (ζ) = ζ−2dζ

et Y1,Y2, ... , des copies i.i.d d’un processus stochastique positif Y tel que E {Y (s)} = 1 pour tout
s ∈ χ.

Démonstration. Nous allons seulement montrer que le processus défini est bien max-

stable simple. On va le faire en 2 temps uniquement a titre pédagogique.

Commençons par montrer que les marges sont Fréchet unitaires. Soit s ∈ χ, on a donc

Pr
{
η (s) ≤ z

}
= Pr {ζiYi (s) ≤ z, i ≥ 1} (2.27)

= Pr

 aucun point du processus de Poisson dans

l′ensemble {(ζ,y) : ζy > z}


= exp[−Λ {0, z}c]

= exp
{
−1{ζy>z}dP

Y (y)ζ−2dζ
}

= exp
{
−
∫
y

x
dP Y (y)

}
= exp

(
−1
z

)
.

Montrons que c’est max-stable, i.e., n−1 max
(
η1,...,ηn

) d= η
Soient k ≥ 1, s = (s1, ..., sk) ∈ χk et z =

(
z1,...,zk

)
∈ (0,∞)k. On a
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Pr
{
η (s) ≤ z

}
= Pr

{
aucun point dans (0, z)c

}
(2.28)

= exp
[
−Λ

{
(0, z)c

}]
= exp

[
−1{ζ>minz/y}ζ−2dζdP Y (y)

]
= exp

−
∫

1

minj
zj
yj

dP Y (y)


= exp

−E
 max
j=1,...,k

Y
(
sj
)

zj


 .

D’où

Pr
{
n−1η (s) ≤ z

}n
= exp

−E
 max
j=1,...,k

Y
(
sj
)

nzj



n

(2.29)

= P
{
η (s) ≤ z

}
.

Proposition 2.1 En passant dans la preuve on a montré que les f .d.r. fini-dimensionnelles
sont de la forme

Pr
{
η (s1) ≤ z1, ...,η (sk) ≤ zk

}
= exp

−E
 max
j=1,...,k

Y
(
sj
)

zj


 . (2.30)

qui, en accord avec la MEVT , est bien de la forme exp {−V (z1, ..., zk)} avec V homogéne
d’ordre −1.

La représentation (2.26) s’appelle la représentation spectrale ou caractérisation spec-
trale du processus max-stable et la figure 2.1 illustre cette dernière. Il est important de

garder en mémoire que cette représentation n’est pas unique dans le sens où deux pro-

cessus Y1 et Y2 de lois diférentes peuvent conduire au meme processus max-stable

Exemple 2.2 Posons Y1 ∼ Y et Y2 ∼ XY où X est une v.a. positive ind. du processus Y et
telle que E(X) = 1 (on est donc bien dans les conditions de la représentation spectrale).

Soit η2 = maxi≥1ζiY2,i . Clairement on a

P
{
η2 (s) ≤ z

}
= exp

−E
 max
i=1,...,k

XY
(
sj
)

zj


 = exp

−E
 max
i=1,....,k

Y
(
sj
)

zj


 = P

{
η (s) ≤ z

}
. (2.31)
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Figure 2.1 – Illustration de la caractérisation spectrale du Théorème 2.5. Les courbes
grises sont les atomes de la forme ζiYi et la courbe noire la trajectoire du processus max-
stable simple.

Cas particulier. Si l’on prend Y = max {ε,0} ou Y = max {T ,0} où ε est un processus

Gaussien et T un processus de Student cela nous conduira au même processus max-stable.

En effet, on a

T
d=
√

v

χ2
v
ε. (2.32)

Remarque. Notons egalement qu’il existe une autre écriture de la représentation spec-

trale (2.26) sous la forme

η = max
i≥1

ζifi . (2.33)

où {(ζi , fi) : i ≥ 1} sont les points d’un processus de Poisson sur (0,∞) ×C0 d’intensité

ζ−2dζv (df ) et où υ est une mesure localement finie définie sur l’espace C0 des fonctions

positives continues sur χ et telles que∫
f (s)v (df ) = 1, s ∈ χ. (2.34)

Ainsi la représentation (2.26) correspond au cas où υ est une mesure de probabilité.

On pourra d’ailleurs toujours se ramener à ce cas en appliquant la transformation

T : (0,∞)×C0 −→ (0,∞)×C0

(ζ,f ) −→ (ζ/v (χ) , f ) ,
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Figure 2.2 – Modèle de Smith

où point du processus de Poisson. Ceci est rendu possible (avec nos hypothèses de

compacité de χ) puisque v(χ) <∞.

Ainsi on utilisera dans la suite indifféremment l’une ou l’autre.

2.3.2 Quelques modèles max-stables

Les représentations spectrales des champs aléatoires max-stables simples sta-

tionnaires sont à la base de construction de beaucoup de modèles des champs

aléatoires max-stables stationnaires. Dans cette section, on présentera les mo-

dèles de ces champs aléatoires les plus utilisés.

2.3.2.1 Modèle de Smith

— Le premier modèle apparu dans le la littérature est ce qu’on appelle le processus

de Smith (Smith, 1990) [65] aussi parfois fait référence au processus des valeurs

extrêmes gaussiennes

η (s) = max
i≥1

ζiϕ (s −Ui ;Σ) , s ∈ χ ⊂Rd , (2.35)

où {(ζi ,Ui) : i ≥ 1} sont les points d’un processus de Poisson sur (0,∞) × Rd avec la

mesure d’intensité ζ−2dζdu et ϕ (Σ) indique la densité d-variable gaussienne

avec moyenne 0 et matrice de covariance Σ. Bien que ce processus soit intéressant

pour des raisons historiques, il est rarement utile en raison d’un manque de flexibilité -

la forme des densités gaussiennes multivariées étant trop restrictive.
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Figure 2.3 – Graphe du coefficient extrémal du modèle de Smith avec Σ la matrice identité
d’ordre 2

Proposition 2.2 Richard L. Smith a montré que la loi de probabilité marginale bidimensi-
tionnelle du champ aléatoire max-stable simple stationnaire η =

{
η(s);s ∈Rd

}
en deux sites

s1 ∈Rdet s2 ∈Rd est donnée, pour tout z1 ∈R∗+et z2 ∈R∗+ par :

Pr
(
η (s1) ≤ z1, η (s2) ≤ z2

)
= exp−

{
1
z1
Φ

(
a
2

+
1
a

log
(
z2

z1

))
+

1
z2
Φ

(
a
2

+
1
a

log
(
z1

z2

))}
, (2.36)

où Φ est la fonction de répartition d’une N (0,1)

Φ (x) =
1
√

2π

x∫
−∞

e−
t2
2 dt ∀x ∈R (2.37)

et a2 = (s1 − s2)tΣ−1 (s1 − s2) , la distance de Mahalanobis.

Corollaire 2.1 La fonction du coefficient extrêmal est donc

θ (h) = 2Φ
(1
2

√
thΣ−1h

)
(2.38)

Bien que ce modéle soit peu exible il a été largement utilisé au tout début de la geo-

statistique des extrêmes. En particulier car son interprétation en terme physique de R.

Smith l’a rendu accessible. Voici ces caractéristiques :

— peu réaliste car les fonctions spectrales sont déterministes à une translation prés.

— sa simulation est trés trés simple et rapide - la densité gaussienne possède une

borne uniforme.

— bref pas vraiment conseillé pour les applications mais intéressant pour les études

de simulations et/ou la théorie.
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2.3.2.2 Modèle de Schlather

— Le second modèle a été introduit environ 10 ans après dans le document fonda-

teur de Schlather (2002)[66], qui a introduit ce que l’on appelle le processus de

Schlather, parfois appelé processus de Gauss extrême. Ce modèle est défini par

η (s) =
√

2πmax
i≥1

ζi max {0, εi (s)} , s ∈ χ (2.39)

soit ε1, ε2, ... sont des copies indépendantes d’un processus Gaussien standard de fonc-

tion de corrélation h −→ ρ(h),tq
√

2πE [max {0, εi(s)}] = 1. pour tous s ∈ χ

Figure 2.4 – Modèle de Schlather.

Avec ces hypothèsèes supplémentaires, Martin Schlather a montré que la loi de proba-

bilité marginale bivariée du champ aléatoire max-stable simple stationnaire η =
{
η(s);s ∈Rd

}
en deux sites s1 ∈Rd et s2 ∈Rd est donnée, pour tout z1 ∈R∗+ et z2 ∈R∗+ par :

Pr(η (s1) ≤ z1,η (s2) ≤ z2) = exp
{
−1
2

(
1
z1

+
1
z2

)(
1 +

√
1− 2(ρ (h) + 1)

z1z2

(z1 + z2)2

)}
.

h = ‖ s1 − s2 ‖∈R+. (2.40)

- Généralement, le corrélogramme ρ du champ aléatoire stationnaire Y =
{
Y (s);s ∈Rd ,

}
est choisi parmi l’une des familles paramétriques suivantes :

1. Famille de Whittle -Mathérn :

∀ h ∈R+, ρ (h) =m1
21−`

Γ (`)

(
h
m2

)`
k`

(
h
m2

)
, 0 ≤m1 ≤ 1, m2 > 0 et ` > 0 (2.41)
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où k` est une fonction de Bessel modifiée de deuxième espèce de paramètre ` et Γ

est la fonction Gamma définie par :

∀s > 0, Γ (s) =

∞∫
0

ts−1e−tdt (2.42)

Figure 2.5 – Graphes des corrélogrammes de la famille Whittle -Mathérn selon les valeurs
de h ∈ R+ pour différentes valeurs de ` , avec m1 = m2 = 1 : Le noir pour ` = 4 , le rouge
pour ` = 2 , le vert pour ` = 1 et le bleu pour ` = 0.5.

2. Famille de Cauchy :

∀ h ∈R+, ρ (h) =m1

1 +
(
h
m2

)2−` , 0 ≤m1 ≤ 1, m2 > 0 et ` > 0 (2.43)

Figure 2.6 – Graphes des corrélogrammes de la famille de Cauhy selon les valeurs de
h ∈R+ pour différentes valeurs de ` , avec m1 =m2 = 1 : Le noir pour ` = 4 , le rouge pour
` = 2 , le vertpour ` = 1 et le bleu pour ` = 0.75.
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3. Famille stable :

∀ h ∈R+, ρ (h) =m1.exp

−
(
h
m2

)` , 0 ≤m1 ≤ 1, m2 > 0 et 0 < ` ≤ 2 (2.44)

Figure 2.7 – Graphes des corrélogrammes de la famille stable selon les valeurs de h ∈ R+
pour différentes valeurs de ` , avec m1 =m2 = 1 : Le noir pour ` = 2 , le rouge pour ` = 1.5
, le vert pour ` = 1 et le bleu pour ` = 0.75 .

Corollaire 2.2 La fonction du coefficient extrêmal est donc

θ (h) = 1 +

√
1− ρ (h)

2
. (2.45)

Voici ses caractéristiques :

— Plus flexible que le modéle précédent du fait des fonctions spectrales aléatoires

— mais n’atteint jamais l’indépendance car nécessairement comme fonction def . pos.

ρ(h)→ 0 lorsque h→∞ impliquant θ(h)→ 1 +
√

1/2 ≈ 1.71.

— Ce processus se simule assez bien (sauf sur les grilles larges mais c’est toujours

le cas pour les grilles larges) mais les simulations ne sont pas exactes. En effet,

le processus Gaussien n’est évidemment pas uniformément bornée (on prendra

comme borne pseudo uniforme M = 3 ou 4).
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Figure 2.8 – Graphe du coefficient extrémal du modèle de Schlather où ρ le corrélogram-
mede Whittle-Mathérn avec m1 =m2 = ` = 1 .

2.3.2.3 Modèle de Brown-Resnick

— Ensuite est venu ce qu’ on appelle le processus de Brown-Resnick [Brown and

Resnick, 1977 ; Kabluchko et al., 2009][4][37]. Ce modèle est défini par :

η (s) = max
i≥1

ζi exp
{
ε (s)− σ

2 (s)
2

}
, (2.46)

où ε est un processus Gaussien centré à accroissements stationnaires.

Figure 2.9 – Modèle de Brown-Resnick.
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Remarque 2.2 On rappelle que la transformée de Laplace d’une X ∼N (µ,σ2) vaut

E {exp(tX)} = exp
(
µt +

σ2t2

2

)
. (2.47)

d’où l’expression de la fonction spectrale Y pour avoir E {Y (s)} = 1 pour tout s ∈ χ.

Proposition 2.3 ([Kabluchko et al., 2009]) Bien que exp
{
ε (s)− σ

2(s)
2

}
ne soit pas station-

naire ,De plus ce processus max-stable est complétement caractérisé par le variogramme de ε.

Proposition 2.4

Pr
{
η (s1) ≤ z1,η (s2) ≤ z2

}
= exp

 − 1
z1
Φ

(
a
2 + 1

a log
(
z2
z1

))
− 1
z1
Φ

(
a
2 + 1

a log
(
z2
z1

))  (2.48)

où a2 = 2γ (s1 − s2) avec γ le semi-variograme de ε ,i.e.

γ (h) =
1
2
var {ε (o)− ε (h)} . (2.49)

Corollaire 2.3 La fonction du coefficient extrêmal est donc

θ (h) = 2Φ


√
γ (h)

2

 (2.50)

Un choix trés utilisé (mais ce n’est pourtant pas le seul) est de prendre ε comme un

mouvement Brownien fractionnaire,i.e., de variograme proportionnel à hα, 0 < α ≤ 2.

Voici les caractéristiques de ce modèle :

— Il est trés flexible.

— Si le variogramme n’est pas borné alors l’indépendance est atteinte lorsque h→∞.

— Pour le choix d’un mouvement Brownien fractionnaire, le cas α = 2 correspond à

un modèle de Smith isotrope.

— Il est difficile à simuler, cf. remarque suivante-quoique les dernières avancées le

rende plus sympathique.

Remarque 2.3 Si dans la caractérisation spectrale d’un Brown-Resnick ε est un mouvement
Brownien factionnaire,i.e.,

γ(h) = hα,0 < α ≤ 2, nous savons que ses trajectoires sont presque sûrement continue au
sens de Hölder, i.e., pour tout ε > 0, il existe une constante c > 0 telle que

‖ ε (s1)− ε (s2) ‖≤ c ‖ s1 − s2 ‖α−ε,p.s, (2.51)

Ceci suggère que le processus exp {ε (s)−γ (s)} → 0 lorsque ‖ s ‖→∞.
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2.3.2.4 Modèle de Extremal-t

— Enfin un dernier modèle, connue sous le nom de processus extremal-t [Nikoloulo-

poulos et al., 2009 ;Davison et al., 2012 ; Opitz , 2013 ; Ribatet , 2013][44][13][45][61],

qui s’écrit :

η (s) = cvmax
i≥1

ζi max {0, ε (s)}v , où cv =
√
π2
−(v−2)

Γ

(v + 1
2

)−1
, v ≥ 1, (2.52)

et généralise donc le processus de Schlather puisque ε est un processus Gaussien stan-

dard de fonction de corrélation ρ .

Figure 2.10 – Modèle de Extremal-t.

Proposition 2.5

Pr
{
η (s1) ≤ z1,η (s2) ≤ z2

}
= exp

 −
1
z1
Tv+1

{
−ρ(s1−s2)

b + 1
b

(
z2
z1

)1/v
}

− 1
z2
Tv+1

{
−ρ(s1−s2)

b + 1
b

(
z1
z2

)1/v
}

 , (2.53)

où Tv est la f .d.r. d’une Student a v d.d.l. et b2 =
{
1− ρ (s1 − s2)2

}
/ (v + 1).

Corollaire 2.4 La fonction du coefficient extrêmal est donc

θ (h) = 2Φ

√δ2 (1− ρ (h))
2

 (2.54)

Voici ces caractéristiques :
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— il est aussi exible que Brown-Resnick (mais à un paramètre supplémentaire sou-

vent difficile à estimer v ) ;

— sa simulation se fait plus facilement que Brown-Resnick sauf lorsque est grand (la

pseudo borne uniforme est alors trés grande) ;

— l’indépendance est virtuellement atteinte lorsque est grand, disons v ≥ 10.

Figure 2.11 – Fonctions des coefficients extrêmes. Gauche :processus Extremal-t avec
ρ(h) = exp(−h) et degrés de liberté n = 1,2 : 5,10, et À droite : procédé Brown Resnick
avec γ(h) = ha et a = 0.5,1,2 : Pour le modèle extremal-t le cas n = 1 correspond à un
processus de Schlather. Pour le modèle de Brown Resnick, le cas a = 2 correspond à un
processus de Smith avec une matrice de covariance égale à la matrice d’identité.

2.4 Application aux données spatiales

Nous examinons maintenant l’application de ces idées à des données spatiales du

type décrit dans l’introduction. L’attention est limitée à l’approche «traditionnelle» de

la valeur extrême basée sur les maxima annuels c’est-à-dire que nous supposons que les

données consistent en des maxima annuels sur un ensemble de sites. Clairement il y a

beaucoup de possibilité de développer des méthodes de seuil dans ce contexte, mais cela

ne sera pas pris en compte ici.

Le but de la présente section est de proposer une procédure statistique pour ajuster

les modèles décrits à bien des égards, il s’agit d’une procédure hautement ad hoc, qui a

été saluée par toutes les formes d’optimalité. c’est aussi une question pour des recherches

ultérieures Notre objectif principal est de démontrer que les modèles développés sont

au moins potentiellement applicables aux données réelles. Dans la section suivante leur

performance sur certaines données réelles sera prise en compte.

La procédure proposée est la suivante :
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2.4.1 Etape 1 : La distribution des valeurs extrêmes généralisées

F (x;µ,σ ,ξ) = exp

−{1−
ξ (x −µ)

σ

} 1
ξ

+

 (2.55)

est adapté aux données de chaque site, puis la transformation intégrale de probabilité

y =
{

1−
ξ (x −µ)

σ

}− 1
ξ

(2.56)

utilisé pour transformer les données sur chaque site afin qu’ils aient une fonction de dis-

tribution Fréchet standard
(
F (y) = e−

1
y

)
Pour la présente étude, cela se fait séparément

sur chaque site bien que dans le contexte des méthodes régionales en hydrologie, il serait

judicieux d’envisager également des procédures dans lesquelles tout ou partie des pa-

ramètres µ,σ ,ξ sont communs d’un site à l’autre. L’ajustement s’effectue par maximum

de vraisemblance, bien qu’il existe à nouveau d’autres procédures telles que la méthode

des moments de probabilité (Hosking, Wallis et Wood, 1985)[35], qui pourraient être en-

visagées. Nous supposons désormais que les données sur le site ti (i = 1, ...,p) consistent

en observations normalisées {yni ,1 ≤ n ≤N } avec une distribution marginale de Frechet

standard.

2.4.2 Étape 2 : Estimer le coefficient extrême entre chaque paire de

sites

La seule nouveauté dans le concept de coefficient extrême est son nom. L’idée a été

proposée par Tiago de Oliveira (voir de Haan,1985)[16] comme un indice de la dépen-

dance de la valeur extrême entre deux variables, et est également apparue sous diffé-

rentes formes dans la littérature hydrologique Le nom choisi ici est conçu comme un lien

entre le coefficient de corrélation (dont il est en quelque sorte un analogue des valeurs

extrêmes) et l’indice extrémal (Leadbetter,1983)[38], qui est un concept similaire pour

mesurer l’effet de la dépendance dans un processus stochastique stationnaire.

L’utilisation directe du coefficient de corrélation dans la théorie des valeurs extrêmes

est moins souhaitable, car le coefficient de corrélation n’a pas la propriété d’invariance

dans les transformations marginales, et certains des cas que nous considérons (y compris

le Fréchet) n’ont même pas de variance infinie.

Supposons que (X1,X2) ait une distribution à deux valeurs extrêmes avec une fonction

de distribution marginale commune F ; le coefficient extrême θ cient θ entre X1 et X2 est

défini par la relation

P r{max(X1,X2) ≤ x} = Fθ(x)

. En termes de fonction de dépendance , nous avons θ = 2A(1/2). En ce qui concerne

la notion de "nombre équivalent de sites indépendants" décrite à la section 1, on peut

constater que le coefficient extrême est simplement celui qui n’existe que sur deux sites.
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Enfin, il convient de noter que Buishand (1984)[3] a défini une fonction θ(x) par

P r{max(X1,X2) ≤ x} = Fθ(x)(x)

il s’agit d’une constante lorsque la distribution conjointe est effectivement une distribu-

tion de valeurs extrêmes bivariée mais que, dans la pratique, on constate souvent qu’elle

n’est pas constante, phénomène également noté par Tawn (1990b, 1990c) [68][69]dans

plusieurs séries de données réelles.

Si la distribution marginale est l’unité Fréchet, alors 1
X1

et 1
X2

ont des distributions ex-

ponentielles unitaires et 1
max(X1,X2) a une distribution exponentielle de moyenne 1

θ . Ceci

suggère

un estimateur évident. Revenons à notre contexte actuel dans lequel nous avons trans-

formé les données {Yni ,1 ≤ n ≤N,1 ≤ i ≤ p},
et notant que l’ajustement du maximum de vraisemblance des distributions margi-

nales aura permis d’assurer que
∑
nY
−1
ni =

∑
nY
−1
nj = N , l’estimateur naturel du coefficient

extrémal θij entre les sites i et j est

θij =
N{

N∑
n=1

min
(
Y −1
ni ,Y

−1
nj

)} (2.57)

Ces quantités sont appelées estimations brutes des coéfficients extrêmes, car elles ne

sont basées sur aucun modèle.

Les propriétés théoriques des extrêmes bivariés montrent que 1 ≤ θij ≤ 2, les cas ex-

trêmes 1 et 2 correspondant respectivement à la dépendance et à l’indépendance com-

plètes. L’estimateur θi,j pourrait prendre n’importe quelle valeur entre 1 et +∞, le pre-

mier seulement si Yni = Ynj pour tout n, mais les cas pour lesquels θij > 2 correspondent

à une dépendance négative entre les sites et sont relativement rares dans un contexte de

valeurs extrêmes.

Il convient de noter que le concept de coefficient extrême à une extension évidente à

plus de 2 variables : le coefficient extrême de k variables X1, ...,Xk, supposées extrêmes

multivariées avec une fonction de distribution marginale commune F, est défini par la

relation

P r{max(X1, ...,Xk) ≤ x} = Fθ(x).

Dans ce cas, la plage théorique est 1 ≤ θ ≤ k

2.4.3 Étape 3 : Estimer l’erreur de chaque type

Cela doit prendre en compte les étapes 1 et 2, car la marge marginale la transforma-

tion affecte sensiblement l’erreur standard.Pour voir cela, considérez le cas extrême dans

lequel
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Yi,n = Yj,n pour tout n La transformation marginale assure
∑
n
Y −1
i,n =

∑
n
Y −1
j,n =N et donc

θ̃ij = 1 en d’autres termes, la norme erreur est 0. Sans la transformation marginale, 1
∼
θi,j

serait la moyenne de N variables indépendantes exponentielles et donc avoir la va-

riance 1
N .

Face à cette difficulté, il n’y a pas de formule approximative simple pour l’erreur stan-

dard.La procédure la plus raisonnable semblerait être une basé sur le ré-échantillonnage,

c’est-à-dire jackknife ou bootstrap. Pour la présente étude, le l’estimateur jackknife de

l’erreur type (Efron 1982) [25]a été utilisé ;cela mène à la formule de l’erreur typeN − 1
N

N∑
n=1

(
θ̃

(n)
ij − θ̃ij

)2

−1

,

dans lequel θ̃(n)
ij est l’estimation obtenue à partir du seul échantillon de jackknife

de dont les observations de l’année n sont omises Bien sûr, le marginal les paramètres

doivent être ré-estimés pour chaque échantillon Jackknife.

2.4.4 Étape 4 : Ajuster un modèle max-stable

L’algorithme proposé ici est une somme de carrés de résidus pondérés : définissant

rij =
(
θ̃ij − θ̂ij

)
/ sij

où θ̂ij est la valeur ajustée d’un modèle, θ̃ij est l’estimation brute calculée en Étape

2,et sij l’erreur type de l’étape 3 , les paramètres du modèle sont choisis minimiser
∑
i,j
r2
i,j .

Le critère de la somme pondérée des carrés a été proposé par S.J. Neil,dans le cadre

d’un M.Phil. thèse à l’Université de Surrey,après un une tentative antérieure basée sur

les moindres carrés non pondérés a été jugée non satisfaisante dans les régions de forte

dépendance, quand θ̃ij est proche de 1. Néanmoins, il est encore vraiment un critère ad

hoc ;c’est une question ouverte s’il est possible trouver un moyen d’approximer la fonction

de vraisemblance.

2.4.5 Étape 5. Tester l’ajustement du modèle

Une méthode de vérification de l’adéquation est la plus évidente qui consiste à exa-

miner la pondération des résidus de l’étape 4 pour les valeurs observées, ou pour toute

preuve systématique de non-aléatoire comportement (tracé des résidus contre des va-

leurs ajustées ou contre d’autres variables telles que les distances entre les points). Une

deuxième idée, notant que l’algorithme d’estimation repose entièrement sur des dépen-

dances par paires, est pour tester l’ajustement sur les dépendances d’ordre supérieur.Cela

peut être fait en calculant les coefficients extrémaux d’ordre supérieur mentionnés à la
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fin de l’étape 2, avec leurs erreurs types, et en les comparant aux valeurs ajustées basées

sur le modèle estimé.

2.5 Mesure de dépendance pour les extrêmes spatiaux

Lorsque l’on s’intéresse au comportement des extrêmes dans un cadre multivarié tel

les champs aléatoires, la caractérisation de la dépendance des réalisations extrêmes est

une notion fondamentale pour toute inférence statistique sur la distribution jointe des

extrêmes. Quand les données ne sont pas extrêmes, les outils permettant de mesurer cette

dépendance sont la fonction de covariance,la fonction de corrélation et le variogramme.

Mais dès que notre intérêt se porte sur les valeurs extrêmes, ces outils ne seront plus d’une

grande utilité et ils peuvent, même, ne pas exister. Ainsi,des différentes carractérisations

ont été proposées dans la littérature qui ont été à la base de différents travaux pour la

caractérisation de la dépendance spatiale des extrêmes.

2.5.1 Madogramme

Comme on l’a déjà dit auparavant, en géostatistique le variogramme est un bon outil

pour mesurer la dépendance spatiale entre deux réalisations d’un champ aléatoire. Ce-

pendant, quand il s’agit des observations extrêmes, son usage est très limité car il se peut

qu’il n’existera pas pour de telles observations. Pour voir cela, considérons un champ

aléatoire max-stable avec des lois de probabilité marginales univariées de Fréchet uni-

taires. Pour un tel champ aléatoire, l’espérance et la variance ne sont pas finies et par

conséquent le variogramme n’existe pas théoriquement. D’où la nécessité d’introduire de

nouveaux outils qui remplacent le variogramme. En 1987, dans le cadre de la géostatis-

tique, Georges Matheron a introduit un nouveau outil similaire au variogramme qu’on

appelle « madogramme », ou quelques fois rencontré sous le nom de « variogramme au

premier ordre ». Dans l’article Cooley, Naveau & Poncet (2006)[10], Dan Cooley, Philippe

Naveau et Paul Poncet ont montré qu’il y a une forte relation entre le coefficient extrémal

bivarié d’un champ aléatoire max-stable et son madogramme, lorsque ce dernier existe.

Et par conséquent, ils ont utilisé le madogramme comme un moyen pour estimer le coef-

ficient extrémal bivarié d’un champ aléatoire max-stable.

Définition 2.6 (Cooley, Naveau & Poncet (2006)) [10]
Soit Y =

{
Y (s);s ∈Rd

}
un champ aléatoire stationnaire défini sur un espace probabilisé(Ω,A,

P ) à espace d’état R tel que son espérance est finie. On appelle « madogramme » duchamp aléa-
toire Y la fonction, qu’on note M, définie sur Rd dans R+ par :

∀h ∈Rd , M (h) =
E (| Y (s+ h)−Y (s) |)

2
, s ∈Rd (2.58)

Dans la proposition suivante, on va essayer de récapituler les propriétés de base, qui sont
faciles à vérifier, du madogramme d’un champ aléatoire stationnaire :
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Proposition 2.6 (Cooley, Naveau & Poncet (2006)) [10]

Soit M le madogramme d’un champ aléatoire stationnaire Y =
{
Y (s);s ∈Rd

}
défini sur

unespace probabilisé (Ω ;A;P ) à espace d’état R. On a :

1.
M (0

R
d ) = 0 (2.59)

2. M est une fonction positive :

∀h ∈Rd , M (h) ≥M
(
0
R
d

)
= 0 (2.60)

3. M est une fonction paire :
∀h ∈Rd , M (h) =M (−h) (2.61)

∀ (h,k) ∈Rd ×Rd , M (h+ k) ≤ M (h) +M(k) (2.62)

2.5.2 Madogramme et coefficient extrémal

Dans cette section, on va voir la relation qui existe entre le madogramme d’un champ

aléatoire max-stable stationnaire et son coefficient extrémal bivarié. En fait, il y a le même

problème avec le madogramme que celui avec le variogramme lorsque les lois de probabi-

lité marginales du champ aléatoire max-stable sont de Fréchet unitaires. Dans ce cas, l’es-

pérance d’un tel champ aléatoire est inifine, et par conséquent son madogramme n’existe

pas. Cela a mené, en 2006, Dan Cooley, Philippe Naveau et Paul Poncet, (2006) [10] à

standardiser, sans perte de généralisation et de la max-stabilité, les lois de probabilité

marginales univariées d’un champ aléatoire max-stable en les transformant en distribu-

tions des valeurs extrêmes généralisées identiques avec un paramètre de forme ξ < 1.

Dans ce cas, l’espérance d’un tel champ aléatoire max-stable standardisé est finie, ce qui

entraine l’existence de son madogramme. Bien sûr, il est possible de suivre la même stra-

tégie pour assurer l’existence du variogramme d’un champ aléatoire max-stable, mais on

va voir qu’en travaillant avec le madogramme est plus convenable car il a des liens forts

avec le coefficient extrémal.

Soit Z =
{
Z(s);s ∈Rd

}
un champ aléatoire max-stable stationnaire ayant des distibu-

tions des valeurs extrêmes généralisées identiques comme lois de probabilité marginales

univariées de paramètre de forme ξ ∈ R, de paramètre de localisation µ ∈ R et de para-

mètre d’échelle σ > 0 , c’est-à-dire :

∀z ∈R, Pr[Z (s) ≤ z] = exp
{
−
[
1 + ξ

(z −µ
σ

)]−1/ξ

+
, s ∈Rd

}
(2.63)

avec : [
1 + ξ

(z −µ
σ

)]
+

=

 1 + ξ
(
z−µ
σ

)
si 1 + ξ

(
z−µ
σ

)
> 0

0, si 1 + ξ
(
z−µ
σ

)
≤ 0

(2.64)

Dans la proposition suivante, on va présenter un résultat intéressant qui nous donne
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une méthode directe pour estimer le coefficient extrémal bivarié d’un champ aléatoire

max-stable stationnaire.

Proposition 2.7 (Cooley, Naveau & Poncet (2006)) [10]

Soient Z =
{
Z(s);s ∈Rd

}
le champ aléatoire max-stable stationnaire défini ci-dessus et θson

coefficient extrémal bivarié. Si le paramètre de forme ξ est strictement inférieur à 1(ξ < 1), alors
le madogramme M du champ aléatoire Z et son coefficient extrémal θ en deux sites d’observa-
tions s1 ∈Rd et s2 ∈Rd vérifient la relation suivante :

θ (s2 − s1) =

 uβ (z)
[
µ+ M(s2−s1)

Γ (1−ξ)

]
, si ξ , 0

exp
{
M(s2−s1)

σ

}
, si ξ = 0

(2.65)

avec

∀z ∈R, uβ (z) =
[
1 + ξ

(z −µ
σ

)]−1/ξ

+
et ∀y > 0, Γ (y) =

∫ +∞

0
ty−1e−tdt (2.66)

Remarque : Dans le cadre de la proposition ci-dessus et afin de voir l’application

directe de son résultat, on a :

1. Lorsque les lois de probabilité marginales univariées du champ aléatoire max-

stable stationnaire Z =
{
Z(s);s ∈Rd

}
sont de Weibull standards ξ = −1, µ = 0, σ = 1,

on a : d’aprés la formule 2.65, on a

M (s2 − s1) = 1− 1
θ (s2 − s1)

2. Lorsque les lois de probabilité marginales univariées du champ aléatoire max-

stable stationnaire Z =
{
Z(s);s ∈Rd

}
sont de Gumbel standards ξ = 0, µ = 0, σ = 1,

comme c’est le cas du modèle de Brown-Resnick, on a d’apés la formule 2.65 :

M (s2 − s1) = lnθ (s2 − s1)

2.5.3 F-madogramme

De ce qu’on a vu jusque là, on constate qu’il y a un lien fort entre le coefficient extrémal

bivarié d’un champ aléatoire max-stable stationnaire standardisé et son madogramme. Ce

qui nous a donné une méthode directe pour estimer ce coefficient extrémal. Mais lorsque

les lois de probabilité marginales univariées d’un champ aléatoire max-stable station-

naire sont de Fréchet unitaires, le madogramme tel qu’il est défini ci-dessus ne sera pas

d’une grande utilité, car ce madogramme n’existe pas

(ξ = 1). Dans le même article Cooley,Naveau & Poncet(2006) [10], Dan Cooley, Phi-

lippe Naveau et Paul Poncet ont proposé, au lieu du madogramme, le madogramme mo-

difié qu’ils ont appelé « le F-madogramme ».
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Soit Z =
{
Z(s);s ∈Rd

}
un champ aléatoire max-stable stationnaire ayant des distibu-

tions des valeurs extrêmes généralisées identiques comme lois de probabilité marginales

univariées de paramètre de forme ξ ∈ R, de paramètre de localisation µ ∈ R et de para-

mètre d’échelle σ > 0 .

Définition 2.7 (Cooley, Naveau & Poncet (2006)) [10]
Soit Z =

{
Z(s);s ∈Rd

}
le champ aléatoire max-stable stationnaire défini ci-dessus. On ap-

pelle F-madogramme du champ aléatoire max-stable Z la fonction, qu’on note VF , définie sur
R
d dans R+ par :

VF (h) =
1
2
E [| F {Z (s+ h)−FZ (s)} |] , ∀ s,h ∈Rd (2.67)

avec

∀z ∈R, F (z) = Pr[Z (s) ≤ z] = exp
{
−
[
1 + ξ

(z −µ
σ

)]−1/ξ

+
, s ∈Rd

}
. (2.68)

Dans la proposition suivante, on va présenter un résultat qui nous montre le lien entre le co-
efficient extrémal bivarié d’un champ aléatoire max-stable stationnaire et son F-madogramme :

Proposition 2.8 (Cooley, Naveau & Poncet (2006) et Ribatet (2009)) [10][62]
Soient Z =

{
Z(s);s ∈Rd

}
le champ aléatoire max-stable stationnaire défini ci-dessus, son

coefficient extrémal bivarié et VF son F-madogramme. (Cooley et al., 2006)[10] On a :

2VF (s1 − s2) =
θ (s2 − s1)− 1
θ (s2 − s1) + 1

, s1 ∈Rd et s2 ∈Rd (2.69)

Où, ce qui est équivalent :

θ (s2 − s1) =
1 + 2VF (s1 − s2)
1− 2VF (s1 − s2)

, s1 ∈Rd et s2 ∈Rd (2.70)

La figure 2.2 illustre graphiquement les estimations empiriques pour le F−madogramme
et les coefficients extrêmes extrêmes par paires correspondants pour les données de pré-

cipitations suisses.disponible gratuitement dans le package SpatialExtremes (Ribatet et

al., 2013)[59]. Comme On peut s’attendre à ce que la dépendance spatiale diminue avec

l’augmentation du décalage temporel, mais semble persister au-delà de 100 km.

Remarque : De la proposition ci-dessus, on constate que pour les champs aléatoires

max-stables stationnaires ayant des lois de probabilité marginales univariées de Fréchet

unitaires, comme celles des modèles de Smith et de Schlather, il serait plus convenable

d’utiliser le F-madogramme pour l’estimation du coefficient extrémal bivarié au lieu du

madogramme.

2.6 Inférence

Dans cette section, on va essayer de donner quelques méthodes d’estimation du coef-

ficient extrémal bivarié d’un champ aléatoire max-stable ainsi que les paramètres de sa
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Figure 2.12 – F-Madogramme empirique (à gauche) et coefficients extrêmes correspon-
dants (à droite) pour les données de précipitations suisses du paquet SpatialExtremes
(Ribatetet al., 2013). Les points gris sont des estimations par paires, tandis que les noirs
sont des estimations combinées obtenues à partir de 200 cellules.

Figure 2.13 – Estimation empirique d’un madogramme
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loi de probabilité marginale bivariée :

2.6.1 Estimation du coefficient extrémal

1. Approche Smith

L’estimation du coefficient extrémal par l’approche Smith est une méthode propo-

sée par Richard L. Smith dans son article

[Smith (1990)][65]. Elle sert à estimer le coefficient extrémal bivarié d’un champ

aléatoire max-stable simple. Cette méthode peut être résumée comme suit :

Soit Y =
{
Y (s);s ∈Rd

}
un champ aléatoire max-stable simple, c’est-à-dire que ses

lois de probabilité marginales univariées

sont des lois de probabilité de Fréchet standards. Et soient Y1,Y2, ...,Yn n copies

indépendantes du champ aléatoire

max-stable simple Y . Alors, pour tout s ∈Rd , la variable aléatoire 1/Y (s) suit une

loi de probabilité exponentielle standard ε(1) . Et, pour tout s1 ∈ Rd et s1 ∈ Rd ,

la variable aléatoire min[1/Y (s1),1/Y (s2)] suit une loi de probabilité exponentielle

de paramètre θ (s2 − s1), où θ (s2 − s1) est le coefficient extrémal bivarié du champ

aléatoire max-stable Y =
{
Y (s);s ∈Rd

}
entre les deux sites d’observations s1 et s2 .

Richard L. Smith a proposé un estimateur θ̂ (s2 − s1) du coefficient extrémal bivarié

θ (s2 − s1) donné par :

θ̂ (s2 − s1) =
n∑n

i=1 min[1/Yi(s1),1/Yi(s2)]
(2.71)

2. Approche F-madogramme

L’estimation du coefficient extrémal par l’approche F-madogramme est une mé-

thode proposée par Dan Cooley, Philippe Naveau et Paul Poncet dans leur article

Cooley, Naveau &Poncet (2006) [10]. Cette méthode est basée sur les deux résultats

2.67 et 2.70 et elle sert à estimer le coefficient extrémal bivarié d’un champ aléa-

toire max-stable ayant des lois de probabilité marginales univariées identiques.

Donc elle peut être utilisée pour l’estimation du coefficient extrémal bivarié du

modèle de Smith, du modèle de Schlather, ainsi que celui du modèle de Brown-

Resnick.

Brown-Resnick.

Pour résumer, soit Y =
{
Y (s); s ∈Rd

}
un champ aléatoire max-stable ayant des lois

de probabilité marginales univariées identiques. Et soient Y1,Y2, ...,Yn, n copies in-

dépendantes du champ aléatoire max-stable Y . Notons, pour s1 et s2 dans Rd ,

θ (s2 − s1) le coefficient extrémal bivarié du champ aléatoire max-stable Y entre les

deux sites d’observations s1 et s2 . Alors, d’après 2.70 on a :

θ̂ (s2 − s1) =
1 + 2V̂F (s2 − s1)

1− 2V̂F (s2 − s1)
(2.72)
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Avec, d’après2.67 :

V̂F (s2 − s1) =
1

2n

n∑
i=1

| F̂[Yi (s2)]− F̂[Yi (s1) | (2.73)

Où F̂[Yi
(
sj
)
] est la fonction de répartition empirique associée à la variable aléatoire

Y (sj) basée sur l’échantillon Y1 (s1) ,Y2 (s2) , ...,Yn
(
sj
)

3. Approche madogramme

L’estimation du coefficient extrémal par l’approche madogramme est une méthode

proposée, elle auusi, par Dan Cooley, Philippe Naveau et Paul Poncet dans leur ar-

ticle Cooley, Naveau& Poncet (2006)[10]. Cette méthode est basée sur les deux ré-

sultats 2.58 et 2.65 et elle sert à estimer le coefficient extrémal bivarié d’un champ

aléatoire max-stable ayant des GEVD identiques comme lois de probabilité mar-

ginales univariées dont le paramètre de forme ξ < 1 . Donc elle peut être utilisée

pour l’estimation du coefficient extrémal bivarié du modèle de Brown-Resnick.

Pour cela, soit Y =
{
Y (s);s ∈Rd

}
un champ aléatoire max-stable ayant des GEVD

identiques comme lois de probabilité marginales univariées dont le paramètre de

forme ξ < 1 . Et soient Y1,Y2, ...,Yn n copies indépendantes du champ aléatoire max-

stable Y . Notons, pour s1 et s2 dans Rd , θ (s1 − s2) le coefficient extrémal bivarié

du champ aléatoire max-stable Y entre les deux sites d’observations s1 et s2 .

Alors, d’après 2.65 on a :

θ̂ (s2 − s1) =


uβ (s2 − s1)

[
µ+ M̂(s2−s1)

Γ (1−ξ)

]
si ξ , 0

exp
{
M̂(s2−s1)

σ

}
si ξ = 0

(2.74)

Et lorsque le champ aléatoire max-stable Y =
{
Y (s);s ∈Rd

}
est un modèle de Brown-

Resnick,on aura :

θ̂ (s2 − s1) = exp
[
M̂ (s2 − s1)

]
(2.75)

Avec, d’après (2.58) :

M̂ (s2 − s1) =
1

2n

n∑
i=1

| Yi (s2)−Yi (s1) | (2.76)

Remarque : Pour mettre en application les résultats précédents, il est souvent préfé-

rable de suivre la procédure suivante : Supposons qu’on a m sites d’observation où, sur

une période de temps donnée, on a récolté sur chaque site un ensemble d’observations.

Ensuite, on répartit l’ensemble de données de chaque site en n sous ensemble, où n est

souvent pris comme étant le nombre d’années de la période de temps sur laquelle on a

relevé les observations. Après, sur chaque site d’observation, on construit un autre en-

semble de données composé de maximum de données relevées durant chacune des n an-
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nées d’observation. Ainsi, on pourra dire qu’on a construit, approximativement, n champs

aléatoires max-stables Y1,Y2, ...,Yn indépendants et identiquement distribués, avec :

∀i ∈ {1,2, ...,n} Yi =
{
Y1 (s1) ,Y2 (s2) , ...,Yi

(
sj
)}

Où, pour j ∈ {1,2, ...m} ,Yi
(
sj
)

représente le maximum des données récoltées sur le jeme

site durant la i eme année.

Remarque : Parler vite fait des moindres carrés qui sont possibles mais pas trop utili-

sés.

2.6.2 Le cas simple

On sait que

p
{
η (s1) ≤ z1, ...,η (sk) ≤ zk

}
= exp {−Vs (z1, ..., zk)}

∑
τ∈Pk

ω (τ) . (2.77)

Du coup la densité associée est de la forme

f (z1, ..., zk) = exp {−Vs (z1, ..., zk)}
∑
τ∈Pk

ω (τ) , (2.78)

où Pk est l’ensemble des partitions de {s1, ...., sk} et

ω (τ) = (−1)|τ |
|τ |∏
j=1

∂|τj |

∂zτj
V (z1, ..., zk) , (2.79)

où τ = (τ1, ..., τ`) , ` =| τ |et ∂|τj |/ ∂zτj représente les dérivées partielles par rapport aux

élément de τj .

Définition 2.8 ([Lindsay, 1988]) [52]

Soit {f (z;ψ) : z ∈ Z , ψ ∈ Ψ } un modèle statistique paramétrique avec Z ⊆ R
K et Ψ ⊆

R
p,K ≥ 1,p ≥ 1. Considérons un ensemble d’ évènements{Ai : Ai ⊆, i ∈ I} où I ⊂ N et une

tribu sur Z. Une (log) vraisemblance composite est définie par

`c (ψ;z) =
∑
i∈I
ωi ln f (y ∈ Ai ;ψ) , (2.80)

où {ωi : i ∈ I}est un ensemble de poids (positifs).

— Parler de la vraisemblance indèpendante connue aussi sous Bases pseudo-likelihood

dans la littératuredes champs de Markov.

— Parler de la vraisemblance conditionnelle, i.e,

Ai,j =
{
zi | zj ,1 ≤ i, j ≤ k, i ≥ j

}
.
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On pourra prendre le cas d’une Gaussienne k-variée par exemple.

Il est important de garder en mémoire le fait que les vraisemblances composites ne
sont pas de véritables vraisemblances (sauf cas triviaux) et ne relèvent pas d’un modèle
statistique. Cela provient de la théorie des équations d’estimation non biaisées.

Rappel : Dans un modèle régulier {f (z;ψ)} , le maximum de vraisemblance est la so-

lution de l’équation du score

5` (ψ;z) = 0⇐⇒
n∑

m=1

O ln f (zm;ψ) = 0,

qui forme une équation d’estimation non biaisée puisque, d’aprés la 1ère identité de

Bartlett,

E [5 ln f (z;ψ0)] = 0.

En utilisant des vraisemblances composites, on a

5`c (ψ;z) = 0⇐⇒
n∑

m=1

∑
i∈I
ωiO ln f (zm ∈ Ai ;ψ) = 0,

et cette dernière équation forme une combinaison linéaire d’équation d’estimation

non biaisée puisque pour chaque i ∈ I

E [5 ln f (Z ∈ Ai ;ψ0)] = 0.

avec la contrainte additionnelle que le paramètre doit être identifiable à partir des

événements Ai .

Théorème 2.6 Sous les mêmes hypothèses de régularité que pour le maximum de vraisem-
blance et sous la contrainte d’identifiabilité sur ψ

√
n
(
ψ̂ −ψ0

)
d−→ N

{
0, H (ψ0)−1 J (ψ0)H−1 (ψ0)

}
, n −→∞,

avec

H (ψ0) = E
[
52`c

{
ψ0 : η (s)

}]
, J (ψ0) = var [O`c

{
ψ0;η (s)

}
] .

Remarque : Dans le théorème précédent si l’on substitue la vraisemblance composite

par une ‹‹vraie›› vraisemblance on trouve, par la 2 ème identité de Bartlett,

H (ψ0) + J (ψ0) = 0,

et donc que
√
n
(
ψ̂ −ψ0

)
d−→ N

{
0,−H (ψ0)−1

}
, n −→∞

Si n’importe quelle forme de vraisemblance composite peut-être prise, pour les pro-

cessus max-stables on prendra bien souvent l’estimateur du maximum de vraisemblance
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par paire [Padoan et al., 2010][51]

ψ̂p = argmax
ψ∈Ψ

n∑
m=1

k−1∑
i=1

k∑
j=i+1

ωi,j ln f
{
ηk (si) ,ηk

(
sj
)
;ψ

}
.

2.6.3 Le cas non simple

En pratique notre processus max-stable ne sera pas simple mais aura des margesGEV .

Plus précisément,

Z (s) ∼ GEV
{
µ (s) ,σ (s) ,ξ (s)

}
, s ∈ κ.

En utilisant une anamorphose on peut toujours se ramené au cas simple, i.e., considé-

rer le processus

η (s) = ts {Z (s)} . s ∈ κ.

avec

ts : R −→ (0,∞)

Z (s) −→
{

1 + ξ (s)
Z (s)−µ (s)

σ (s)

}1�ξ(s)

+

Cela ne coûte quasiment rien dans notre approche par vraisemblance par paire puisque

cette dernière s’écrit alors

`p {ψ;Z (s)} =
n∑

m=1

∑
1≤i≤j≤k

ωi,j

 ln f
{
ηk (si) ,ηk

(
sj
)
;ψ

}
+ln J

{(
Zk (si) ,Zk

(
sj
))
−→

(
ηk (si) ,ηk

(
sj
))}  ,

où J
{(
Zk (si) ,Zk

(
sj
))
−→

(
ηk (si) ,ηk

(
sj
))}

est le Jacobien de la transformation (ponc-

tuelle) du processus Z vers η , i.e.,

J
{(
Zk (si) ,Zk

(
sj
))
−→

(
ηk (si) ,ηk

(
sj
))}

=

∏
m∈{i,j}

1
σ (sm)

{
1 + ξ (sm)

Zk (sm)−µ (sm)
σ (sm)

}−1+1/ξ(sm)

+
.

Remarque : Parler des surfaces de réponses pour s −→
{
µ (s) ,σ (s) ,ξ (s)

}
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SIMULATION ET APPLICATION DES PROCESSUS

MAX-STABLE

3.1 Introduction

Les événements naturels tels les canicules, les précipitations, les marées et les tem-

pêtes constituent des vrais dangers lorsqu’ils sont extrêmes. Bien que ce soit difficile

d’attribuer un événement particulier, tel l’Ouragan Katrina ou l’inondation de 2010 au

Pakistan, aux effets du changement de climat, les données d’observation et les modèles

climatiques existants suggèrent que les dimensions de telles catastrophes augmenteront

dans le futur. Les conséquences potentielles incluent des augmentations des tempêtes

sévères, des inondations, des feux dans la nature, des échecs de la récolte, des déplace-

ments de la population et augmentation de la mortalité. À part leurs impacts directs, de

tels événements auront aussi des effets indirects tels que l’augmentation des coûts pour

fortifier les infrastructures et l’augmentation des primes d’assurance. Il y a donc un be-

soin pressant pour une meilleure compréhension des extrêmes spatiaux et une estimation

plus détaillée de leurs conséquences. Et sur les dernières années, le sujet est devenu une

interface active entre les scientifiques du climat, du social et des statistiques, en inter-

action avec les actionnaires tels les compagnies d’assurances et les fonctionnaires de la

santé.

La théorie des valeurs extêmes spatiale est un outil pertinent pour décrire de tels

événements et prévenir leurs conséquences. Comme exemple d’application, on va utiliser

les données « rainfall » incluses dans le package « SpatialExtremes » du logiciel R.

R est un logiciel de traitement statistique des données et un langage de programma-

tion.Il fonctionne sous la forme d’un interpréteur de commandes. Il dispose d’une bi-

bliothèque trés large de fonctions statistiques, d’autant plus large qu’il est possible d’en

intégrer de nouvelles par le système des ”packages”, des modules externes compilés (sous

formede DLL sous Windows) que l’on peut télécharger gratuitement sur internet. R pro-

pose également une palette étendue de fonctionnalités graphiques. Il est possible d’utili-
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ser R en mode interactif sans jamais avoir à programmer.

3.2 Qu’est-ce que le package SpatialExtremes?

Le package SpatialExtremes est un package complémentaire du système de calcul sta-

tistique R [R Development Core Team, 2007][70]. Il fournit des fonctions pour l’analyse

des extrêmes spatiaux à l’aide de processus (actuellement) max-stables. Tous les com-

mentaires, critiques et requêtes sur le package ou la documentation associée sont reçus

avec gratitude.

Je suppose que vous êtes déjà familier avec le logiciel R et que ce dernier est déjà ins-

tallé sur votre ordinateur. Pour analyser les extremes spatiaux, nous allons utiliser une

librairie supplémentaire : le package SpatialExtremes. Avant toute chose, il faudra donc

l’installer ¡¡installationSpatialExtremes,eval=FALSE¿¿ install.packages(”SpatialExtremes”)

@ mais aussi la charger

library(SpatialExtremes)

Bien entendu cette librairie est entièrement documentée et il peut être profitable d’al-

ler jeter un oeil à la documentation. Un bon point de départ pourrait être

help(SpatialExtremes)

3.3 Description des données

Les données qui seront traitées dans cette section sont des données qui correspondent

aux quantités maximales des précipitations journalièresen millimètres récoltées sur 79

sites en Suisse durant les étés des années 1962 à 2008. En fait, les données rainfall du pa-

ckage SpatialExtremes comportent deux tableaux de données appelés « coord » et « rain

». Le tableau coord correspond aux positions géographiques des 79 sites sur lesquels on

a relevé les données et il comporte 79 lignes et 3 colonnes, où la première colonne cor-

respond aux longitudes, la deuxième aux latitudes et la troisième aux altitudesen mètres

des 79 sites et chaque ligne correspond à un site. Et le tableau rain correspond aux don-

nées qu’on va traiter dans cette section et il comporte 47 lignes et 79 colonnes, où chaque

colonne correspond à un site et chaque ligne à une année. Figure montre les positions de

ces sites sur la carte géographique.

3.3.1 code R

rm(list=ls())

data(rainfall)##rainfalldataset

data(swissalt)##elevationdataforSwitzerland

par(mar=rep(0,4),ps=16)

image(lon.vec,lat.vec,alt.mat,col=terrain.colors(64),asp=1, bty="n",xlab="n",ylab="n",axes=FALSE)
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swiss(add=TRUE,city=TRUE)

points(coord,pch=15)

Figure 3.1 – Plan de la Suisse avec 79 stations pluviométriques

pour faire une simple carte, en va utiliser Le Package ”maps”. une fois installés , nous

utiliserons la fonction map() pour crier notre carte

par exemple la carte d’Algerie sur R

library(maps) map(’worldHires’)# ce code donne une carte du monde map(’worldHires’,

"algeria", col=’gray’, fill=T)
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Figure 3.2 – Plan de l’Algérie

pour obtenir directement les région de la carte d’Algérie en va utiliser Le Package
”raster”

install.packages("raster") library(raster) adm=getData(’GADM’,country=’DZA’, level=2)

plot(adm_al)
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Figure 3.3 – Plan de Algerie avec régions

Installez le paquet raster et chargez-le d’abord. Pour pouvoir utiliser la fonction get-

Data () afin d’acquérir des données sur l’amd global. limites, nous devons spécifier trois

arguments :

1. Sélectionner le jeu de données : le premier argument spécifie le jeu de données.

«GADM» renvoie les limites administratives globales.

2. Select country : Le deuxième argument fournit le nom du pays des limites en uti-

lisant son code pays

3. Spécifiez le niveau : le troisième argument spécifie le niveau de la subdivision

administrative (0 = pays, 1 = subdivision du premier niveau).

Comme vous pouvez le constater, l’Autriche n’est pas entièrement couverte par cette tuile.

Permet de télécharger deux autres tuiles orientales et de les mosaïquer pour obtenir toute

l’étendue de l’Autriche. Vous pouvez obtenir plus d’informations sur l’étendue des car-

reaux ici.
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3.4 Simulation de max-stables

La but de cette section est de décrire des approches pour simuler des processus max-

stable simples. D’après la représentation spectrale, on a

η(s) = max
i≥1

ζiYi ,

et c’est donc plutôt mal barré pour la simulation car il faut donc obtenir le maximum

ponctuel sur une infinité de fonctions de la forme s → ζiYi(s)...Oublions ce "détail un

instant". Hormis ce détail fâcheux, il faut donc savoir :

1. simuler Y sur χ ;

2. générer les points d’un processus de Poisson sur (0,∞)d’intensité ζ−2dζ.

Généralement le premier point ne posera pas de probléme et reviendra souvent à

simuler un processus Gaussien . Comment faire pour le second point ?

Première idée est une méthode du rejet pour les processus de Poisson, i.e., on génère

le nombre de points puis rejet classique, mais ici ce n’est pas possible car Λ {(0,∞)} =∞.
Une deuxième possibilité consiste à appliquer une transformation sur les points.

Proposition 3.1 Soit {Xi : i ≥ 1} les points d’un processus de Poisson standard, i.e., d’intensité
unitaire, sur (0,∞). Alors

{ζi : i ≥ 1} :=
{

1
Xi

: i ≥ 1
}

sont les points d’un processus de Poisson sur (0,∞) d’intensité ζ−2dζ.

Démonstration.

On se souviendra que si l’on applique une bijection aux point d’un processus de Pois-

son on reste poissonnien. Soit Λ̃ la mesure d’intensité de ce nouveau processus. On a pour

0 < a < b <∞
Λ̃ {(a,b)} = Λ

{(1
b
,
1
a

)}
=

1
a
− 1
b

=ba ζ
−2dζ.

Rappelons de plus qu’un processus de Poisson standard peut s’écrire ( à un ordonnan-

cement prés des points) 
i∑
j=1

Ei : i ≥ 1

 , E1,E2... ∼iid exp(1).

donc on peut faire les etapes 1 et 2 requises pour la simulation. Reste à traiter le

problème du maximum pris sur une infinité de fonctions.

Remarque 3.1 Remarquons que l’on peut sans aucun problème considérer que les points sont
ordonnés par ordre décroissant puisque cela ne changera rien dans

max
i≥1

ζiYi .
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De plus ζi ↓ 0 p.s. lorsque i→∞.

alors on a deux situation qui sont possibles :

1. Si le processus Y est uniformément borné par une constante 0 <M < 1,ie , p {Y (s) <M} =
1 pour tout s ∈ χ, alors

ζiYi ≤ ζiM ↓ 0, i→∞.

Ceci implique qu’il existe i0 ∈N (aléatoire) tel que

max
i≥1

ζiYi = max
i=1,...,i0

ζiYi .

2. Si le processus Y n’est pas uniformément borné alors on est foutu pour la simula-

tion exacte et on obtiendra uniquement des simulations approchées avec une préci-

sion arbitraire en prenant une pseudo borne uniforme, i.e., telle que p
{
η (s) <M

}
=

1− ε [Schlather, 2002][66].

Simulation (non exacte) d’un processus max-stable simple η à partir de la borne (pseudo)
uniforme M > 0.

1. Poser η←− 0 ,E←− 0, f lag ←− TRUE ;

2. while flag = TRUE do

3.


Générer E←− E +Exp(1) et Y ∼ σ ;

Poser max(η,Y /E) ;
if min η >M/E then
bposer flag←− FALSE;

4. Renvoyer η ;

A l’aide du package SpatialExtremes (qu’il faudra avant toute chose installer et char-

ger), nous pouvons simuler les processus max-stables. C’est la fonction rmaxstab qui

s’occupe de cela. Voici comment cela fonctionne

Préparation de la fenêtre graphique par(mf row = c(1,3)) On definit X comme une

grille sur [−5,5]. s<-seq(-5,5,length=500)

Simulation d’un processus de Schlather avec une fonction de corrélation de type

exponentiel puissance, i.e.,

rho(h) = exp(−(
h
2

)1.5)

η < −rmaxstab(1, s,”powexp”,nugget = 0, range = 2, smooth = 1.5)

plot(s,eta,type="l")
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Figure 3.4 – Simulation de processus Schlather

Processus de Smith : sur une grille régulière de [0,5]× [2,12]

s.x<-seq(0,5,length=100) s.y<-seq(2,12,length=100) s<-cbind(s.x,s.y) η<-rmaxstab(1,s,"gauss",cov11=1,cov12=-

0.5,cov22=2,grid=TRUE)

image(s.x,s.y,η)

Figure 3.5 – Processus de Smith

Processus de Schlather :
η<- rmaxstab(1, s, "powexp", nugget = 0, range = 2, smooth = 1.5, grid=TRUE)
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image(s.x, s.y, η)

Figure 3.6 – Processus de Schlather

Processus de Extremal-t

η<-rmaxstab(1, s, "whitmat", nugget = 0, range = 2, smooth = 1.5, grid=TRUE)

image(s.x, s.y, η)
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Figure 3.7 – Processus de Extremal-t

Une représentation 3d de ce même processus (pour le fun mais inutile) et à l’échelle

log

col<-rev(heat.colors(64)) zfacet<-η[−1,−1] +η[−1,−100] +η[−100,−1] +η[−100,−100]

facetcol<-cut(log(zfacet),64)

persp(s.x,s.y,log(eta),col=col[facetcol],theta=-45,phi=30,

border = NA)
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Figure 3.8 – Représentation 3D de Smith

3.5 Modélisation GEV des précipitations des maxima an-

nuels et sélection de modèle pour la prédiction de quan-

tiles élevés

3.5.1 Introduction

Les extrêmes climatiques constituent depuis longtemps un sujet d’intérêt, en particu-

lier dans les dernières années.

décennies. La théorie des valeurs extrêmes (EV T ) se concentre sur la modélisation et

l’évaluation statistique des événements extrêmes. L’un des principaux problèmes rencon-

trés dans l’EV T est l’estimation d’un quantile extrême, ou de manière équivalente, d’un

niveau de retour associé à une période de retour importante.Le niveau de retour de T

années correspond à la valeur qui sera dépassée en moyenne une fois tous les T ans.

Ce document consiste en un rapport sur la participation au challenge de donné . La

méthodologie générale que nous avons utilisée consiste à prendre des maxima annuels

pour chaque mois et année (une observation par mois, mois et année) et pour s’adapter

à plusieurs modèles de valeurs extrêmes généralisées (GEV ) avec des covariables. Dans

ces types de modèles, les paramètres GEV dépendent de la latitude,longitude et le mois

alors que les observations sont considérées comme indépendantes, c’est-à-dire ignorer

complètement la dépendance spatiale entre les stations. Pour le challenge data participa-

tion, la sélection du modèle a été effectuée via le simple système d’information Akaike

critère (AIC). Des discussions avec les autres équipes participantes ont suggéré que k

fold la validation croisée devrait mieux fonctionner car elle intègre le critère sur lequel

les différentes méthodes sont classées. En conséquence, nous avons depuis réalisé le mo-
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dèle sélection basée sur la validation croisée k-fold et il s’avère que le modèle sélectionné

fournit meilleures prévisions sur le test de l’échantillon.

L’estimation est réalisée avec le paquet extRemes dansR (Gilleland et Katz (2016))[29].

Ce paquet a été conçu pour analyser les événements extrêmes et leur change avec le

temps. Il se concentre sur la géophysique avec des applications météorologiques et cli-

matiques (Gilleland et Katz (2011))[30]. Il incorpore GEV, Pareto généralisé (GP)et des

modèles de processus ponctuels (PP). Les fonctions utilisées sont fevd pour estimer le

modèle (avec des covariables) et calculez AIC et return.level pour estimer les quantiles.

3.5.2 Les modèles

Nous comparons plusieurs modèles pour la dépendance des paramètres GEV en tant

que fonctions des covariables. Pour cela, nous utilisons des splines naturelles (James et

al. (2013))[36],

qui offrent un moyen simple et flexible pour la modélisation de surface de réponse.

Les splines sont fonctions polynomiales par morceaux, telles que présentées dans la défi-

nition suivante.

Définition 3.1 Laisser ξ1 < ξ2 < ... < ξn être N nœuds.Une spline de degré m est une fonction
de la classe C(m−1) dont la restriction sur chacun des intervalles (−∞,ξ1), (ξ1,ξ2), ..., (ξN ,+∞)

est une fonction polynomiale de degré au plus m.

Une spline naturelle est une spline linéaire sur les intervalles de limites (−∞,ξ1) et

(ξN ,+∞).

Par souci de simplicité, nous supposons le paramètre γ de forme de la constante de

distribution de GEV (ne dépendant pas des covariables) ; son estimation est en effet assez

complexe.Le paramètre de localisation µ et le paramètre d’échelle σ sont exprimés en

fonction des covariables : mois, latitude et longitude. Nous définissons trois types de

modèles pour les covariables des paramètres de GEV .

3.5.3 Critère d’information Akaike

Dans cette section, nous présentons la sélection du modèle AIC qui a été utilisée pour

notre participation au challenge de données dans EVA2017.

3.5.3.1 Sélection du modèle

L′AIC a été introduite pour la première fois par Akaike (1973). Il mesure la qualité

d’un modèle en faisant un compromis entre sa complexité et sa qualité d’ajustement.Il

est défini comme

AIC = 2K − 2log(L) ,

où K est le nombre de paramètres estimés et log(L) est la fonction de maximun vrai-

semblance du modèle.
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Nous avons également essayé d’introduire l’effet de l’année dans les modèles, mais

nous n’avons obtenu aucune amélioration de leurs performances en ajoutant ce facteur.

pour les sites observés (groupe C1) et les sites non observés (groupe C2\C1) dont les

niveaux de retour estimés

Les performances des prédictions quantiles q̂ sont évaluées à l’aide de la fonction de

score suivante :

Si (q̂) =
∑
s∈Ci

12∑
j=1

Ss, j
(
q̂s, j

)
, i = 1,2, ("Equation de score")

avec q̂s, j est le niveau de retour estimé pour la station s et le mois j

C1 et C2 sont des ensemble des stations, La fonction Ss, j
(
q̂s, j q̂s, j

)
est définie comme

Ss, j
(
q̂s, j

)
=

∑
jour t de la période de test du mois j

`
(
Ps, t, q̂s, j

)
,

où ` est la fonction de perte quantile

` (x,y) = α (x − y)1x>y + (1−α) (y − x)1y≥x,

tq avec x,y ∈ R et Ps,t est la précipitation dans la station s et t le jour de la période

j.Le score final est comparé au score d’un repère prédictif des quantiles par les maxima

de l’échantillon d’apprentissage pour les stations de C1 et par la moyenne des maxima

mensuels des stations de l’échantillon d’instruction.

3.5.4 Méthode de validation croisée à en k fold

Sur la base de discussions avec les autres équipes participant au défi des données, nous

avons envisagé la sélection de modèle sur la base de la méthode de validation croisée des

k-fold. Il est en effet judicieux d’incorporer le score utilisé pour comparer les différents

méthodes dans la procédure de sélection du modèle.

3.5.4.1 Sélection du modèle

La validation croisée est une méthode utilisée pour évaluer la performance prédictive

d’un modèle statistique donné.Il consiste à supprimer une partie des données appelée

ensemble de test.et d’utiliser la partie restante comme un ensemble d’apprentissage.Le

modèle est ajusté sur l’ensemble d’apprentissage et l’erreur de prédiction pour le modèle

appris est ensuite évaluée sur l’ensemble d’essai (James et al. (2013))[36]. Il existe plu-

sieurs approches pour la validation croisée : l’approche jeu de validation, la validation

croisée ”laissez-un-un” et la validation croisée ”k − f old”. La principale différence entre

les trois méthodes est la manière de scinder les observations dans les ensembles de test et

de formation. Nous considérons ici la validation croisée des k f old : après divisant l’en-
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semble de données en k fold, nous calculons l’erreur sur la base des observations du pli

maintenu (James et al. (2013))[36]. Nous répétons la même procédure k fois et à chaque

fois, un pli joue le rôle d’un ensemble de test et k −1 plis jouent le rôle d’un ensemble de

formation. Enfin, l’erreur globale est la somme des k erreurs calculés.

3.6 Application

Les données qui seront traitées dans cette section sont des données qui correspondent

aux quantités maximales des précipitations Mensiel millimètres récoltées sur 4 sites en

Algerie durant les étés des années 1975 à 1982. En fait, les données du package Spatia-

lExtremes comportent deux tableaux de données appelés « coord » et « rain ». Le tableau

coord correspond aux positions géographiques des 4 sites sur lesquels on a relevé les

données et il comporte 4 lignes et 3 colonnes, où la première colonne correspond aux

longitudes, la deuxième aux latitudes et la troisième aux altitudes en mètres des 4 sites

et chaque ligne correspond à un site. Et le tableau rain correspond aux données qu’on

va traiter dans cette section et il comporte 12 lignes et 4 colonnes, où chaque colonne

correspond à un site et chaque ligne à un mois.

Table 3.1 – Tablau des coordonnées
coord x y z
FOUKA 504,1 374,4 25
AMEUR 488,1 352,75 120
FER.A 509.95 373.2 10
BLIDA 509,8 352,75 210

Table 3.2 – Tablau des données
rain FOUKA AMEUR FER.A BLIDA
sep 7,38 9,66 6,87 12,1
oct 29,2 12,6 23,22 25,51
ven 31,05 28,12 26,62 32,08
dec 30,52 23,47 24,88 32,08
janv 28,02 24,52 19,18 27,85
fer 23,06 20,2 19,1 23,2
mars 17,38 28,86 24,16 36,35
avril 17,3 19,42 17,5 31,86
mai 18,67 14 13,22 20,15
juin 2,62 4,25 1,41 5,43
juillet 1,55 0,12 2,43 1,9
aout 6,62 1,12 8,58 4,26
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3.7 Transformation des données

Notre but dans cette analyse est de poser un modèle des processus max-stables ap-

proprié aux données qu’on a. Afin d’atteindre cet objectif, on suppose que les quantités

maximales des précipitations monsiel de chaque site durant les 8 années sont des réa-

lisations d’une certaine variable aléatoire suivant une GEV . Après avoir poser la GEV

appropriée à chaque site, et cela en estimant ses paramètres, on doit transformer, sans

perte de généralisation, les données de chaque site en des données issues d’une variable

aléatoire suivant une distribution des valeurs extrêmes de Fréchet standard. Bien sûr, on

peut envisager d’autres distributions des valeurs extrêmes comme celle de Gumbel ou

celle de Weibull.

L’expression de la fonction de répartition d’une GEV et l’expression de sa fonction de

densité sont connues voir CHAPITRE 1, Sous l’hypothèse d’indépendance des données

de chaque site d’observation, on peut construire la fonction de vraisemblance des quan-

tités maximales des précipitations monsiel de chacun des 4 sites. Ensuite on estimera les

paramètres de chaque GEV qui correspond à chaque site en maximisant le fonction de

vraisemblance qui correspond à ce site. Ainsi, on aura 3x4=12 paramétres à estimer. Pour

cela, on utilisera l’instruction "gev.fit " du package « ismev » de logiciel R.

Après avoir poser la GEV appropriée à chaque site d’observation, on transformera les

données de chacun de ces sites en des données issues d’une variable aléatoire suivant une

distribution des valeurs extrêmes de Fréchet standard. Et cela en utilisant la transforma-

tion :

y→ z =
[
1 + ξ

(y −µ
σ

)]− 1
ξ

Où les paramètres ξ ∈ R,µ ∈ R et σ ∈ R∗+ sont respectivement le paramètre de forme,

de localisation et d’échelle de la GEV . Pour cela, on utilisera l’instruction « gev2frech »

du package SpatialExtremes.

Ainsi, on construira un nouveau tableau de données composé de 12 lignes et 4 co-

lonnes, où chacune de ses composantes correspond à une réalisation d’une variable aléa-

toire suivant une distribution des valeurs extrêmes de Fréchet standard.

3.7.1 Les données

Nous sauvegardons les données dans un féchier Excel sous type .CSV(séparateur point-

virgule).Ensuite, dans logicièl Rstudio et en utilisant le package "Rcmdr", nous utilisons

le code suivant : data=read.csv2(file="EEE.CSV") data
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Figure 3.9 – Représentation des donn brutesdes pricipitations

data$FOUKA data$AMEUR data$FER.A data$BLIDA

Figure 3.10 – Données par stations

3.8 Analyses des données

3.8.1 boxplot

par(mfrow = c(1,1)) boxplot(data$FOUKA,data$AMEUR,data$FER.A,data$BLIDA,names=c("FOUKA","AMEUR","FER.A","BLIDA"))
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Figure 3.11 – Résumé des données par les boites à moustaches

3.8.2 Résumé discriptife de la série pluviométrique des quatre sta-

tions

Table 3.3 – Tablau de summary
Min Ist ou Median mean 3rd ou Max

FOUKA 1.55 7.19 18.02 17.78 28.32 31.05
AMOUR 0.120 8.307 16.710 15.528 23.733 28.860
FER.A 1.410 8.152 18.300 15.598 23.455 26.620
BLIDA 1.90 10.43 24.36 21.06 31.91 36.35

3.8.3 Test d’homogénité

Table 3.4 – Test d’homogénité
P-value chisq.test wilxon.test
FOUKA 1.53e-11 0.0004883
AMOUR 3.167e-11 0.0004883
FER.A 5.071e-08 0.0004883
BLIDA 3.944e-12 0.002516
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tous les valeur de P-value inférieurs à 0.01, indiquent que les données des 4 station

sont homogènes

3.9 Ajustement de loi GEV

Pour transformer les données du tableau data, qu’on a appelé volontairement «y» pour

faciliter les manipulations, on suit les étapes suivantes :

1. On estime le paramètre de localisation, le paramètre d’échelle et le paramètre de

forme de la GEV de chaque site en utilisant le code R suivant :

insttal.packages("ismev") library(ismev) gev.fit(data$FOUKA) gev.fit(data$BLIDA)

Table 3.5 – Estimateurs MLE des paramètre de GEV éstimées
µ σ ξ

FOUKA 15.52 19.06 -1.22
AMOUR 16.88 12.61 -1.05
FER.A 14.87 12.31 -1.04
BLIDA 20.40 14.15 -0.87

library(evd)

data<- rgev(100, loc = 0.13, scale = 1.1, shape = 0.2)

M1<- fgev(data) par(mfrow = c(2,2)) plot(M1)
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Figure 3.12 – Représentation des distributions GEV

On construira une matrice « Z » qui contient tous les paramètres estimés. C’est-à-dire

que la matrice Z comportera 3 lignes et 4 colonnes, où chaque colonne contiendra les

paramètres estimés de la GEV d’un site. La première ligne comportera les paramètres de

localisation, la deuxième comportera les paramètres d’échelle et la troisième contiendra

les paramètres de forme.

Table 3.6 – Valeurs des paramètres estimés de la distribution GEV
µ σ ξ

FOUKA 15.52 19.06 -1.22
AMOUR 16.88 12.61 -1.05
FER.A 14.87 12.31 -1.04
BLIDA 20.40 14.15 -0.87

Une fois que la matrice z est construite, on construira une autre matrice « p » composée

de 12 lignes et 4 colonnes et qui contiendra les données transformées. Le Code R utilisé

est le suivant :

p<-matrix(rep(0,48), nrow = 12, ncol = 4) for (i in 1 :4) p[,i] gev2frech(y[,i], Z[1,i],

Z[2,i], Z[3,i], emp = FALSE)
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Ainsi, les composantes de la matrice p représenteront des réalisations d’une variable

aléatoire suivant une loi de probabilité de Fréchet standard

Figure 3.13 –

3.10 Modèle des données

Parmi les modèles des max-stables on a choisi le modèle de Schlather pour modèliser

les quantités maximales des précipitations monsiel. On a préféré le modèle de Schlather

car ce modèle est fléxible et a une interprétation simple voir Ribatet (2009)[62] . Bien

sûr, si cela parait plus raisonnable, le modèle de Schlather pourrait être remplacé par un

autre modèle tel le modèle de Smith ou celui de Brown-Resnick, et les mêmes techniques

statistiques seront valables pour ce choix alternatif.

La loi de probabilité marginale bivariée du modèle de Schlather est donnée par sa

fonction de répartition. Et la fonction de densité marginale bivariée de ce modèle de la

thèse Gholam Rezaee (2010)[58] .

3.11 Coefficient extrémal

Lorsque il s’agit des processus max-stables, c’est-à-dire que les réalisations sont ex-

trêmes, Alors les statisticiens ont proposé un outil pour mesurer la dépendance des ex-

trêmes qui est le coefficient extrémal. Différentes approches pour estimer le coefficient ex-

trémal.Sous l’hypothèse que les données transformées sont des réalisations d’un modèle

de Schlather, on estimera le coefficient extrémal par l’approche F-madogramme. Pour

cela, on utilisera l’instruction « fmadogram » du package SpatialExtremes.

1. On construit une matrice « M» qui contiendra seulement les longitudes et les lati-

tudes des 4 sites. C’est-à-dire que M comportera 4 lignes et 2 colonnes, où la pre-

mière colonne contiendra les longitudes et la deuxième colonne contiendra les lati-

tude schaque ligne correspondra à un site . Le code R qu’on utilisera est le suivant :
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Code R

Pour estimer les valeurs du coefficient extrémal associé aux données de la matrice p,

on suit les étapes suivantes :

h=c(374.40,352.75,373.20,352.75) i=c(504.10,488.10,509.95,509.80) M<-matrix(c(i,h),nrow=4,ncol=2)

Table 3.7 – Tablau des coordonnés
coord x y z
FOUKA 504,1 374,4 25

AMEUR 488,1 352,75 120
FER.A 509.95 373.2 10
BLIDA 509,8 352,75 210

2. Une fois la matrice M est construite, on calculera les valeurs du F-madogramme et

celles du coefficient extrémal associé aux données en utilisant le code R suivant :

fmadogram(p, M)

Figure 3.14 – Valeurs estimées du coefficient Extrémal par l’approche F-madogramme en
fonction de la distance euclidienne(h représente la distance euclidienne entre deux sites
d’observation).
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3.12 Estimation des paramètres des modèles

Après la transformation des données en des données issues d’une variable aléatoire

ayant une distribution des valeurs extrêmes de Fréchet Standard et avoir choisi le modèle

de Schlather pour modèliser les quantités maximales des précipitations monsiel,on doit

estimer les paramètres de ce modèle pour atteindre l’objectif de cette analyse qui est de

trouver le modèle approprié aux données qu’on a. Pour cela, on va utiliser «la méthode

de vraisemblance par paires»

On a choisi de travailler avec la famille des corrélogrammes de Whittle-Mathérn car

elle engendre beaucoup d’autres familles de corrélogrammes. Bien sûr, on peut travailler

avec d’autres familles telle la famille stable ou la famille de Cauchy et le techniques sta-

tistiques resteront les mêmes.

Donc, notre objectif est d’estimer les paramètres 0 ≤ m1 ≤ 1, m2 > 0et % > 0 en em-

ployant la méthode de vraisemblance par paires. Pour cela, on utilise l’instruction « fit-

maxstab » du package SpatialExtremes

Code R
Pour estimer les paramètres du modèle de Schlather approprié à nos données et com-

parer son coefficient extrémal avec le coefficient extrémal estimé, on suit les étapes sui-

vantes :

On estime les paramètres du corrélogramme du modèle de Schlather par la méthode

de vraisemblance par paires. Le code R utilisé est le suivant :

Code R
Schlather <-fitmaxstab(p, M, "whitmat")

Table 3.8 – Les paramètre éstimées de modèle de schlather
nugget range moth

dependence parametres 0.1334 2.5837 54.1107
standard Errors 0.127 460.261 19010.930

Table 3.9 – Tablau de varcov de modèle de Schlather
vercov nugget range moth
nugget 1.614e-02 -4.532e+01 1.870e+03
range -4.532e+01 2.118e+05 -8.750e+06
moth 1.870e+03 -8.750e+06 3.614e+08

smith <-fitmaxstab(p, m, "cauchy")

Table 3.10 – Tablau du paramètres du modèle de Smith
nugget range moth

dependence parametres 1.533e-06 3.891e+00 1.451e-01
standard Errors 3.6906 84.7894 0.6851
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Table 3.11 – Tablau de varcovar de modèle de Smith
varcov nugget range moth
nugget 13.6203 312.7227 2.4750
range 312.7227 7189.2353 57.1397
moth 2.4750 57.1397 0.4693

brown<-fitmaxstab(p, m,"brown")

Table 3.12 – Tablau estimés de modèle de Brown
range moth

dependence parametres 16.396 1.536
standard Errors 3.7947 0.1517

Table 3.13 – Tablau de varcovar de modèle de Brown
varcov range moth
range 14.39942 0.25334
moth 0.25334 0.02301

extremalt <- fitmaxstab(p, m, "powexp")

Table 3.14 – Tablau éstimés de modèle de Extrémal-t
nugget range moth

dependence parametres 2.192e-06 1.791e+02 4.159e-01
standard Errors 5.724 611.305 7.090

Table 3.15 – Tableau de varcovar de modèle de Extrémal-t
varcov nugget range moth
nugget 32.77 -2338.58 40.53
range -2338.58 373693.43 -3016.44
moth 40.53 -3016.44 50.26

3.12.1 AIC

Table 3.16 – Le AIC des trois modèle
schlater smith brown extremalt
617.2358 617.3291 618.9964 617.8073

On compare le coefficient extrémal du modèle estimé avec le coefficient extrémal es-

timé précédemment par l’approche F-madogramm Le code R utilisé est le suivant :

fmadogram(fitted = Schlather, which = "ext")

fmadogram(fitted = Smith, which = "ext")

fmadogram(fitted = brown, which = "ext")
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fmadogram(fitted = extremalt, which = "ext")

Figure 3.15 – Les points représent les valeurs estimées du coefficient extrémal par l’ap-
proche F-madogramme et la ligne rouge représente le graphe du coefficient extrémal du
modéles (schlather,smith,brown,extrémal-t) approprié aux donnés (h représente la dis-
tance euclidienne entre deux sites d’dobservation

3.13 Conclusion

Les processus max-stables sont une généralisation des distributions des valeurs ex-

trêmes et, par conséquant, sont des candidats idéaux pour la modélisation des extrêmes

spatiaux. Dans ce chapitre, qui est le cœur du sujet de ce mémoire, on a essayé de don-

ner une introduction à la théorie des valeurs extrêmes spatiales , où les processus max-

stables occupent le trône de cette théorie. Le but principal de cette étude est de présenter

quelques-uns des modèles, les plus utilisés en applications, des processus max-stables et

leurs propriétés, ainsi que les méthodes statistiques qui permettent d’estimer leurs para-

mètres pour terminer avec un exemple d’application où on a illustrer la manière dont on

peut mettre en application tous les résultats vus dans cette étude. Comme on peut le re-
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marquer, l’approche statistique qui nous a permis de mettre en application la théorie des

valeurs extrêmes spatiales dans ce mémoire est «l’approche maximums par blocs », alors,

avant de terminer ce travail, on signale qu’on peut envisager une autre approche qui est

«l’approche excès au-delà d’un seuil». Cependant, on veut aussi signaler qu’il y a beau-

coup de questions non traitées dans ce travail, surtout ce qui concerne l’aspect statistique

de la théorie des valeurs extrêmes spatiale, comme l’approche bayésiennes, l’approche

par copules, les outils de diagnostics, la prédiction, etc. qui sont des sujets d’actualité en

plein essor.
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