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Résumé

Dans la derniere décennie, la dérivation fractionnaire a connu une montée spectaculaire,
des livres, monographies et articles ont vu le jour, ces documents s’adressent au public averti
et de haut niveau. Dans ce travail, on va revoir des différents types de dérivation fractionnaire
d’une facon détaillée ce qui permettera au lecteur moins armé de pouvoir suivre cette nouvelle

tendance en analyse mathématique.

Abstract

In the last decade, fractional derivation has experienced a spectacular rise, books, mono-
graphs and articles have emerged, these documents are addressed at the specialized public
and high level. In this work, we will review the different types of fractional derivation in
detail, and we will allow the less experienced reader to be able to follow this new trend in

mathematical analysis.

il



TABLE DES MATIERES

Introduction 1
1 NOTIONS DE BASES 3
1.1 Fonction Factorielle . . . . . . . .. . ... oo 3
1.2 Fonction Gamma . . . . . . . ... 6
1.2.1 Domaine de Définition de la Fonction Gamma . . . . . . . .. .. .. 7

1.3 Fonction Béta . . . . . . . . 14

DERIVEE FRACTIONNAIRE CLASSIQUE : APPROCHE DE RIEMANN-

LIOUVILLE ET APPROCHE DE CAPUTO 17
2.1 L’Intégrale Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville . . . . . .. ... .. 17

2.1.1 La Théorie de Riemann-Liouville . . . . . . .. ... ... ... ... 17
2.2 Dérivée Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville . . . . . . . ... .. .. 34
2.3 Dérivée Fractionnaire au sens de Caputo . . . . . . . . ... ... ... ... 48

2.3.1 La Relation entre les Dérivées Fractionnaires de Riemann-Liouville et

Caputo . . . . . . e 49

v




3 DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE HADAMARD 56

3.1 Intégrale Fractionnaire et Dérivée Fractionnaire au sens de Hadamard . . . 56
3.1.1 Avant la Définition de I'Intégrale de Hadamard . . . . . . .. .. .. 56
3.1.2  Estimations Utiles . . . . . . . . ... ... o 66

3.2 Dérivée Fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard . . . . . . . . .. .. .. 89

3.2.1 La Relation entre la Dérivée Fractionnaire au sens de Hadamard et la

Dérivée Fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard . . . . . . . .. 90

4 CALCUL FRACTIONNAIRE GENERAL 97
4.1 Intégrale Fractionnaire et Dérivée Fractionnaire d'une Fonction par rapport a

une autre Fonction . . . . . . . . ..o 97

4.2  La Dérivée Fractionnaire Psi-Caputo . . . . .. .. .. ... ... ... ... 117

4.2.1 La Relation entre la Dérivée Fractionnaire Psi-RL et la Dérivée Frac-

tionnaire Psi-Caputo . . . . . . . . . .. ... 118

4.3 Dérivée Fractionnaire au sens de Hilfer . . . . . . . . . . . . . .. ... ... 120
4.4 La Dérivé Fractionnaire de Psi-Hilfer . . . . . . . . . . . . . . . . . .. ... 121
Conclusion 125
Bibliographie 126



INTRODUCTION

Ce travail est concentré sur quelques types de dérivées fractionnaires avec leur impor-
tantes propriétés illustrées par des exemples. Ce mémoire se devise en quatre chapitres;
Chapitre 1; On s’intéresse a deux fonctions qui jouent un role déterminant dans le calcul
fractionnaire, il s’agit de la fonction Gamma et de la fonction Béta.

Chapitre 2; On verra une avant premiere sur la dérivation fractionnaire, nous saurons que
I'intégrale fractionnaire est la colonne vertébrale pour la dérivée fractionnaire. Les deux dé-
rivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et Caputo seront au menu.

Chapitre 3; On passe a deux autres types de dérivations; Hadamard et Caputo-Hadamard.
Chapitre 4; On fera un résumé pour les dérivées fractionnaires vues ou non . Grace a la
fonction Psi, on définit la dérivée fractionnaire appelée Psi-Hilfer et qui généralise plusieurs

types de dérivées fractionnaires.

Apres cela, on veut vous informer d’une remarque sur les définitions des intégrales et déri-
vées fractionnaires ; tout ce que vous verrez dans la définition de 'intégrale (ou bien dérivée)
fractionnaire s’appelle intégrale (ou bien dérivée) fractionnaire finie sur coté gauche si "a”
est un élément finie, et intégrale (ou bien dérivée) fractionnaire infinie sur coté gauche si

"a” un est élément infinie; a = —oco dans le cas pour Riemann-Liouville (RL) et Caputo ,

a = 0" dans le cas pour Hadamard et Caputo-Hadamard. On a éloigné de ces expressions



dans ce mémoire pour ne pas rendre les choses plus compliquées, floues ou répétitives.
D’un autre coté on définit 'intégrale fractionnaire finie sur co6té droite au sens de RL (on

choisit sens RL pour juste un exemple illustratif) par;

I -

Vous comprendrez cette intégrale et ce que on veux vous dire, apres vous lirez chapitre {1, 2}

I f(x) =




CHAPITRE

NOTIONS DE BASES

1.1 Fonction Factorielle

Définition 1.1.1. on définit la fonction factorielle naturelle par;

+00
F(n)= / " e fdr =(n—1)!, Vn>1.
0

Ce qui suit justifie 'obtention de la fonction factorielle;
Soit :

La variable réelle # >0 ,on a :

+oo 1
/ e Pdr = =
0 0

En effet :

“+o00 t 1 t 1
/ e %dr = lim e %dr = lim [——6_9‘”} = lim —= (e‘et —
0 0 0

t—+00 0 t—+00 t—+00

(1.1.1)

(1.1.2)

1
1) =—— lim e+ - =

9 t——+o0

1
0
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On observe que la condition # > 0 est nécessaire pour avoir,
lim e % = 0.

t——+o0

On dérive les deux membres de ’égalité (1.1.2) par rapport a 6, on obtient :
s ([ w) =)
- Clr) = — [ =
a9 /0 < M) = \g)

400 0 1
—/0 xe dx:—ﬁ,

+o0 1
/ re dy = —. (1.1.3)
0

92

alors :

On dérive encore une fois la formule obtenue (1.1.3) par rapport a 6, on obtient :

d [ [t 9x> d<1>

+o0 2
= —/ e dr = — =
03

0

+00 92
= / e 0%dr = =
93

0

Si on repete 'opération n fois on obtient :

+oo 1\
/ " e dy = (n gnl).’ Vn > 1. (1.1.4)
0

On démontre (1.1.4) par raisonnement par récurrence :

Soit :

+oo
Yn>1 |, / 2" e %y =
0

On démontre par récurrence que P(n) est vraie pour n > 1;

+o0o +oo 1
/ 2O 0 dy = / e "dy = -,
0 0 4

Pour n=1:

d’autre part




donc P(1) est vérifiée.

On suppose que P(n) est vraie, alors :

/+00 In—le—exdm _ (TL B 1)'
0 o

On montre que P(n+1) reste vraie;

Par une intégration par partie de 'intégrale

—+o00

/ e "y,

0

+00 1 “+o00 —+o00 _1

/ e P dr = [—éx"eew —/ Tefgwnxnfldx
0 0 0

—+0o0o
=0+ n / 2" e % dy.
0 Jo

on obtient ;

D’apres I'hypothese de récurrence, on a :

/+OO Ine—ﬁmdl_ :E (TL B 1)'
. o on

n!
:Qn—i—l’

donc, P(n+1) est vraie , alors d’aprés le principe de récurrence P(n) est vraie , donc (1.1.4)
est bien vérifiée.

Si on pose 0 = 1, I’équation (1.1.4) prend la forme :
+oo
/ " e tder=(n-1), Vn>1
0

(C.Q.F.D)




1.2 Fonction Gamma
Définition 1.2.1. La fonction I d’Fuler est définie par;
“+o0o
') :/ 2 e dr | (1.2.1)
0
tels que : Re(a) > 0 .

Elle généralise la fonction factorielle aux valeurs réelles ou complezes,

en effet : T'(n)=(n—1)!, pourn>1.

Remarque :
Ona:
ra=1. (1.2.2)

En effet :

400 400 t
(1) = / o e  dy = / e “dr = lim e *dr = lim [—e‘ﬂg = lim (—e"+1)=1.
0 0

t——+o0 0 t——+o0 t——+o0

Oubien; I'l)=1-1!I=0'=1

Lemme 1.2.1. Soit Re(a) >0 :
I'a+1) =al(a) (1.2.3)

Preuve :
Soit :

+00
IMNa+1)= / ot e v dy

0

“+o00
= / % *dx.
0

On fait l'intégration par partie, tels que :
Juv=uv—[u?,
u =e* — u=-—e7",

v = = V=ax*!,




donc :

“+o0o
MNa+1) = [—x"‘e‘ﬂgm +/ az® te "dx
0

+oo
= a/ e dx | d’aprés (1.2.1) on obtient :
0

= al'(a).

1.2.1 Domaine de Définition de la Fonction Gamma

On démontre que la fonction Gamma est bien définie pour oo > 0 :
Pour a =1:
d’apres (1.2.2) , I'(1) =1,
donc pour o = 1, la fonction I' existe et finie.
Pour a > 1:

Soit :

donc :

o) =1+ J,

tels que :

I est finie car c’est I'intégrale d'une fonction continue sur un compact.
D’un autre coté ,

soit :

. 3 al1
lim z22* e =0 , a> 1,
T—+00

i.e

Ve>0, dB(e) >0, Vo > B(e) = ‘x%xa_le_m




On choisit e=1 |

3 a—1,-=z

3
donc : ‘ximafleﬁ <1 ,sachant que: =zz22* e ™® >0 pour Vx>0,
3
donc: x3z%le <l = v le @ < L
xr2
+o00 +o00 1
== / v e dr < / —dx < 400,
B(1) B(1) T2

car : [ ;(OS f%dx est convergente i.e finie,

parce que elle est présentée I'intégrale de Riemann [3/2 > 1],

posons B(1)=A , donc : f;oo 2% te~*dx est convergente, d’aprés le critére de comparaison,
alors : J est finie,

on déduit que la fonction I' est finie pour o > 1.

Pouwr0 <a<1:

Soit :

+oo
INa) = / e " dur,
0

soit : ¢ un nombre réel plus proche a 0 et A fixe dans [c,+00],

c A +o00
= ['(a) :/ x”‘_le_xdx+/ xa_le_zd$+/ e " dx,
0 c A

J/ N J/ N J/

K L M
donc: T'(a)=K+ L+ M.
Soit :

C
K :/ e dx , O0<a<l,
0
(& (&
ona: z%te® (0 271, donc : / x® te v dx 21}(0)/ % Yz,
0 0

et foc Il%adx convergente d’apres l'intégrale de Riemann ; (0<a<1=0<1—-a<1),
donc : foc 2% le ®dx est convergente d’apres le critére d’équivalence,

donc K existe et est finie.

L est finie car la fonction 2% e~ est une fonction continue sur le compact [c, AJ.

M est finie aussi : la méme technique appliquée a J .

alors on conclut que la fonction I' est finie pour 0 < a < 1.

Donc la fonction I' est bien définie pour « strictement positif .




On démontre que la fonction Gamma est bien définie pour Re(a) > 0 :
On prend a€C |, «a =a+ib,
tels que :
Re(a) >0 ie a>0,
Vim(a) e R ie VbeR,
pour généraliser la fonction I' sur C.
Soit :
Foo +o0
MNa) = /0 7 e dr = T'(a) = /0 gl e dy

+00 +0oo
= I['(a) = / ey = I'(a) = / e xtdy
0 0
+oo i +oo )
= () = / e dy = I'(a) = / r* e TN gy
0 0
+oo
— ['(a) = / 7% e ™ (cos(blnz) + isin(blnz)) dr
0

400 +00
= ['(a) = / % e " cos(bInx)dx —I—z’/ 2% te " sin(bInz)dz,
0 0

J/

e

P Q
donc la fonction I' est bien définie si et seulement si P et (Q sont convergentes ,

alors :

+oo
|P| = / 2% te " cos(blnz)dx
0

+o0
= |P| < / |2 te " cos(bnz)| da
0

+o0
— |P| < / | e ‘e | |cos(bIn )| dx
0 g D e

>0 R
+o0
— |P| < / " e " dur,
0

donc : P est absolument convergente si et seulement si f0+°° x%le ®dxr est convergente, et
on a déja étudie fOJrOO 2% te~®dxr qui est convergente pour a > 0, alors P est absolument
convergente pour a > 0 et Vb € R, donc P est convergente pour VRe(a) > 0,

et on fait la méme chose pour Q ,

donc : la fonction I' est bien définie pour Re(a) > 0 et Im(«) quelconque .




Prolongement de la fonction Gamma a C*/Z~ :
On commence par prolonger la fonction Gamma définie sur {o« € C* et Re(a) > 0} a la
bande M_; ={a € C*/{-1} et 0> Re(a) > —1} en utilisant la relation :

F(oz—i—l)'

aeM_; I'a) = -

Ce prolongement peut étre itéré indéfiniment , ce qui nous donnera un prolongement de la
fonction Gamma a C*/Z~ par la relation :

I'(a+k)

a€My; T'a)= (@) (a+1) ... (a+k—1)

Avec M_p={ae€C*/{—k} et —k+ 1> Re(a) > —k}.
Remarque :

Sia€eZ alors [['(«a)| = 00

Résultat :

On conclut que la fonction T est bien définie pour a € {C/Z™}.

Exemple 1.2.1. Calcule I'(1/2) :

1 +o0 400 oo —x
r <—) :/ z2 le~%dy :/ e %dy :/ ¢ dx,
2 0 0 0o VT

onpose: JT=y=ax=y> , di=2ydy /1=0= y=0/ (13— +00) => (y — +00),

Soit :

alors :
1 oo ey
r <—> :/ e—2ydy
2 0 )
1 teo
—I(=-)=2 e Y dy
N
I
On pose :

+o0 9
I = / e *dz,
0
o0 )
IQ = / €7t dt,
0

10




alors :

+oo ) +o0 )
1.1, = / e ” dz/ e dt,
0

0
+oo +oo 9 o
LI, = / e Vdz dt,
0 0

on pose : z =r1cost =rsinf / dzdt=rdrd,
(z€[0,400] A te€[0,+0]) = (rel0,+oo[ A 0€]0,7/2]),

donc :

jus +o0
2 o 2 52
1.1, :/ / e (r* cos? 0+r? sin® 9) r dr d@,
0 0

{cos® 0 +sin® 6 = 1}

7 [t
— L.I, = / / e " rdr db,
0o Jo

{dr? = 2rdr}

1 [2 [t

— .1, = —/ / e " d?”2 do
2 0 0
1 % _p2]too

= 1.1, = 5/0 [—6 }O db

1 [2
— .1, = —/ 1d6
2 Jo

T
— [1.]2 = Z,

donc si on pose Iy = Iy =1

alors :

r <1> =7 . (1.2.4)

Exemple 1.2.2. Calcule T'(3 4+n) pour n>0 :
Soit :

r <% + 1> = % I (%) , {selon (1.2.3)}

11



d’aprés (1.2.4) , on obtient :
1
r (— + 1) _ g , (1.2.5)

un autre cas;

F(%%—Z) :F<(%+1> —i—l) = (%+1> F(%—l—l) , {selon (1.2.3)}

d’aprés (1.2.5) , on obtient :

1 3
r(-42)=2 1.2.
(2+ ) 92 VT (1.2.6)

un autre ;

r (%—1—3) =T <(%+2) +1> = <%+2> I (% —1—2) , {selon (1.2.3)}

d’aprés (1.2.6) , on obtient :

r(1+3>=3*5\/%, (1.2.7)

2 23

un autre cas pour plus précise ;

r (%—1-4) =T ((%—1-3) —i—l) = (% —|—3> I (% +3> , {selon (1.2.3)}

d’aprés (1.2.7) , on obtient :

F<1+4):3*5*7\/E,

2 24

ainst de suite , jusqu’a obtenir le résultat suivant :

F(%_{_n):1*3*5*7*2..”.....*(271—1) VT

sachant que;

alors :




donc :

F(%+n>:%ﬁ ,Yn >0 . (1.2.8)

On passe au raisonnemnt par récurrence pour démontrer (1.2.8).
Soit :

V>0 | r(%+n):§”ii\/% .............. P(n) ,

on démontre par récurrence que P(n) est vraie pour n >0 ;

Pourn =0 :

r (1 + 0) =T (1> =7, {selon (1.2.4)}

d’autre part on a;

donc P(0) est vérifiée .

On suppose que P(n) est vraie :

((3en)= 22

On démontre que pour P(n+1) est vraie , tels que :

F(1+(n+1)>: Mﬁ,

2 4+ (0 + 1)

soit :

r (% +n+ 1) = (% +n> I (% —|—n> , {selon (1.2.3)}

d’aprés U'hypothése , on obtient :

F<1+n+1>=(%+n> (271)!\/7—T:(2n‘i‘1)(2n)!\/%:(271—1-2)(271—1-1)!\/E7

2 4n n) 2 % 4" n| 2(n+1)2 4" n!
1 (2n +2)!

()= 22
y F D) =5 (n—l—l)!ﬁ

donc P(n+1) est vérifiée pour , alors d’aprés le principe de récurrence P(n) est vraie , donc

(1.2.8) est bien vérifiée.

13



1.3 Fonction Béta

Définition 1.3.1. C’est une fonction spéciale de type d’Euler définie par :

1
B(p,q) =/ 2?1 — 2)? (1.3.1)
0
tels que : Re(p)>0 , Re(q)>0.

Lemme 1.3.1. La symétrie de la fonction Béta
Soit Re(p) >0, Re(q) >0 :
B(p,q) = Bla. p)- (1.3.2)

Preuve :

Soit :

1
B(p, q) 2/0 P71 — 2)7

on pose : 1-z=t = x=1-t / dx=-dt / 1=0= t=1 , a=1—=> t=0,

alors :

/ t)P 1 (—dt)
1

/ t)Ptdt
0

=B(p,q) = B(q,p).

Lemme 1.3.2. La forme trigonométrique de la fonction Béta

Soit Re(p) >0, Re(q) >0 :

B(p,q) = 2/02(0050)21”1 (sind)* 1 df. (1.3.3)

Preuve :

Soit :

1
B(p,q) :/0 2?1 — 2)? da,

on pose : x=cos?f => 1-r=1-cos?=sin’0 / dr=-2 cosfsinf df,

o=0=0=1/2 , z=1=— 0 =0,

14



donc :

0
B(p,q) :/ (cos0)*P~2 (sinf)?12 (—2)cosO sinfd db

N

Jus

= B(p,q) = 2/02 (cos0)?*~1 (sind)?? df.

Lemme 1.3.3. La relation entre les deux fonctions Gamma et Béta
Soit Re(p) >0, Re(q) >0 :

.
=7 =7 1.34
1) (134)
Preuve :

Soit :

on pose : z=t* | dx=2tdt / x=0= t=0 , (1—> +00) = (t — +0)

alors :
+o0o ) too 2
L(p) = / 2 otdt = T(p) =2 / 1= gy
0 0
on pose aussi :
+o00o )
I(q) = 2/ yPle V' dy,
0
donc :
+oo 5 +o0 )
I'(p).I(q) = 4/ P let dt/ Yy eV dy
0 0
e oo 2 .2
:>F<p)r<q> = 4/ / t2p*1 y2q71 eft v ¢ dy,
0 0

onpose: t=rcost) , y=rsnd / dtdy=rdrd,
(te]0,+0] A yel[0,+oo[ )= (re[0,+00] A 0€][0,7/2]),

alors :
s +o00
L(p).T(q) = 4/2 / P21 (cos) 1 P2 (gin)20 e eos 00 e
o Jo

=T'(p).I'(q)

5 [t
4/ / P22 o= (cos0)**~! (sind)*T' r dr df
o Jo

2 +oo 2
—T(p).I'(q) = 2/ (cos0)?P~(sinf)?a~* dﬁ/ (rA)prat e dr?,
0 Jo

J/

~
I

~
J

15



d’aprés (1.3.3), on obient : I=B(p,q),
d’autre part ,
sionpose: r*=s / r=0= s=0 , (r— 4+00) = (s — +00),

alors J devient :
—+oco
J :/ sPtile™*ds = J=T(p+yq),
0

donc : T'(p).I'(q) = B(p,q).I'(p+q)
= Bp,q) =T({p)I'q) /Tr+aq).

16



CHAPITRE

DERIVEE FRACTIONNAIRE CLASSIQUE :
APPROCHE DE RIEMANN- LIOUVILLE
ET APPROCHE DE CAPUTO

2.1 L’Intégrale Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

2.1.1 La Théorie de Riemann-Liouville

La théorie fractionnaire de Riemann-Liouville (RL) consiste a la définition de la dérivée
au sens RL . Pour se faire, on commence par des intégrales d’ordres arbitraires en utilisant

une formule récurrente de primitive d’une fonction continue;

Filab — R

t — f(t)

17



= / f(s)ds, (2.1.1)

Igf(:z:):ljI;f(x):/xljf(t)dt, {a<s<t<axz<b}

:/: /atf(s) ds dt. (2.1.2)

(2.1.2), pour passer d'une double intégrale a une seule intégrale on utilise la méthode sui-

alors :

donc;

vante : 1" Méthode : Par l'intégrale par partie :
Soit :

Juv=uv— [u,

tels que :
%—u’—1:>u—t
ot -
t
o= [ Heds = 5 =v = (0

alors : (2.1.2) devient :

i) = [t [ ] - [T
:x/;f(s)ds—a/aaf(s)ds—/:tf(t)dt

N~ N~
I 0

N

dans I en change ”s” par "t” , car "s” est une variable muette.

— 12 f( _x/f dt—/atf()

P ):/ (x — ) f(t)dt.

a

2¢m¢ Méthode : On applique la méthode de Fubini-Tonelli :

3[17@dwa

18

Soit :




La méthode de Fubini-Tonelli permet d’inverse I'ordre d’intégration :

i@ = [ [ ) deas

—/af(s)/s dt ds

~——

(2= s)
— [ =) s

on pose s=t, on obtient :

2w - | " 0f(1) dt.

En intégrant une nouvelle fois , on obtient :

piw = [ 45 D re) ar,

ainsi de suite jusqu’a :

o= [ C S

(n—1)!
On démontre (2.1.4) par récurrence.

Soit P(n) définie par :

I"f(x) :/fo(t) dt Vn>1 ..

(n—1)!

Pour n=1:

elle vérifiée d’apres (2.1.1).

On suppose que P(n) est vraie :

o= [ E 2

(n—1)!

On démontre que P(n+1) est vraie :

rsw= [

n!

(2.1.3)

(2.1.4)
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Soit :
L f(x) = I, I f (),
d’apres I’hypothese on obtient :
_ 1
[ f(z / / =" 1) ds dt.
(n—1)!
d’apres la méthode de Fubini-Tonelli on obtient :
I f(x / / f(s) dt ds
(t — 5)" 1
/ f(s)/ (n—l) dt ds
/ f(s { (t— s)"} ds
/ f(s)—(x — s)"ds,

I f (o / 1Oty

alors : P(n+1) est vrai, donc : par le principe de récurrence P(n) est vraie , alors : (2.1.4)

on pose s=t, on obtient :

est vérifiée.

Définition 2.1.1. Soit f une fonction continue sur [a,b] d R et o € C tels que Re(a) > 0,
on définit Uintégrale fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville de la fonction f
par :

I f(z) = ﬁ / ( — 1o~ (1)t (2.1.5)
On remarque que 12 est du moins une généralisation (formellement) de l'intégrale 17 f au
valeurs réelles ou compleze .

Remarque : La définition précednete reste valable pour |a,b| , si a ou b des éléments infinies

(a = —00,b=+40c0).

Exemple 2.1.1. Soit Re(f) > —1 et Re(a) >0 :

reE+1)

aln. _ \8 —
Iz —a) “Tla+5t D)

(x —a)* . (2.1.6)
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Preuve :

Soit :

on pose :

t—a

(%),

t=a—=717=0 , t=r=—=717=1,

T =
Tr —a

(¥) =71(r—a)=t—a
— (r—t)+7(r—a)=zx—t+t—a
— (x—t)=(x—a) —7(x —a)
— (z—t)=(zx—a)(l—7),
(%) = dt = (z — a)dr,
alors :

I%(z —a)’ =

a

—1 lx—ao‘_l — ) P — )z — a) dr
o | @ = e - e - ) d
— 1 x—ao‘ﬁ ' _Ta—lT(B—i-l)—l - SanTes

—F(a)( )™ /0(1 ) dr  daprés (1.3.1)

N J/

B(aB+1)
=—(z—a)*"  Bla,f+1) , d’apreés (1.3.4)
—_——
[(a)l(B+1)/T(a+5+1)

L1y gy D@EGB 4D
- I'(a) Fla+p8+1)’

alors :
r 1
]s(x_a)B:F (6"’ )

m (CL’ — a)‘”ﬁ.

Remarque :

D’aprés (2.1.6) , la fonction I' est bien définie ssi : Re(f + 1) > 0 = Re(f) > —1 et
Re(a) > 0.

Exemple 2.1.2. Soit Re(a) >0 :

1

"l = ——
“ I'(a+1)

(z —a)®. (2.1.7)
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Preuve :

Soit :
1 ¥ 1 1
Il = — —t)tdt= —— —[—(z— 1)
S A RS
alors :
[():1 _ 1 ( )Oc
T T+l
Exemple 2.1.3. Soit Re(a) >0
Ig 27 = L(o) el (2.1.8)

Preuve :

D’apreés (2.1.6) et pour a=0, 5 = «a — 1, on obtient :

](t);v 20— F((Oé - 1) + 1) l_a—&-(a—l)
MNa+ (a—1)+1) ’
alors :
I'(a)
[oz a—1 _ 2c—1
0 I'(2a) ’
Exemple 2.1.4. Soit Re(ar) >0, a=—o00, A€ C} :
6)@
o A= — 2.1.9
= (21.9)
Preuve :
Soit :
[a e)\I — 1 /x (.CI? . t)a—l eAt dt
o) J -« ’
on pose :
r—t=7 = t=x—7 = dt = —dr,
t=2r = 7=0, (t— —o0) = (T — +00),
alors :




on pose :

AT =y = T:% = d7 =

7T=0 = y=0, (1 — +00) = (y — +00) ; car X e Cy,

Y

dy
A

alors :
Az + _
o= | NOGE
L) J A A
Az +o00
— € a—1 yd i
r(a)
alors :
Az
e
o Az -
e e
Exemple 2.1.5. Soit Re(a) >0, a=—-00, k€N :
I cosz = cos ((x — ag) + 2ak7r> : (2.1.10)
. ) ™
I sinx = sin <(a: - aE) + 2ak7r> . (2.1.11)
Preuve :
Sachant que :
e = cosx +isinx,
alors : I%e"™ = I%cosx +i [*sin,
et d’apres (2.1.9) si on pose X =1, tels que i € CY,
donc : Ijcosx+1 I siny = —,
/I/Oé
avec : 1 =TT el que k €N,
donc : I2cosx +i [Jsiny = ‘ = (lleal5+2km)

eia( 5+2km)

donc : Ifcosx+1 I sinx = cos (m — oz(g + 2k:7r)> + 1 sin (x — a(g + 2k7r)> :

alors :

I cosz = cos ((x — ag) + 2ak’7r> :

I sinx = sin ((x — ag) + 2ak:7r> :
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Proposition 2.1.1. Soit : f € C°([a,b]), pour o, 3 € C tels que; Re(a) >0,Re(B)>0,
alors :

I 17 f(x) = I27P f (). (2.1.12)
Preuve :

Soit : {Re(a) >0, Re(p) >0}

[P f(a) =

et d’autre part :

avec - IPf(t) = ﬁ/a (t —s)P7Lf(s) ds,

alors :

a Ip x:L wx— a_li t — )% f(s) ds
o 1% fa) F(@)/a( 0 F(B)/a<t ViLf(s) ds dt

(x —t)*H(t — 5)°71 f(s) ds dt,

{on utilise la méthode de Fubini-Tonelli pour inverser l’ordre de l'intégration }

alors :
15 f x—tal s)P7Lf(s) dt ds
= W/{; f(S)/Sv (C(f—t)a l(t 8)6_1 dt dS,
t—s
on pose : T= (%)

t=s=—=717=0,t=0—1=1,
(x) = (t =) = 7(z — )

— —t=—s—71(x—3)
—r—t=c—s—71(r—s)

= (r—t) = (z—s)(1-7),

(%) = dt = (z — s)dr,
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alors :

o L L ’ S lx—sa_l — ) e — 9)P Y — 5) dr ds
fafaf()—F(a)P(ﬁ)/f()/( P =) ) (w—s) dr d
/ f(s)(x —s)>tF~ 1/ (1—7)*"" dr ds ,{d’apres (1.3.1)}
) ’

N Nz — )11 ds B(a —
r<a>r(5),/£ F(s)@ =)V ds Bla,f)  {dapres (1.3.4)}

L(a)I(B)
I'(a+p)

——1 ’ s)(x — )Pt ds
- | = as

st on pose s=t, on obtient :

. oc—i—ﬁ—l
oz+ﬁ / /) @,
I3 I f(a) = TP f(2).

o 1% f

Proposition 2.1.2. Soit : f € C°([a,b]), pour o € C tels que Re(a) >1 ,

alors :

d

I f(@) = 17 ),

Preuve :
Soit : {Re(a) > 1}

7 0) = g [ o= 0 d

d’autre part :

d d 1 v
—1I¢ = — — — )27 (1) dt.
FIre) = 4 s [ =0
Rappel :
Régle de dérivation de Leibnitz :

9(x)

d 9@
- z,t) dt = ¢'(z) f(z,g(x)) — W () f(z, h(z — f(x,t) dt.
i [ w0 =0 JGoate) -0 s+ [T ) @

(z)

(2.1.13)

(2.1.14)
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alors : d’aprés (2.1.14), on obtient :

%lﬁf(:v)ﬁ{m’ @™ ) - & o= £l )+ [ e dt]

1 s
~ a7 | (o= D=0 ple)

_ %/j@_m* £(t) dt

" _(%;(;)_ D) / oS d s (123)

1 r o2
- L @m0 s

— I f() = ;).

Proposition 2.1.3. Soit : f € C°([a,b]), pour «,€ C tels que Re(a) >n ,¥n > 1,

alors :
d " (03 a—n
(%) If(x) =137 f(x). (2.1.15)

{c’est une généralisation de (2.1.13)}
Preuve :
On pose :

d\" -

<d_) ITf(x)=I""f(z) ,Yn>1 ... P(n),
x

avec Re(a) > n.

On démontre par récurrence que P(n) est vraie :

On vérifie pour n=1 :

() ero-r
- I8f(x) =13 f(x) ,avec Re(a) > 1,

elle est vérifiée pour n=1, d’aprés (2.1.13).
On suppose que P(n) est vrai :

tels que; Re(a) >n, on a :

() 1) = 1571
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On démontre que P(n+1) est vérifiée, tels que :

d

()" s = 1)

tels que Re(a) >n + 1.

Soit :

Re(a) > n+1 > n

<i>n+1 ITf(x) = <i> (%)” I f(x) ,{d’aprés Uhypothése}

dz dz
N—— ——
I8 " f(z)
— () s = L e,
( )—1
Iaafn —

sachant que Re(a) >n+1 = Re(a)-n>1,donc daprés (2.1.13), on obtient :

d n+1 .
el I e
(dx) o f (@) =1 ’

donc P(n+1) est vérifiée, alors d’aprés le principe de récurrence on obtient que P(n) est vraie

pour , donc (2.1.15) est vérifiée.

Proposition 2.1.4. Soit : f € C°([a,b]), pour o € C tels que Re(a) >0,

alors :
lim I f = f. (2.1.16)
Preuve :
D’aprés (2.1.7) on a :
a1 1 « . a1 1 1 o . a1
Ial—m (x —a) :>allgl+fa1—ali%gr NEE (x —a) :>ali>rgl+fal—l (%).
- !
Soit :
12£0) ~ F1 = [ [ @00 b= s [0 o) a
1 * a—1
|y [ 00 - s et
L ’ a-l — f(x a r—t)* !
< a7 [ @0 U@ = f@)ld (@) > 0. =1 > 0)




Sachant que f € [a,b], ie f est continue sur [a,b], alors :

Ve>0, 30>0, Vot €la,b]; |t—z|<d=|f(t)— f(z)| <e,

donc: t—z|<d= —0<t—az<d=z—-0<t<di+z (A),

donc :
fo! a L o a1 . T L ! T — a—1 o T
125 = S < g [ 000 - i+ | =i - s e
K 7
d’aprés (A), alors :
tele—dz]=[ft) - fx)] <e

donc :

[ =GO - s < s [ = ear

= J < e ) /36_6( —t)* 1 dt

1 1 .
— J < ¢ o) E[_<x 02 s
6&

=< Taty

alors :
O}H(I)l+ J < ali,rng € m == O}i_}l})lJr J< e e ali{{)lﬂL J=0.
1
D’autre part :
soit - [f(t)-f(x)] < [f(D)]+]f(x)]
—_—
et; |f(t)] < te[sugé]|f(t)| @) =c  done; [f(t) = f(z)| <k {k=M+c}
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donc :

['(a)
1 x—0 .
K< k—— ) dt
— K= r<a>/a S
— K K [—(z —t)°]"°
“I'(a+1) “
k
K _ a _ sa
alors :
k
li K< lim ——— —a)*— &° i K< 1 K =
Jm K< osotyy Lt -) = im Ks0= lm K=0,
—— 1 1
1 J/

o9

sachant que;

12 £(@) = F@I S K+ = T [12f(2) = f@)I21] £ lim (K +.7)

a—0t

— lim [[Jf(z) — f(2)If1] <0

a—0t

— lim (I f(x) — f(2)I01) = 0

a—0t

= lim I¢f(z) = f(z) im ISl | {d’aprés (x) }

a—0t a—0t

1

— lim IJf(z) = f(2).

a—0t

Remarque : I’f(x) = f(x).

Proposition 2.1.5. Soit : f € C°([a,b]), pour a € C tels que Re(a) >0,

alors :
lim I3 f(z) = (2.1.17)
r—at
Preuve :
Soit :
1
]CY = | — dt
12501 = [ /
M
1 a 1
< T /., @~ |f@®)]dt ety [f(t)] < sup |f(1)]
Oé tela,x]
M
< F—/ (x —t)* 1 dt,
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alors :

o M
12 ()] <

Tlar @@ = /@) < lm

T—a F(a)

(x —a)®
0
= lim |[Jf(z)| <0= lim I{f(z)=0.
z—a T—a
Proposition 2.1.6. Soit f est une fonction continue sur [a,b] , Vn > 1, alors :
d n
(%> I"f(x) = f(x). (2.1.18)
Preuve :

17 Méthode :

On démontre par récurrence que :

(i)" [f@) = f(@), V> 1 . P(n).

dx
Pour n=1 :
d d v
— I f(x) = — t) dt
i@ =1 [
) \ . . d 1 . / / ’ d
d’aprés (2.1.14), on obtient ; o Lf(z)=_2" f(x)—_d f(a) —i—/a %f(t) dt
1 0 b\o,_/
— 2 1) = f(2)
de ° B ’
donc P(1) est vérifiée.
On suppose que P(n) est vraie :
d n
(2) 125 = f)
On démontre qu’elle est vraie pour P(n+1) :
d n+1
()" r @) = ).
Soit :
<i>n+1 I f(z) = 4 (i)n IMI.f)(x) ,{d’aprés Uhypothése}
dx “ ~ dr \dx o o b P
Ia},(z)
d n+1 — d
<%> I f(x) = %Iaf(a:) A d’aprés (2.1.14)}
(z)
f(z
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donc P(n+1) est vraie , alors d’aprés le principe de récurrence on obtient que P(n) est vrai,
alors (2.1.18) est vérifiée.

2¢me Méthode :

D’aprés (2.1.15) ;

d

pour Re(0) > n . (L) 12 () = 177 ),

donc :  lim (i)n[gf(a:) = lim IJ7"f(x)

a—n— dl’ a—n—

— () rf@ = i 1)

dx a—n—
si on pose o —n =7, alors; lim INf(x) = f(x) ,{d’aprés (2.1.16)}
v—0

d

donc : <%>n[gf(:v) = f(x).

Remarque :

done, d’aprés (2.1.15) et (2.1.18) on peut écrire comme suit ;
d\" _
VRe(a) > n , tels que n>1; (d—> If(z) =107 f(x) (2.1.19)
T

Proposition 2.1.7. Soit fe C"([a,b]), n>1 :

f9a), (2.1.20)

@) = f) -

sachant que :  fU)(a) = limy_,q (%)j f(z) .

Preuve :

Soit fe C™([a,b]), n>1 et Re(a) >0, on a :

19f(x) = ﬁ / “w— 0 f (1) d,

on fait une intégration par partie comme suit :
Juv=uv— [u,

avec :

v o=(z—-t)" = u=—=(z—1t)",

v=[ft) = v =f),
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donc :

alors :

(z —a)®

I = — oty . 2.1.21
) = s )+ I @ 2121
Si on fait Uintégration par partie une 2°™ fois sur IS+ f'(x), on obtient :

(z —a)® (x —a)**t 2
]a — ch—l— "
2@ = fa e f @ gy £ @+ 1 @),
ainsi de suite jusqu’a obtenue :

< r—a)ty .
) =3 p e ) + 1 o),

—_

<
I
o

(2.1.22)

Pour démontrer le résultat (2.1.22) il faut passer da la démonstration par récurrence.

Soit : Vn>1, feC"(a,b]), Re(a) > 0;

n—

) =Y AT

[ary

<
g
3
Q
+
—_
+
<o
=Y
\M-/.
=
S—
_|_
~
Q
JF
S
-y
S
&

On démontre par récurrence que P(n) est vraie :
Pour n=1 :

I3 (o) = f s f(0) + I ),

elle est vérifiée d’aprés (2.1.21) .

On suppose que P(n) est vraie :

VYn>1, feCa,b]), Re(a) >0; If(x) Y

On démontre que P(n+1) est vraie

n+1 . TQ _ - ) a+n+1 £(n+1)
21 € O ) Rele) > 05 T2 = D2 e )+ I ),




Soit :

1

10 ) (z) = m/a (z —t)* 7 F(t) dt,

par une intégration par partie , on a :

1 —1 v v 1
o4 ) () = ([ x— )t (”)t} +/ z —t)etn (”“)tdt)
710w =m0 0] + [ om0
(:L,_a>a+n

MNa+n+1)

— I3 f0(r) = FO)a) + I f 0 ),

on remplace cette derniére dans [’hypothése, et on obtient :

 (w—a (@ —ayr

a _ 7) (n) aTn (n+1)
Iaf(x)—z —F(a+1+j)f (a)+F(a+n+1)f (@) + [Tl fntD) (g),

(x —a)*ti

N () Jotntl p(nt1)
L 0 a) + 1 ),

I3 f(z) =

=0
donc P(n+1) est vérifiée, et d’aprés le principe de récurrence P(n) est vraie, alors (2.1.22)

a été démonitrée.

Si on fait la limite quand o tend vers 07 dans les deuz cotée de (2.1.22) , on obtient :

T — CL orH .
lim I = i () Jotn £ d’aprés (2.1.16
Jim 12 f () = lim <]ZO Fariggy @+ L) | {dapres (2116)}
f(z)
n—1 ZL‘ a j
" fO(a) + I7 f™(2),
= [(1+ )
alors :

I; f™(x) = f(z) —
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2.2 Dérivée Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.2.1. Soit f une fonction continue sur [a,b],(—oo < a < b < +00) ;un intervalle
fini ou infini de R et Re(a) €ln — 1,n[, ot n € N*. On appelle dérivée fractionnaire au

sens de Riemann-Liouville (RL) d’ordre o de la fonction f la fonction notée et définie par :

#pg (o) = () e, (2.2.1)
En d’autres termes, on a :
a _ 1 i " ’ _ p\n—a—
RLpe f(z) = T —a) <dx) / (x —t)" "1 f(t) dt. (2.2.2)

Avec : 0<n-Re(a)<1 ,

car : 0<n-1<Re(a)<n = -n<-Re(a)<-n+1 = 0<n-Re(a)<1.

Remarque :

Pour choisir la valeur de n d’aprés la valeur de a qui est connue déja, on prend : n=[Re(a)]+1,
er; si a=4.59 alors n=[459]+1=}+ 1= n=27,

st a = 0.17+20 alors n=[0.17+1=0+ 1= n=1.

Exemple 2.2.1. Soit Re(8) > —1 et Re(a) €]n—1,n[, Vn € N* :

LB+1)

m(x —a)’ . (2.2.3)

"Dg (v —a) =

Preuve :

Soit :

RLDa ( — q)f = (i)n I"%(z — a)”,

dz “
d’aprés (2.1.6) , on obtient :
_ Lg+1) _
e . B _— _ \n—a+p
L(B+1) d\" _
RLDa o B — <_) o n—a+f )
— o (@—a) I'n—a+p+1) \dz (v=a)
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Y
On pose : (d_> (x —a)" " | tels que i=1,....... M.
T

Pour i=1 on obtient ;

() === = =t f)a —a i

Pour i=2 on obtient ;

(%)2 (x—a)" P =(n—a+p) (%) (x —a)"oth1

alors :

(%)2 (z—a)" P =m—-a+p)(n—a+pf—1)(z—a)" "2

Anise de suite jusqu’d pour i=n, on obtient ;

(%)n (x — a)n_a'f‘ﬁ =m—a+pf)n—a+s-1)..n—a+pf—-(n—-1))(z— a)n—a+5_n

— (%)n (z—a)" P =m—-a+B)(n—a+p-1)..B—a+1)(z—a)l .

{on peut justifiée cette resulat par une démonstration par récurrence}

Sachant que :

Tn—a+B8+1)=m—a+B8) Tn—a+p) , {daprés (1.2.3)}
—Tn—a+B8+1)=(m—a+B8) T(n—a+B—1+1)
=Th—a+pB+l)=mn—-atf)n—a+f-1)TI'h—a+p5-1)
—Tn—a+f+1)=mn—-a+B)n—a+-1)..—a+1)T(B—a+1l),

donc : (n—oH—ﬁ)(n_OH_ﬁ_1>m(3_a+1):F(W—Oé—i-ﬁ-l-l)

I'B—a+1)
Donc on obtient :
d\" niaﬁ_r(n—a-i-ﬁ—Fl) B—a

<%) (x —a)" " = TG —atl) (x—a)’*. (2.2.4)

Alors :
a o B __ F(ﬁ + 1) o B—a
ELDY (1 — a) _—F(B—oz—l—l)(x a) :
Exemple 2.2.2. Soit Re(a) >0, n=[Re(a)]+1 :
RLpe 1 = (x —a)™. (2.2.5)

I'l—a)

35



Preuve :

Soit :
BLpe 1 = (%)n 1,
d’aprés (2.1.7) , on obtient : 1'% 1= m& —a)"" 7,
done DI L= —1a +1) (d%)n (2= o)™,
d’aprés (2.2.4) on obtient : (%)n (x —a)" " = %(z —a)
alors :
RLpe 1 = m(x —a)” .

{ on peut obtenue cette résultat si on pose 5=0 dans (2.2.3) }
Remarque :
On remarque que la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de RL de 1 n’est pas égal a zéro

si et seulement si o n’appartient pas a N*.
Exemple 2.2.3. Soit Re(a) >0, n=[Re(a)]+1 :
BLpo po~t = 0. (2.2.6)

Preuve :

On pose a=0 et [=a—1 dans (2.2.3) et on obtient :

RLDSc l’a_l — r
alors :
RLpo g~ = 0.
Exemple 2.2.4. Soit Re(a) >0, n=[Re(a)]+1 :
BLpe 2 =T(a+1). (2.2.7)

{on obtient cette résultat si on pose a=0 et 5 =« dans (2.2.3)}
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Exemple 2.2.5. Soit n—1 < Re(a) <n tels que n e N*, a=—oc0 et AeC} :

RLDaa 6>\x — )\aekﬂc' (228)

Preuve :
Soit :

RLDg 6)\90 — <i>" [;1—0&6)\:0

dx
6)\:1:
d’apres (2.1.9), on obtient : I"~ % = o
1 d\"

d - RLDa Az <_> Az

onc u € oo \ dr €

SN R L O W L (R

a = h},_/ A\n— ’

alors :

RLDS e}\l’ — )\aekm'
Exemple 2.2.6. Soit a =—00, n—1< Re(a) <n ,tels quen € N* et k € N :

RL D% cos - = cos <(Jc + ag) + 2ak7r> . (2.2.9)

RL D% gin 2 = sin <(x + ag) + 2ozk7r> . (2.2.10)

Preuve :

Sachant que :

e = cosx + isinz,
alors : "D = BLD%cos g 44 *X D sin
d’apres (2.2.8) si on pose A =i tels que i € CI,
donc : D%cosz +i " D¥siny =i €,
T 42kn)

avec ;i = €'l , tels que k €N,

, ‘ . . , .
donc : BLD%cosx +i BLD%sing = (3T i — pilatal+2km)

Y

donc :  FED%cosz +i DYsinx = cos (ZE + oz(g + 21{:7?)) +i sin <x + a(g + 21{:7r)) :

37



alors :

BL D% cos z = cos <(x + az) + 20zk:7r> :
2

BL D% gin 2 = sin <(x + a2) + 20zk‘7r>
Proposition 2.2.1. L opérateur "L DY est linéaire .
Soit : h,g € C°([a,b]) , ¥V 6,1 € R , et pour Re(a) €]n — 1,n[ tels que n € N¥;
RL mc 1 d\" ! n—a—1 ; \

D3 (6 h+mng)= Fn—a) \dz (z —1) (0 h(t) +m g(t)) dt ,{daprés (2.2.2)}
o 1 d " ‘ n—a—1 * n—a—1 )
- T (dx) (/ (- 1) 5h(t)+/a(ac "1y g(t) dt
Y fore] g @) e
= || — )" h(t — | — — )" t) dt
{F(n—oz) dx /a (z=1) ] + I'(n—a) \dx/ [/, (z =) 9(1) ’

alors : "D h+n g) =06 "D h+n D2 g. (C.Q.F.D)

Proposition 2.2.2. Soit « €n—1,n| tels que n € N* et f e C"([a,b]),

alors :
lim FLDC f(z) = () (2.2.11)
a—rn—
lim REDYf(z) = Y (2) (2.2.12)
a—(n—1)T
Preuve :

Pour (2.2.11) :

D’aprés (2.1.20) on a : I f™(x) = f(z) —
{on ajoute lopérateur I a les deux cotés de l'éqation}

e I f0e) = 1 (f(x) -y ;,a>]f(j)(a)> ,
=0 '

{on change Uordre les deuz intégrales 1) 1" | il devient IJI}™ | car d’aprés (2.1.12) ;

I¢1°h = [9TPh = IPTeh = [P 1R}

d n
{aprés on ajoute l'opérateur (d—) d les deux cotés de l’équation}
x

(&) e s (&) e (05 5 o).

=0

<.
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{d’apres (2.1.18) dans la partie a gauche de l’équation, et d’aprés (2.2.1) dans la partie d

droite de ’équation }

I ) = BDp ) - 3 I mpe e —ap,

d’aprés (2.2.3), on obtient :

n—a (n)l’ — RLpagi, _n_l f(j)(a) F(j+1) r—a)y @
T D L

{ sachant que j!'=T(j+1)}
alors :

e ) = @) -3 A gy @2y

donc :

a—n— a—n—

nt ) ,
lim I"™® f™(z) = lim ( RLDe f(2) — ff—(a)) (x — a)]_C“) :
d’aprés (2.1.16), on obtient :
n—1 f ;

a—n— :OF]—H—F

e

<.

avec: 0<j<n—-1=1-n<j—n+1<0 , telsque 1—n <0 pour n € N*,
1
donc: I'(j —n+1)=00 —m ——=0 , {car; (j—n+1)eZ"

alors :  lim BLDf(z) = f™(z).

a—n—

Pour (2.2.12) :

n—1
daprés (2.2.13) ;17 fO)(z) = ELDof(x) jz: IG—a + (x —a)’™,
nt (j)(a)
donc : lim 1" f™(z) = lim RLD f(g) — f— x—a) ™|,
a—>(n—1)+ a f ( ) a—>(n—1)+ ( af( ) j;o 1’\(] —« + 1) ( )
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0)(q) ,
l . [1 (n) — Ii RLDa . f _Nj—n+l
alors : I, f(c) = lim  FDf(@) 205G+ (z —a)y "+,
’ - V(@) ot _ £V (a)
d . (n) t) dt = li RLDa . f— _ Nj—n4+1 s \7) . 0
/ PO =t D) =Y e - a) - a)
7=0

{avec : 0<j<n—-2=2-n<j—n+2<0, tels que 2—n <0 pour n > 2,

1
donc - T(j—n—+2) = S
onc (J—n+2)=00 = TG —n+2) 0}
alors : / FO) dt = Tim  REDEf(x) — D (a),
a a—(n—1)F

dans la partie a gauche de l’équation on fait une intégrale par partie comme suit ;

/u’v:uv—/uv’,
/

tels que : v = f = u=f"V o v=1=d =0,
= (@) = " D(a),

alors ;- [0V (@) = f* V(@) = lim "D f(w) = "V (a),

a—(n—1)T

alors : lim  BEDOf(z) = fD(a).

a—(n—1)"

T

a

donc : FM(t) dt = [f("_l)(t) 1}

Remarque :
D’aprés (2.2.11) , (2.2.12) et pour n > 1, on peut écrire comme suit ;

pour «a=n, tels que n €N on a;
d

RLDn — (_
) = (o
Proposition 2.2.3. Soit n-1<Re(a)<n tels que n € N* et f€ C%[a,b]) :

S I'(j+1)

)nf(x) , Vn € N. (2.2.14)

[y

BLpaf(z) = 0 <= f(x)= 2 cj N —— (x —a)?to ", (2.2.15)
c; ; des constantes arbitraires .
Preuve :
(=) Dans le sens directe :
Soit :
wpof@) =0 = () merw=0 = () pege = o,
dx dx

~
0
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d’aprés (2.1.20), on obtient :

s - 5 O (Y e o,

J=0 J d
$1 oM pose :
1 ( d )j ~
= =) " . 2.2.16
CJ J' d.%' a f(a> ( )
Alors on obtient :
n—1
I f(z) cj(x —a)’,
=0

d’aprés (2.1.12) dans la partie a4 gauche de I’équation on obtient :
I'"f(x Z ¢; I2(x —a)

d’aprés (2.1.6) dans la partie & droite de l’équation on obtient :

n—1

]+1) a+j
C r—a
]Zojl“a+]+1)( )

— (dci)n z:l a+j +)1) (%)n(x_a)aﬂ

=0
d’aprés (2.1.18) dans la partie d gauche de l’équation et (2.2.4) dans la partie a droite de

[’équation, on obtient ;

+1) M(a+j+1)
a—i—j—i—l) [a+j+1—-n)

($ _ a)a+j—n

Z
Z 1 (x —a)*t ", (C.Q.D.F)

N —i— j+1—n)
1 (dY
avec; ¢j = — (d—> I'™*f(a) , c¢j; des constantes arbitraires .
g \dz
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(<=) Dans le sens contraire :

Soit :
n—1 .
_ LG +1) a+j—n
n—1 .
I'(j+1) .
RL na RL N« a+j—n
= "D f(z) = Cj , D¢z —a)*™ ",
j:ZO "T(a+j+1—n)
d’aprés (2.2.3), on obtient :
n—1 . .
RLDaf(ZL‘): Cs F(]+1) F(a+j_n+1) (m_a)j—n
“ = "T(a+j—-n+1) T(G-n+1)
n—1 .
— RLDaf(QZ') = Cj m (Zl'f — CL)] s

<.
(en)

avec : 0<j<n—1 = 1-n<j—n+1<0 , pour n e N*,
donc : (j-n+1)e Z~, alors : T'(j—n+1)=00c = 1/T(j—n+1)=0,
alors :  BLD2f(z) = 0. (C.Q.F.D)

Proposition 2.2.4. Soit n-1<Re(a)<n tels que n € N* et fe C%la,b]) :
BLpa [ f(x) = f(z). (2.2.17)

Preuve :

Soit :
RL na ja d " n—a yo
Da Iaf(x> - <_> Ia ]af(x) )
T/ e et

d’aprés (2.1.12), on obtient :

d’aprés (2.1.18), on obtient :
MDY I f(x) = f(2).

Proposition 2.2.5. Soit  Re(a) > 0 tels que n =[Re(a)] + 1 et Re()>Re(a),
feCa,b]) :
RLpe 15 f(x) = 1P~ f(x) . (2.2.18)
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Preuve :

Soit :

d n
wpg 1) = () L)

d’aprés (2.1.12), on obtient :

g 2500 = (2

()

sachant que : Re(B) > Re(a) donc Re(B) - Re(a) +n >n, et d’aprés (2.1.15), on obtient :

DR I f() = [ = REDY I () =

a

Proposition 2.2.6. Soit n-1<Re(a)<n tels que n € N* | 0<Re(B)<Re(a) — [Re(w)] <1
et fe C%a,b]) :
RLpe 18 f(x) = BEDPf(x) . (2.2.19)

Preuve :

Soit :
RL na 18 _ d " n—a 78
Da Iaf<x)_ o Ia [af<x>7
dx N————

d’aprés (2.1.12), on obtient :

d
RLDoc ],3 — (_
a af(x) dx

) B

et pour appliquer (2.2.1) il faut que; n-1<Re(a) — Re(f)<n ,

sachant que; n=[Re(a)] + 1, alors; [Re(a)]+1-1 <Re(a) — Re(B) < [Re(a)] + 1,
alors; Re(a) — [Re(a)] — 1 < Re(fB) < Re(a) — [Re(a)] ,

avec; 0< Re(fB) et O0<Re(a)—[Re(a)] <1,

alors, on déduit la condition, 0<Re(ff)<Re(a) — [Re(a)]|<1 ,

donc on a vérifiée que n-1<Re(a) — Re(5)<n, alors maintenant on applique (2.2.1), et on

obtient :

D2 I fla) = DI f(a) (C.Q.F.D)
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Proposition 2.2.7. Soit n—1<Re(a)<n tels que n € N* et fe€ C%[a,b]) :

[ RLpo Z (z = a)rom [hm (i)j["af(a:)] . (2.2.20)
jOFj—l—leoz—n) e—at \dx/ ¢
Preuve :
Soit :
"Dy fe) = ™Dy I3 FEDY f(x) {car; d’aprés (2.2.17)}
—_—a

—> D2 f(w) — "EDE 12 DS f(x) =0
— REDg [f(w) — 12 ®DE f(2)] =0

d’aprés (2.2.15), on obtient :

—_

n—

o RLpyo N, TG+
f(i‘)- Ia RLDa f((lf) - Cj 1—\(]+1+a_n)

(x —a) T,

I
=)

J

1 d >] n—o ) N
avec :  ¢j = i <% I"“f(a) , {daprés (2.2.16)}

done ﬂ@—ﬁRﬁﬁﬂwzji%Kﬁﬂuﬁ%WJF(FU+D (o — ayie

P j+1l4+a—n)

d\’ d\’
sachant que : (d_> I"“f(a) = lim (d—) I~*f(x) e j1=T{+1),
T

z—at X

n—1

s o b 5 (4
alors : im (— x
= Fj+1+a—n) (o—at \dx/ * |
n-1 _ ]+afn i d J l
lors : I "ED2f( (z—a) I (-) e
aors J ]Zo I'G+14+a—n) _a[:g(l;l+ de/) ¢ f(x)_

(C.Q.F.D)

Remarque :

Cas particulier : si 0<Re(a)<1 pour n=1 ,alors;

@—afrt [ (d)
TO+1+a—1) Lﬂ% (%) Lo f(x)]

— 1 MDA = o) - L |t 1)

sachant que : lim I'f(x) =0, {daprés (2.1.17)}
T—a

I3 DR f(z) = f(x) —

alors :

I8 BEDef(x) = f(z) , pour 0 < Re(a) < 1. (2.2.21)
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Proposition 2.2.8. Soient n-1<Re(a)<n , m-1<Re(f)<m  tels que n,m € N*
n+m-1<Re(a)+Re(8)<n+m ou bien n+m-2<Re(a)+Re(B)<n+m-1 , fe€ C%[a,b]) :

m—l A im,, .+ —)j =B f(x)}
RL o RL 8 _ RL pa+8 [ z—a a
Dy DY f(x) = ®EDIP f(x Z TG m ot

Jj=

(x—a)!™™ . (2.2.22)

Preuve :
Soit :
#pg D] () = () e D] f(r)
dx
Dans le cas : n+m —1 < Re(a) + Re(8) <n+m

— BLpa RLDB f(2) = (%) (di) ™ I RLDB f(z) | {daprés (2.1.18)}
X Xz
—————

d n—+m
) Ig+m—(a+ﬁ) [5’ RLDg fz), {daprés (2.1.12)}

RLDa RLDﬁ —_ <_
— mpg reps ) = (4

— BLpo BLpB f(g) = BLpotf [5 RLDE () . {d’aprés (2.2.1)}

Dans le cas : n+m —2 < Re(a) + Re(f) <n+m —1

n m—1
— RLp> BLpB f(g) = (di) (di) =t e BEDS gy o {d’apres (2.1.18)}
X T

-~

d
RLDOz RLDﬂ — <_
= a a f(l’) dr

— REpa RLDB f(g) = BEpoth 18 RLpB () . {d’apres (2.2.1)}

n+m—1
) ];H-m—l—(a—i-ﬁ) ]f RLDE f(z), Adaprés (2.1.12)}

D’aprés (2.2.20), on obtient :

m—1 m i
RLDa RLD,B f(l’) — RLDa+5 j—hB lim (i)j [mfﬁf<x>
@ @ @ g F 4+ 1 —|— ﬁ m) z—at \dx @
m—1 \lim,_, .+ —) Im_fo( )]
RL ya RL g _ RLpyo+B [ TaT \dx RL yo+8 j+B—m
= D DF f(x) = Dy D Tr—a
2 D] f(x) N ST (e~ a)
d’aprés (2.2.3), on obtient :
RLDngB(x _ a)j+ﬁ—m _ FU + 5 —m+ 1) ($ _ a)j+6—m—a—/5

FG+B-—m+1—a-p)
_ F(]+ﬁ_m+1> j—m—o
“Toriome T
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alors :

it hrnz—mJr _)j ]miﬁf(x)]
RLDa RLD,B — RLDa—i-ﬁ |: dx
D) L I

(C.Q.F.D)

Remarque :

Cas particuliers :

Si O0<Re(B)<1 alors m=1, n-1<Re(a)<n tels que n € N*,
n<Re(a)+Re(f)<n+1 ou bien n-1<Re(a)+Re(B)<n :

donc d’aprées (2.2.22) on obtient :

[limm_ﬂﬁ (%)0 ];fﬁf(x)}
TO+1—1—a)

RLDgc RLfo(I’) — RLD3+Bf({E) o

it 127/ a)
_ RLDa-i-,B _ [ T—at’ “a _ N\l
d’aprés (2.1.17), on obtient que : llm I fx)=0,
$—>a
alors :
fepg FEDY f(x) = "D f(x) . (2.2.23)

Si 0<Re(B)<1 alors m=1, 0<Re(a)<1 alors n=1,
I<Re(a)+Re()<2 ou bien O0<Re(a)+Re(f)<1, alors :

REpe BEDD f(x) = Dyt f(x) = DI REDS f(x) . (2.2.24)

car; d’apres les procédures pour obtenir le résultat (2.2.22), on déduit ce que suit ;

il [hmx—>a+ _:c) ]n “ f( )}

RLDg RLDng 2) = RLD5+a f r—a)y P
(@ Y S e e
et tels que O<Re(a)<1 alors n=1 donc, on obtient :
RLpDS RLpo f(g) = BEpBre £(g) {le méme raisonnement pour obtenir (2.2.23)




sachant que;
FEDT f(a) = FEDEP f(a)

et la premiére partie de ['égalité de I’équation (2.2.24) est déja démontrer, donc on conclut
que ; le résultat (2.2.24) est bien vérifier .

Note :

Pour mieux comprendre pourquoi on choisit deux cas pour (Re(a)+Re());

soient n-1<Re(a)<n et m-1<Re(S)<m donc n+m-2<Re(a)+Re(B)< n+m, alors
d’aprés cette derniére il faut voir deux cas pour maintenir la définition de la dérivée fraction-
naire, car il faut voir que (Re(a)+Re(B)) appartient a lintervalle ouvert avec des extrémités
de cet intervalle sont des entiers naturel et la longueur de cet intervalle il faut égal a 1, donc
on distingue deux cas;

n+m-2<Re(a)+Re(B)< n+m-1 ou bien n+m-1<Re(a)+Re(S)< n+m .
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2.3 Dérivée Fractionnaire au sens de Caputo

Définition 2.3.1. Soit n —1 < Re(a) <n oun € N* et f € C*([a,b]),(—00 < a <b<
+00) ; un intervalle fini ou infini de R . On appelle dérivée fractionnaire au sens de Caputo

d’ordre a de la fonction f; la fonction notée et définie par :
D8 f(a) = [ f)(a) (2:3.1)

En d’autres termes, on a :

1

CDgf(iU) = m

(z — )" oL ™) dt (2.3.2)

T

i £ = (1) ).

Exemple 2.3.1. Soit Re(8) > —1 et Re(a) €n—1,n[, Vn € N* :

L(B+1)

C Nna o B __
DS (x —a) “Th+i-a

(x —a)’™™ . (2.3.3)

Preuve :

D’aprés (2.3.1), on obtient :
C na B na(d " B
D2 w—ap =1 (L) @-ap?,
d’aprés (2.2.4), on obtient :

a _ F(B + 1) n—ao -n
CDa (x — a)ﬁ = m [a (.CL' - a)ﬁ )

d’aprés (2.1.6), on obtient :

C No - B _ F(ﬁ + ]‘) F<ﬂ —n-+ ]') o B—n+n—a
Dz (@ —a) I(B+1-n) F(ﬁ—n+1+n—a)($ ay T,
alors :
Cpo(p_g)f = LBFD o sa
DY (x —a) “TG+1—a) (x —a)”™@.
Exemple 2.3.2. Soit Re(a) >0, n=[Re(a)]+1 :
°D¥1=0. (2.3.4)
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Preuve :

Soit :

CDg 1=1"" (i) 1 , avec ; (i) 1=0 , alors ; Cfo 1=1""70,
dx dx

donc :

“D*1=0.

Exemple 2.3.3. Soit n —1< Re(a) <n tels que n e N*, a=—o0 et AeCy :

ODY M = \> M (2.3.5)
Soit :
d n
Dy e =1 (%> M= “Dy M =1I"" A.A.J.c..'....)\e“ — “Dy M =\ I e
)\m
d’aprés (2.1.9), on obtient : D% M = \" e

alors :

CD?; 6)@ — )\ 6)\95 )

2.3.1 La Relation entre les Dérivées Fractionnaires de Riemann-

Liouville et Caputo

Soit n-1<Re(a)<n ou n € N* et f e C"([a,b]), (—o0 < a < b < 400); un intervalle
fini de R, alors :

n—1
« « f(] j—«a
Cpe flx) = FEDO ; r]—@+ )(x—a) . (2.3.6)

Preuve :

d’apres (2.1.20), on obtient :

1) = 1) - 3 S0

170 [ () = 17 (f(:c) - ’_ (@ ;!“)]fm(a))

— () @ = (L) g (fu)— - ey fw(a)) ,
— —_——— j=0 J




donc; d’apres (2.1.18) dans la partie & gauche de I’équation et d’apres (2.2.1) dans la partie

a droite de ’équation, on obtient :

n—1
I f (@) = R ( a))
7=0

n—1 ] )
— Ig’o‘f(”)(x) = BLpoy f RLDQ (x —a)
—_——— !

J/

'

7=0
d’apres (2.3.1) dans la partie a gauche de 'équation et d’apres (2.2.3) dans la partie a droite

de I’équation, on obtient :

« V@) TG+

CDa — RLDa . PRV e
sachant que; jl=r(G+1)
alors :
n—1
“pe = HRLpo g —a)y ™. C.QF.D
: f() ;M_M)(x a) (C.QF.D)

Proposition 2.3.1. Soit « €jn —1,n| tels que n € N* et f € C"([a,b]),

alors :
lim “Df(z) = f™(z) . (2.3.7)
a—n—

Preuve :

Soit :

CDIf(e) = [P (@) = lim ODYf(a) = lim [f"(a) |

a—n— a—n—

et d’aprés (2.1.16) on obtient le (2.3.7).
Remarque :

donc; pour a=n tels que n € N*, alors;
D () = [ (x) . (2.3.8)

Proposition 2.3.2. Soit n-1<Re(a)<n tels que n € N* et f & C"([a,b]) :

n—1

°Dif(x) = 0 = flx)=) w; (x—a), (2.3.9)
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w; ; des constantes arbitraires .
Preuve :

Soit :

‘Dif(z) = 0 = IfM@)=0 = "D e f™@) = ®Dpeo,
N e’ N’

d n
d’aprés (2.2.17), on obtient : f(z)=0 = I" (—) flx) =170,
dx =~
N ~ 0
] (x —a) ..
et d’apres (2.1.20), on obtient : flz) — S f9a) =0,
J!
7=0
on pose :
()
L
J!
alors :
n—1
fz) = wi(r —a)’ . (C.Q.F.D)
=0

Proposition 2.3.3. Soit n-1<Re(a)<n tels que n € N* et f e C*([a,b]) :
DY I%f(z) = f(z) . (2.3.10)
Preuve :

D’aprés (2.3.6), on obtient :

A hmx%a‘*‘ dr j[af
CD?; Igf(l‘) _ RLDa Iaf Z |: j_a>+ 1) (LE):|

(—a) ™,

sachant que :

0<j<n—1e n—1<Re(a)<n donc 0<j<Re(a)<n = Re(a)—j>0

donc :
dy’ :
(d_) ISf(x) =137 | d’aprés (2.1.15) | pour j=0,1,2........ ,n—1
x
d \’
= lim (—) ITf(z) = lim, I =0, dapres (2.1.17)
z—at \dT z—at
alors :
D I0f(x) = BEDY If(x) , daprés (2.2.17) , donc (2.3.10) est bien vérifie .
S—— —

f(z)
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Proposition 2.3.4. Soit Re(a) > 0 tels que n =[Re(a)] + 1 et Re(B)>n, f € C"([a,b]) :

D IPf(x) =1P"f(x) . (2.3.11)
Preuve :

Soit :

g 1) = 1 () 1)

—_———
d’aprés (2.1.15) "car; Re(B)>n", on obtient : D IPf(x) = "I f(x)
d’aprés (2.1.12), on obtient : Do 1P f(x) = [P+ =) f(g) = [P f ()

Proposition 2.3.5. Soit n-1<Re(a)<n tels que n € N* et fe C"([a,b]) :

n—1 ;
a C na _ . f(j)(a) o j
I °Df(x) = f(x) ]ZO—FUH) (z—a) . (2.3.12)
Preuve :
Soit :
a o _ 700 Th—Q d "
Ia CDaf(‘T) - [a [a <%) f(.]?) )
d’aprés (2.1.12), on obtient : I° Do f(x) = IT (%) f(z),
n—1 j
d’aprés (2.1.20), on obtient : I¢ D f(x) = f(z) — (@ ;'a) fY9a) . (C.Q.F.D)
=0 '

Remarque :

Pour 0<Re(a)<1 tels que n=1, donc d’aprés (2.3.12) on obtient :

o Crapi [%a)
Ia CDaf(fE)—f(l’)—F<O+1) (x_a)o
- !
alors :
I °Def(x) = f(z) — f(a) , pour ; 0< Re(a)<1. (2.3.13)

Proposition 2.3.6. Soit n-1<Re(a)<n , m-1<Re(B)<m  tels que n,m € N* |
n+m-1<Re(a)+Re(S)<n+m , f & C" " ([a,b]) :
n—1 (i)”m f(a)]
CDa CD,B — C’Da-l—ﬁ [ dx
D fa) = ODE f0) + 3 e

(x —a)Tm=F=  (2.3.14)
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sachant que : [(%)Hm f(a)} = lim,_,, ((%)Hm f(x)) .

Preuve :

Soit :

“D>CDP f(x)= ‘D> [P <dx)mf(:c) : (2.3.15)

d’autre part d’aprées (2.1.20), on a :
u () () ) (%)mf@ X @) () )]

- (%)Hmf(x) _ (%)m n ‘a)j [(d(i)jmf(a)] ,

j=0

-1

on compose l’équation par ¢ D I™ P on obtient :

Cpa m-8n (i)nmf(m) — Cpo mp ((;;)mf(x) _fl (z ;!a)j [(%)j+mf(a)]> ,

j=0

n+m m n—1 i]er

d’aprés (2.1.12), on obtient :

a

& —\dz dx = 4!
n+m n—1 d =7+mf a
C’Dg ];L-l-m—(oc—i—ﬁ)—&-a (di) f(l‘) — CDaIm B ( d ) Z [ ) ( )] CDch;n—B(x _ a)j ’
———— \aZ

d’aprés la condition n+m —1 < Re(a) + Re(B) < n+m et Re(a) > 0, on applique
(2.1.12) et on obtient :

n—1 [ d)3+mf<a)}

=0

d n+m d m )
CDach Jrtm= (a+B) ( > f(ZL’) — CDaIm B ( > CD(clzI;n—B(x . CL)] 7
——

a~a a dx

.

d’aprés (2.3.10), on obtient :

[n+m—(a+6) ( el

N _ §=0

23



d’aprés la condition n+m—1 < Re(a)+ Re(B) < n+m , on applique (2.3.1) et on obtient :

- o () 52 8

=0

CDg[;niﬁ(x - a’)j )

.

g

d’aprés (2.3.15) , on obtient :

Dy f(x) = “Dg “Dif(w) -

d’aprés (2.1.6), on obtient :

“Dif(x) = “Dg “Dif(x) -

d’aprés (2.3.3), on obtient :
n—1 [ d)]-ﬁ-mf(a)} F(J_i_m_ﬁ_i_l) A
_ 4)jtm—B-a
ZF]+1+m B TG+irm—p-a

(@) ()]
—I(j+1+m—p5-aq)

“Dyf(x) = “DF “DJf(x)

)

<.
Il
— ()

3
I

(x _ a)j+m—,3—a

Y

“DytPf(x) = “D7 “Dif(x) -

.

alors :

CD;“ Cfo(g;) — CD3+Bf(x) 4 nz_l [(E) f(a)]

_ +m—B—a
2 G +irm—p-a "V (CQED)

Note :

D’aprés la note posée dans la section précédente; on a deux cas pour (Re(a) + Re(8)) sont :
n+m—1< Re(a)+ Re(f) <n+m et n+m—2< Re(a)+ Re(f) <n+m—1. Dans
cette proposition on a montré juste pour n+m —1 < Re(a)+ Re(B) <n+m et on laisse
Vautre cas "n+m — 2 < Re(a) + Re(f) <n+m —1" comme une question ouverte , mais
pour le cas particulier on peut traiter cette derniére.

Remarque :

Cas particulier pour 0 < Re(a) <1 et 0 < Re(f) < 1; tels que n=1 et m=1 :

Dans le cas n+m —1 < Re(a) + Re(B) <n+m , donc 1< Re(a) + Re(p) < 2;

d’aprés (2.3.14) , on obtient :

DY CDPf(x) = DX f(x) + [(ui_)—(a)] (x —a) =P, (2.3.16)




sachant que :  Re(a) + Re(f) <2 donc 2 — Re(a) — Re(f) >0,
alors T'(2 — a — B) existe et finie ,
et (%) f(a) = lim,_,, %f(a:) .

Dans le cas n+m —2 < Re(a) + Re(f) <n+m —1, donc 0 < Re(a) + Re(fB) < 1;
soit :

d d
— -
de * dx

d d
Cpra CpPHB 1—(a+B)+B 1-p
D D =] I
a af(‘r) a dx a dx f(x) )

Dy CDLf) =1 @)

d’aprés la condition 0 < Re(a)+Re(f8) <1 donc 1—(Re(a)+Re(5)) >0 et 0 < Re(fB) <1
, on peut appliquer (2.1.12) , on obtient :

d d
C a C N 1—(a+B) 78 1-8
DY “D =7 I I
a af(x) a a dx a dx f(x) )

(a g d 45 d
D7 OD]f(a) = 17 10D 21 ().
————

d’aprés (2.3.1) (car; 0<1— Re(B) <1, cela revient a 0 < Re(8) <1 ), on obtient :

d

— fz),

Dy CDIf(r) = I CDp 118
X

d’aprés (2.3.10) , on obtient :
Cpa CpB 1—(a+) @
Da Daf(x):Ia d_f(‘r)a
x
d’aprés (2.3.1) sous la condition 0 < Re(a) + Re(fB) <1, on obtient :

“Dy °D]f(x) = “DyPf(x) (2.3.17)

si on fait la méme procédures pour ©DP C D% f(z) , on obtient : CD? C Do f(x) = “DB*ef(z),

et il est évident que CDMP f(x) = CDB*ef(x) | donc on résume que;
“Dy “Dif(x) = ‘DI f(x) = “D; “Dgf(x) (2.3.18)

pour; 0 < Re(a) <1 , 0<Re(f)<1 et 0< Re(a)+ Re(p)<1.

95



CHAPITRE

DERIVEE FRACTIONNAIRE AU SENS DE
HADAMARD

3.1 Intégrale Fractionnaire et Dérivée Fractionnaire au

sens de Hadamard

3.1.1 Avant la Définition de I'Intégrale de Hadamard

Soit f une fonction continue sur Ja,b[;( 0 < a < b < 400 ) . On définit I'intégrale de la

fonction f par la fonction suivante :

" f(s)
HI;f(t):/Tds Jtelsquea<s<t<ax<b. (3.1.1)
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On passe a l'intégrale double de la fonction f :
"Rf() = "1, "I f(2)

= "2 = [ Lap ar

t

/fs ds dt

on utilise la méthode de Fubini-Tonelli pour inverse 1’ordre d’intégration ,

Hr2f( //f dt ds
1
—/—dtds
S t

S

d’apres (3.1.1), on obtient :

HI2

H]'Q

\\

alors :

T

logt]? ds

? f(s)

~~

\I\l\
"\H

(logx — log s) ds ,

% ‘

on pose s=t , donc;

H12f(z) = /: (log§> /() dt .

t t

En suite on passe a 'intégrale triple de la fonction f :

TRf(x) = "I I f(x )

:// 1) g ar

et on fait la méme méthode pour inverser 'ordre d’mtegratlon,

o= ]

donec :




on pose s=t;

H[gf(x):%/: <log§>2 @ dt .

Ainsi de suite jusqu’a arriver a la niemme intégrale de la fonction f :

HImf(z) = ﬁ/: <log %)n_l @ dt e P(n) .

On démontre par récurrence que P(n) est vraie pour n >1:

On vérifie pour n=1 :

(0)!

HIlf(2) /fdt

elle est vraie d’apres (3.1.1), donc pour n=1 elle est vérifiée .

H[lf(x):i/x <log§>o @ dat
a ,

On suppose que pour P(n) est vraie , on a :

HInf(x) = ﬁ/j <log%)n_1 @ dt .

On démontre que P(n+1) est vraie , tels que :

Hpntl () = %/x (log %)n @ dt .
Soit :
T () = PP ()

d’apres I’hypothese on obtient :

n 1
n I
Hy il f () — 1 / / log — <1 ds dt |

on applique la méthode de Fublnl—Tonelh pour inverser 'ordre d’intégration :

H];‘“f(:p):(n_ll)‘/a /() / <log ) —dt ds |
/

S
) = /f( (e ) | as
=gty [ 12 o) - ()|

" () —% [ (o2)" s,

S




on pose s = t, alors;

1 v n f(t
Hpnbl iy — — / <log f) O (C.Q.F.D)
n! J, t t
donc d’apres le principe de récurrence P(n) est vraie pour n > 1,
alors :
1 C oo\ ()
Vn>1, II'f(z)= (1 —> P g 3.1.2
el MR = ot [ () (312

Définition 3.1.1. Soit f une fonction continue sur Ja,b] (0 <a <b < +o0); un intervalle
fini ou infini de R* | Re(a) > 0 et p € C . On définit l'intégrale fractionnaire d’ordre o au

sens de Hadamard de la fonction f par :

Hpof () = ﬁ /j <log %)a_l @ dt . (3.1.3)

tels que a<z<b .

St a=0, alors on donne l’intégrale fractionnaire par :

He f(z) = %a) /Ox (log %)a_l @ dt . (3.1.4)

On peut généraliser 'intégrale fractionnaire (3.1.4) avec pu € C, et on définit cette inté-

. o f(T) = ﬁ /Of” <£)M <log %)a_l @ dt . (3.1.5)

Définition 3.1.2. Soit f une fonction continue sur Ja,b] (0 <a <b < +o0); un intervalle

grale par :

fini ou infini de RT | Re(a) € In— 1,n[ tels que n € N* { ou bien n = [Re(a)] + 1 pour
Re(a) > 0} et pe C . On appelle dérivée fractionnaire d’ordre o au sens Hadamard de

la fonction f par la fonction suivante :

"Dy f(e) = 6" "I f(x) (3.1.6)

d . d\"
avec ; 5—x%:>5—<x%) .

En d’autres termes, on a :

D () = ﬁ (x %)n/j (108 %)Ml @ dt . (3.1.7)
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Si a=0, alors :

ADg f(x) = 6" "I} f(x) . (3.1.8)
En dautres termes, on a :

— . 3.1.9
; ; (3.1.9)
On peut généraliser (3.1.8) avec p € C et on définit :

HD3+,N flz) =a=H 6" o ng{z f(z) .

(3.1.10)
En dautres termes, on a :
1 _ d\" S aA x\n—a=1 f(t)
0g )= e (e Y e () (os2) T Y w oa
o+ (@) ['(n—«) o\ T 0 \T (og t> t 3 )
Remarque :
Si a=neN, alors :
ADm f(x) =" f(z) . (3.1.12)
"Dy, fla) =a™" 0" o f(z) . (3.1.13)
Exemple 3.1.1. Soit Re(a) >0, Re(f) >0 et 0<a<b<+oo:
1 T(B)(ayer
o (g < =—"—|log— : 1.14
“(Oga> F(a—i—ﬁ)(Oga) (3 )
Preuve
Soit :

e (10g 2)51 ﬁ /x <log %)al (1og 2>ﬁ_1 a

; , {d’apres (3.1.3)}

log £
. a
on pose : T=_——2

- log %

avec : (t=r2=717=1 | t=a=71=0),
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alors :
<log£:7'log£) = (ﬂsz 10?;{) )
a a t a

et d’autre part on a :

T T\T t a \T a t AN
wlom(@) = 1) = L) E = o)
a a a a a x a T a
T T\ 1-7 T T
— I_(Z — [ lgZ=@1-m —>
= () (logf ==z ).

donce :

B—1 1 1 a-1 B—1
Are (log E) = — / (1—7)>! (log f) Pl (log E) log L ar ,
0 a a a

a INEY!
H 7o T A1 1 T atf-1 ! -1 a—1
I (1 —> - (1 —) 811 — dr |
a (log~ OB T (1—7) T
B(B,0)

done, d’aprés (1.3.1) et (1.3.4), on obtient :

Hpa (1 T\ 1 z\ot+i-1 I(B) I'(a)
La <10g a) N () <10g a) Ia+p3)
alors :
"o z\Al T(B) ki1
La (loga> I'(a+ pB) <Oga)
Exemple 3.1.2. Soit Re(a) >0, n=[Re(a)]+1, Re(8)>0 et 0<a<b<+o0
oo z\A-L  T(B) ) p-a-l
D: <10g a) =TG- a) <log a) : (3.1.15)
Preuve :
Soit :
H nha E 5_1_ n Hn—a E A=l ) \
D¢ (log a> =" "I (log a> {d’aprés (3.1.6)}

et d’aprés (3.1.14), on obtient :

A pe (log §>,31 =" (log -

. n_ d)"
avec : ) —(:v o )




d @ x\ n—a+p—1 )
On pose : <$ —> (log —> , tels que 1 =1, ....... T
dx a

Pour i=1 on obtient;

(x i) <10g f)n_aw_l =z (n—a+pB-1) <10g §>n—a+ﬁ—1—1 % (log z) ,

<x i) <log §>n_a+ﬁ_1 =n—a+p-1) <10g g)nﬂw_l_l )

Pour i=2 on obtient ;

<x %)2 <log §>na+ﬂl = (x %) ((n —a+p4-1) (log g)nCHBll) ,
<x %)2 <log §>na+51 =n—a+pf-1)n—a+pB-1-1) <log §>na+ﬁl2 :

Anise de suite jusqu’a pour i=n, on obtient;

T €T

<3: %)n (log 5>na+61 =n—a+f-1)n—a+p—-2)...(0—«q) <log E>ﬁa1 .

{on peut justifiée cette resulat par une démonstration par récurrence}

Sachant que ;

'n—a+p)=Tn—a+pB-1+1)
=mn—a+pf-1)T(n—a+p-1) , {daprés (1.2.3)

donc :
I'(n—a+p)
n—a+B—1)(n—a+p—2).... (B—a) TB—a)
alors :
o) () G
donc :
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Exemple 3.1.3. Si =1 et Re(a) >0 avec n=][Re(a)]+1,
donc d’aprés (3.1.14), on obtient :

1-1 a+l-1
w2 (g Z) " = @ (10g2) |
a

I'(a+1) a
alors :
mpoq = L (10 f)a (3.1.17)
" T Tlatn Ve -
D’aprés (3.1.15), on obtient :
Apeq - L (log f)” (3.1.18)
¢ I'(l-a) a ' o

Exemple 3.1.4. Soit Re(a) >0, f,u€ C tels que (+p)€ChL et a=0:

1 o= (B4p) . (3.1.19)
Preuve :
Soit :
1 A G
H 1o B8 __ ) \
0, T = o) /0+ (5> (log ?> n dt , {d’aprés (3.1.5)}
1 /x (1 .’L’)O‘_l tﬁ-f—ﬂ dt
[ — 0og — _
I'(a) Jor 57 ot
x
on pose : T = log; ,
donc; (t—0") = (1—+0) / t=2 = 7=0,
T T t —T —T
donc; ef=- = —=ce — t=xe ",
t T
donc; dt=—x e 7 dr
alors :

Ot T I'(a) Jis Tk xeT
1 / T a1 (s
= T T 7TV dr
['(a) 0
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onpose: y = 7 (B+p),

donc; 7=0 = y=0 /| (11— +00) = (y—> 4o00) {car; (B+p) €C;,

Yy dy
donc; T = = dr = ,
(B+w) (B + )
alors :
H a+ xﬁ _ 1 xﬁ /-l-oo ya—l _y dy
o ) " Jo (B+pwt ™ (B+p

d’aprés (1.2.1), on obtient :
f 0" 2’ = B+p) .

Remarque :
Cas particulier pour 3 € C, c.a.d pour p=0,
donc d’aprés (3.1.19), on obtient :

Hro of = = o | (3.1.20)

Exemple 3.1.5. Soit Re(a) >0, n=[Re(a)]+1, B,peC tels que (B+ p)e C%

et a=0:
"Dg. 2’ = (B+p)* a” . (3.1.21)
Preuve :
Soit :
HD81+,H = L HI(’)TZ‘ th , {d’aprés (3.1.10)}

donc d’aprés (3.1.19), on obtient :

HD&,“ 2P =75t (B ) 2P

=a" (B+p)T el
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d\i
On pose : <:1: d_) P rH , tels que; i =1,2,
x

Pour i =1 on obtient ;

<x %) PHr — o (B4 1) pPre=1 — (B+ 1) e

Pour i =2 on obtient ;

(x i)Q Pr — (x i) (x i) Btr — (x i) (54'#) P — $(5+M)2 el 7

dx dx dx

d\2
(I _> 2P = (B4 p)? 2T

x
Ainsi de suite jusqua pour i=n, on obtient ;

d n
(x %) 2P = (B4 ) P

Alors :
5 = (84 )" 2
donc :
1§, 2 =2 (B4 ) (B4 p)" 2
alors :
D3, 2 = (B+p) o
Remarque :

Cas particulier pour € C, c.a.d pour =0
donc d’aprés (3.1.21), on obtient :

Hpe 8 = B 38

(3.1.22)

(3.1.23)
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3.1.2 Estimations Utiles

Rappel
Soit 2 = [a,b](—00 < a < b < +00) un intervalle fini ou infini du réel axe R = (—o0, +00).
On désigne par LP(a,b)(1 < p < 4o00) l'ensemble de fonctions f mesurables de Lebesgue a

valeurs complexes sur € pour lesquelles ||f||, < +oo, ou :

b >
1y = (/ | f(O)F dt) (1 <p<+00), (3.1.24)
et
[ flloo = ess iugb!f(fc)\ : (3.1.25)

Ici, ess sup |f(x)| est le maximum essentiel de la fonction | f(z)].

Nous avons également besoin du L? pondéré-espace avec le poids de puissance. Un tel espace,
que on désigne par XP(a,b) (c € R, 1 < p < +00), se compose des fonctions f mesurables

de Lebesgue & valeurs complexes sur (a,b) pour lesquelles ||f||xz(p < +00, avec :

b J .
1 f |z = (/ e f()F %) (1<p< +o0), (3.1.26)
et
1fl|xe = ess iugb(xc\f(x)l) : (3.1.27)

En particulier , si ¢ = %, I'espace X*(a,b) coincide avec I'espace LP(a,b) :

Xp

1/p

(a,b) = LP(a,b) . (3.1.28)

Théoréme 3.1.2.1. Soit Re(a) >0, 1<p<+4+oc0, 0<a<b<+oco ;alors l'opérateur

Ao est bornée dans LP(a,b) comme suit :
P15 fI|, < K N flly (3.1.29)

avec

1 b 1—(1/p) log 2 %
K= e (5 — 1) (/ r(Re(e)=Dp o7 d7> : (3.1.30)
0




En particulier si p = +o00;

[P < K 11 £llec (3.1.31)
avec
1 b Re(a)
K= <log —) ) (3.1.32)
T'(a)] a
Preuve :

Soit a € C tels que Re(a) >0, 1<p< 400, 0<a<b<+oo :

Pizsl,= ([ 1o a) = ([ o [ o3 22 a

on applique l'inégalité de Minkowsky généralisée , on obtient :

1
p p
dm) ,

1
N A AT (Ol A
H
of < (1 —> OV ae ) at,
H apr = |F(a)|/a (/t Ogt ; x
1 “1f@)] ’ z\e-1P
Hro
I < (1 —> d dt |
H apr = |F(a)|/a + \/t Ogt I,
H(t)
soit :
b xr\ a—1|P
H(t):/ <log—> dx |
" t
T
on pose : Tzlogg,
r=te’ — dr=te dr,
b
r=t = 7=0 / [L‘:b:}logg’
donc :

log 2 log b
og t og I ' »
H(t) = / ‘7-0471}17 te dr = / ‘TRe(a)Jrllm(a)—l feT dr ’
0 0
log% p . P
H(t) = / TRe(a)*l 7_zlm(oz) te dr ’
0
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sachant que : TRE(O‘)_l‘ = Rt Lear 7> 0}

Film(e)| _ | gilm(a)log(r)| _ lcos(Im(a)log(T)) + i sin(Im(«

rilm(e)| — \/cosz(fm(a)log(T)) + sin?(Im(a)log(T)) =1,
donc :

log 7
= [ i,
0

alors :

=

IA

logt P
HHIa?pr |F(1a )l / IAD </ Re(@)=lp ¢ e7 dT) dt
b ’f log%
HHI‘?pr = 1N |/ +1-(1/p) (/ 7HA=Ip 7 dT) dt

sachant que : t>a = 1/t <1/a , donc :

1
H]a < ’ ’f ° gg (Re(a)-1)p T d ’ dt
H a pr = | (11 (l/p T e T s

B =

Jlog(T))|

(C.Q.F.D)

1
logf P b
HHIfpr < W (/ p(Rel)=Dp 7 dT) / |f()] dt
0 a
soit :
b
/ 1F@)] dat <||fll, (0—a)"? | {grice a inégalité de Holder}
1 1
avec; —+-=1, 1<p,qg<-+o0
P q
alors :
) 1
H fa ﬂ ety g )
5211, < e ([ e o)
1/q=1-(1/p) ,
alors
. R T L. >
Ia < <_ o 1) / elax)—1)p T d .
H apr = ()] \a ( ; T e T> 11l

J/

~
K
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Théoréme 3.1.2.2. Soit Re(a) >0, 1<p<+oco,c€e€R et peC tels que Re(u) > c;

alors Uopérateur I8, ., st bornée dans XP(RT) comme suit :

115 o Nl p < K1)

X2 (3.1.33)
avec
K = [Re(p) — ¢ @) (3.1.34)
En particulier si ¢<0 {p =0} Uopérateur *I¢, est bornée dans XP(R™) par :
172 Al < K 1l (3.1.35)

avec

K = [~ ") (3.1.36)
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Lemme 3.1.1. Soit Re(a) >0, 0<a<b<+oco etl<p<+oo puispour [ € LP(a,b);

hm Brof(z) =
Preuve :
Soit :
a 1
!H13f<x>\=' / T '
£l
<
< ma / Dt
M
—
avec :  |f(t)] < sup |f(¢)],
t€la,z]
donc :
M T T\ a1
H 1o < _ —
TR < gy | (o)
M [-1 A
< . —
< iy La Coe7) ],
M T\
< —
< oy (osa)
donce :
. H 1o AN
<
Jm 1] < i Sy (les D)
0
= lim |13 f(z)] < 0
- llm Aref(z)=0. (C.Q.F.D)

Lemme 3.1.2. Soit Re(a) >0, 0 <a<b<+oo puis pour f € C%[a,b]);

lim I3 f(2) = f(x) .

a—0t

Preuve :

D’aprés (3.1.17) on a :

lim “71*1 = lim

H TN\
©1 = —(1 —) — - S -
a Tlat1)\®g an0r 0 abor T(a+ 1)
——

1

(3.1.37)

(3.1.38)
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alors :

Soit :
120 - ) 1) = | [ (o) A o [ (o
o

IN
=3
O
ﬁ
g
o
09
SRS
N—
Q
L

sachant que f € C°([a,b]) ie f est continue sur [a,b], alors :
Ve>0,36>0, Va,t€fabdl; [t—x<d = |f(t)— f(z)] <e
donc ; |t—z|<d = —d<t—2x<) = z—-0<t<z+6

alors :

1

a1 "1 < s | " (1052)" 150 - fa) T ) (o

d’aprés la definition de la continuité de la fonction f on a;
si ter—20,z] alors |f(t) — f(x)] <e

donc;

et d’autre part on a :
[f @) = fla)| < [f(@)] + [ f(2)]

M

——
avec : |f()| < sup |f(¢)] , et on pose ; |f(x)]=A
tela,x—9]
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donc;

f(t) = fla)l < M+A

C

— s e[ ()]

— 25 o[3 ()]

«

)

tels que ; t € [a,z — ]

=z (o)~ (1os 2

a’;‘_

alors :

12 () — fl@) P10 € [3 ((1og £y (10g x:}c

~ T(a)

«

donc :

1
i H jo Hra .
i I - f) M| <t
———

1

— lim |Hf§f($)—f(:c) ngl}g .

a— 0t

= lim |HI:f(CIJ) _ f(l‘) ngl} 0

a—07t

= lim ( ngf(l‘) _ f(:v) ngl) —0

a—0t
- li H]'a = li H]'al
ag(l)Jr a f(&?) f(x) ag(l)Jr at

1

d’aprés (P) on obtient ;

lim H19f(z) = f(=) . (C.Q.F.D)

a—0t

i)
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Proposition 3.1.1. Soit Re(a) >0, Re(f) >0 et 1<p<+4oo;

Ap) Si 0<a<b<+4oo , puispour f€ LP(a,b):
Hro BB f(z) = H1o%0 f(2) . (3.1.39)
As) Si peC, ceR tels que Re(pn) >c , a=0 , puis pour f& XP(RT):

Mg M, fx) = P fe) (3.1.40)

Preuve :
Pour (3.1.39) :
D’aprés (3.1.3), on obtient :

o 1 Fo el f(E)
HIst fa) = T(at B /a <1Og ;) =,

d’autre part on a :

1250 =iy [ (osl) L as

IN(E) s
donc :
1 Al
Hro H7B _
I 210 f(x) = o / log " dt
__ Hypa HB 1 all 1 ! fﬁilf@)
I 210 f(x) = —F / log n F(ﬁ) /a <log ) ds dt
a p-1
— "1 Hpbf(p) = / / log 1 log ) J; <S) ds dt

pour passer de double intégrale a une seule intégrale, il faut faire la méthode de Fubini-Tonelli

pour inverser ['ordre d’intégration, on obtient :

Hpo Hps f(r) = // log 7 a 1 log )6 1J;(>dtd
L () = F(a)lr(ﬁ) / s)/s (logﬂal (108 )B s

g
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on pose :

" ?15f<x> vl R /

a—1
)t <log f) P
s

B—1
-t <log E) logf dr ds ,
s s

T)a_ldT ,

J/

Hpe B8 f(r) = / ) ), /0 i
) B(5.0)
d’aprés (1.3.1) et (1.3.4), on obtient :
Hra Hypp oy _ L ‘ atht fs) L) T'(a)
1 () = @ 3 / (log e
Hya H7B O‘Hj ! f(5>
I3 Pl (@) oz+6 / s
Hia HIp() = HI0H f() (C.QF.D)

Pour (3.1.40) :
D’aprés (3.1.5), on obtient :

Ha+ﬁ 1 ;
=g

d’autre part on a :

0= [

ORCHE

® g

t

INCHEETE




on applique la méthode de Fubini-Tonelli, on obtient :

= HIB f(a:) / / log a 1 (logz)ﬂ_I@ dt ds ,

"I MBI =m [O5 ] (logff_l (0e]) 5

J/

'

donc on pose le méme changement variable qui on déja lancé précédemment {T = (log £)/(log £)}

et on fait le méme travail, on obtient :
)7 () A
H H7ypB Z
o f(x— OH'ﬁ / <:1:> s ds ,
Hrge, M1 (@) = IS f () (C.Q.F.D)

Remarque : {pourAs}

En particulier si p=0 avec ¢ <0 donc;
HIge Mg f () = M1 f(x) (3.1.41)
Proposition 3.1.2. Soit Vn € N* | Re(a) € [n—1,n[ et 1<p<+o0;

By) Si 0<a<b<+oo , puispour f € LP(a,b):
5D fla) = f(x) (31.42)
"Dy I f(x) = f(x) . (3.1.43)

By) Si peC, ceR tels que Re(pn) >c , a=0 , puis pour f & XP(RT):

gt 5t BT f(2) = f(z) . (3.1.44)
"Dy, TIg, flz) = f(x) . (3.1.45)
Preuve :
Pour (3.1.42) :
On pose :
S HIT f(2) = f(2) oo, P(n) .




On démontre par récurrence que P(n) est vraie pour n > 1;

Pour n=1 :

§ HI' f(x) ==z %/ @ dt , {woir (3.1.1)}
e

on applique la régle de dérivation de Leibnitz, donc d’aprés (2.1.14), on obtient :

0 M, flz) =2 === f(z)

donc pour n=1 est vérifiée .

On suppose que P(n) est vraie :
5 I f(2) = f(a)
On démontre que P(n+1) est vraie, tels que :
I () = f()
Soit :

AL () =6 0 M T f(),

"L f(@)
d’apres 'hypothese , on obtient :
oL f(z) =6 "I, f(x)
— LA f(r) = f(x) {on vu ¢a dans le cas pour n=1}

donc P(n+1) est vérifiée , alors d’aprés le principe de récurrence P(n) est vraie, donc (3.1.42)

est bien démontrée pour n > 1 .

Pour (3.1.43) :
Soit :

Hpo Hpe gy =" - 21> f(z) {woir (3.1.6)}

a"'g

{d’aprés (3.1.39),0on obtient :} TDy Ie f(x) =6 "I} f(z)

{ d’aprés (3.1.42), on obtient :} Apa Hre f(x) = f(z) . (C.Q.F.D)
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Pour (3.1.44) :
On pose :

a6t I f(r) = f(2) e, P(n)

avec , orpu f(T) = ﬁ /OI (é)u (log §>n_1 /) dt . {woir (3.1.5)}

On démontre par récurrence que P(n) est vraie pour n >1;

Pour n=1 :

T 14 T
0 0

T T T t

g

on applique la régle de dérivation de Leibnitz, donc d’aprés (2.1.14), on obtient :

xh s at HI&HL flz)=a# xa* %@:) = f(z),

donc pour n=1 est vérifiée .

On suppose que pour P(n) est vraie :
a7 ot at Mg f(a) = fla)
On démontre que P(n+1) est vraie, tels que :
N HI(’)TL flz) = f(x).
Soit :
[ S Hfgjfi () =a™"§ o™ ar o 1 Hléﬂu f(x)

=g FE gt g gt o 0 1 Hfétu f(z),
J/

(.

~~

a1, f)

d’apres I’hypothese on obtient :

AR FO (€O S L A €

= Myt gt Hfgfi () = f(z), {on vu ¢a dans le cas pour n=1}

donc P(n+1) est vérifiée , alors d’aprés le principe de récurrence P(n) est vraie, donc (3.1.44)

est bien démontrée pour n > 1.
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Pour (3.1.45) :

Soit :

HDSCF,# H o+ fla) =a7" " 2t H]g;f: " o+ f () {woir (3.1.10)}

Cl’ \ . . H Nna Hra o sn o Hiyn

apreés (3.1.40),0on obtient : Dgs , gy, flx)=a7" 0" x o+ ()

d’aprés (3.1.44), on obtient : HDS‘JW H o f(x) = f(z) . (C.Q.F.D)
Remarque : {pourBs}
En particulier si p=0 avec ¢ <0 donc;

Ape H1o f(z) = f() . (3.1.46)

Proposition 3.1.3. Soit Vn € N* | Re(a) € [In—1,n[, Re(f) > Re(a) et 1<p<+o0;

Cy) Si 0<a<b<+4oo , puispour f € LP(a,b):

Ape Hibf(z) = HIP~f(x) . (3.1.47)

Cy) Si peC,ceR tels que Re(n) >c , a=0 , puis pour f & XP(RT):

DG, I fe) = P10 f () (3.1.48)
Preuve :
Pour (3.1.47) :
Soit :
Hpo HIbf(x) = 6m Hir—e Hib () | {vwoir(3.1.6)}

d’aprés (3.1.39), on obtient :

Hps M f(a) = 6 LB () = o0 B0 fg) |

J/

g

d’aprés (3.1.39), car Re(f) > Re(a) donc Re(f) — Re(a) >0 et n>1, on obtient :

"Dy I f(x) = on Iy M ()
——
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d’aprés (3.1.42),

Pour (3.1.48) :
Soit :

H na
D0+,u

d’aprés (3.1.40),

d’apres (3.1.40),

d’aprés (3.1.44),

on obtient :
"De I (@) = MIC f(a) | (C.Q.F.D)
HIge f () = a0 xu\Hzg;g Mg S (@), {voir(3.1.10)}
on obtient : i
TD3 I ) = e 8 et T f ()
on obtient :

DG, MO @) = a8 P, T ()

g

on obtient :

DG, I fe) = P10 f () (C.Q.F.D)

Remarque : {pourC,}

En particulier si a=n €N, alors :

"Dy I fa) = I f(x)

d’aprés (3.1.12) on peut écrire comme suit :

0" MY f@) = T f()

Remarque : {pourCsy}

En particulier si a=n €N, alors :

HDS*,H HI(/)B)+7M.f<x) = H[(?J;:éf<x) )

d’aprés (3.1.13) on peut écrire comme suit :

N H[&ﬂf(a:) = HIg{Zf(a:) :

Quand p =0 , alors :

HD8+ HI§+ (z) = H[()ﬁ:af(x) :

(3.1.49)

(3.1.50)

(3.1.51)

(3.1.52)

(3.1.53)
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Proposition 3.1.4. Soit Vn € N* | Re(a) € In—1,n[, 0 < Re(f) < Re(a) — [Re(a)]
el 1<p<+o0;

Ey)) Si 0<a<b<+oo , puispour f € LP(a,b):

Ape Hbf(g) = HD>=Ff(x) . (3.1.54)

Ey) Si peC,ceR tels que Re(p)>c , a=0 , puis pour fe€ XP(RY):

DG, e () = DD f(x) (3.1.55)
Preuve :
Pour (3.1.54) :
Soit :
Apo Hbf(g) = ¢m A= HiBf(x) {voir(3.1.6)}

v

d’aprés (3.1.39), on obtient :
MDs I (@) = 6 I () = 8 T f(a)

et pour appliquer (3.1.6) il faut que; n-1<Re(a)— Re(fB)<n ,

sachant que; n=[Re(a)] + 1, alors;  [Re(a)]+1-1 <Re(a) — Re() < [Re(a)] + 1
alors; Re(a) — [Re(a)] — 1 < Re(fB) < Re(a) — [Re(a)] , avec; 0 < Re(B) ,

alors, on déduit la condition, 0<Re(B)<Re(a) — [Re(a)] ,

donc on a vérifiée que n-1<Re(a) — Re(B)<n, alors maintenant on applique (3.1.6), et on

obtient :
Hpe PBf(r) = HDE () . (CQFD)
Pour (3.1.55) :
Soit :
HDSVHL HI(]%’“f(x) =g "5 x“\HIg;Z“ Hféwf(xz : {woir(3.1.10)}

v~
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d’aprés (3.1.40), on obtient :
DGy, I @) = a8 et e f ()

et pour appliquer (3.1.10) il faut que; n-1<Re(a) — Re(B)<n , et elle est vérifiée grice
d la condition 0<Re(S)<Re(a) — [Re(a)], donc :

1Dg, . f(e) = HDyD f(x) (C.Q.F.D)

Proposition 3.1.5. Soit f € C"([a,b]) tels que n € N*, 0 <a <b< 400 :

Hpn gnf(e) = f(z) — iré(;f—f’i) (log gy . (3.1.56)

Preuve :
Soit : Re(a)>0 , f € C"(Ja,b]) tels que n € N*, 0 <a <b< +oo etdaprés (3.1.3) ona :
1 v x\oL f(t)
s = o [ ()
o f (@) Ty /. \ogs "
On fait une intégration par partie sur HI1%f(z) :
Juv=uv—[uv,

tels que :

donc :

=ty (o) 0] 2 [ (o) 0 0)

Mo f(r) = F(ﬁf—jl) (1og
(

f(a)

R vy

d’aprés (3.1.3), on obtient :

Hpof(p) = L)) (1og§)a+ Hpo+lsf(z) (3.1.57)




On fait une autre intégration par partie sur 7106 f(x) :

soit :

fﬁf“ﬁf@ﬂ::fafiijllw(bgf)aéigzdt,

tels que :

Juv=uv—[u?,

du 1 a 1 x\ atl

I U t(log) — u= —a—|—1<og?> ,
d

v=10f(t) = v—aéf()

donc :

TS = F (255 (s )™+ [ (ron )™ osy )
d
d

a

i () g [ o)A

J/

sachant que :

df(a) = limdf(z) ,

T—a

d _ 52
<t£> of(t) =06"f(t),
d’aprés (3.1.3), on obtient :

5 a+1
Hpot5 f(a) = _F(j_% (102%) U () (3.1.58)

on remplace (3.1.58) dans (3.1.57) , on obtient :

Hﬁfﬁﬂ_lxgih)(bg§>a+I€ffg)(bg§>wl+'H5w2yf@)'

Ainsi de suite jusqu’a obtenue :

Hpop( S~ 0f) log EY* 4 Hpatn gn 3.1.59
[l MHH p (logy) T+ M@, (3159)

“M

avec : 07 f(a) = lim,_, & f(z) .
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Pour démontrer le résultat (3.1.59), on passe d la démonstration par récurrence .

Soit : pour Re(a) >0 et pour n>1:

n—1 .
& f(a x\ ot
Hra s Hyo4+n sn
I f(x ;:01_‘ @ 1 7 <loga> + IS (X) P(n)

On démontre par récurrence que P(n) est vraie :

Pour n=1 :

o _ 0°f(a) A o
ref(z) = Fla+1+0) (k)g E> + TIet o f ()

i) = iy (o t) I a5
elle est vérifiée d’aprés (3.1.57).
On suppose que P(n) est vraie :
HIoz — AN Hya+n sn
f(x ;Fa—l—l—i—j <loga> + IO f(x) .

On démontre que P(n+1) est vraie , tels que f € C"([a,b]) :

o _ - 5Jf(a') A a+n n
H]af(x)— jzom (loga) + H]a+ + o5 Hf(x)

on fait une intégration par partie sur HIot" ¢ f(x) :

soit :

1 T a+n—1 §n
e = o (osp)” [ i 319)

tels que :

Juv=uv—[uv,

du x\ atn—1 1 T\ atn

_— = /:— l — = — 1 —

a " t<0gt> — a+n< gt) )

d

v=20"f(t) = Eé”f( ),

donc :
1 o f(t) r\otn]” 71 r\otn d
HIa+n n — (|:_ 1 s / 1 s o sn )
a0 () ['(a+n) a+n (Ogt> a+ a a—l—n(Ogt) dt(s Jwydt),

Hiotn snpy . 0"f(a) AN 1 Tyt 0t (t)
L ot (w) = MNa+n+1) (log E) +\F(a+n+ 1)/a (log ?) t at

J/

g
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d’aprés (3.1.3), on obtient :

5 f(a) ryetn
H ro+n sn _ - H ra+n+1 ¢n+1
Ia 5 f(l’) - F(O[ + n + 1) (lOg a) + ]a 5 f(l’) )

on remplace cette résultat dans ’hypothese , on obtient :

n—1 .
a+j 5”]"(@) T\ otn
H[a 1 z R S Poved H[a-i-n-i-l 5n+1
I ;Foﬁ—l—m (Oga) +F(a+n+1)<0ga) T /(@)

'

n

a+j
— "o 2 : (1 f) H fa+n+1 gn+l
fla Fa+1+] e T f@) s

donc P(n+1) est vérifiée, alors d’aprés le principe de récurrence P(n) est vraie , donc le
résultat (3.1.59) est bien vérifiée .

On fait la limite quand « tend vers 07 dans les deux cotée de (3.1.59), on obtient :

n—1 .
o+
lim 710 f(0) = lim (S (g 2)" "+ Mrgtn o
Jm T a;%a(mpaﬂﬂ wy) TS
—_— =
(@)

d’aprés (3.1.38), on obtient :

M

n—1 .
57f T\
log = 1o+ gn
]:OF0+1+]) (log )+ I o)

" on — & f(a) T\J
— [ g f (s ;F(l (loga> . (C.Q.F.D)

<.

Proposition 3.1.6. Soit Re(a) >0, n=[Re(a)]+1 et 0<a<b< 400 :

n—1 . .
F(] _|_ ]_) xr\Jta—n
H Nna
D —0 =Y ¢ (1 —) , 3.1.60
I F0) = 2 P i a = (% (31.60)
avec ¢; €R, (j=0,1,2,......... ,n-1); des constantes arbitraires .
Preuve :

(=) Dans le sens directe :

Soit :

"Dif(x) =0 = M f(x)=0 = """ Ief(z)= "I70,
N——

0
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d’aprés (3.1.56), on obtient :

n—1 .

5] H[n af( ) TN\ J
Hm—a — —
L s (1 (k)g ) 0,

Jj=0

sachant que :

5 H[ o f(a) = lim & 21" f(z) ,

Tr—a
on pose :
S [lim 5 HI"—af(x)} (3.1.61)
T T 1) L & e ! &
alors :
n—1 N\ J
e f(e) =Y e (log )
7=0

on compose les deux cotés de I’équation par T D"=% et on obtient :

HpPn—a Hin—a H nn—a — T\ J

i M) = D) ;cj <10g a) ,
d’aprés (3.1.43), on obtient :

et i
x)—j;c]\ DI v(loga>1,
d’aprés (3.1.15), on obtient :
. +1) (108 f>j+a_n . (C.Q.F.D)
T T+ 1 +a —n) a

=0

.

(<=) Dans le sens contraire :

Soit :

n—1

B T(j+1) p\i+an
f(x)_jzz;,cj F(j+1+a—n) <10g5> )

on compose les deux cotés de 'équation par D et on obtient :

n—1 . .
TG +1) o\ itan
HDa — E ) HDa (1 _)
) j:ocj rj+14+a—-n) . ° = n
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d’aprés (3.1.15), on obtient :

1

3
|

e S TG TGta—n+1) oy
Dl = 24 F i va—m) TG-n+1) o)
o) =S LGHD g i

HDaf(x): ij(10g5> )

o

.

avec ; 0<7<n—1 = 1-n<j—n+1<0 ,pour n>1

donc; (j-n+1)e Z~, alors ; I'(j—n+1)=00 = 1/I'(j—n+1)=0
alors;  "DYf(x)=0 . (C.Q.F.D)

Remarque :

En cas particulier, si 0<Re(a) <1 tels que n=1,

d’aprés (3.1.60), on obtient :

N B B r'0+1) a0l 1 N\ o1
D) =0 = f@) = ggrra oy () =g (o)

d’aprés (3.1.61), on obtient :

_ 1 : 0 Hrl—« I Hrl—«
“= a0 Llclgi o ", f(l“)} = lim ©7,7f(2) ,
d’aprés (3.1.37), on obtient : =0,

donc :

pour 0 < Re(a) <1 :
ADof(z) =0 <= f(z)=0. (3.1.62)

Proposition 3.1.7. Soit Re(a) >0, n=[Re(a)]+1 et 0<a<b<+oo, fe Lla,b) :

Hyra H N — (log %)j—'_a_n
I Daf(x):f(x)_‘ I'(j+14+a—n) [

lim & #1mf(x)| . (3.1.63)

Tr—a

Preuve :

Soit :
Hpef(z) = D> H1> HD*f(2) {c’est selon la propriété (3.1.43)}
—_———

= "Dy f(x) - "Dy I DR f(x) =0 = "Dg (f(x) = "IZ DR f(x)) =0,
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d’aprés (3.1.60), on obtient :

( ) H_[a HDa — 1) (1 x>j+an
J :OC]Fj-i—l—i—oz—n) €4 ’

.

d’aprés (3.1.60), on obtient :

. ' +1 jta-n
J@) = ML D (@) z;r 5 [ 67 @) +(iyia)— 5 (s ) o
alors :
Hya Hpof(p) = f(z) — S~ (o) [nm §i H n=a f(x)} (C.Q.F.D)
a a g F(]—I—l—i—a—n) e a . Y

Proposition 3.1.8. Soient n-1<Re(a)<n , m-1<Re(B)<m  tels que n,m € N* |
n+m-1<Re(a)+Re(f)<n+m et 0 <a<b<+oo , feL(a,b) :

m—1 .
[lim,, 67 HI7 Bf( )] x\Ii-m-a
Hpa Hpp H ot r—a x
Dy "D f(x) = "Dy f(x E (loga> (3.1.64)

p= 'G+1—m—a)
Preuve :
Soit :
Hpe HDPf(g) = = HDB f(x) | {woir (3.1.6)}
Apa HpBf(g) =om ¢m Hm Hpn—e HDBr(y) | {woir (3.1.42)}
——

d’aprés (3.1.39), on obtient :
HDg HDgf(.CE) — gntm H[;H-m—(oz-i-ﬁ) H[g’ HDgf(.T) ’

v~

d’aprés (3.1.6) ; grice a la condition de n +m — 1 < Re(a) + Re(f) < n +m, on obtient :

"Dy "D f(w) = "D M7 M DIf ()

g

d’aprés (3.1.63), on obtient :

m—1

log )]+B m

— I'(j+1+8-m)

r—a

42 DY f(x) = Hpguﬁ( lim & Hfé”f(sv)D |
[limxﬁa Y Hfén_ﬁf@)] H ot
T(j+1+3—m) D <1g

0 [ ~ J/

"Dy "D f(w) = "DF f(x) -

.
|
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d’aprés (3.1.15), on obtient :

S [ime e & IO @)] TG4 B—m 1) (g ayimee
Hpna Hnys _ Hpnatp T—a z
DS "Dl f(z) = "Dt f(x Z TG L1408 —m) TG+l —m—a) <log ) ,

7=0
m—1 Hm-8 j—m—a
Hpa HpB f(r) = Hpetbf(y Z hm”: ;_I _(J; § 2l <log§> . (C.Q.F.D)

=
Note :

Pour la condition n+m-1<Re(a)+Re(B)<n+m ,
on peut prend n+m-2<Re(a)+Re(B)<n+m-1;

on déja vu les détails dans le chapitre précédent .
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3.2 Dérivée Fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard

Définition 3.2.1. Soit Re(a) >0 , n=[Re(a)]+1 , feC*([a,b]), 0<a<b< +o00.
On définit la dérivée fractionnaire d’ordre a au sens de Caputo-Hadamard de la fonction

f par la fonction suivante :

A)a#neN*:

CHDEf(a) = I 6" () | (3.2.1)

avec : 5:xi = 5”:<xi> .
dx

En d’autre termes, on a :

D) = ey [ (oxF) a0 T (322

B)a=neN*:
C~H D f(2) = 67 f(x) - (3.2.3)

En particulier :
DL (@) = f(x) (3.24)

Exemple 3.2.1. Soit Re(a) >0, n=[Re(a)]+1, Re(f) >0 et 0<a<b<+oo:

oz o) s (D) 628
Preuve :
Soit :
-1t e (1og §>ﬁ— _ Hpea g (10%)6‘17 {voir (3.2.1)}
—

d’aprés (3.1.16), on obtient :

cfHDg <10g 2)51 — Hjna i)) (10g E)ﬁln _ % o <10g g)ﬁln |

-~
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d’aprés (3.1.14), on obtient :

oz (g )" = IO T g2y

alors :

¢-H po (1og >B 1:%(log )B e )

Exemple 3.2.2. Soit Re(a) >0, n=[Re(a)] +1 :

C-Hpa 1 — | (3.2.6)
Preuve :
Soit :
C-Hpa | — H[:—a& , {woir (3.2.1)}
0
C-Hpa | = Hpn—aq
alors :
CHp*1=0.
Note :

d’apres (3.1.15), (3.1.18), (3.2.5) et (3.2.6) on remarque que si Re(f3) # 1 :

-1 B—1
O=H po <log > = Hpe <10g ) .

3.2.1 La Relation entre la Dérivée Fractionnaire au sens de Hada-

mard et la Dérivée Fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard

Soit Re(a) >0 , n=[Re(a)]+1 , feC™(a,b]) , 0<a<b<+oo:

n—1 .
5]]" T\ J—
C—HDa _ HDa log — 2.
if(a) = jEO:FJ—oH—l (1) (3.2.7)

sachant que :




Preuve :

d’apres (3.1.56), on obtient :

n—1 ; .
8’ f(a) T\J
Hin sn
1" 6" f(z) = fla) — : (lo —) , 3.2.8
o) = f0) = Xy (e (3:28)
on compose 'équation par # 1"~ et on obtient :

n—a n £n o n—a — (5]f(a) T\ J
e a8 = (f(fv)—jzo NEERT (1og5)) ,

Hpn-a Hn — Hpn Hin-a  orjce & (3.1.39) puis on compose I’équation par 6", on obtient :

n n n—a §n n n—a - 5Jf(a) x\J
) H]a H]a f(x) =19 H]a (f(a:)—jzor(j+1> <loga> ,

d’apres (3.1.42), o, obtient :
HIe () = 0 I (f(ar) S ppaid (1og§)j) ,
d’apres (3.2.1), on obtient :
A f(a) = " I (f(:r) B S LGNy f)j> ,
—_— .

d’apres (3.1.6), on obtient :

n—1 v .
CHpaf(z) = "D f(x) — 0 f (@) i pa <log f)" ,
a
d’apres (3.1.15), on obtient :

CHDE f(x) = "D f(x) -

jzof(j+1) I'Gj+1-—a) a
alors :
C—H pa H o — f AT
Def(z) = TDf(x ; o 1 s <log 5) . (C.Q.F.D)
Remarques :
A)
C-Hpef(z) = "DOf(x) sietseulementsi ¢f(a)=0 ,j=0,1,2........ n—1.
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B)
En particulier si 0 < Re(a) < 1, n=1":
alors (3.2.7) devient :

C-Hpaf(z) = HDaf(z) — % (1og §>_a . (3.2.9)

Proposition 3.2.1. Soit Re(a) >0, n = [Re(a)] + 1, f € C™*([a,b]) ,0<a<b< 400 :

—_

n—

J
C-Hpoaf(r) =0 = f(z)=3 w (1og 2) , (3.2.10)
=0
w; € R, (j=0,1,2,......... ,n-1); des constantes arbitraires .
Preuve :
Soit :
CHDYf(2) =0 = HI"§"f(x) =0, {woir (3.2.1)}

on compose l’équation par T D" on obtient :

HD;L—O( H];L—a 5nf($) — HDZ_Q 0 ’
N———

0

d’aprés (3.1.43), on obtient :

0" f(x) =0,

H[n

. on obtient :

on compose l’équation par

1ot fx) = "1 0,
0
d’aprés (3.1.56), on obtient :

n—1

)2 F]—i—l %)
770 —_——

wj
alors :

x) = ile (log §>j : (C.Q.F.D)
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Proposition 3.2.2. Soit Re(a) >0, n = [Re(a)] + 1, f € C™*([a,b]) ,0<a<b< 400 :
C-Hpe Ao f(r) = f(z) . (3.2.11)

Preuve :
D’aprés (3.2.7), on obtient :

n—1

CoHpg M2 f(a) = DS I ()

6 112 f(a) (logaj)j_a |

= ['j—a+1) a
avec :
& H1%f(a) = lim ¢ 71%f(x) |
r—a
d’aprés (3.1.50) ;  lim &7 #I1%f(z) = lim "1°77 f(2) ,
Tr—ra r—a
car  Re(a)>n—-1>3j>0 = Re(a)>j ,pour 0<j<n-—1,
d’aprés (3.1.37);  lim P17 f(2) =0,
Tr—a
donc : & HI%f(a)=0 , pour j=0,1,...... n—1.
Alors :

D IR f(x) = "D I f(x)

d’aprés (3.1.43), on obtient :
CHpe HIaf(e) = f() . (C.QFD)

Proposition 3.2.3. Soit Re(a) >0 , n = [Re(a)]+1 , Re(B)>n , f e C™a,b])

, 0<a<b<+o0:

CHpa Hibf(g) = H1P~of(z) . (3.2.12)
Preuve :
Soit :
C-Hpe BB p(g)y = Hprme sn HI5 f(2) | {woir (3.2.1)}
—————
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d’aprés (3.1.50), on obtient :
DR M) = e
d’aprés (3.1.39), on obtient :
CHps IS f(@) = () = TEf@). (C.QED)

Proposition 3.2.4. Soit Re(a) >0, n=[Re(a)]+ 1, f € C"([a,b]) ,0<a<b< o0 :

"z g g = fa) - 3 LY (10 2) (3:2.13

Preuve :

Soit :
e N R (O
————
d’aprés (3.1.39), on obtient :
Mg Dy fla) = "I 6" f(x)

d’aprés (3.1.56), on obtient :

n—1 ; ;
HI((: C—HD(C; f(l’) — f(ZE) o . 5jf(a) (log g)j , (OQFD)
sachant que :

& fla) = limd f(z) / I'G+1) =7 .

r—a

Proposition 3.2.5. Soient n-1<Re(a)<n , m-1<Re(B)<m  tels que n,m € N* |
n+m-1<Re(a)+Re(B)<n+m , f € C"([a,b]) :
()

C—H mna C—H g _ C—H poa+p
Da Da f(ZE)— Da f(x)—i_]zor(]‘f'l‘f’m_ﬁ_a)

(x _ a)j+m—ﬂ—a

Y

(3.2.14)

sachant que :  [67T™ f(a)] = lim,_,, ((x %)ﬂm f(x)) .
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Preuve :

Soit :
C-Hpe C=HDE f(p) = CTHpo Hpm=b gmf(g) ... @),

et d’autre part d’aprés (3.1.56) , on a :

RO B {5 B pRALU Ay (W

g I'(j+1)

< St f(a x\J
I8 =07 e) - 3 Tt (o)
=0

on compose léquation par C~H D> H[m=5 " on obtient :
n—1 < .
™ f(a) T\
C—Hpmna Hyiym—B Hin sn+m _ C—Hpna Hm—p m
Do H] [ 5 p(r) = C-Hpe Hf 57 f () — ,—(1o—> ,
d’aprés (3.1.39) , on obtient :

C’—HDa H]n+m—,3 5n+mf(l,) _ C—HDa H]m—ﬁ 5mf(l‘> _ nzi 5j+mf(a)
—— N -~ - LG +1)

R (L
=0 “

dans la partie a droite de l’équation d’aprés (©) , on obtient :

n—1 < .
§7*t™ f(a) T\J
C—H na H mn+m—(a+B)+a sn+m C—H na C—H np C—H na Him-—p
D 1 ) = D D — E —_ D 1 (l —> ,
a a f(x) a a f('x) F(j 1) a N a Og a |

>
=0 ~

-~

dans la partie & gauche de l'équation daprés la condition n+m-1<Re(a)+Re(3)<n+m
et Re(a) > 0, on applique (3.1.39) , dans la partie a droite de l’équation d’aprés (3.1.14) ,

on obtient :

C’fHDg HI;I HI:erf(aﬁB) 5n+mf(x) — CfHDg CfHDg f(l’)
S—_— ———

SO TGHD e (o, Y
_JZ_; TG+0) TG+itm—p__ (102 5)

)

g

dans la partie a gauche de ’équation d’aprés (3.2.11) et dans la partie a droite de l’équation

d’aprés (3.2.5) , on obtient :

H prtm—(actB) gtm g () — C=H pya C=H DB ()

N J
g

S~ 0fl)  TG+m=p+1) Ty
-2 T( (10 )

jH+1l+m—pB) T(j+m—F+1—a) a

Y
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d’apres la condition n+m-1<Re(a)+Re()<n+m , on applique (3.2.1) , on obtient :

n—1 5‘+m +m—pF—a
g = g i) S IO gy
j=0
(C.Q.F.D)
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CHAPITRE

CALCUL FRACTIONNAIRE GENERAL

4.1 Intégrale Fractionnaire et Dérivée Fractionnaire d’une
Fonction par rapport a une autre Fonction

Dans cette section, on présente les définitions et quelques propriétés de l'intégrale et

dérivée fractionnaires d’une fonction f par rapport a une autre fonction .

Définition 4.1.1. Soit |a,b[ (—oo < a < b < 400) un intervalle fini ou infini de la droite
réelle R et Re(a) > 0, soit (x) une fonction monotone croissante sur ]a,b|, ayant une
dérivée continue V' (x) sur |a,b] . On définit l’intégrale fractionnaire d’une fonction f par

rapport a autre fonction 1 sur |a,b] par la fonction suivante :

19, f(x) = ﬁ / " (@) — )T () dt (4.1.1)

(z>a, Re(a)>0 ) .
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Remarque :

Si Y(x) =z, donc (4.1.1) devient :

@) = g [ =0 ) = M) (4.12)

(voir (2.1.5) ) .
Si Y(z) = log(x), donc (4.1.1) devient :

13 1og(a) [ (2) = ﬁ / ) (log(x) — log(t))" ™" @ dt = "I10f(x) , (z>a>0) (4.1.3)

(voir (3.1.3) ) .

Définition 4.1.2. Soit ¢/(x) #0 (—0c0 < a <b < 400), Re(a) > 0 (a #0), n = [Re(a)]+1
et D = d/dx . On définit la dérivée fractionnaire d’ordre o dune fonction f par rapport da

autre fonction 1 sur |a,b] par la fonction suivante :

D2 f(x) = (@D)nﬂ;ﬁ (2) . (4.1.4)

En d’autre termes, on a :

Dy f(x) = ! ( ¢,1 D)n / ) () — @)Y @) f(t) dt . (x> a) (4.1.5)

I'(n—a) (x)
Si a=neN:
D f(x) = (ﬁD) ) | (4.1.6)
En particulier, on a :
D, . f(x) = % : (4.1.7)
Remarque :
Si (x) =z, donc (4.1.5) devient :
a _ 1 d " * n—a—1 _ o
DLfe) = ey () [ =07 @ = D@ . (4as)

(woir (2.2.2) ) .

98



Si Y(x) =log(z), donc (4.1.5) devient :

D3 1og) f () = F(nl— ) (a; %)n /: (log(x) — log(t))" " @ dt = "D%f(x), (4.1.9)

(r>a>0)
( woir (3.1.7) ) .

Exemple 4.1.1. Soit Re(a) >0 , Re(8) >0 :

Iz (0(e) = (0) ™ = s ) — vfa) (4.1.10)
Preuve :
Soit :
12, ((x) — d(a) ! = ﬁ / T W) — ) () W) — (@) de, {woir (4.1.1))
on pose :
= ¢(t) - w(a’) (*)
o) —@
t=a = 7=0 / t=2r = 71=1
(4) = (1) —la) = (W(x) — ¥(a)) 7
— (1) dt = () — P(a) dr
(}) = (1) —(a) — ¥(x) = () — ¥(@)) T — Y(z)
— P(a) — (t) = — () — (@) T+ $(x) — ¥(a)
— $(a) — (1) = () — (a) (1—7)
donc :

N
I3, (6(0) = 9(0) ™ = s ) — vy [Pt
) B(B.a)
d’aprés (1.3.1) et (1.3.4), on obtient :
12, (0(0) = 9(0)) ™ = s (o) - pl)r TR
I3, (e~ vi@) ™ = o @) - (@) (CQED)
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Exemple 4.1.2. Soit Re(a) >0 (a #0) , n=[Re(a)]+1 et Re(S) >0 :

D (6a) = 9(a)) ™ = s (wta) = wla) (4110
Preuve :
Soit :
o B—1 1 " n—a B—1 .
D2 (0(a) = 0l = (555D) I (W) —0@) L {ooir (4.14) )

d’aprés (4.1.10), on obtient :

D3y ((x) = ()" =

! ! — a B—a—14+n
I'(8—a+n) <¢/(x)D) (W(x) — ¥la) ,

[\ S/
g

avec : D =d/dx .

—>l (Y(z) — w(a))ﬁfafpr" , tels que 1=1,......., n.

On pose : (2/1’(x) o

Pour i=1 on obtient :

! i z) — (a))PoHn =
(5 i) ) = vty =

(5 22) (@) = 0@y 7 = (5= a = 1+ () = (a1

Pour i=2 on obtient :

(- d)z( o)y = (L Y (LY yggpeaten

V'(z) do ¥(z) V(@) du
L4y’ —a—ltn L d —a—1+n—1
(W@ I5) () e (W@ (5~ =14 mW(a) ~ v(a))’ I

(ﬁ D) () — 0@ = (5 —a = L)~ 0~ 14— D) @)

Anise de suite jusqu’a pour i=n, on obtient :

(w%x> %)n@ﬁ(l‘) _¢(a)),8—a—1+n :(ﬁ_ a—1 _|_n) (B—og —14+n-— 1) ..............

(ﬁ —a—14n-— (n — 1))@1(37) _ w(a))b’—a—l-i-n—n 7




{on peut justifier ce résultat par une démonstration par récurrence}

sachant que :

I'—a+n)=I'—-—a+n—-1+1)

=p-a+n-1)p-a+n—-2)..(f—a) (f-a),
donc :
e L _T(B—a+n)
(a1l =) =
alors :
1 i n 2 — ola g_a_1n_r(5_04‘|‘”) — ola))F-o1
(s 22) @@ = wlayeten = FEZE ) — gyt
alors :
D2y )~ vla)* = 10 ) v (0QED)

Exemple 4.1.3. Soit Re(a) >0 , a=—-00 , A€ C} :
18,0 = \mo V@) (4.1.13)

Preuve :
Soit :

1

12 = s [ @) vy v 0 ar

on pose : T =1(x)—U(t),
donc: t=2z = 7=0 /| (t—-0) = (1—+00),

P(t) = (@) -7 = Pt) di = —dr,

1 0
alors : I @) — —/ ol Ae(@)—) (—dr)
v F(Oé) +00
we L w17 a1
I7 e = ——e 2’/ T e T dr
v ['(a) 0
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on pose: AT =1y,
donc: 17=0 = y=0 [/
T=y/N = dr=dy/\ ,

1 +oco a—1
alors : ]gid}e’\w(“") = —F(a) e’\lp(’”)/o (%) e
Mo@) _ L ) T e
I ,e™" = e T / y* eV dy
v ['(a) Jo
I'(a)

— ]jfwww) = A M)

Remarque :

(1= 400) = (y—+o00), {carrAeCi}

(C.Q.F.D)

Question ; pour quoi on vu quand (t — —oc) alors (T — 4+00) pour T =1(x)—P(t) 77

Reponse ; pare ce que généralement le choix de la fonction (t) est toujours tend vers —oo

pour t tend vers a; ( "a” élément infinie ) , par exemple ;

si(t) =t ; cas de lintégrale fractionnaire au sens de RL , (t — —o0) alors (Y(t) - —o0),

si W(t) = log(t) ; cas de lintégrale fractionnaire au sens de Hadamard , (t — 07) alors

(P(t) = —o0),

et pour notre exemple pour la fonction f est une fonction exponentielle il faut que 1 (t) définit

sur | — oo, x| ; monotone et croissante , (t — —oc) alors (Y(t) — —o0) . Pour qu’on puisse

calcule I, e par la méthode qui on ait fait dans notre exemple .

Exemple 4.1.4. Soit Re(or) >0 («#0) , n=[Re(a)]+1 , a=—-00 , A€ C% :

Preuve :

Soit :

D:,we)\w(x) — \@ (@)

1 n
D2 e = <—D> I,

d’aprés (4.1.13), on obtient :

D¢ we)\d) T
a,

avec : D =d/dr .

(4.1.14)
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1 i
On pose : ( D) M@ tels que - i=1,2,.....mn .
V()

Pour i=1, on obtient :

I 4N e _ 1 1) M@ _ ) M)
(W@) d:17> e = AU (z) e =Xe :

Pour 1=2, on obtient :

(7 5 - (o a) G ) = (o ) A

1 d ? A (x A (z
(wm %) M) _ 32 M)

Anise de suite jusqu’a pour i=n, on obtient :

1 dn)xac n _A(x
<W%> V@) )

{on peut justifiée cette résultat par une démonstration par récurrence}

alors :

DB = xoTm g M) =\ ) (C.Q.F.D)

a,

Lemme 4.1.1. Soit Re(a) >0 , f € C%a,b]) , ¢ € C[a,b]) :

Tim 1, () = (4.1.15)
Preuve :
Soit :
120f)] = ]FL [ @) = v a {ooir (1.1}
| 1@ = vl ) a,

sachant que la fonction ¥ (x) est une fonction monotone croissante sur |a,b] ;( a<z<b) ,
alors : (Y(z) —(t)) > 0 pour Vt € [a,x], et ¢'(x) > 0 sur [a,b] ,

donc :

200 < e [ @) = o) 110 de
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avec : [f(t)] < sup [f(t)] , ou M = sup |f()],

tela,x] t€la,z]
donc :
(e & ¢ ) — a—1,//
1200 @)| < foy | @) =000
o M 1 ol
1200 < s |5 W) - 0]
(6% M «
|Ia,wf(m)| < F(Oé + 1) W(:’j) - ¢<a)) )
donc :

0= i I @l < i v

@@ =@

= 0< lim |[I2,f(2)| <0 = lim+| ()| =0 = lim I$,f(zx)=0. (C.Q.F.D)
T—a

z—a™t z—a™t

Lemme 4.1.2. Soit Re(a) >0 , f € C%a,b]) , v € Ca,b]) :

lim I3, f(r) = f(z) . (4.1.16)

a—0t

Preuve :

D’apreés (4.1.10) et pour f =1, on obtient :

01 = g () — v(@)”
(0% 1 «
— B Ly 1= lim o rrm (¥(x) = (a)”
alors :
lim I, 1=1 (4.1.17)

Soit :

12, D151 = 'i OO0~ @) [ ) - s o

Mot = [a) J,
200 @) = F)I21] = g7 [ ()=o) w000 = 1) d

sachant que la fonction (x) est une fonction monotone croissante sur [a,b];(a<z<b) ,
alors : (¥(z) —(t)) > 0 pour Vt € [a, x|, et Y'(x) > 0 sur [a,b],

donce :

1 ; 1 ../
[Toy f(2) = f@) 15, 1] < m/ﬂ (W) =) P'OLF @) — ()] dt
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sachant que f € C°([a,b]) ie f est continue sur [a,b], alors :
Ve>0,36>0, Va,t€a,bl; [t—x<d = |f(t)— f(z)] <e

donec ; t—z|<d = —0<t—ar<d = z—d<t<z+6,

alors :
1 z—0 .
Iy f ) = fla)Ig,1] < m/a (V@) = @) V' O1f () — f(2)] df
1 ’ a—1 / . T
+ F(—Q)/M(@D(w)—@/f(t)) V(O1f(t) — f(2)] dﬁ 7

d’apres la definition de la continuité de la fonction f on a;
sitelr—3a,z] alors |f(t)— f(z)] <e,
donc :
(W() =) YOI () = f(@)] < W(@) = () T ¢'(t) e
! ' al gy — f(z L x) — o=l (t) €
e [ 0@ = e VOl — f@) < s [ )=o)y v e a

€

— o< [ @ -vor v @
— < | S 0@ vy
= Q< g W) -l - o),
alors :
lim Q< lim ﬁ (W@ —d@-8) = lmo<c,
alors : 1
Tim =0, (4.1.18)

d’autre part quand t € [a,x — d], on a :
1f() = f@) < [fFOI+1f(@)]
M

avec : [f(t)] < sup [f()] , et onpose ; [f(z)]=A,

tela,xz—9]
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done : |f(t) — f(zx)| < M+ A | tels que ; t € [a,z — 0],

(¢}

alors :
c z—48 L
A<is [ W v v i
c [—1 o w0
A< g | S -]
A< gy () = 00@) = () = vl = 0)")
donc :

lim A< lim ﬁ ((w(x) (@)~ () — e~ 5))@) = 0< lim A<0,
1 1

alors :

lim A =0, (4.1.19)

a—0t

sachant que :

‘nggjf(@ - f(x)]s,w” < A+Q,

d : li I© — .11 < lim A4+ lim Q
onc i |12, f() — f@)I5,1] < lim A+ lim 9,

a—0t

d’aprés (4.1.18) et (4.1.19) , on obtient :

0< lim |Ig,f(z) = f(z)Ig,1] < 0

a—0t

— lim |I7, f(z) — f(2)I7,1] =0

a—0t
lim (I, f(x) — f(2)I%,1) =
= lim (15, f (@) = f(2)[5,1) =0

= lim I3, f(x) = f(x) lim I7,1,

a—0t a—0t

d’aprés (4.1.17), on obtient :

lim 17, f(z) = f(z) . (C.Q.F.D)

a—0t
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Proposition 4.1.1. Soit Re(a) >0 , Re(f) >0 :

12,00 f(x) = ISP f(z) (4.1.20)

Preuve :

d’aprés (4.1.1), on a :

1T f(x) =

d’autre part on a :

donc :
a 718 o 1 * a—1 ,/ B
@) = g [ W) e I i
d’aprés (o), on obtient :
1

2,12, (@) = ol / (o) v )

12,1, () / /

on utilise la méthode de Fubini-Tonelli pour inverser l’ordre d’intégration, on obtient :

t _ 85—1 /8 s <
rm/(W) W(s)) () f(s) ds dt
'

Y1) = o(9) (1) ¥ (s) fs) ds di

12,18, £ (x) / / U () — ()P (1) @(s) f(s) dt ds
12,17 f(2) / (s / ) — 90 ((E) — ()P () dt ds |

J/

g

()
pour (x) on fait la méme procédure qui on a fait déja dans le 1¢7 exzemple de cette section

tels que a=s et on obtient :

B2 ) = et [0 569 ) — vty ST g,
[gwlfdzf( ) (Oél‘i‘ﬁ)/a <w($) —w(s))a%@flw/(s) f( ) ds — [aJr/D’f( ) (OQFD)

Proposition 4.1.2. Soit n—1< Re(a) <n tels que n € N*:

D yloyf(x) = f(z) . (4.1.21)
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Preuve :

Soit :

Dy 1o, f(r) :< ! )i>n]” gL f(x) {voir (4.1.4)}

V'(x) dz
d’aprés (4.1.20), on obtient :

1 d\"
D3Izl @) = (Sgs) Telle)

d n
La question est de savoir si c’est vraiment <?//($) %) Iy f(x) = f(z),

donc on fait une démonstration par récurrence :
Soit :

Wn>1: (ﬁ%)”@f@) — F() P)

on démontre par récurrence que P(n) est vraie .

Pour n=1 :

1 d 4 _ 1 d zx_ =1y voir
S gLl 0) = S T [ @ = e ) s e {woir (1)

o1
T d el ) =

alors :

d
) %Ij¢f(x) = f(z) . (4.1.22)
On suppose que P(n) est vraie :

(55 ) Taf@) = 1)

On démontre que P(n+1) est vraie, tels que :

(st )" it =)
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soit :

1 d )n+1 1 d 1 d n
= Jian. :< _> ( _) Mmoo
(@/ﬂ(x) =) Ll =\go @) \gm @) Lo L@
d’apres 'hypothese, on obtient :

(i o) 2t = (g ) Ther@)

d’aprés (4.1.22) , on obtient :

(d}’ix) %)nﬂ L @) = f()

donc P(n+1) est vérifiée , alors d’aprés le principe de récurrence P(n) est vraie, d’aprés

(4.1.6) on peut écrire comme suit :
Dy 1oy f(x) = f(x) (4.1.23)
donc (4.1.21) est bien vérifiée .

Proposition 4.1.3. Soit Re(a) >0 , n=[Re(a)]+1 , Re(S)> Re(a) :

D2 I f(x) =10, f(z) . (4.1.24)
Preuve :
Soit :
D 17 =D Ie]” pro— (L) i (4.1.4 4.1.6
ap awa(gﬂ) = Vay Loy a,wf(x) » Paw =\ () ar , {woir (4.1.4) et (4.1.6)}
N—————

d’aprés (4.1.20), on obtient :
Deuliu (0) = Diy L™ f ) = Dy 13 f (@)
—_——————

sachant que Re(B) > Re(a) donc Re(f) — Re(a) >0 et n>1, alors d’aprés (4.1.20)

, on obtient :

Dy I fw) = D0y 10,0 f ()
——
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d’aprés (4.1.23), on obtient :

D2 IS flx) =10, f(x) . (C.Q.F.D)

Remarque :

En particulier si « =n € N, alors :

n -n n d "
Dy Il fe) =10 f@) Dy =(—— —> : (4.1.25)

sachant que : Re(f) >n .

Proposition 4.1.4. Soit f,¢p € C"([a,b]) tels que n €N, —co<a<b<+oo :

’nlD]

17,Dr z) —(a)) | (4.1.26)

7=0

sachant que :

D, ;f(a) = 1im D} f(x) ,

avec : wf() <¢/1)d)jf(:c) ,j=01...n—1.

Preuve :
Soit :
Re(a)>0, f,¢ € C™([a,b]) tels que n € N*, —co < a <b< +oo et d’aprés (4.1.1) on a :

1

o / () —w(0)* " W () (1) dt |

I;wa(x) =

On fait une intégration par partie sur I3, f(x)

Juv=uv—[uv,

tels que :
Cow=l = ()~ 0T = u= (W)~ ()"
V=) = =)= 0.
alors
o = i — v R e SRRV
2l E) = g | (W) - () f(t)]a | = @@ vy o
) i . L o (S
5000) = F g (00) — @) @) + s [ vy v (£9) a,
———




d’aprés (4.1.7), on obtient :

I20(0) = L ) = v + e [0 - w0 oDk d

d’aprés (4.1.1), on obtient :

f(a)
I'a+1)

12, f(x) = ((x) — b(@)* + IS DL f(2) - (4.1.27)

On fait une autre intégration par partie sur I;";ZlDéw f(z) :

504t :
2Dk @) = s [ ) — w0 0D S0 dr
(a+1) /,

on mette :
[u v=uv—[ud,
tels que :

Su=w =)~ O W) = w= W) O

V=Dl i) = o = SDLLf),
alors :

1

[0¢+1D1 —
a, a,wf('x) F(Oé i 2)

([~ @) = vy Dot @] + [ @) = vy 50k 10) dt)

_ 1 _ a+1 ’ _ at+l 1 i
~ g (0@ = w@)r™! DLuf@ + [ @) = v ) DL d
sachant que :
D} f(a) = lim DY f()
1 d
TOrC
Dy . 1 v e
1280} (0) = 2R () -l tary W - Dt s a
d’aprés (4.1.1), on obtient :
Dl
Io ' Doy f () = P(aozp i(;; ((x) — ()™ + I252D2  f(2) (4.1.28)
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si on remplace (4.1.28) dans (4.1.27), on obtient :

f(a) D, f(a)

Ll =511 T(a+2)

(W(x) — ¥(a)* + (W(x) — (a)* + IS52D2  f ()

ainst de suite jusqu’a obtenue :

n—1
=S O ) vy o )
7=0

sachant que :
D, ;f(a) = 1im D] f(x) |
1 dy ,
avec wf( T) = ) flx) ,j=01l..,n-1.
Pour démontrer le résultat (4.1.29), on passe d la démonstration par récurrence :
Soit : Re(a) >0 , YneN* et f.¢p e C"([a,b]) :

n—1 Dawf

> Tla+1+7) (@) = (@)™ + I3 DL f(2) e P(n) .

“M

On démontre par récurrence que P(n) est vraie :

Pour n=1 :
T . Dg,wf(a’) a+0 a+1 1l
auf(x) = Tatit0) (V(z) —2(a)) + 150 Doy f(2)
0
ovee : D2, f0) = i (i) (o) = T () = (o)
12,00 = L (W)~ vl + 1Dl S (o)

elle est vérifiée d’aprés (4.1.27) .
On suppose que P(n) est vraie :

n—1

=) e (W) = (@)™ + I5DL f ()
F(a —|— 1 +7)

=0

.

On démontre que P(n+1) est vraie , tels que f,v € C"([a,b]) :

Zr +1 ﬂ ((x) — (@)™ + 1 DrE f(a) |
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on fait une intégration par partie sur I;“;Z"Dgzpf(x) :

soit :

D) = ey [ W) =) ODL ) de

a—+n

tels que :
Juv=uv — [ur

d r__ a+n—1 7 - a+n
Su=u = @) v = w= @) PO
V=D i) = o = SDnf)

donc :

1
s D:

el (0) = ey ([ 0 = v DL+ [ (0le) = w0 D210 ),

D7 . fla
125D ) =2 we) —
1 ’ atn g Lod
T [ ) = B0 ) s DL
Dl

Dg,zpf(a)

Dl f) = s (0le) = (@)™ + s [ ) = w0

I'(a+n+

N J/
'

d’aprés (4.1.1), on obtient :

Dy, f(a)
[a+nDn — a,
a, a, (‘T) F

Matntn) (V@ 0@+ LD )

si on remplace cette résultat dans I’hypothése, on obtient :

o < Di, f<a> a+7j DZ, f(a) a+n a+n n
I3y f(x) = ; F(Oé—;—/)—Hj) (V(x) = (a)*™ + m (W(x) = ()™ + L3 Dr ()
n Dj ‘
100 = 3 O (i) — s+ 1D ).
=0

donc P(n+1) est vérifiée, alors d’apres le principe de récurrence P(n) est vraie, donc le

résultat (4.1.29) est bien vérifiée .
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On fait la limite quand o tend vers 07 dans les deux cotée de (4.1.29), on obtient :

« : — Di’wf(a) oty a+n Myn
T 12, /(@) = lim (;%m(w(m (@)™ 1D ()

d’aprés (4.1.16), on obtient :

n—1
Z (0 o 1 -l—j (¥(@) = (@) + L Diyf (@)
7=0

1
— Dl ,f(a) :
n,nr S P — i Q.F.D
WDl (@) = f(2) ZO ;1) V@~ ) (CQFD)
Proposition 4.1.5. Soit n—1 < Re(a) <n , tels que n € N* :
- I'(j+1)
D =0 - Jramn 4.1.30
a,wf( ) — f ZO ] + 1 La— ’I’L) ("‘ﬂ(@ w(a)) ) ( )
avec ¢; €R, (j=0,1,2,......... ,n-1); des constantes arbitraires .
Preuve :
(=) Dans le sens directe :
Soit :
Dgyf(x)=0 = Dy, 07 f(x)=0, {voir (4.1.4)}

sachant que : D}, = <m i>n ,
on compose les deuz cotés de I’équation par I,

n,Dn I e f(x )_I”¢0 :

d’aprés (4.1.26), on obtient :
~— D’ I A
S IORDY li”(j—fﬁlf) (b(x) — (@)’ =0,

J=0

sachant que : D’ I"7°f(a) = lim Diwfgﬂf‘ () ,

ayay z—at

on pose :

1
=—— | lim D’ 1" 4.1.31
C] F(]+1) xl)I(Ill a, ) a,n) f( ) ’ ( 3 )
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alors :

Ly f(x) =) e (@) — (@)

on compose les deuz cotés de équation par Dy

Dn aIn « nwazcj ))J :
\—,_/

d’aprés (4.1.21), on obtient :

f) =Y Di () — v (@)

J/

g

d’aprés (4.1.11), on obtient

—

n—

_ ) F(]+ 1) ) — a Jjta—n
)= 265 i = (V) ) (C.QFD)
(<) Dans le sens contraire :
Soit :
— 1) jta—n
§j e (V) — vy

=0

on compose les deuz cotés de [’équation par Dy, :

n—1 1)
C] a,p

J=0

d’aprés (4.1.11), on obtient :

n—1

I'(j+1) Fj+a—n+1)

Dg,wf(x) = ZC] T

I
_ O

3

Dy f ()

Cj

r

[e=]

<.

sachant que ; 0<7 <

(j+1—mn)

J+14+a—m) I'j+a—m+1—a)

YUY () — pla)y ™

n—1 = 1-n<j4+1-n<0 , pour n>1,

donc : (j+1-n)e Z~, alors ; I'(j+1—n)=00 = 1/T(j+1—n)=0,

alors : Dg ,f(x) =0

(C.Q.F.D)
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Proposition 4.1.6. Soit n—1 < Re(a) <n , tels que n € N* :

S Pla)) "
lim D7 [« . 4.1.32
Dayf(2) 2. T [ Dl (4.1.32)
Preuve :
Soit :
D3y f(x) = Dg 13y, Dy f(x) {cest selon (4.1.21)}

= Dgyf(x) = Dy Iy Doy f () =0 = D, (f(x) — I3, Dg () =

d’aprés (4.1.30), on obtient :

n—1

. I'(j+1)
"Tl+1+a—n)

f@) = I3y Dy

=0

.

d’aprés (4.1.31), on obtient :

n—1

1
@) = I2uD5u ) = 3 gty | lim DL @) 5

z—at

['(G+1)

jF+1+a— n) (@Z)(i) — @b(a))jﬂxfn ’

~ O

3w

1,05 0) = 1) = 32 O i 7 )

(C.Q.F.D)

Note :
La dérivée fractionnaire d’une fonction par rapport a une autre fonction qui on a vu dans
cette section c’est en sens de RL, en d’autre termes on appelle dérivée fractionnaire Psi-
RL . Dans la section suivante on verra la définition et quelques propriétés sur la dérivée

fractionnaire Psi-Caputo .
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4.2 La Dérivée Fractionnaire Psi-Caputo

Définition 4.2.1. Soit n —1 < Re(a) <n tels que n € N* | J = [a,b] un intervalle finie

ou infinie tels que —oo < a <b <400 et f,ip € (C"[a,b],R) deux fonctions tels que (x)

une fonction monotone croissante sur J avec ¥'(x) # 0 pour ¥z € J . On définit la dérivée

fractionnaire d’ordre a d’une fonction f par rapport a autre fonction v sur J (ou bien, la

dérivée fractionnaire 1-Caputo ) par la fonction suivante :

o ppy =L 1Y
CDa7¢f(x)_ a,p (w/(x) dx) f(x)a

alors :
Dy f(x) =12,Dr , f(x) .

En d’autres termes, on a :

D3 f(0) = oy | () =00 00 DL dr
Sia=neN:
d n
°DLuf0) = Diuf@) = (5 32) 1@
Remarque :
Si Y(x) =z, donc (4.2.3) devient :
D) = ey [ @07 () £ at = CDisa).

( voir (2.3.2) ).

Si (x) = log(x), donc (4.2.3) devient :

d dt

C’Da

(x>a>0) ,
(voir (3.2.2) ).

(4.2.1)

(4.2.2)

(4.2.3)

(4.2.4)

(4.2.5)

elog(z)] (T) = ﬁ /j (log(x) — log(t))"** <ta>n f(t)7 = “HDof(x) (4.2.6)
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4.2.1 La Relation entre la Dérivée Fractionnaire Psi-RL et la Dé-

rivée Fractionnaire Psi-Caputo

Soit Re(a) >0 , n=[Re(a)]+1 , f,v € C™(a,b]) , —c0o<a<b<+o00:

“D34Fe) = PEal(®) =2 1 il O ) vy w2

Preuve :

d’apres (4.1.26), on obtient :

n—1 D] )
I Diy )= T W) @)
7=0

on compose ’équation par Ig;a et on obtient :

narn e w Djyfla) j
Imern, b f(a) = It (f(zc)—; O T <w<x>—w<a>>> ,

n—o
I;Lwla ¥

on compose 'équation par Dy, et on obtient :

n o mee n e — D . f(a) j
D w]awl D wf() Daw‘lazp (f(x)_]zo F(]w+1) (1/}(1’)—1/}(@))) ’

d’apres (4.1.23), on obtient :

n—a yn n n—a _nlewf() ) — aj
LDy f (@) = DI (f(x) ;mm (w() — >>>,

d’apres (4.1.4) dans la partie a gauche de I’équation et d’apres (4.2.2) dans la partie a droite

de I’équation, on obtient :

D2, f(@) = ©D3f(e) - Z Dol @) oy, (i) —viay
d’aprés (4.1.11), on obtient :
D3 fle) = CD3,f Z D) TG (40wt~
D2, f() = CDE,f(x) - F(fj—f(_L) @) - vy . (CQFD)
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Proposition 4.2.1. Soit Re(a) > 0, n = [Re(a)|+1, f,¢ € C™([a,b]) ,—o00 < a < b < 400 :

DS IS, f(x) = flz) . (4.2.8)

Preuve :

d’aprés (4.2.7), on obtient :

nlDJ Z'a )

Cna 7o a TJa apa, j—a
DI D¢ 1 x) —Y(a )
azpalpf() a,p*anp jZOF]+1_a W() ¢())
avec :
aw a¢f( a) = glﬁl_lng az/zf( ),
d’aprés (4.1.25) ; glclg}zDiw I, f(z )—glcl_r)l(ll[a Tf(x) ,
car  Re(a)>n—-1>3j>0 = Re(a)>j ,pour 0<j<n-—1,
d’aprés (4.1.15);  lm I, Jf( ) =10,
r—a ay
donc : aw I, fla) = ,pour j=0,1,...... n—1,
alors :

CD?,wlf,wf(x) = D?,w—fs,wf(x) )
N————

d’aprés (4.1.21), on obtient :

DS IS, f(x) = flz) . (C.Q.F.D)
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4.3 Dérivée Fractionnaire au sens de Hilfer

Définition 4.3.1. La dérivée fractionnaire de Hilfer D®P de la fonction f € C"(a,b)
d’ordre v et de type B ; ( tels que n—1 < Re(a) <n, ne€N* et 0< <1 ), est définie

par :
D3P f(a) = 1)) (%) [0-A)=) £() | (4.3.1)
Remarque :
Si B=0:
Dyl f(z) = (%)nfé””f(x) = "Dy f(x) (4.3.2)
(woir (2.2.1) ) .
Si 8=
d n
Dyt f(x) = 1" <@) f(x)= “Dgf(x), (4.3.3)

(woir (2.3.1) ) .
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4.4 La Dérivé Fractionnaire de Psi-Hilfer

Définition 4.4.1. Soit n —1 < Re(a) < n tels que n € N* | J = [a,b] un intervalle

finie ou infinie tels que —oo < a <b < +oo et f,p € (C"[a,b],R) deux fonctions tels

que Y(x) une fonction monotone croissante sur J avec Y'(x) #0 pour Vx € J . La dérivé

fractionnaire de V-Hilfer H}ng() de fonction d’ordre a et de type B (0 < 5 <1 ) définie

par
") = 10 (G ) 1)
Remarques :
A) Si B=0:
"8 1w) = (5 ) 1) = Diufa)
( voir (4.1.4) ) .
Si B =

a,l o n a 1 d " . «@

") = 1057 (s ) F@) = DS
(voir (4.2.1) ).

B) Si () ==, tels que ©>a> —0o0 :

i (n-e) (L) j0-p)n-a)
D2 () = 1= () 10

d’aprés (4.1.2), on obtient :

92 f() = 150 (L) 1090 (0 = DY)
’ X

( voir (4.3.1) ).

C) On peut écrire (4.4.1) comme suit, tels que :

o f(a) = 150 () ey = g2 ()

V'(x)dx

(4.4.1)

(4.4.2)

(4.4.3)

(4.4.4)

{A=pfn-a)=n-—a=-Fn-a)=n—(a+fn-a)}
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sachant que : 0< (<1 = 0<fn—a)<n—a = a<a+fn—a)<n

et n—1<a ,donc: n—1<a+pfn—a)<n,
alors, on peut appliquée la definition de (4.1.4) sur F et on obtient :
D p(a) = 1D )
onpose: Bn—a)=n , avec: 0<n<n—a<1l e n—1<a+n<n, donc :
"DEf(e) = 11D (), (n=B(n—a)). (4.4.5)

Exemple 4.4.1. Soit Re(a) >0 , n=[Re(a)]+1 et 0<F<1 , Re(d)>0:

D) ~ Pl = s (le) — b)) (14
Preuve :
Soit :
D0 (x) — (@)t = 17, \Di‘fp"(z/)(rﬂ)v— ¥(a)’ {voir (4.4.5) }
daprés (4.1.11), on obtient :
TDE) ()" = 1Dy e (0(o) — vl
-t ) - v
d’aprés (4.1.10), on obtient :
ML) — @) = o (OO ) — g
") — ) = ks () @) T (CQFD)
Remarque :
daprés (4.1.11) et (4.4.6), on a
D () — (@) = Dy (0la) — () (447)
pour B €[0,1] .
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Proposition 4.4.1. Soit f,¢ € C"([a,b]) , —co<a<b< 400 , n—1< Re(a) <n
tels que ne N*  0<pg<1:

Mg fw) = f(x) - (4.4.8)

Preuve :
Soit :
1 d

HmoB ra B(n—a) myn n—a—B(n—a) ra . n !
DI @) = LD @) D= (i)

-~

d’aprés (4.1.20), on obtient :

a a B(n—a n n—pB(n—a n—(n—pB(n—« n n—pB(n—a
H]Dafglaz/)f( ) I ( )Dawjaw )f(.%') :{a,w( . ))Daw[aw ( )f(.fE) )

v~

sachant que : 0< (<1 = 0<fn—a)<n—a = a<n—pFn—a)<n
et n—1<a ,donc: n—1<n—pn—-—a)<n,
alors, on peut appliquée la definition de (4.2.2), on obtient :
« « n— Bn a) n—pB(n—«
"I (o) = OO f ()

d’aprés (4.2.8), on obtient :

Hpeire, fz) = f(x) .

Proposition 4.4.2. Soit f,¢ € C"([a,b]) , —co<a<b<+oc0 , n—1< Re(a) <n
tels que neN* ,0<pB<1:
n-l JH(B—1)(n—a)
Ly "BLLH ) lim D7 1¢ 70 4.4.9
" pr At +1+ " 1)1 — ) Losar av e f(z)| (4.4.9)
Preuve :
Soit :

Lo H]Daﬁf( ) =13y 10 Daﬂf( ) {voir (4.4.5)}
N——
d’aprés (4.1.20), on obtient :

Iy "D f (@) = 137D (@)
h\,—/

sachant que n—1 < a+n <n, donc d’aprés (4.1.32) on obtient :

JH+(at+n)—n
(z) —¥(a)) lim D’ wInw a+n)f( )
j+1+(a+n)—n) lesar @ °

n—1

I3y MDA = ) - Y

[
Il
o
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avec : n—(a+n)=n—a—pFn—a)=(1-pF)(n—a),
(a+n)—n=(@F-1mn-a),

alors :
n—l J+(B-1)(n—a)
12, Fpes ¥(a)) lim D7 [0-Bm—a)
" = J+1+ " —ay) L Daples T (@)
(C.Q.F.D)
Proposition 4.4.3. Soit f,g,9 € C™*([a,b]) , —c0o<a<b< 400 , n—1< Re(a) <n
tels que neN* 0<pg<1:
n—1 .
YT f(x) = "DINg(e) = fx) = g(@) + Yo () — ()T (44.00)
§=0
avec : c¢; €R |, (j=0,1,2,......... ,n-1); des constantes arbitraire .
Preuve :
(=) Dans le sens directe :
Soit :
"Dglf(x) = "Dgg(e) = TDEI(f(x) — g(x)) =0,

on compose l’équation par I, , on obtient :

a,

Ie, "DI(f (@) = 9(x)) = 15,0
>y v

-~

0

d’aprés (4.4.9), on obtient :

n—1 W(a ))JHB D(n—a) ; (n—a)
. Z J+1+ “ (- a)) Lim DL g )] =0,
on pose :
1 i 0-A)n-a)
¢ = T+ 1+ (B=D(n—a) Lll,riﬂ Dy Loy (f = g)(x)} , (4.4.11)
alors :
F@) = g) + e (@) @y I (CQRD)
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CONCLUSION

Dans ce mémoire , on a présenté plusieures types de dérivées fractionnaires :
. Dérivée fractionnaire au sens de Riemann- Liouville.
. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo.
. Dérivée fractionnaire au sens de Hadamard.
. Dérivée fractionnaire au sens de Caputo-Hadamard.
. Dérivée fractionnaire Psi-Riemann-Liouville.
. Dérivée fractionnaire Psi-Caputo.
. Dérivée fractionnaire au sens de Hilfer.
. Dérivée fractionnaire Psi-Hilfer.
ainsi que les relations les liant. Cette présentation n’est pas exhaustive vu qu’il existe d’autre
types de dérivations fractionnaires qui méritent d’étre proposés comme theme pour d’autres

mémoires de Master.
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