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Intoduction générale

Introduction Géneérale

Les problémes thermique avec changement de phase ou problemes de
STEFAN , ont une importance considérable dans l'industrie , comme celle de
I'aéronautique : procédés et techniques de sécurité, régulation et contrdle thermi-
ques des turboréacteurs, traitement de surface et revétement des matériaux aéro-
nautiques, matériaux d'interfaces utilisés en électronique pour reduire la résistance
thermique de contact aux interfaces puces diffuseur, dans le dépdt métallique, le
refroidissement et la solidification de particules liquides aprés impact sur une paroi
se retrouvent dans des domaines aussi variés que le givrage, la projection des
peintures, les imprimantes a jet d'encres, dans le procédé d'élaboration de revete-
ment poreux par projection de plasma, plus récemment, en metallurgie pour
I'élaboration de petits objets de grandes précisions & partir d'une pulvérisation, dans
la fusion du coeur d'un réacteur ol le scénario catastrophe de la fusion du ceeur d’'un
réacteur nucléaire, donne un mélange en fusion appelé corium,

L’ Objectif de cet étude, est de tenté de faire le point sur les problémes po-
sés par 'étude des transferts thermiques par conduction dans les processus impli-
quant le changement d'état solide-liquide, dans les matériaux thermiquement min-
ces, homogénes et hétérogénes. Comme la formulation matheématique du probléme
posé comporte des éguations différentielles partielles complexes , la modélisation
numérique s'impose . Nous avons choisi la méthode des volumes finis implicite pour
notre modéle.

la thése est Organisée de |la fagon suivante , les chapitres | et lll sont des
généralités sur le transfert thermique par conduction une présentation de la méthode
des volumes finis. Le chapitre |l donne le modéle physique des trois types de mate-
riaux étudiés , a savoir les systémes thermiguement mince , matériaux homogéne et
hétérogéne. Le modéle numérique pour chaque cas est &tablit dans le chapitre IV.
La discussion des résultats est donnée dans le chapitre V. Nous terminons cette
étude par une conclusion generale.
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Chapitre | La conduction thermiguea

Chapitre |

La conduction thermique

.1 Conduction thermigue sans changement de phase

I.1.1 Introduction

La thermique est la branche de la physique qui traite des échanges de chaleur
(accompagnes ou non d’échange de matiére ou de changement de phase). Les
échanges thermigues peuvent &tre désirées comme c'est le cas pour le chauffage ,
dans les fours de lindustrie metallurgique et dans les echangeurs ou on veut
réchauffer un fluide froid ou refroidir un fluide chaud (centrale nucléaire).

Les échanges thermiques peuvent ne pas étre désires comme dans le cas des
chocs thermiques...

La thermigue s'intéresse a la description et & la compréhension des flux de chaleur
et des cartes de température dans un systéme. Ce systéme peut étre trés petit
quand on s'intéresse a la solidification d'une goutte de meétal liquide soit trés grand
quand on cherche & modéliser le fonctionnement d'un four, quand on fait le bilan
d’'&énergie d'une usine ou quand on s'intéresse a l'isolation thermique particuliere .

Les transferts thermiques {ou échanges de chaleur) sont dus a des différences de

température entre deux corps ou deux parties d'un méme corps. ll y @ toujours,

tendance 4 'égalisation des températures.

1.1.2 Equation générale de la conduction de chaleur

Dans sa forme monodimensionnelle [ 1 ], I'équation générale de la m:rniiuctmn 4

décrit le transfert de chaleur unidirectionnel au travers d'un mur plan :

Gx QB - Ox-+dx
- -"FJ‘JJ
—— | —_—l
H"H
Qst #
0 X X + dx

Fig. 1.1 bilan d’énergie



Chapitre | La conduction thermique

Considérons un systéme d'épaisseur dx dans la direction x et de section A normale
a4 la direction Ox. Le bilan d'énergie sur ce systéme s'écrit :

Oy +Gg = Ay vdx + 9st (1.1)

Avec:
’ ¥ ar
Qy = | KA _]
X
Qg = SAdx

4 Ox1dx = *["A J

= GAdx—
Qst I:"p a

En reportant dans le bilan d'énergie et en divisant par dx nous ocbtenons :

) G
‘3x-x+dx X

=
£, 8A=pCAZ 1.2
m + ﬁpﬁat (1.2)
Soit :
aT aT
kAL |+SA =pC AL 1.3
ax[ ] pCoA T (1.3)

Et dans le cas tridimensionnel, nous obtenons :

3 é&ry @& ar a1
EL""E] [k 5] ﬁz[k E]ps pCpE (1.4)

Cette équation peut se simplifier dans un certain nombre de cas :

a) Sile milieu est isotrope : ky =ky =k; .

b) S'il n'y a pas de génération d'énergie a l'interieur du systéme : S=0.
¢) Sile milieu est homogéne, k n'est pas fonction de T.

Avec les hypothéses a), b) et c), on peut écrire :

g



Chapitre | La conduction thermigque

oyl Ez_z'.TdT ax a

&)

(2121, ) ey
| 2z

d) Side plus k est constant, nous obtenons I'equation de poisson :

av?T = i
&t

Le rapport a= % est appelé la diffusivite thermique.
PYp
e) En régime permanent, nous obtenons I'équation de Laplace :
V2T =0
Avec les hypothéses a), b) et c) , on peut écrire :
« L'éguation de la conduction en coordonnées cylindriques !

16°T 18T 16T T S 14T
ras rar 2 g2 22 k adt

« L'éguation de la conduction en coordonnées sphrériques :

sin— [+ 5————5+—=
rsinfBap? k aat

G-l

182(rT]+ 1 a[ aT]+ 1 T s 14T
r a®  r%sing

.1.3 Nombres adimensionnels Biot et Fourier

[E;"T]E f'arﬂ aT
+|—| +|=—| |=pCp—

(1.9)

(1.6}

(1.7)

(1.8)

(1.9)

Il est important en thermique de présenter les résultats sous forme adimensionnelle,
nous allons définir deux nombres adimensionnels qui sont important en transitoire.

.1.3.1 Nombre de Biot

On peut toujours définir une longueur | caractéristique d'un systéme. Pour un mur,
par exemple, cette longueur dépend de I'épaisseur. Pour un systéme a une
dimension, a | ‘interface située en x0, entre une paroi et un fluide, il faut ecrire |la

continuité du flux de chaleur. Pour une unité de surface, cna:



Chapitre | La conduction thermigque

il

K H(T-Ta) (110)

Si on effectue le changement de variable x = % , cette relation devient :

ar _H*I

= (T-Ts) (L11)

w

H"I : . ;
. est un nombre sans dimension : c'est le nombre

On montre ainsi que le rapport
de Biot noté Bi :

e o
—

Bi= (1.12)

1.1.3.2 Nombre de Fourier

D'autre part, I'équation de la chaleur s'écrit, dans le cas d'un systéme a une
dimension :

uﬁz::"’j&- (1.13)
o o

Avec le méme changement de variable que precédemment, on peut écrire :

a2 2T
L (1.14)
33-{2 a ot

Ceci montre que le rapport ? est sans dimension. On définit ainsi le nombre de

Fourier :

Fom (1.15)

.

Celui-ci est proportionnel au temps.

1.1.4 Les systémes thermiguement minces

Par définition, un milieu thermiquement mince est tel que Bi <0 ,1, cela signifie
gue H est trés inférieur & k ou que la résistance thermique de conduction est trés
inférieure a la résistance de la couche limite. Par conséquent la température du
systéme peut &tre considérée comme uniforme. C ‘est le cas lors de |a trempe d "un
systéme de petites dimensions et de grande conductivité thermique, par exemple
une petite bille metallique.



Chapitre | La conduction thermigue

Le systéme a une température uniforme TO est immergeé a | ‘instant initial (t =0) dans
un fluide de température constante Tww Quand on écrit le bilan d'énergie a un
instant t pour un tel systéme dont la surface d'échange est S ,on obtient :

—pcvgiH*A{T—Tm} (1.16)

Ce bilan traduit le fait que I'échange de chaleur avec le fluide a travers la surface A
provogue une diminution homogene de la température du systeme dans tout son
volume V. L'intégration d'une telle équation différentielle conduit 2 une loi de
décroissance exponentielle de la température avec le temps. En effet :

T=-T, H*A

In = 1.17
TO-T, pCp*V (A0
ou ;
H*A ¢
T-Tw __ pCp*V
—_— . 1.18
TO-T, (.18)
Si on définit la longueur caractéristique | par % ,on peut &crire :
g f"vt= Hk ! k—i- = Hk I%Bi*FG (1.19)
on a donc :
In T Teo - -BiFo
To-Tx
C'est a dire :
T-To _ axp(_BiFo)
To—Te (1.20)

1.1.5 Cas d'une plague plane

Envisager la trempe d ‘une plague dont les longueur et largeur sont trés
supérieures a son épaisseur 2| .La plaque est initialement a la tempeérature TO et
elle est plongée dans un fluide dont la température est T=. L' axe (xx) est
perpendiculaire 4 la plaque. L 'origine est choisie sur le plan de symetrie de a
plague. La conductivité thermique, la diffusivitt de la péque sont notées
respectivement k et d .Le coefficient de convection avec le fluide extérieur estH .
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On repére la température T de la plaque par rapport a la température du milieu
extérieur. On définit donc la différence de température 0 par :

B=T-Tg (1.21)
qui ne dépend que de x et du temps t .

L 'équation de la chaleur s 'écrit donc :

e
u% = % (1.22)
o

Si on fait e changement de variable x* = T— , la demi- épaisseur de la plaque etant

choisie comme sa longueur caractéristique, cette équation (1.22) devient :

| - |
fluide | piece fluide
( Teo} (Te2)

X

- | 'n I

Fig. 1.2 Plaque infinie

20
u I

£ .23
a2 9F (1.23)

Le nombre de Fourier est proportionnel au temps. On utilise la méthode de
séparation des variables pour rechercher la solution de cette equation:

e(::*,Fu} ~ X(x")*F(Fo) (1.24)
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En reportant cette expression dans | ‘équation différentielle et apres division par 8 ,on
obtient :

1PX _1 dF
X 2 FdFo

(1.25)

Le premier membre ne dépend que de x le second ne dépend que de Fo .Chacun
de ces deux membres doit &tre égal 4 la méme constante.On obtient ainsi deux
équations différentielles. Au cours du temps, la température de la plague doit tendre
vers la température du fluide extérieur. La fonction 6 doit donc tendre vers zero
quand le temps augmente. Pour cela, il faut que la constante soit réelle et négative.
En effet dans ce cas, les deux équations différentielles sont :

dF 2
=—B°F
dFo P
22X _ —ﬁzx
o2

Les solutions de ces équations sont donc .
F(Fo) = exp—p<Fo

X(x*)=Ccos(Bx" +0)

La solution mathématique élémentaire de I'équation de la chaleur(l.24) est

B(x" Fo) = Ccos(Bx™ +d)exp— BFo (1.26)

Elle tend effectivement vers zéro quand le temps augmente,ce qui justifie le
choix d 'une constante négative. |l faut déterminer les contantes C . p et &.

« Tout d 'abord,compte-tenu du choix de | 'origine de | ‘axe x’ x ,la température doit
étre décrite par une fonction paire de x .cela impose que | 'angle & soit nul.

» Ensuite,il faut écrire la continuité du flux thermique sur les surfaces de la plague.
Par unité de surface, on a, a chaque instant :

aElJ i
—k| — =H*8{l,t) (1.27)
[a" x=|
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Soit,aprés simplification par la fonction exponentielle :

{d—}i] =Bi* X(1)
aX™ it =1

On obtient alors une équation implicite pour j :

fsinp = Bicosp (1.28)
que | 'on peut écrire sous la forme :
s ol
cosfp = — 1.28
P Bi e

On peut obtenir les valeurs de  numériquement avec des itérations successives.l|
est évident que les valeurs de [ dépendent du nombre de Biot.

L'équation de la chaleur étant une eéquation lineaire, sa solution est une
superposition des solutions élémentaires que | 'on vient de déterminer, chacune
étant indicée parj.
On peut donc ecrire.
o0
8(x*,Fg) = 3 C;cosBj*x* exp-B{ZFo (1.30)
=1

On détermine les coeffcients C j en utilisant la condition initiale. A | 'instant initial |
guelle que soit a valeur de x , la température de la plaque est To . On adonc :

Pdix0)=T, T, =8,
Par conséguent on doit écrire:
[+ &
Bp = ch cos Bjx+ avec 4 <xT <+
j=1
Les coefficients C j sont déterminés en écrivant:

jag cos Bmx Tdx = z Cj J‘cas Bmx " cos Bjx " dx (1.30.a)
-1 =1 -1
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On considére | 'intégrale :

+1
i = fcosBmx" cosBjx"dx (1.30.b)
-1

On doit envisager deux cas :

o celui ol j = m . En utilisant les relations trigonométriques et la relation (1.30.b), on
peut vérifier que ljm = 0.

e celui oil j = m On obtient sans difficulié | 'expression de Imm :

Imm = B +€08 Pm S0P (1.30.c)
Prn

D 'autre part, on démontre également que :

£1Elg cosBmx Tdx' =2*Bg NP (1.30.d)
1 Brm

Quand on utilise | 'ensemble de ces résultats,on obtient la valeur du coefficient C m !

sinBm
Cm =26 =Cm0 1.30.e
- uBm +c08 By sin By m=0 ( )

En définitive,on peut ecrire:

8(%,Fp) _T(Fo)-Tww _y,  SiNPj

= 2
: —Bi 1.31
CT)) To-Te =1 Bj+cosBjsinpj Soppe Rk ==

Ou les pj sont solutions de I'equation (1.28).

L' évolution de la température dans la plaque ne dépend que des nombres de Biot et
de Fourier.
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1.6 Cas d’un_cylindre infini

Soit 'équation de la conduction en transitoire pour un cylindre infini,

avec les conditions initiale et limites suivantes |

.
E=ﬁt1ﬂ[[‘r;i-]:] t=0,
ot rorl ar
T=T t=0

< e Li] "
M =10 t>0,
f‘?‘
k2 —n(r-1,) t>0,
2 or
On utilise le nombre adimensionnel :
T=="Tan
170 =T
les conditions initiale et limites sont :
r...r"
a0 _LE{ ,ﬁ]
ot non\, o,
< B=1 r=0
E =0 = {]
&n
L Big = 1
N ol

La solution est donnée :

o-ttam -2 PRI

Avec

B, (B)= H—J .(B)

La fnnctlun Bessel J, estdonnee par:

-y [—])"l’jm

2_m+r H n m\'[

11

0<r=R (1.31.a)

(1.31.b}

(1.32)

(1.33)

(1.34)
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.1.7 Cas d’une sphére

Soit la conduction de chaleur dans la sphére, défini par .

La canduction thermigue

a1 o
ﬂ:aii[r’ﬂ] 10, D<srs<R
ot r’ ar ar
=T, t=10, 0<r<R (1.35.a)
al
=0 t=0. r=
or
ar
—k—=h(1'-T, t=A), r=R
. = (r-r,)
On utilise le nombre adimensionnel :
T—Tx =£ il -=;TR
Uepry e TR W P
On aura :
/”ﬁ 1 é [#z @W
or ?.irz an an
< B=1 =0, vn (1.35.b)
o =0 n=0vrt
e
S Bi@ n=1%r
o dr
Faisant la substitution v= p( de sorte que
g2 2 _16 20 _1dv v
n ar nor’ én ndn 7
, 08 v af ,e68) & 1 af o0y 1a'y
e W V4 U —J=’?—z= g vl =) bm s
an " én on\ on an noonlo o) n oy
la transformation des conditions initiale et limites donne :
ar &n
V=N en 7 pour Loul 77
‘: : 18w v
imp >0 |———|=0 pour tout 7 (1.35.c)
nemw o on )
—%- =(Ri-1) en ;=1 pour tout r.

12
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Une solution génerale est donnee :
v= z Z {n]uxp(— ﬁfr)f Nz, {?fr)df;r'
=l

ol

f

R R

B2+(Bi-1)+(Bi 1)

et les /3, sont les racines de :

Bi-1=—p (cot(8,))

de l&, on aura

. - | i sin
20 = oG5, Yot

et

v= i 28, sm{ﬁ’ 1) exp J:r; sin{y' ko'

¥ -:-::us[,f.-' )sin(#,)

L'évaluation de l'intégrale de ['équation (1.40) donne :

(sin(B, )5, cos(B, ))sin(8,» ?)LX -
L colp ) PP

Le changement de température est alors & = A4

7

La conduction thermique

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

Nous sommes intéressés par la température au centre de la sphére, = 0. Ainsi,
nous prenons la limite appropriée de I'expression ci-dessus pendant que  va a

Zéroona!

0y =0,7)= 22; (sin(B_ )-8, cos(8_ Nexp(-p 1)

p, —cos($, Jsin(8, )

13

(1.42)
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.2 Transfert thermigue avec changement de phase

.2.1 Thermodynamigue du changement de phase

Un transfert d’énergie a lieu chaque fois qu'un gradient de température exisle
a lintérieur d'un systéme. Dans le cas du changement d'état solide-liquide d'un
matériau pur ou d'un eutectique, changement qui s'effectue a une température
constante Tm, il y a production ou consommation d'énergie dans la zone de
changement d'état | ce qui entraine la discontinuite des gradients thermiques qui
s'établissent dans chaque phase de part et d'autre de linterface, méme si la
conductivité du solide est égale a celle du liquide. Suivant le sens du changement
d'état (fusion ou solidification), I'énergie provient d'une source externe a la
température T1 > Tm, (qui peut étre un fluide caloporteur, une source électrique ou
rayonnante) ou, inversement, la chaleur est extraite 4 une température TO < Tm.
Comme le transfert de chaleur résulte d’'un déséquilibre thermique, son étude
quantitative ne peut étre fondée sur la seule thermodynamique. Les températures et
les quantités d'énergie fournies ou extraites dépendent des modes de transmission
de la chaleur dans le milieu : conduction, convection, ou méme rayonnement.

.2.2 Cinétique du changement de phase

Lorsqu'un matériau subit une transformation solide-liquide, I'énergie est
transformée sous forme d’enthalpie massique de fusion a la surface séparant les
deux phases, qui constitue l'interface dont on cherche en général & connaitre la
position en fonction du temps. Bien que le cycle fusion-solidification apparaisse
comme réversible, il en va tout autrement du point de vue de la cinétique, a cause,
par exemple, du rdle de la convection naturelle dans la phase liquide qui n'est pas le
méme dans les deux processus. Dans |le cas de la fusion , une gaine fondue se
forme entre la surface active et le matériau encore solide | les transferts sy
produisent par conduction, puis dans de nombreux cas par convection naturelle et,
éventuellement, par rayonnement entre la surface et le front solide. La convection
naturelle augmente le transfert de chaleur, mais la formulation mathématigue en est
complexe, car elle nécessite le traitement du couplage entre les équations de
Navier-Stokes dans le liquide et de Fourier dans le solide. Dans le cas de la
solidification , I'énergie est exiraite a travers une crolte solide qui s'épaissit
progressivement & partir de la surface d'échange et dont la résistance thermique
varie en x/ |. Le liquide se refroidit progressivement jusqu'a la température de
solidification. Ces problémes sont généralement traités en conduction pure, car le
réle de la convection naturelle y est en général peu important.

Cette présentation permet de comprendre que ce probleme de transferts couplés est
fortement non linéaire. De ce fait, les solutions analytiques sont rares et, bien
qu'elles permettent de fournir certains ordres de grandeur, souvent peu utilisables
dans les configurations réelles. En particulier, I'analyse des cas multidimensionnels,
ol les conditions limites sont celles rencontrées dans les applications pratiques, n‘a
été possible que par le développement des methodes numeriques.
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1.2.3 Changement d'état avec transfert purement conductif

1.2.3.1 Mise en équations

La mise en équations du probléme de transfert par conduction en présence d'un
front de fusion ou de solidification s’appuie, dans le cas d’un corps pur :

« d'une part, sur I'équation de la chaleur dans les phases solide et liquide avec
¥=l8

oCpy(M =12k, XT) (1.43)

Ll
xF .
A H X E

Nous donnons I'équation dans le cas monodimensionnel, avec =0, 1 ou 2 suivant
la géométrie, plane, cylindrique ou spherique :

» d'autre part, sur la continuité des flux a l'interface solide-liquide, en posant que la
différence entre les flux de part et d'autre de l'interface est égale a la quantité de
chaleur instantanée libérée ou absorbée sous forme d'enthalpie de changement
d'état par la progression du front

! &y
[ksf ki @ﬂ*hxﬂtm (1.44)

avec xp abscisse du front de fusion.

1.2.3.2 Le nombre de Stefan

Considérons en effet le cas de la fusion en géométrie plane par exemple, ou on
impose une température de paroi Ty, la phase initiale étant solide a la température

de fusion Ty. Si le transitoire thermique est négligeable a l'echelle du temps
caractéristique du processus de fusion, I'equation (1.44) devient

XF dt

ki (1.43)

Comme la diffusivité aj du liquide :

a) “—kl

" piCey

15
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donne la loi d’évolution de la position de I'interface :
Xe(t) ~/2Stea*t

qui met en évidence la variation de Xg(t)en fonction de la racine carrée du temps,
et la pertinence du parametre :

Cp* AT

Ste = (1.48)

Ste . appelé nombre de Stefan

AT : différence de température de référence associee au terme moteur du
changement d'état et Cp la capacité thermique massique du liguide.

.2.4. Méthodes analytiques

.2.4.1 Solution exacte

Le cas d'une température de paroi constante inférieure a la température de fusion :

Ti(x0) =Ty = Tm t=0. x>0 (1.47)

Ts(0,t) =Tp t-0, x=0

La position de l'interface est alors donnée par 'expression :

1
Xp(t)=C*(ag *1)2 (1.48)

Avec :

* g la diffusivité thermique du solide.
s C un facteur de proportionnalité fonction du nombre de Stefan.

L'intérét majeur de cette relation est de fournir une solution de référence pour la
validation de solutions approchées ou numériques, mais des méthodes approchees
peuvent étre parfois utiles pour évaluer les tendances des solutions 1D dans des
cas plus complexes
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1.2.4.2 Solutions approchées

Dans le cas de la paroi & température imposée, |a progression du front de fusion
s'exprime par :

4 Ste

XF (t)z Ste + 2

(Karman et Polhausen) [2]

XF(t)= 2(/1+ 2 * Ste —1)ast (Goodman) [2]

La comparaison des solutions obtenues par ces deux méthodes avec la solution
exacte de Neumann montre que ['approximation par un profil de température
polynomial est d'autant plus justifiée que le nombre de Stefan est faible .

Le temps réduit ¢ : nécessaire pour parvenir 4 une position donnge du front. Par

exemple, dans le cas d'un échange convectif sur la paroi avec un fluide caloporteur,
a |la température T,, et de coefficient d'échange H , on obtient :

« dans le cas plan:

+

E X
+
- r_ [1+ Bi* x* H@ (1.49)
2Bi 4
0
+ dans le cas cylindrigue :
2 t
+ 3 X
r=X__|1+¢Bi |n(x+;—l] (1.50)
2Bi L 2) 4
Avec x* =$ la longueur réduite | ¢ symbole de Kronecker ( £ = — 1 si extraction

externe, + 1 si extraction interne), | la longueur de référence (I'épaisseur de la
plague dans le cas plan et le rayon de la paroi d'extraction dans le cas cylindrique
ou sphérique), Bi le nombre de Biot.

17
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Aprés intégration entre x™ = 1 et x* = 0, on obtient pour les trois géométries
(plane, cylindrique et sphérique) :
1 2
= 1+— 1.51
! 2(}.1+1}[ Eli] RN

L'erreur commise sur t est négligeable si Bi < 0,1 ou pour Ste < 2/3. En dehors de
ce domaine, la vitesse de solidification estimée par I'étude simplifice est trop
importante.

1.2.5 Méthodes numériques

On peut distinguer deux grandes classes de methodes de résolution, selon que
I'on privilégie la connaissance de la position de l'interface ou celle du champ de
température.

[.2.5.1 Méthodes a suivi de l'interface

Dans cette catégorie, nous regroupons les méthodes qui traitent le probleme a deux
phases : les équations de transfert sont résolues séparément dans le liquide et dans
le solide et la position de l'interface est obtenue par la résolution de I'equation de
bilan & linterface. Cette approche est adaptée en particulier aux cas ol |'on
considére la fusion ou la solidification d'un matériau pur, pour lequel le changement
d'état se produit & une température bien déterminee T,. Le probleme central est

alors le calcul de la position de linterface, qui donne lieu a deux approches
différentes suivant les auteurs. Les méthodes les plus anciennes considerent un
maillage fixe sur I'ensemble du domaine liquide-solide. L'interface ne passe a priori ,
par aucun nceud du maillage, et il est alors nécessaire d'interpoler les champs de
température aux nceuds encadrant le maillage par différentes approximations.
L'extension au cas multidimensionnel est peu aisée et pose le probléme du calcul
des gradients normalement a |'interface. La difficulté subsiste pour les méthodes ol
I'on adapte la valeur du pas de temps, de fagon & ce que l'interface se situe toujours
sur un nceud du maillage. Une méthode plus élaborée consiste a garder un nombre
fixe de nceuds au cours du processus, l'interface se situant toujours sur un neeud, il
faut alors calculer le pas d'espace a chague pas de temps.

Une méthode trés fréquemment rencontrée et qui peut trouver un champ
d'application important dans le cas de configurations plus complexes, consiste a
immobiliser I'interface par une transformation de coordonnées. Cette transformation,
permet de faire correspondre un domaine de calcul fixe a8 chacune des deux phases,
L'extension aux problémes a plusieurs dimensions ne pose pas de difficuite tant
qu'une seule surface est irréguliére. Le gain, en temps de calcul et en précision,
autorisé par I'utilisation d’'un maillage adapté au domaine de calcul est limité par la
complexité des équations : la fransformation introduit en effet un terme lie au
déplacement des mailles qui alourdit la procédure de résolution.
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1.2.5.2 Méthodes enthalpiques

On exprime l'enthalpie du matériau a changement de phase entre une
température de référence et la température du point considéré par [3 |

h=(f*Cp+(1+f)*Cps)* T +(Cps—Cpl)* Ty +1 "L (1.52)

Q0 f estla fraction volumigue de liquide.

L'égquation de conservation s'écrit alors sous la forme :

= xw| K(T)x (153)

Pour résoudre I'équation, on peut distinguer trois approches principales :
+ Définition d'un terme source :

|:||"('.}pﬂ = terme de diffusion - p*L ot (1.53.a)
at dt

le terme source intervenant dans les volumes de contrble ol se produit le
changement de phase.

e« Définition d'un intervalle de température 25T arbitrairement petit sur
lequel se produit le changement d’état et linéarisation de la fonction enthalpie
sur cet intervalle :

wp L.l @ [R{T}x” ﬂ] (1.53.b)
A o ox o
Avec :
Cp =Cps T<Tm—-06T
Cp =Cpl T>Tn +0T
B et g CPSATI) + GPRTIN) Ty BT <T< Ty +0T

20T 2

« Définition d'une capacité thermigue massique apparente : on représente
la variation de I'enthalpie avec la température comme une variation finie de la
capacité thermique massigue !

dh dT
dt = Gapp at (1.53.c)

19
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Chapitre I

Modéle Physique.
I.1_Introduction

Ce chapitre a pour objet I'étude du modéle physique pour chaqu’ un des systémes
suivants - les systémes thermiguement minces , les matériaux homogénes et hété-
rogénes. |l est évident a priori que les interactions d'un flux d'énergie vont dependre
de I'état du matériau. La méthode utilisé pour décrire le mécanisme de changement
de phase est Ia méthode enthalpique .

.2 La méthode enthalpigue

La méthode enthalpique est largement utilisée, elle consiste a considérer le do-
maine d'éiude comme une seule phase dont les propriétés thermophysiques depen-
dent fortement de la température. On se raméne 4 la résolution d'une seule equa-
tion de la chaleur, nonlinéaire, dont le traitement peut étre abordé par la technigue
des volumes finis .

Cette méthode, qui revient le plus souvent a exprimer I'équation de la conservation
de I'énergie sous forme enthalpique est particuliérement bien adapiée aux proble-
mes gqui concernent I'emploi de matériaux 4 changement de phase non purs pour
lesquels le changement d'état se produit sur une plage de températures variables .

On exprime |' enthalpie du matériau a changement de phase entre une tempéra-
ture de référence et la température du point considéré par:

p.‘;_" —V(KVT)+ Sy, 2L T)
Avec .
s h : I'enthalpie ;
« k : laconductivité du matériau ;
« S . source volumique ;
« T . latempérature
e« o :ladensité du matériau.

Cette méthode est performante et sa mise en ceuvre numerique se distingue par le
traitement plus ou moins implicite de la nonlinéarité. Le principal avantage réeside
évidemment dans le fait que la position de l'interface n'est pas une inconnue du
systéme d'équations, mais s'obtient par la recherche de I'isotherme correspondant a
la température de fusion ou par celle d'une fraction liquide donnée.
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1.3 Relation enthalpie ~ température

Suivant la nature du matériau a étudier pendant le changement de phase, la relation
enthalpie — température sera définie ;

T(K)

I o —4
. .

4 7 Matériau =18
#

: HG o4t hikJikg)

Fig. I.1. a Relation Enthalpie - Température (matériau pur)

Pour un matériau pur , d'aprés la fig. ll.1.a,ona:

&

1
T, + —(h-HO-L h > Ho+lL
m Gm{ }
Thy= { Tm Ho <h =Ho+L (1.1)
T, + ---1—{h—Hl}] h < Ho
Cps
Avec:
« HO I'enthalpie de début de fusion .
e L la chaleur latente de fusion .
s Cpe chaleur spécifique solidus.
e« Cp chaleur spécifique liquidus .
e T, la température de fusion du matériau.

La relation (1l.1) peut étre reformulée en utilisant |a fonction step u définie par :

0. si x <0
u(x) =
1. sinon

On aura:
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1 " 1
T{h}=Tn'|+E:i::;5 u(h —HO) u[h—HD]+E—mu{h—H{]—L} (1.2)

Pour un matériau non pur ou hypothétique, d’'aprés la fig. I.1.b , La relation enthal-
pie — température devient :

Ti{K)]

- .

|
T T 1 e 1]

hi k.l /Kg)

Fig. I1.b Relation Enthalpie — Température (matériau non pur)

r

1
T.n+ — (h-—HO-L h » HO+L
P Cpli )
4 T2 ~ T
Ty =Y T, -T2 (h-Ho) HO <h <HO+L (I1.3)
T .+ ' (h-HO) h< HO
., ml Cps

De méme, la relation {11.3) peut étre reformulée en utilisant la fonction step u, par:
TmE_Tm1
Tihy={ Tm + (h—Ho) —m&—m } u(h—HO) ud(HO+L—-h) +
1
T, ——(h—HO) ju(h-HO
S PR Cps{ ) )+

1
f
T, + —(h -HO -L h-HO-L
i Tm2 EpI( ) jul )
(11.4)
Ou Tm2et Tm1 sont les températures de début et fin de changement de phase.

Si I'enthalpie est nonlinéaire, la relation enthalpie-température sera définie par une
fonction nonlinéaire, oubien déterminée par des tables expérimentales.

a2
]



Chapitre || Maodéle physigue

I.4 Formulation pour les systémes minces

Pour un systéme thermiquement mince, la température est presque la méme dans
le domaine spatial, la température devient seulement une fonction temporelle.

L'analyse du systéme mince est valide seulement pour des nombres de Biot inférieu-
res a 0.1, o0 le nombre de Biot est le rapport des résistances thermiques internes

sur les résistances thermiques externes.

Le systeme mince est représente par la figure (fig.11.2) :

I{

He

J

Fig.ll.2 Systéme mince
Pour un systéme mince, | ’équation enthalpigue s'écrit sous la forme suivante :

p\f%m*a*ﬁm _T)4V ST (11.5)

Dans cette équation le terme source volumique peut étre décomposé en deux ter-
mes , I'un indépendant de la température Sc et l'autre dépendant de la temperature

Sp, c'est a dire :

StT)=Sc(t)+Spt) T (11.6)
L'équation (I1.5) sera alors reformulée par :
p\f%=H*A*(TQD-T)+V*(Sc(t}+Sp{t}T} (117)

Cette équation (I1.7) doit étre résolue simultanément avec la relation enthalpie-
températures (11.2) ou (11.4) pour le calcul des enthapies et temperatures.

Si la condition initiale est spécifiée, |la mise en équation sera complete.

T(O)=T; t=0 (1.8)
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1.5 Formulation pour les matériaux homogénes

Considérons la fusion ou la solidification pour un matériau homogéne dans le cas
monodimensionnel (1D), représente dans la figure (l1.3) avec les sources volumques
et les conditions initiales et aux limites de la conduction.

~

|
#
dix

fig. I1.3 matériau homogene 1D

Pour le volume de contrble décrit dans la figure (fig. 11.4), | équation de la con-
servation de I'énergie s'écrit sous la forme suivante :

& *

s

N

Fig. 1.4 Volume de contréle pour un matériau homogéne

a , 8T _ &h
— (k=4 SeetT) =p2 (11.8)

Le terme source S(x,tT) peut &tre décomposée en deux termes ,I'un indépendant de
la température Sc et l'autre dépendant de la temperature Sp, c'est a dire !

S(t,x,T) = Seftx) + Sp(tx) T (I1.10)

La conductivité k du matériau peut varier suivant I'espace x , elle peut aussi depen-
dre de la température T en une position donnée .

L'équation précédente (I1.9) devient alors :
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a aT ah
s i o : Ty it
(k )+Se(x.t T)+Sp(x, L. T) =p 5

(1.11)

Comme |I' équation (11.11) est nonlinéaire, alors (11.11) et (1l.2) doivent étres reso-

lues simultanément par une méthode itérative,

Avec la condition initiale et les condition aux limites suivantes la formulation est

compléte .
La condition initiale est definie par :
T(x,0) = Ti t=10
La condition limite en x =0, est la suivante :
« Température imposée ( type Dirichlet } :

TOH=T0O

+ Flux imposé q avec convection H et Te, { condition mixte ) :

k; = g +H* (T, - T(O.1))

De la méme maniére qu'en x = 0, |a candition limite en x = | sera :
« Température imposée ( type Dirichlet ) :

TLH =T,

« Flux imposé g avec convection H et Tec , (condition mixte) :

atr
—k— =gq+H"(T -—T(lIt
. (T —T(t)

(11.12)

(11.13)

(11.14)

(1L13)

(11.16)
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I.L6_Formulation pour les matériaux hétérogénes

Considérons les matériaux hetérogénes, composes par la matrice contenant une
distribution uniforme de particules (fig.11.5) avec possibilité de fusion ou de
solidification des particules .

Figure Il.5 Matériau hétérogéne

Ces particules séparées peuvent étres considérées comme systémes thermigue-
ment minces pour chacune d'elle. L'échange de chaleur se fait aux bords limites,

comme il peut &tre générer aussi bien dans les particules que dans la matrice.
L'échange de chaleur matrice particules est caractérisé par une résistance de con-

tacte h. .

Pour un volume de contréle CV donné (fig.11.6) , les caractéristiques de la micro-
structure sont :

Figure 1.6 Volume de contréle pour un matériau hétérogéne
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1} La densité des particules pe : c'est le nombre de particules par le volume total.
2) Le nombre de particules N.
3) Le diamétre d de la particule, considérée comme une sphere.
4) La résistance de contacte hc, caractérisant le contact entre les particules et la
matrice.
5) Les sources volumiques de la matrice Sm et des particules Sp.
6) Les fractions volumiques des particules NVp et de la matrice ( 1 — NVp).
7) La surface particulaire est : Ap = md®,
3
8) Le volume de la particule est © V,= T dﬁ— :
Avec ce modéle physique choisi, les équations enthalpiques dans la matrice et les
particules sont :

« Matrice :

(1- va)[pcp]m AL (1 NV kem ""T’“J he(NAp T - T f1-NVp Bm(x 1, T)

(1.17)
+ Particules :

(NVp oo % — g (NAp [Tm — T )+ (NAp JSp (x.t. T) (11.18)

Les equations (I1.17) et (11.18) peuvent étres reformulées par :

» Matrice

ETT'I'I cd 6'Tm‘n :
= x| T ) ~MelTm = Tp)+Semix )+ Spmix.t 1119
G2t ax( m 2 (Tim = T )+ Scm (%, t) + Spm (x, )Tm (11.19)

« Particules :

H-I 3
(VA )pp—ﬂ = He (T ~ Tp J+Scp (x, t)+ Spp (x. Ty (11.20)

Qu
s La chaleur spécifique de |a matrice pour le volume total est :
Cm =(1—=N Vp)( pCp)n

« La conductance dans la matrice est :

Km = (1 =N Vp) km
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s Le coefficient de couplage températures entre la matrice et les particules :

Hc = he( NAp)

« Les sources de chaleurs matrice et particules sont :

(1—NVp) Smix.tT) = Scmi(x.t) + Spmix HTm

( N Vp)Sp(x,t,T) = Scp(xt) + Sp, (xt) Tp

(1.21)

(11.22)

L’équation enthalpique des particules (11.20) doit étre simultanement resolue avec la
relation enthalpie—température (11.2) et (11.4) pour I'evaluation des enthalpies et tem-

peratures particulaires.

Les conditions initiales sont :

Tm(xt) = Ti(x) t=0

Tplx,t) = Ti{x} t=0

Les conditions limites pour la matrice sont :

« Enx=0, lacondiion limite peut étre :

1. Température imposée TO : (Type Dirichlet)
Tm(0,t)=Tg

2. Flux de chaleurs g avec convection Het T« :

dTm

~Kkm ~ =q+H*[(T, - Tm(0, t})]

s« Enx=1l:
1.Température imposée Tl :

Tmilt)=TI
2. Flux de chaleurs q avec convection Het T :

—km a;m =g+H"[(Teo =T (1 1))]

(11.23)

(11.24)

(11.25)

(11.26)

(1.27)

(11.28)

Avec les conditions limites et initiale ainsi données, la formulation du probleme

matériaux hétérogénes est compléte .
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.7 Variables adimensionnelies

L' analyse adimensionnelle permet de réduire le nombre de variables dans le pro-
bléme. Nous allons faire cette analyse pour les trois types de matériaux utilisés,
Cette analyse fait apparaitre de nouveaux nombres, a savoir le nombre de Stefan
Ste, la capacité spécifique réduite Cr et la conductivité thermique réduite Kr.

I.7.1 Systémes minces

Soit le tableau des variables adimensionnelies suivantes
Tableau 1 Variables adimensionnelles systémes minces

Variables physiques | Unités Référence Adimensionnelle
Température T T-Te
T [] ATigr=T Ty Y
|
Enthﬂlpiﬂ h-|- ;. h-HO
i
h —HOD Kg Ahgr = CpperlTeer h* — h-HO
CpsiTres
Temps | [s] g PsCpsl e
T H tres
Longueur [m] v +_ |
v lref =1=— "= =1
T A ker
A
' Masse volumique _ _
Kg Pref =P +_ Ps _
p —3 pe= 1
{ m - Pret
Cp
4 .,
Chaleur spécifique l kJ ] Cps = CPres 1
Cp oK CPref = CPs
Cpl

20
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Variables physiques Unités ~ Référence adimensionnelle
Température de chan-
gement de phase :
[ﬂK] a'TI'E‘I'- [ T+ = Tn'l - T::n
Tm AT
Chaleur latente : L - L
I—ref
L% L
kJ = T
i - [E} . CPrefATref
LY = L
Ste
o M :
Convection H. = oy Bi
]| |
H m==K T.=—"2—"=
ATt
| AT
T, [K] - ref
Source de chaleur
W Scor = BTret | sc* - Se—%ply
Sc m3 hd | SCrEf
= H ) S
Sp _.v_ur, | SPref =T SpT = M
moeK _ SPref
Température initiale we_T=Ta
K] ATret b AT
Ti
T =1, TCst
T, =0, Flux Cst

I
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En introduisant ses variables adimensionnelles dans les equations (l1.4) et (11.7),
L'équation enthalpique de conduction pour les systémes minces devient

i':: I T (11.29)

T S S o W e L {-,—+ +}. -
T+(h I]ﬁ{rmr.h [Tm2 —Tm1]5te} u[h ] '{EE‘“ J+ ++h u(—h ]

1 1 1
T+ e + 1 ]l= h‘l-__
J’{_ m2* gy [h Ste}} ”[ SteJ

T'+'(t+_]— T+ t* =0 (1.31})

(11.30)

Le nombre de Stefan Ste est définit par :

Ste = —CF'ETT’“

La chaleur spécigue réduite Cr est définie par !

Cr= E:pi
Cpl
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I.7.2 Matériaux homogénes

Soit le tableau des variables adimensionnelles suivant pour les matériaux homogé-

nes, défini par :

Tableau 2 Variables adimensionnelles homogénes

Variables physiql._l_eg:__gnités Référence adimensionnelle
T+ o= T -Tg
AT,
Température imposée : oo
AT . —T._T « Tempeérature
ref = 1~ '0 imposée :
: : Tg =Tp
Flux de chaleur impose :
ag! e Flux de chaleur
Température AT s = o imposé :
8
T-T, K Ta=T
8 [ ] Convetion : S gat‘ '
AT = T—T o Convetion :
I‘Ef 1 o Tg_ ", TI-
Source spécifiée : = Source spéci-
. fiée :
Aok = . Tg=Ti
Enthalpie bt o h—HO
KJ  Ahpgg
h —HU Kg ﬂhfﬁ'f = GprefﬂTl-ef h+ 3 h al HE
CpATres
Temps [s] psCpsL i 4
T T t-
tref
Longueur [m] Xref = | o X _X
" Xref |
Masse volumique
Kg Pref = Ps .
£ 3 p' =
| Lm Pref
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Variables physiques | Unités Référence Adimensionnelle |
Gp+ - EpE -
Chaleur spécifique | { kJ ] T Ol
Cp P Cpret = Cpg I
CPref
Conductivité
i kb= Ks 1
k mK Krer = Ksg $ " Kpest
kll = L == Kr
_ - kref
Température de
changement de
phase T _ Tm—Tg
Tm [t“} ATet . ATet
Chaleur latente L = L
Lref
lﬁ} CpAT, ; -
; z L " ChubT
| ok
" Ste
Convection
{ﬁ} . Hot=
H I"I'IE:'K of = Href
. T.-T
| . ATres T, ==
T. [ K] ATeer
Source de chaleur
W - Sc-SpT,
Sc E SC = ks Tref © - SCof
? +_ Sp
s 4 } SPro =2 1% Sher
of = 5 -
] _ i [m’*"*l{ TR N
Température initiale . Ti-Ty
[] ATt ' AT

Ti

EE}




Chapitra 1| Modéle physique

En introduisant ses variables adimensionnelles dans les équations (11.11) et (11.4),
L'équation enthalpique de conduction pour les matériaux hétérogénes devient :

+ + / :
¥= e [k*“ ﬂ_+]+5c‘| x*,t+]+$p+(x+, t* )TJ’ (11.32)
dt oxX e W

T*(h+ )= {Tm]r i h*(Tmﬁr —Tmﬁ"}Ste }* u(h*)* u[é - h+] + {Tr}’ﬂ + h*}* u(— h' ]

' ¥ i 1 i 1
T e Nk h+ e nu h-r __]
+{ M2 Gr L Ste} [ Ste

(11.33)
Ste est le nombre de Stefan, Cr la chaleur spécique reduite |
La condition initiale sera :
T )T t" =0 (11.34)
Condition limite a 'est (x" =0} :
o Température imposée Ta' ( type Direchlet )
THOt)=Tg (11.35)
+ Flux imposée et convection ( Jieme type ):
+
Ll :q+H*lT;,—T+(u. t+H (11.36)
m+
Condition limite & 'ouest (x" =1) :
e Température imposée T1+ ( type Direchlet ) :
Tt =T (11.37)
« Flux imposée et convection ( lll ieme type ):
+
o =q+H*[T§g—T+(1,t+H (11.38)
m+
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On termine ce paragraphe par I'analyse adimensionnelle pour les matériaux hétéro-

genes.

Soit le tableau des variables adimensionelles suivant , od sont choisis comme va-
leurs de références pour la matrice , la densité pyg la chaleur spécifique Cppe, la

conductivité thermique k¢, de la matrice solidus , la longuer du domaine désignée
par | et enfin la température de référence ATef. Il va apparaitre le nombre de Ste-

fan Ste, la chaleur spécifique réduite Cr et deux nouveaux nombres qui sont: la
masse réduite et le coeeficient de couplage W entre la matrice - particules.

Tableau 3 Variables adimensionnelles hétéroy

ﬂfariahles physigues

Unités |

Référence

Température

T-T,

Enthalpie

h-HO

l

Température imposée :

ATret =Ti=Tp

Flux de chaleur imposé :

agl
JII:"-I-nal’ = k—B
ms

Convetion :
AT =Tj—- T,

Source spécifiée :

2
ATy Scl

kl"ﬁ.s

genes
Adimensionnelle |

Ahpet = CpmsATres

g lTﬂ
ATeet
+« Température
imposée :
« Flux de chaleur
imposé :
Tg =T
« Convetion:
Tq=Tx
= Source speci-
fiee :
Ty=Ti
|t = E’D
Ah ot
h* - h—HO
CPmsOTret

" Masse volumique

p

Pref = Pms

35
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Ti

Variables physiques | Unités Référence Adimensionnelle
Cpt = Cpg =
 Chaleur spécifique [ kJ l S Cpref
Cp kg K CPref = CPms Cp Ch g
C’pref
Conductivite
w kt=Se —q
k meK Kref =Kmgs ¥ Kreat
Kb Ry
kref
Température de
changement de
phase T+ Tn—Tg
Tm [BK] ‘ﬂ'"Tr'ef W= _E"Tref
Chaleur latente i L
. Lref
S I 1 R i
kg rof = Pme ref CPmsATref
L
L
Ste
Convection [ W } He Ho 4
H 2 k T H
® m-°K Mg = i8S ref
o e
(] T
L ATgr =Ti— Ty Aref
Source de chaleur
w Sc :_{1—NUpJ* K s Tres Sc* = Sc-5pTy
Sc o8 ref 2 = Sy
(1-NVp )*Kms Sp
SPref = m SpT=—m
Sp [ L } re I# SPrer
m>eK )
Température initiale | - T - Tq
[K] ATrer "% A

36
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Les equations (11.19), (11.20) et (1I.4) reformulés en adimensionelles sont :
+ Matrice :

ETI:;'F aTm 4 I L i +. "
att aﬂ[ ™ act W (TM‘TF‘]+5“m(“ .t )+SCP(I .t }I'm (11.39)
s Particules :
+
Mr:_;w(T"‘ T} sci’ t* Je sy {f-t*}ﬂ? (11.40)
EL:
Tﬁ(h"‘): {rm"‘ + h+[Tm+ —Tm‘?ﬁtﬂ}* U[h+]*l{i—h+]
! Ste
1 1 1 ;
Tmy +—h*rul-h") 4 Tm3+ | h* - u(h*——] 11.41
o fimi e ol ] frms (g k) e

La résolution des équation (11.40) et (11 41) se fera par une méthode itérative car ces
equations sont non linéaires.

« Condition Initiale :
1 type Direchlet ou convection

T,,*,(x*,t*]: TFT{x’f. tH = =D (11.42)
0 Source et fluxdechaleur
» Condition limite Est (en x'=0 ):

Température imposé ( type Direchlet ) :
T%[ X", t*] =Ty (11.43)
Flux de chaleur imposé :

_ETm _ g+ +HD[TE[ _Tm[u t+]] (11.44)

« Condition limite Ouest {x*'=1):
Température imposé ( type Direchlet ) :

Tn*f.[x".t*] =Ty (11.45)
Flux de chaleur imposé

fm _ g+ H+[T+ -T+(a t"'n (11.46)
_Em _ gt 1 T -T( 0, -
ot
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1.8 Généralisation ( matériaux homogénes ):
Dans le cas générale monodimensionel | I'équation enthalpique s'écrit :

sh 18
& Mor

[kr“ a;]+8c+ SpT (11.47)

le paramétre j définit le type de géométrie, § = 0 c'est le cas cartésien, 4 =1 c’est la
géométrie cylindrigue et p = 2 c'est la géométrie sphérique.

Dans le cas bididimensionel , I'équation enthalpique s'écrit :

» Géométrie xy :

3
@:E[k*ﬂ [k-—a-—r]+5:+SpT (1.48)
ot ol ox) o\ oy
e Géomeétrie ro .
p@=fﬂ[m£}+1 ﬂ[" &T] +Sc+5pT (11.49)
a raor ca\r a0
= Géomeétrie rz :
p@i[vﬂ lﬂ[arﬂ]m SpT (11.50)
a o\ oz) ror cr

et la relation enthalpie - temperature (I1.4) :

Tthy={ Tm1 + (h—HO) T"‘ELJ *u(h—HO)*u(HO +L—h) +
{ T+ Eips{h_Hn‘_: b uth —HO) +

1 o
{ Tm2 + —-Cpl-(h ~HO - L) }*uth-HO-L)
(11.4)

Avec la condition initiale et les conditions aux limites choisies, la mise en &quation
sera complete.
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Chapitre Il

Méthode des volumes finis
lll.1 Présentation

Ce chapitre est une introduction a la méthode des volumes finis, utilisee le plus cou-
ramment dans la pratique pour trouver des solutions approchees d'EDP. Il est im-
portant de savoir que les méthodes numériques ne nous permettent pas d'obtenir
une solution exacte, ni une solution partout dans le domaine considéré, mais plutédt
une approximation de la solution en des points discrets du domaine.

La méthode des volumes finis a été développée par Spalding et Patankar [3], [4].
Sa grande simplicité de mise en oeuvre a fait qu'elle a connu un essor fulgurant de-
puis les années 1970-1980. Elle est a l'origine de la majorité des codes de calculs
en géométrie cartésienne (Fluent,Phoenics...). C'est un cas particulier de la mé-
thode des éléments finis. En effet, dans la méthode des éléments finis, le résidu est
multiplié par une fonction phi qui, lorsque égale 3 la constante 1 donne |a méthode
des volumes finis.

La méthode des volumes finis est basée sur la définition d'un volume de contréle
entourant le noeud ol s'effectue le bilan total des interactions. Le noeud est entoure
d’'un volume de contréle dont les extrémités sont a mis chemin entre le noeud ou
nous devons trouver la solution les noeuds voisins. Les contribution de chacun des
noeuds de part et d'autres du noeud considéré sont additionnées pour fournir un
bilan total énergétique.

Nous considérons I'éguation de la conduction chaleur en régime stationnaire et ins-
tationnaire. dans des matériaux de geometrie planes ou de révolution. Nous allons
considérer les conditions limites suivantes :

+ Les températures imposées.

« Les sources de chaleurs.

e Les flux de chaleurs par convection ou rayonnement en milieu infini.
En adoptant les hypothese suivantes :

s Les caractéristiques du materiau {(conductivité,chaleur spécifique, densité...) dé-
pendent de la température.

« Le coefficient de convection, I'émissivité... dépendent aussi bien de la tempé-
rature, que de l'espace.

= Les conditions aux limites dépendent du temps.

Avant de commencer 'étude, il serait intéressant de faire des rappels sur la différen-
tiation numerique .
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li.2 Développements en série de Taylor

Soit une fonction f(x) dont on veut calculer la dérivee premiére i B ok=

Développements en série de Taylor centrés a x=x,

b dx®

df dtf dit
fnl‘f{" &I’) fn-ﬁl(ﬁ&Jn"_ 2 [ﬂz] - 3 [cix

2 2 J
For=flx+ &)= T, +ﬂx{—‘—df} +&; [d = [ ] +O(AxYy  (L.2.1)
} +Axh  (1.2.2)

i r i d ; ] ~ ¥
Différence centrée : [Efl :sm[fm ~f,_y) ordre Ax? (1.2.3)
- I3 L] f{#" ]. -
Différence arriére : [—J =—(f,=fu)  ordre Ax (11.2.4)
de) ~ Ax
o 1 |
Difference avant : (— ~—A(f, - F,) ordre Ax (Il1.2.5)
dr) A

Ces trois formulations correspondent & une approximation de la fonction en deux
points par une droite. On peut aussi trouver d'autres formulations pour la dérivee
premigre en combinant plusieurs développements en série.
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: ; df 1 .
Diffé ére d'ordre 2 : = | = 3f, -4 3 2
rence arriére d'ordre [‘f’-']u Eﬁx( £y = foy + faez) (111.2.6)
Différence avant d'ordre 2 : [i] ﬁsL(wf s+4fa-30,)  (12.7)
gl ShET Eh L 5
ﬂI“H:‘x)I /\ Valeur approchée

/| an 2éme crdre

ﬂx“_ﬂx}' = ‘ﬂx . Ax ]
P . *
x o

x

Ax

Fig.ll.2 Approximation du 2éme ordre

"Ces deux formulations correspondent 8 une approximation en 3 points avec un poly-
néme d'ordre 2.

Dérivée seconde :

En procédant de la méme fagon, on peut obtenir des formules aux différences finies
pour la dérivée seconde d'une fonction.

2
Différence arriére d'ordre 1 : [E {J = -L(ﬂ, i+ Fin) (11.2.8)
@ ), (ax)
Différence avant d'ordre 1 : |- ;:] e O B LY (111.2.9)
dx ” (M}E
(d2f 1
Différence centrée d'ordre 2 : —,,] ~ —I(fn_, —2f * fus1) (111.2.10)
(&), (ax)

F = Y _ : B
Différence centrée d'ordre 4 : | </ J o faa 41645 ~30f +16 fyi1 — Faia)

| ! 12 (Ax ¥
(1.2.11)

Il faut &tre prudent dans le choix de l'intervalle Ax car la différentiation est une opé-
ration numériquement instable. La précision augmenie a mesure que diminue Ax
mais seulement jusqu'a une certaine limite. Pour des Ax plus petits, la précision se
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dégrade car la différentiation implique la soustraction de deux termes trés proches

I'un de "autre.
Exemple 1:

Calcul de la dérivée premiére de f(x)=e¢" en x =0 avec la difféerence centrée d'or-
dreZetunpas Ax=1£K-09 :

Calcul double précision:

fla+ax)- f(z- M}‘

Calcul simple précision:

Exemple 2:

flx+A7) f(x—Av) s =
1.00000000100000E+00|  9.990990999000000E-01|  1.00000002722922E+00
1.0000000E+00 1.0000000E+00 0.0000000E+00

Calcul de la dérivée premitre de f(x) =¢” dans I'inteval [(},1], correspondent & une approxi-
mation en 5 points avec un polynome d'ordre 2 :

7 pas Ax=1.0-0I
X

0. 00RCOD+Co
1.00000D-01
Z.Q0000D-01
3.000000=071
i . QUOOOD-0]
5. 000000-01
6. 00000D-01
T . 90000D-0]
£2.00000D=-01
9.00000Dp-01
1.00000D+00

F pas Ax=1.0-03
5 3

000000400
L000000=01
LO000on-0l
LOOOCOD=-01
L00000D-101
LO0000D-01
L000000-01
L00000D-01
L0000 n=Cr]
L0000 0-01
L00000D1 00

SRR o T4 b RPN o P o T - Y I S Y o

f r

L OOCCOD+00
.10517D+00
.22140D+00
. 34986D+00
L 49182D+00
64872000

2212D+00

LO137ED+00

LASRE0DT00
SELEEEDHOD

[ B o e o A e ) oy =}

J: L]

LO0200D+00
LJA0EITDHO0
221400+ 00
S SEEDHOD
L40182D0+00
.B48TED+00
LEZ2212D400
LIS TERE00
LE2ESSADFC0
LASREOLHO0
LT18280+00

L T O A W W

£rixi)

LJEESTED-01
105180400
L22140D+00
oA 9850400
ABITFZLFO0
LE4ETED D
SBEE11R+00
L0137ED+00
WAk A el
LASS81ID+00
JTIEZ4DYO0

N T SR L S S A R M

£ (xi)

1.00000D+00
1 10517 D00
1.Z21400+C0
4 9FER+00
LALIGED+00
LB4ET72D+00
SB22120+00
LOLZTID+00
EZS54EH00
AESACD+IT
LT18280+00

L B LT e T B P R P

o =1 w1 00

Fob i o Cad Lab Dl Cad dal el 4R R

S B s o B (T SRR N

W T dak vl
L -d -

o iy dal dal dat

Erreur

Pour cet exemple, on constate que la précision augmente & mesure que diminue
Ax .elle passe de 1.d-6 pourun pas Ax=1.D-1 a 1.D-14 pourun pas Ax = 1.0-3.
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.3 Technigques de maillage

Comme I'équation de la conduction de chaleur est approchée numeriquement, il faut
dans une premiére étape, réaliser le maillage du domaine de définition du probléme
afin de construire un recouvrement de ce domaine et de définir ses noeuds. Cette
phase est trés importante, car le maillage d'un domaine complexe, n'est pas facile et
demande beaucoup de temps, pour arriver au résultat adapté au probléme posé.
Cette opération influe directement sur la qualité de la solution obtenue. Dans la
méthode des volumes finis, il faut discrétiser le domaine, c’est a dire meftre en place
un réseau de points et leurs volumes de controles associes, pour cela il existe deux
pratiques de maillages qui sont :

« Le Maillage de type A,
« Le Maillage de type B

ll.3.1 Maillage de type A

La technique de type A consiste & définir d'abord la grille de points et de placer les
faces des volumes de controles a mi-distance de deux noeuds consécutifs, ceci
donne des volumes de contrbles réguliers autour des points internes du maillage et
des demi volumes prés des frontieres.

Pour un maillage non uniforme, tandisque chaque face d’'un volume de conirdle est
placé au milieu de deux points du maillage, chaque point du maillage n'est pas for-
céement au centre du volume de contrdle qui 'entoure.

Nous allens donner l'algorithme qui calcule la position des neeuds et les faces des
volumes de contrbles associés .

Soit les paramétres suivants :
e NCVX: le nombre de volumes de contréles (CV)
« L1 :le nombre des nceuds P dudomaine:L1=NCVX+2

« XCV :ladistance entre les volumes de controles.
s XU(l) : la position de la face Ouest du volume de controle (CV )1 =1 NCVX.

« X{l} :laposition du nosud P du vulume de contrdle (CV).l =1 NCVX.

« XL :lalonguer du domaine.
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| X1 () W(1+1) ZIK{LEH

w qup] P xum1y E

XL _ |
Figll.3 Pratique TYPE A (1 D)

L'algorithme qui calcule la position des nceuds et les faces des volumes de contrg-
les associées dans la pratique A est:

Algorithme du maillage type A

POSITIONS DES NGEUDS LIMITES :

X(2) =0,
X(L1)=XL

|

|

| POSITIONS DES NCEUDS INTERNES :
E L2=1=14

i FCVLX = REAL(NCVLX)

[ POUR 1=3,L2 FAIRE:

! D = REAL(1-2)/FCVLX

| X(1)=XL*"D

| FAIT

POSITION_DE LA FACE LIMITE A L'EST
XU(1)=X(2)

POSITIONS DES FACES INTERNES :

POUR 1=2,L2 FAIRE:
XU(1)=05*(X{1+1)+X(1))
FAIT

POSITION DE LA FACE LIMITE A L'QUEST

XU(L1)=X(L1)
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1ll.3.2 Maillage de type B

Cette technique tient compte des discontinuités pouvant toucher différents parame-
tres, telle que la conductivité thermique k, la densité du matériaux p, dans une ou
pluisieurs zones du domaine.

Comme nous considérons que ces quantitees restent uniformes a travers le volume
de contrble et peuvent avoir des discontinuités aux frontieres de celui ci, il est im-
portant que I'emplacement des faces des volumes de contréles coincident avec les
discontinuités ; c'est pour cela que dans cefte pratique, on commence d'abord par
définir les volumes de contréles de fagon adéquate et placer ensuite les nceuds as-
sociés au centre des volumes de contréles, dans ce cas, on aura aux frontiéres des
demi-volumes avec XCV nul.

X1

W P E
(1) xR ] W xq) i I (R}
oV =0 | Xu(l) XU(1+1) I
4 e

XL

Fig. .4 Pratique type B (1 D)

Pour les mémes paramétres que la pratique A :
« NCVX : le nombre de volumes de contréles (CV)
« L1 . le nombre des nceuds P du domaine : L1 = NCWVX + 2.

« XCV :ladistance entre les volumes de contriles.
e« XU(D) :la position de |a face Ouest du volume de contrble (CV],,I =1 NCVX.

e X(I) :laposition du nceud P du vulume de contrdle (CV).l= 1,NCVX.

« XL :lalonguer du domaine.

L'algorithme qui calcule la position des faces des volumes de contrdles et les
noeuds associés dans la pratique B est :
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Algorithme du maillage type B

POSITIONS DES FACES LIMITES

XU(2) =0
XU(L1)=XL

POSITIONS DES FACES INTERNES :

L2=L1-1
FCVLX = REAL({ NCVLX )
POUR [=3,L2 FARE:
D = REAL(I-2)/FCVLX
XU{1)=XL*D
FATT

POSITION LIMITE EST :

X(1)=XU(2)

POSITIONS DES NCEUDS INTERNES

POUR 1=2,12 FAIRE:
X(1)=05*(XU(T+1)+XU(1))
FAIT

POSITION LIMITE A L'QUEST :

X(L1) = XU(L1)

il.3.3 Discussion

1) La technique A permet un calcul plus exacte du flux a travers la surface .
2) Par contre le point P n'est pas au centre du volume de contrdle et donc la tempé-

rature Tp est prise pour tout le volume.

3) Le choix B ne présente pas les désavantage 2) mais ne benificie pas de I’ avan-

tage 1).

4) Dans la technique B les volumes de contrbles remplissent tout I'espace , puis sont
placés les points du maillage. Au bords, sont rajoutés les points limites , en considé-

rent les volumes de contriles de dimension nulles.
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ll.3.4 Maillage non uniforme

Soit dans le cas (1D), | la lengueur du domaine a discrétiser et NCVX le nombre des
volumes de contréles de pas variable XCV(l) , =12, NCVX.

Fig. L5 Maillage non uniforme

On définit :

x = XCV¥iu 1=1,2,...NCVX -1 (11.3.1)

XCV,
Ecrivons XL comme une progression géométrique de XCV(1) de raison RX
Alors :
NCWX
XL= 3 XCV = XCV; + XCV5 + XCV3 +...+ XCVyevx (111.3.2)

I=1

C'est a dire :

XL =NCVX; + RX * NCVXq + RX% *NCVX4+RX3 *NCVX + ... + RXNCVX-INCVX,

Qubien : (111.2.3)

XL = XCV4{t + RX + RXZ 4 RX3 4.+ RXNCVX-1 (11.3.4)
On définit :

NCWVX
S =RX+RX2+RX3+__ 4Ry 1-RXT (111.3.5)
1-RX

Alors :

XL=XCV;*$ (11.3.6)
Oubien :

S—_ (111.3.7)

XCV4

L'algorithme de cette technique est donnée ci dessous :
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Algorithme de calcul (TYPEB)

¢ Donner XL, RX  eps K XU(1)=XU{2)=0.:
SIABS(RX—-1)<10*eps Alors:

SX = NCVX
SINON
SK=(1—R}(“{ND\J’K) Y (1-RX)
FINSI
e Calcul des volumeas de contrbles
' XCv{(1) = 0.

XCV(2) = XL /SX
e Calcul des positions des faces Quest de volumes de contrdles :
POUR | =3, NCVX+1 FAIRE :
XUy =XU(I=-1)+XCV(I-1);
XCV(l)=XCV(I-1)"RX

FAIT
XU (NCVX+2) = XL

Application s

NCVX=15; RX =02

Fig. ll.6 exemples de maillages non uniformes
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.3.5 Maillage uniforme et variable par zone

Si le domaine physique est constitué de matériaux différents, avec des propriétes
thermodynamiques différentes, nous devons alors delimités chague materiau par
une zone bien définie. Nous allons donner un algorithme qui permet de construire
un maillage uniforme ou variable par zone, en utilisant |a pratique de type B.
Soit un domaine physique unidimensionel, constitué de NZX zones et pour chague
zone NZ . on définit un nombre de volumes de contréles NCVX(NZ), la longuer de
chaque zone NZ par XZONE(NZ) et un coefficient RX(NZ) qui permet de prévoire un
maillage a pas variable par zone :
« Le nombre total des volume de contréles est :
Ll N}%\ICUX{NI} +2
NZ =1

e Les abscisses des volumes de contréles (CV), 1=1....,L1 du maillage sont

XUy, 1=1,... L1
L'algorithme de calcul est :

Algorithme du maillage zone par zone a pas variable
XU(2) = 0.
2 =2
ROUR NZ =1,NZX FAIRE
CVX = ( NCVX(NZ) )
ILFIN=I2
11 =ILFIN + 1
12 = ILFIN + NCVX(NZ)
POUR I=11,12 FAIRE
D=(I-ILFIN)/CVX
Sl { RXINZ) > 0.} ALORS
XU(=XU(ILAST)+XZONE(NZ) * D** RX(NZ)
SINON
XU(1) = XU (ILFIN) + XZONE(NZ) * (1. - (1.-D)** (-RX (NZ) ) )
INSI

FAIT
FAIT
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Maintenant, connaissant les XU(l), | = 1,...,L1 des volumes de controles (CV) , il
nous reste qu'a trouver les abscisses X(I), | = 1, ..., L1 des points P du maillage,
ainsi que les distances XCV(l), | = 1,... L1des (CV); en utilisant la relation suivante :

L2=L1-1
L3=12—1
X(1) = XU(2)

POUR 1=2,L2 FAIRE
X(1) = 05*(XU(1+1)+XU(1))
XCV(I) = XU(I+1) - XU(I)

FAIT

X(L1)=XU(L1)

« Exemple: cas monodimensionel

Soit un domaine physigue unidimensionel, constitué de trois matériaux succéssives .
Pour chaque zone, on définit sa longuer par XL(i) et le nombre de volumes de con-
troles voulu par NCVX(!), pour | =1, 2, 3 comme indiqué ci dessous :

(I

Fig .7 Maillage uniforme par zone (1D}
¢ (Cas d'un maillage uniforme :

NCVX(1) =5; NCVX(2) =5 : NCVX(3)=5 ; RX(1) = RX(2) = RX(3) =1.

Matmrian (1) Materiau (2] Matmrian (3)

[ I
l '] [ ] I L] a = ] a ] ] L] n

Fig ll.8.a maillage uniforme
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e (Cas d'un maillage uniforme par zone :

NCVX({1) =5, NCVX{(2) =10 ; NCVX(3)=5 ; RX(1) = RX(2) = RX(3) = 1.

Matmriau (1) Matmzian (2 Materiau (3

Fig.lll.8.b maillage uniforme par zone
s Casd'un maillage non uniforme :

1NGVXH} =10 " NCUX{E} =5 : NGUK(S] =10 5 RX{T,I =15 ' RX{_EI =1 ; RK(EJ =05

Maberiau (1) Makteriaun (2] Materian (3]

1 1 ) O I S = SR R8T

Fig.ll.8.c maillage variable par zone
e Exemple: cas monodimensionel sphérique :

NCVX(1) = 10 ; NCVX(2) = 5; NCVX(1) = 5; NCVX(2) = 5;
RX(1) = RX(2) = 1. RX(1) = RX(2) = 1.
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NCVX(1) = 5; NCVX(2) =5;
RX(1) = RX(2)=1.2

NCVX(1) = 5; NCV(2) = 5 ;
RX(1) = 1.2 ; RX(2) = 0.2

I

.

i
gl

Fig.ln.9 maillage-variahle par zone cas monodimensionel sphérique

De la méme maniére qu'en monodimensionel, le maillage zone par zone dans le
cas bidimensionnel, sera definit par XL(I), NNX(1}, | =1,..., NI pour la direction (X'X)
et par YL(J), NNY{J), J = 1,2,... NJ pour la direction Y'Y).

YLNNY() [ ] T .
|
YLEINNY@) 4 ===~ bty PEE N
R oy =1 -._il_ II e
Yoo ==t ; ===
:l L)1 ..I_ e
XL HLO2) XL XL XL(5)

NNX(1) NNX(2Z) NNX (3) NNX (4] NNX(3)

Fig.I10 Maillage uniforme par zone (2D)
Dans la figure Fig. 111.3.7 nous avons défini un domaine physique multi zone, nous
allons définir pour chague zone les parametres XL(I), NNX({l)I=1,..., NI, et
YL({J),NNY(J),J=1,...,NJ
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Application
e ~_ Domaine physique
Symétrie
4 Maieriay §
3
Matarby A
2
1
1 | 24 & 5
Maillage multizone avec xzone =5, yzone=4

NNY(4) = 1 '

NNy(3) =8 =

NNY(2) = 1

5T SN S oSS e 1 T O 1 TSRy S et

NNX{1) =2, NNX(2) =2, NNX(3) =1, NNX{4) = 2, NNX(5) = 2
Maillage multizone avec xzone =5, yzone =4

NNY(4) =1

NNy(3) =6

NNY(2) = 1

MiNy(1) =4

NMX(1) =4, NNX(2Z) =1, NNX(3) =1, NNX4) =1, NNX(5) =4

Fig. lil.11 Maillage multizone cas 2 D cartesien

53



Methode des volumes finis

Géométrie ré : zone 0 variable

Geométrie ) : multizones

Géométrie r0 : zone r variable

54

Fig. .12 Maillage multizone géométrie xy et ro

Geometrie xy : zone y variable
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li.4 Equation de la conduction 1D en régime stationaire

l.4.1 Discrétisation de I'équation de la conduction

En régime permanent (1D), I'équation de la conduction s'écrit :

= DF poug (111.4.1)
&x
ou le flux de chaleur q est donné par :
=
= = K2 li1.4.2
q = ( )

avec .

+ k: la conductivité thermique.
e T:latemperature
+ S :leterme source de chaleur volumique.

La méthode des volumes finis permet de remplacer cetie équation différentielle par
un systéme d’'équations algébriques relativement simples a résoudre. |l faut intégrer
cette équation a travers le volume de contréle délimite par les interfaces Est ' e " et
Ouest’' w'.

t ) f N | |
i1 = W p | Mg e |-

Fig. .13 frontiéres du volume de contrdle

Nous avons pour un point P, en intégrant entre w et &
A gx + Fsax=0 (111.4.3)
= X, x .+ = e 1
I{~5e) ]
on obtient :

(36) - (@w) + IS dx=0 (111.4.4)
W
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Ou encore :

i
Lkﬂl -[kﬂ) +5Sdx =0 (111.4.5)
dx Jo dx /i,

Puisque [:—T) est le flux de chaleur local, I'équation (111.4.5) montre I'équilibre entre
X

le flux entrant par l'interface EST ‘¢’ etsortant par l'inteface OUEST 'w'.
Le gradient thermigue aux interface w et e est calculé, en supposant que la
température T varie linéairement entre W P E (fig.lll.14).

k § .- TE
Tp e gl |
oy, g | ‘
r \
F
w & P w E ]

Fig. .14 Profil linéaire de température

En utilisant ce profil, on obtient :

Ty To-T,

[}EL 9 (ﬁx}: (1I11.4.6)
T E-T

[dx L -5 (111.4.7)

Les flux de chaleurs auxinterfaces q. et q,, s'écrivent:

% kW —
O = ), (Tw—Tp) (111.4.8)

K
Qe = ﬁﬁp -Tg) (111.4.9)

Ou k, et ke sont les conductivités aux niveaux des interfaces w et e,
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Pour intégrer le terme source, on définit la valeur moyenne de S par S :

Nous avons |

| “sdx = SAx (111.4.10)

on peut écrire S par : -
S =S +SpT {11.4.11)

Avec :

Sc : partie constante de |a linéarisation du terme source.
Sp : coefficientde Tp, dans I'expression linéarisée du terme source.

Si nous remplagons les equations (l1L.4.8)(111.4.9), (l1.4.10) et (liL.4.11) dans
I'équation (111.4.4), on aura .

ap =ag+ay+b (1i.4.12)

Avec :

Ke Ke )
ag=,-9% ; A@g=_—°- ,a8p=8g+ay—SplAXx ; b=S Ax
E (%) E (ox) p=39g+ayw C
Et d'une maniére générale, |'équation discrelisée a la forme suivante :

8T = T BT+ b (111.4.13)

Avec :

Tp: représente la température du point considéré.
T : sont les températures des points avoisinants.

Remarque
Dans le cas unidimentionnel, le nceud P est entouré par deux points voisins E a

l'est, W & l'ouest, alors que dans le cas bidimensionel, le point P est entouré par 4
points voisins : E a 'est, W a 'ouest, S au sud et N au nord.
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i.4.2 Calcul de la conductivité aux interfaces

La methode des volumes finis repose sur le calcul des flux aux interfaces. On a donc
besoin (quand le domaine est hétérogéne) de déduire les conductivités aux points e
et w a partir des conductivités aux noeuds E, P et W.

« Bx)y

. o

Fig.ll.15 Interfaceeentre PetE

Considérons l'interface e, les distances la séparant des points P et E sont
respectivement ( &x ). et ( &x)e (fig.lll.15).

Les distances { 5x ). et(&x ). ne sont pas forcements égales, comme dans le cas
du maillage non uniforme, |a conductivité peut étre calculée en supposant un
comportement linéaire !

Avec !
Ke =foke+ (1—fd) ke

flE oy ,(-?x_}?__
(@x),
Pour un maillage régulier on retrouve la moyenne arithmétique:

ka =kp+kE

2
On montre que ce choix nest pas bon, on lui préfére la moyenne geometrique :

1
(®x)a , ()e
5 +

Kp

Kg = (8x),

Oubien :
1

...K_ﬁ._ .
Ox)e  (ox)¢ , (o)

ke = Kp

(111.4.14)
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La relation (l11.4.14) impligue que pour chaque volume de contrdle, nous avons un
profil de température linéaire avec des pentes différentes.

Le flux de chaleur est donné par :

E—E{TP— e)= ﬁﬁp— Te) (11.4.15)

En éliminant Te, on aura :
1
Ke K

Qe = {-@-}? {EIEE} (Te -Te) (111.4.16)

Danc .
(ﬁx]e [(ﬁx; {?:E} (H1.4.17)
De méme :
) (ai”iu _[[ﬁx); (ﬁ:H —

Si le maillage est uniforme :

(6x)z = (0x) = 0.5* (Bx),

Nous aurans :

_ 2kpke

(.4.19)
kp -I'-kE

Remargues

La valeur de k; évaluée par la relation {111.4.19) est meilleur que la moyenne arithmé-
tique car :
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» Si ke tends vers 0, alors k. tends auussi vers 0, cela donne dons un flux nul, alors
que la formulation arithmeétique n'aurait pas donnée un flux nul.

o Sike>>> ke alors k.tend vers 2 ke, donc la conductivité a 'interface ne dé-
pends plus de ke.

Lorsque kp dépend de la température T, on doit suivre les étapes suivantes :

a) Il faut donner les valeurs T estimées de T, en chaque point du maillage ( choix
initial).

b) De ces valeurs, déduire les différents coefficients des équations discrétisees.

¢) Résoudre les équations discrétisées pour avoir T,

d) Avec ces nouvelles valeurs, aller & |'étape b) et recommencer jusqu’ a atteindre
la convergence.

111.4.3 Linéarisati

Les problémes de conductions thermiques sont généralement nonlinéaires, la
conductivité, la densité et la chaleur spécifique peuvent dépendre du domaine espace
, 8tre aussi des fonctions nonlinéaires de la température, pour cela il faut lineariser
ces parameétres en suivant les etapes suivantes :

a) Donner des valeurs estimées de T" en chaque du maillage.

b) Déduire les coefficients des équations algébriques.

¢) Résoudre le systéme algébrique pour avoir T.

d) Avec ces nouvelles valeurs de T, aller & I' étape b) et recommencer jusqua ce
que T ne varient plus.

Ces 4 régles facilitent la convergence.

II1.4.3.1 Traitement du terme source

Quand le terme source dépend de la température, il faut linéariser S en utilisant la
méthode de la tangente.

Soit Tp la valeur deT, & litération précédente, alors la forme linéarisée de S

s'écrit ;
. + ds « *
§ =8+ ) (T-Ty) (111.4.20)
la linéarisation de S est défini par l'equation (l11.4.11) :
S= S¢ +ScTp (II1.4.21)
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Avec :
ds .+
T e 111.4.21.
Sp=( it ) ( 1.a)
: = L ] ds L. o
et: Se =8 —( T ij (111.4.21.b)
Exemple 1
S=5-4T

On a les choix suivants :

« Solution simple: S¢=5etSp=+4 :

o Seul choix si S est compliquée : Sc=5-4Tp et Sp=0

« Choix ralentissant la convergence: Sc =5+7Tp et Sp=-11
Exemple 2

Soit S = 3+7T, alors les choix possibles sont :

e S5,=3 et 3& =7 Choix dangeureux car Sp>0(divergence).

s« 5, =3+7T, etS=0 Choix possible pour éviter d'avair Sp>4.
*

e S.=3+9T, etS,=-2 Choix ralentissant la convergence.

Exemple 3

Soit S=4-5T, alors les choix possibles sont :

s 5, =4—5*T;3 et Sp=0 Choix simple.
+ Sc=4etSp=-5°T, Choix possible.
Le choix recommandé est donné par I'equation (I11.4.21)
- ™ d_s " -
§=84HZ2) (To-Tp)
On a alors :
§=4-5Tp° =15 T3(Tp-13)
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Soit B le point limite du bord OUEST du domaine dans le cas 1 D,

g q;

-1+
B} &= |i ol
2

Fig.IIL.16 Condition limite Type A

Trois types de conditions limites peuvent se présenter :

a) Latempérature Ty est imposée au bord B .

b) Le flux de chaleur g a une valeur constant donnge.
¢) Le flux de chaleur est données a travers un coefficient de transfert.

Dans les cas b) et c), Il faut trouver une équation supplémentaire qui permet de
trouver la température Tp.
En intégrant suivant le volume de contrdle CV adjacent au bord, on a :

Gg = G +(Sc +SpTg JAx

(I11.4.22)

To=T,

T |

q I {EXI
(IIL.4.23)
Done:
T,=T,
kl (Bﬁxl ! + {Sﬂ = SFTE)ﬂI - 0

(111.4.24)

Il reste a connaitre comment le flux g est donne.
 Flux constant :

gs = cst, I'équation qui donne Tg s'écrit :
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Th=Cst
B

By m i ol
2

Fig.I11.17 Condition limite avec température imposée

agTg =afTj+b (II1.4.25)

a = {;_*) (I11.4.26)
X

b = SeAX +9g (111.4.27)

ag =& + Sghx (111.4.28)

« Convection:

Dans le cas de la convection au bord, qg est définit par :

Qs =H(T. =Tg) (IT1.4.29)
T;
—
Te B} x| el
H 2

fig. 111,18 Condition limite avec convection

En utilisant I'equation (III1.4.25) :

agTy =aT+b
on trouve
ki
- TR . N I11.4.30
| (ﬁx} ( }
b=ScAx+HT, (111.4.31)

a5 =2, + SghX +hoo (111.4.32)
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« Convection et rayonnement :
Dans le cas de la convection et rayonnement au bord, on définit gg par:

aB = H(T,, - Tg) +£0(To.4 - Tg%) (111.4.33)

Fig. IIL.19 Condition limite avec convection et rayunneniénl:

La linéaristion de qg donne :

Qg =g + [t:;ii;) (T-Tg') (I11.4.34)

q*g =H(T, —T'B)~£0(T,* -Tg%) (I11.4.35)
*

[""d“_ﬂ — H+e0(-4Tg*3) = (H+4e0Tg") (I11.4.36)

La forme linéarisée de qg devient :

g = (H(To, ~T*B)+£0T, "4 —e0Tg*4) + (H+4e0Tg* 3Ty (111.4.37)
Le bilan d'energie equation (I11.4.22) donne .

Gg — 9Te +qTi+ ScAx + Sp Tg &x = O (I11.4.38)
(~( Sp Ax+H+4eoT52)+q)TB = qTB +b (111.4.39)
Les coefficients g, , b et ag de I'equation (I11.4.25) deviennent :
kl
= 111.4.40
b=§ Ax+ I-(T,; -T§]+ soT —eoTh (I11.4.41)
ag =g —(Epﬂx+H+mT£)+h (II1.4.42)
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li.4.3.3 Traitement des conditions limites dans la pratique B

Dans la pratique B, les volumes de contréles aux limites sont nuls, il faut alors
approcher le flux qg par un développement de Taylor a I'ordre 2.

Gg

Fig. I.20 Flux du second ordre pour la pratique B

Soit Ty la température du bord & 'OUEST, T, et T, les températures des noceuds
internes 2 et 3 respectivement , gy le flux de chaleur appliqué au bord, les volumes

de contrdles internes ont une épaisseur Ax uniforme.

L'approximation de T, & l'ordre 2 danne :

aTY Ax 18T )7 axy2
T2=T1—— s | i
x5 2 2(ax? )\ 2

De méme |'approximation de Ty a 'ordre 2 donne :

T—T—ﬂ] 3ax  1(&T 3&!]2+
T ) 2 2(ad))\ 2

Dans ce cas, 'approximation du flux qg & l'ordre 2 est :

dT ET-I —ETE +T3
e ( de1 38x

Recherchons les valeurs de qg et Tg dans les cas suivants :

a5

(111.4.43)

(111.4.44)

(111.4.45)
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+ Température constante au bord ( type Direchlet) :

Si la température est imposée au bord, (condition limite type Direchlet), T, est

connue, alors :
. Lt Pall (111.4.46)

3Ax
+« Condition de symétrie ou adiabatique ( type Newman ) :

Dans le cas de la symétrie du probléme , gqg est nul, alors :

Gg = k(g] =0. (111.4.47)
x=1

Alors la valeur de Tg est donnée par :
1
8
o Le flux constant:

Tg =0T, - Ty) (111.4.48)

Si le flux est constant , c'est & dire :
gqes = Const

Alors la température au bord est :

1 = ;[%+ 9T, - T3J (111.4.49)

+ Le flux est une fonction non linéaire de T, :

Ecrivons qg sous la forme linéaire suivante :
ag =fc+fpTg (111.4.50)

Qu: fg et fp sontdes constantes.
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L'équation (lll.4.45) devient :

8T, -9T, + T
fo+fpTg =k——2—3 l11.4.51
foTg 3Ax ( )
La valeur de Tg est alors :
fo -?-‘-f-::‘l+912 %
Tg = (H1.4.52)
34x
8-
e k
et finalement :
il B
g =fo+fpTa=fo+fp —K =~ (I11.4.53)
Jhx
8-Fp "

Dans le cas de la convection avec la température externe T, et le coefficient de
convection H, les valeurs de f; et fp sont:

gg = H(T. - Ty) (111.4.54)

En identifiant les equations (111.4.50) et (111.4.54), on trouve :

fo=H*T, (111.4.54.a)

Et:
fo=—H (11l.4.54 a)

Dans le cas du rayonnement, avec la température externe T, constante de
Stephan — Boltzman o et d'émissivité ¢, les valeurs de fc et o sont:

qg =0e(T -T) (111.4.55)

La forme linéarisee deqg est :
ag = [0e(T4 ~T7*)+ 074 )+ [ 40eT; 2, (Il 4.56)

Avec T; la valeur de T, a l'itération precédente .

De l'équation (111.4.56), on a

fo =oe(T4 —T7*)+ doeTy* (I1.4.56.2)
fo = —40eT) > (1.4.56.b)
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.5 Les m sousrelaxation et surrelaxation

Dans les problémes nonlinéaires, il est utile d'accélérer ou de ralentir le procede
iteratif. Alors que la surrelaxation est utilisée pour accélérer la convergence dans la
méthode Gauss- Seidel, la sousrelaxation évite la divergence guand les équations
sont fortement nonlinéaires.

Pour la forme général :
a,T,=a,T,+b (111.5.1)

Soit : T|; la valeur de Tp 4 l'itération précédente :

7, = 2w lwt? (11.5.2)
aF‘
Alors, on ecrit :
T Te +(M-"h—+—th] (1.5.3)
ap
Soit @ un coefficient de relaxation ({ 0 < & < 1).
Alors :
- 3 +u{?ﬂMTp] (I11.5.4)
ap
Qu bien :
%PTP = (1—m}E£TF +b+agTop (I11.5.5)

s Si 0<wm<1: c'estlasousrelaxation, Tp est plus proche de pr .
« Si m >1: c'estla surrelaxation.

Si la conductivité, densité et capacité sont des fonctions de la température, on peut
les relaxer, c'est a dire :

K(Tp) =k(Tp) + (1- w)*K(Ty) (111.5.8)
p(Tp) =p(Tp) + (1-w)*p(T;) (15.7)
Co(Tp) = Cp(Tp)+ (1-w)* Cp(T}) (1.5.8)

Remarques :

« Seul I'expérience peut nous aider a choisir e.
e On peut changer o pendant les itérations.
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lll.6 L’algorithme TDMA
Soit a résoudre le systéme tridiagonal a N + 1 équations suivant:

aiTi—1 +|:IiT| -I-C]T;_,_'! = d] {”151}

Ou les coefficients a, b,c,d, correspondent a ap,agawb ,&n supposant que les
températures des extrémités sont connues : To=Ta et Ty =Tg.

Une méthode de résolution, appelée algorithme de la matrice tridiagonale, ou
algorithme TDMA, consiste a rechercher une relation de récurrence de la forme:

Tiog =&Tj +f; (11.6.2)

En reportant cette relation dans (111.6.1), il vient alors:

(aje; +by)T, +¢;Ty = d; —aff; (11.8.3)
d'otl on tire:
T.= — ¢ Tiys +d; —af; (116.4)
a;e; +b;
Mais la récurrence (111.6.2) s'écrira aux rangs i, i+1:
Ti =T + s (111.6.5)

En identifiant les relations (111.8.5) et (111.6.4), on obtient les deux récurrences suivan-
tes, pour les coefficients e et f.

(111.6.6)

Ceci signifie que si on connait les coefficients e; et f; au rang i, on peut calculer ceux
au rang suivant i+1 & l'aide de ces 2 relations (I1.6.6). Il suffit donc de connaitre les
valeurs initiales de e; et f pour en déduire toutes les autres valeurs.
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Ces valeurs initiales sont données par la premiére équation a résoudre (i = 1).
Cette relation s'écrit en effet :

a1Tn + b1T1 + G1T2 - d'l

ol la valeur Ty est connue et égale a T,. On a donc:

e S, 4 9Bl (11L6.7)
by b,
relation qui n'est autre que (111.6.2) pour i=2:
Ti=el+1 (111.6.8)

En rapprochant ces 2 relations, on obtient les valeurs initiales e, et f; de e, et fi per-
mettant de calculer les valeurs de tous les autres e et fi & partir de la relation
(H.6.8) :

€y = —-
2 b
(111.6.9)
dy—a\T,
fz g =
b, _
Une fois que 'on connait toutes les valeurs de e, et f;, la relation: '
T =T +f -~ (111.6.0)

permet d'obtenir les solutions cherchées T;.

Pour ce faire, on partira de la température Ty connue, qui correspond au noeud
d'indice N+1. |l faudra donc calculer les valeurs des e, et f; jusqu'au rang i = N+1.
Mais cette derniére &quation du systéme linéaire, correspondant a l'indice N dans la
forme linéaire generale:

aiTiy +biT; + Giljyy = d, (1.6.11)

a une forme particuliére:
EINTN_1 + bNTN + ﬂ' = dN 1 ( EN = 0} [II‘IE12}
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La récurrence:

8 =]
L EiE*+b|
(1.6.13)
- dj-af;
i a-Fe-l +|Ji
impose donc:
ey =0
(11.6.14)
. _dy - ayfy
I = b
Ayey + 0y

ce qui signifie que la condition de température imposee a l'extrémité, détermine la
température au dernier noeud interne i = N, de la maniére suivante:

Tﬂ = EN+1TN+1 + fN+1 = U‘TN+1 + fN+1 = fN-I-1 “"615}

Quant aux températures aux autres nceuds internes, elles sont calculées successi-
vement & partir de Ty, & I'aide de la récurrence (I11.6.6) :

Tiq=¢T; +f; (111.6.16)

ALGORITHME TDMA ( THOMAS )

BET =B(1)

T(1)=D(1) / BET

FORWARD SUBSTITUTION
POUR J =2,N FAIRE
GAM(J) = C (J-1)/BET
BET = B(J) - A{J) * GAM(J)
T(J) = (D) - A{J) * T(J-1))/BET
FAIT

BACKSUBSTITUTION
POUR J = N-1,1,-1
TW) = T(J) - GAM(J+1) * T(J+1)
FAIT

71




Chapitre 11l Méthode des volumes finis

Illi. 7 Régime instationnaire

.7 .1 Cas unidimensionnel

Considérons a présent 'équation de conduction unidimensionnel :

o o &l
—==|Kk— |+ 1.7.1
PC =72 [k ax) S (1.7.1)
Sur un domaine unidimensionnel discrétisé de fagon cartésienne, les volumes finis
de surface Ax*1 . Le point P a 2 voisins : EW.

Une intégration en espace et dans le temps donne :

LG aT k41 a i:'T] el o
— dxdt = — | k— |dxdt + Sdxdt (1.7.2)
1 oms G o= TSm0 T
ol S est la surface du volume de contrdle considéré.
On adonc:
tk 1 tk+1 tk+1
| ?(pcp ﬂ}ixdt = | [(keﬂ] -(kw ﬂ} ]dt+ [ [Sdxdt  (1.7.3)
k s ot K X /o O Loy & w
On obtient finalement :
(g) W il 1 (111.7.5)
) O PR () § 8
el
{ﬂ] _Te-Tw (111.7.6)
ox /.,  (Bx)y
Avec:
Ke Ky
ag = ¢ gy e .7.7
) R e
pAx
dp = ag + a8y +— .7.8
p E Faw + 50 ( )
b = S AxAy + @Tﬁ' (11.7.9)
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lll.7.2 Cas bidimensionnel cartesien

Considérons a présent I'équation de la conduction bidimensionnelle :

ar o, ary o, aT
—=—=k— |+ k—|+S 111.7.10
< G =3 ax_)+a(kasr)+ e

Sur un domaine bidimensionnel discrétisé de fagon cartésienne, les volumes finis de
surface AxAy .
Le point P a maintenant 4 voisins : EW,N,S.

- 11l
ojolo|of

g|za|jojo)|o

zlololclela|o|=z|oin|e

clonn |.|:;I'J

12 3 CLS(l) Ll

Fig. l1.21.a Volume de contrdle Fig.l.21.b  Le domaine (XY)

Une intégration en espace et dans le temps donne :

K+ K+ g et
t] H[pc g}ixdydt— j | [ }1xdydt+ H[k%}iydxdn f [dexdydt

t WS ik WS t
{lll.?.11)
Cnadonc:
th*+1 anf aT
| []]| pep—- Hxdydt =
lk ws ', at
k+1 k+1
i Uk, ﬂ) —(kw ﬂ] ]ﬁy+[(k a_T) ax]d 71 sdxdyat
ik \ at e ot ™ ct K ws
{11.7.12)

On obtient finalement dans le cas du schéma implicite (=1 ).

aF'TF‘ = aETE +awTw 4 HNTH -+ aETB +b {I"?13}
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[ﬂ] _Te-Te (ET] Ip=lw (111.7.14)
ox ), (Bx)s \Ox), (%), '
et
[ﬂ] _In-Te (EI] _Je-Ts (11.7.15)
oy /,  ©By)a \OY), (Oy),
Avec
ke Ay
= 111.7.16.
%€~ bx), i
Kw By
5 I1.7.16.b
" o e
ay = Ky (11.7.16.c)
" Ex), o
ag = KellX (11.7.16.d)
(5x),
Si S =Sc+ SPT
Alors 8p =Aag +ayy +ay + 3 — Sp AxAy + pﬁ;?y (1.7.17)
b = S¢ AxAy +$1‘S (111.7.18)

En utilisant les équations (111.7.13) & (111.7.18), nous allons dans la suite donné deux
algorithmes qui permettent de traiter le cas bidimentionnel dans le cas général, I'un
étudiant les points interieurs du domaine et 'autre traitant les conditions aux limites :
a I'Ouest , 2 'est, au nord et au sud.

Soit un domaine (D) (Figure.7.1. b), constitué de L2 volumes de contrbles suivant X
et de M2 volumes de controles suivant la direction Y. Le nombre de volumes de
contrles du domaine (D) est alors égale L2 * M2 , ayant les volumes
XCV(IP*YCV(J)y*1,avec| =1, L2etJ =1M2

Le nombre des nceuds suivant la direction est L1 = L2 + 1, de la méme le nombre
des nceuds dans la direction Y est M1 = M2 + 1, le nombre total du domaine est
alors égale a L1* L2

Nous désignons par :

o AE(L1,M1) AW(L1,M1), AN(L1,M1) AS(L1,M1) , AP(L1,M1) : les vecteurs des
coefficients de diffusion ag,aw,aN,as,ap équations (1Il.7.16.a) (I1l.7.16.b )

(HL.7.18.c ) (lIl.7.16.d ) (N.7.17).
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¢« Db(L1,M1) : le vecteur des termes constants b (lIl.7.17).
e SP(L1,M1), SC(L1,M1) : les termes sources Sp et Sg (IIl.7.17) et (l1l.7.18).

« K(L1M1), RHOCP{L1,M1) ; les vecteurs des conductivites etdes p*Cp.

o T{LLM1), TOLLM) : les vecteur des températures 2 I'itération précédente et
des températures au temps précédent .
e At : le pas de temps.
s FCS(L1), FCN{L1),FCE(M1), FCW(M1), FCS(L1), FCN(L1),FCE(M1), FCW(M1} :
Les cofficients des termes du flux de chaleur imposé aux limites.
e CLS(L1), CLN(L1), CLW(L1), CLE(L1) : le type des conditions limites, ils
prennent [a valeur 1 pour le type Direchlet et 2 pour les autres types .

Algorithme des coefficients ag,a, ay.ay,ag et b des nceuds internes

CALCUL DES TERMES SOURCES DANS apetb - (l.7.17), (il.7.18)
POUR J =2,M2 FAIRE
OUR I=2,L2 FAIRE
VOL = YCV({J) * XCW(l)
APT = RHOCP(lJ)/DT
b(l,J) =(SC(J)+APT *T°(1J))* VOL
AP(l,J) = ( APT —SP(1,J)) " VOL
FAIT
FAIT
CALCUL DES COEFFICIENTS DIRECTION X ay et ag: (II.7.18.a), (lll.7.16.b)
POUR J =2,M2 FAIRE
POUR | =2,L3 FAIRE
DIFF =YCV(J) * 2. * K(1,J) * K(I+1,J) I ( XCV(I) * K (I+1,J) + XCV(I+1)*K{1,J))
AE(ld) = DIFF
AW(I+1,J) = AIP(1,J)
FAIT
FAIT
CALCUL DES COEFFICIENTS DIRECTION Y ay etas : (1.7.16.c), (I.7.16.d )
POUR J =2,M3 FAIRE
POUR | =2 ,L2 FAIRE
AIRE =RV(J+1)*"XCV(l)
DIFF=AIRE * 2. * K(IJ) * K(1J+1) / ( YCV(J) * K(I,J+1) + YCV(J+1) * K(1.J) )

AN(1,J) = DIFF
AS{1,J+1) = AN(1,J)
FAIT
FAIT

CALCUL DES COEFFICIENTS ae FORME FINALE : (l1l.7.17)
OUR J =2 M2 FAIRE

POUR | =2 ,L2 FAIRE
AP(1.J) = AP(1,J) + AE(l,J) + AW(l,J) + AS(l.J) + AN(l,J)
FAIT

FAIT
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Traitement des conditions limites en géométrie xy :

CONDITION LIMITE QUEST (I1=1)

CONDITION LIMITEEST ( I=L1)

POUR J =2, M2 FAIRE
DIFF=K(2,J)/(0.5"XCV(2))
AW(2.J) =DIFF
AE(1,d) = AW(2,J)

AW(2,J) = AW(2,J)"YCV(J)

SI(CLW(J) =1) ALORS

b(2,J) = b(2,J)+AW(2,J) * T'(1,)

SINON
AP(1.J) = AE(1,J) — FPW(J)
b(1J) =FCW(J)

TEMP = AW(2J)/AP(1,J)

AE(2.J) = AE(2,J) -AW(1 J)*TEMP

AP(2,J) = AP(2.J) - AE(1,J)'TEMP

POUR J=2, M2 FAIRE
DIFF=K(L2,J)/(0.5*XCV(L2))
AE(L2,J)=DIFF
AW(L1 J)=AE(L2 J)
AE(L2,J)=AE(L2,J)*YCV(J)
AW(L2,J)=AW(L2,J)+AE(L1,J)*YCV(J)

SI (CLE(J) =1)ALORS
b(L2,J)=b(L2 J)+AE(L2,J) * T(L1,J)

SINON

AP(L1,J)=AW(L1,J) — FPE(J)

B(L1,J)=FCE(J)

TEMP=AE(L2,J)/AP(L1,J)

AP(L2,J)=AP(L2,J)-AW(L1 J)*TEMP

AW(L2 J)=AW(L2,J)-AE(L1 J)*TEMP

| AS(1,2) = AS(I,2)* AIRE
AN(1,2) = AN{1,2)+AS(l,1)* AIRE
SI(CLS(1) =1) ALORS

b(1,2) = b(l,2) + AS(1,2) * T (1,1)
SINON
AP(1,1) =AN(I,1)-FPS(I)
B(l1) = FCS(})
| TEMP = AS(I,2)/AP(1,1)
| AP(1,2) = AP(1,2)-AN(I,1)*TEMP
AN(1.2) = AN(1,2)-AS(],1)*TEMP
b(1,2) = b(l,2)+b(l,1)*TEMP
FINSI
AP(1,2)=AP(1,2)+AS(1,2)
AS(1,2)=0.
FAIT

b(2J) =b(2J) +b(1,J) *TEMP B(L2 J)=b(L2,J)+b(L1 J*TEMP
FINSI FINSI
AP(2,J) = AP(2J)+AW(2 J) AP(L2,J)=AP(L2,J)+AE(L2.J)
AW(2.J) = 0. AE(L2,J)=0.
FAIT FAIT
CONDITION LIMITE SUD __ (J=1) | CONDITION LIMITE NORD ( J=M1)
POUR 1=2,L2 FAIRE POUR 1=2,L2 FAIRE
AIRE = RV(2)*XCV(l) IRE = RV(M1)*XCV(l)
DIFF = K(1,2)/(0.5*YCV(2)) DIFF = K(I,M2)/(0.5*YCV(M2))
AS(12) = DIFF AN(I,M2) = DIFF
| AN(IL1) = AJM(1.2) AS(1LM1) = AN(I,M2)

AN(ILM2) = AN(I,M2)* AIRE
AS(LM2) =AS(I,M2)+AN(I,M1)* AIRE
§l (CLN(1) = 1) ALORS
b(1,M2) = b(l,M2)+AN(I,M2) * T'(1,M1)
SINION
AP(I,M1) = AS({1,M1) - FPN(l)
B(LM1) = FCN(I)
TEMP = AN(I,M2)/AP(I,M1)
AP(I,M2) = AP(I,M2)-AS(I,M1)*TEMP
AS(I,M2) = AS(1,M2)-AN(I,M1)*TEMP
B(I.M2) = b(l,M2)+b(IM1)*TEMP
FINSI
AP(1,M2) = AP(l,M2)+AN(I,M2)
AN(I,M2) =0.
FAIT
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lll.7.3 Cas bidimensionnel en géométrie polaire (rd)

Considérons & présent 'équation de la conduction de chaleur dans le cas ré:

12 10 (k
o _1a( e} 10(kil) o 111.7.19
pcpﬁt ré‘r[ ﬂ]+rt§ﬁ[rﬂﬁJ+ { }

Sur un domaine bidimensionnel discrétisé de fagon polaire, les volumes finis de
volume rdrdé .
Le point P a maintenant 4 voisins : EW N,S.

Fig. lIl.22. Domaine 1o

De la m&me maniére que dans le cas cartésien, on trouve :

apr = aETE +ﬂwTw + aNTN + aETS +b (111.7.20)
kedAr ki Aar knrh8 koreAB
__Ke S T, )l 522 7.2
i re(58)e . rw(08)y o (5}, B (Br)s { }
V
ap =EE+3w+EN+Eﬁ+pG;‘t& -Spﬂu {|||.?.22)
C,AV
b=Scav+ P 18 (111.7.23)

At

77



Chapitre 11| Méthode des volumes finis

lI.L8 Méthodes de résolutions itératives

La résolution du systéme matriciel dans le cas bidimensionnel peut se faire par
l'algorithme TDMA. On se raméne pour celd & un systéme unidimensionnel sur
une ligne ou une colonne et on procéde a une résolution itérative par balayages
successifs.

Un premier balayage est effectué ligne par ligne en &crivant :

apTp =agTg +ay Ty +B (11.8.1)
avec.
B=ayTy +asTs +b (111.8.2)

oll T,f, et Ts' sont les valeurs de Ty et Tg a litération précédente.Quand le

balayage sur les lignes est terminé, on passe au balayage colonne par colonne. Sur
chaque colonne, l'algorithme TDMA est utilisé pour résoudre le systéme :

apTp =ayay +agTg +C (11.8.3)
avec .

C=agTs +ayTy +b (11.8.4)

oll T et T'w sont les valeurs de T: et Tw a ltération précédente. Ce processus
itératif est répété jusqu'a convergence.

Les méthodes itératives sont recommandées dans notre étude,car les equations
utilisées sont en général non linéaires, il faut donc passer par des itérations. Ces
techniques présentent I'avantage d'éviter la construction de systémes matriciels.,
mais peuvent diverger si on ne prend pas certaines précautions :

s Veérifier si les coefficients évoluent lentement , en linéarisant le terme source
convenablement.

« Sous relaxer les autres coefficients, et mémes les conditions limites.

e Dans la linéarisation du terme source, il se peut que le coefficient Sk devient ne-
gative, dans ce cas il faut que S¢ soit négatif aussi.

Il faut savoir enfin que la convergence n'est pas toujours garantie dans les procédes
itératives et que certains problémes ne sont pas encore résolus actuellement.

Nous allons donner trois méthodes itératives les plus utilisées qui sont : SOR, Ligne
par Ligne SOR et ADI SOR ..

it
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« Méthode SOR ;

Méthode SOR

Donnés : At : maxres ; maxit ; temps = 0 ; maxtemps ;| @
1) Calcul des valeurs initialles et coefficients
pouri=1, Ni

pourd =1, NJ

a) Calcul des temperature Initiales : T(i,j) = Tinit; Told{i,j) = Tinit;
b) Valeur Initialle du terme source indépendantde T : Sc(i.j) ;
¢) Valeur Initialle du terme source dépendant de T : Sp(ij};
d) Calcul des coefficients . Ae(i,j); Aw(i,j);An(i.j);As(i,j); dV = dx*dy; ApQO ;
@) Traitement des conditions limites
f) Calcul des coefficients : Ap(l,J)

Ap(ij) = Ae(ij) + Aw(ij) + An(i,]) + as(i,j) - Sp(i,j)*dV + ap0;

Fait
Fait
| Marche dans le temps
Tantque { TEMPS < MAXTEMPS )
T =T : Somres =1 K=0;
Faire des ltérations jusqu'a convergence
Tantque ( SOMRES > MAXRES ET K< MAXIT )
SOMRES =0
Pouri=2, ni-1
Rour j =2, nj1
T(ij) = o~ (Ae(ij) * T(i+1,)) + Aw(ij)*T(i-1j) + An(ij) * T(ij+1)
+ As(ij) * T(ij-1) + Sc(ij)*dV + Ap0 * T (i,j)) / Ap(ij) + (1-0) * T(ij)
RES = ABS ( ap(i,j) * T(i,j) - ( Ae(ij) " T(i+1,j) + Aw(i,j)*T(i-1,)) +
An(i,j) * T(ij+1) + As(ij) “ T(i,j-1) + Sc(ij) *dV + Ap0 * T (i,)))
' SOMRES = SOMRES + RES
Fait;
Fait;
Calcul du résiduel RES :
Pour i =2,NI -1
Pour j =2,NJ-1
RES = ABS(Ap(i,j) * T(i.j) - ( Ae(ij) * T(i+1j) + Aw(ij) " T(i-1,)) +
An(ij) * T(ij+1) + As(ij) " T(i,j-1) + Se(ij) *dV + Ap0 * T (i,))})
SOMRES = SOMRES + RES
Fait
Fait
SOMERR = SOMRES
K = K+1
FinTantgue
TEMPS = TEMPS +dt
FinTantque
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« Méthode ligne par ligne TDMA Avec SOR:

La technique ligne par ligne est proposée par PATHANKAR [3], elle comporte les
étapes suivantes :

a) Choisir les conditions initiales de la variable T pour tous le domaine d'étude.

b) Choisir une direction du domaine et considérer I'autre direction comme cons
tante.

c) Résoudre les matrices TDMA obtenues pour chague ligne du domaine d'étude.

d) Répéter a partir de b) les mémes opérations pour I'autre direction.

e) Poser les valeurs obtenues comme choix de départ.

f) Retourner a b) jusqu’a la convergence.

Algorithme ligne par ligne SOR

Données - At, TEMPSMAX Tinit,o,MAXIT
Pour I = 1,NI
Pourd =1,NJ .
T(1,J) = Tinit; T (1.J) = Tinit;
SC(ij); Sp(lJ); ae(ij) ; aw(ij); an(ij); as(ij); dV=dx'dy; ap0;
ap(i,j) = ae(i,j)+aw(i j)+an(ij)}+as(ij)-Sp(i,j)"dV+ap0;
Fait
Fait
Tantqus gTEMF‘S < TEMPSMAX ) (Marche dans le temps ')
T =T ; SOMRES =1; K=0;
Itérations jusqu'a convergence :
Tantque (SOMRES > MAXRES ET K < MAXIT )
Balayage dans la direction J:
Pour | =2 ,NI-1
P(1) =0
Q1) =T(1)
HourJ=2 ,NJ-1
A=Ap(ij} /o :B=An(j): C=As(ij), .
D = Ae(ij) * T(1+1,)) + Aw({l,J) * T(I-1,J) + Sc(l,J) *dV +ap0* T (l.J}
+{1-wm)*A*T(lJ)
PU)y=B/(A-C"P{J-1))
QU)=(C*QU-1)+D )/ (A-C*P-1))
Fait
Pour J=NJ=1,2 -1
T(i,j) = P(J) * T(L,J+1) + Q(J)
Fait

Fait

g0



Chapitre |1| Méthode des volumes finis

Algorithme ligne par ligne SOR (suite)

Balayage dans la direction |

Pour d = 2, NJ-1
P(1) = 0
Q1) =T(1)
Pour | =2, NI-1
A=Ap(lJ)/ ©;B=A(J); C=Aw(J) )
D= An(l,J) * T(1,J+1) + As{l,J) * T(1,J-1) + Sc(l.J) *dV + ApO * T (l,J)
+(1-0)*A"T(lLJ)
P() = b/(A-C *P(-1))
Qi) = (C * Q(I-1)+D){A - C *P(l -1)}
Fait
Pour I=NI-1,2, -1
T(LJ) = P() * T(1+1,J)+Q(l)
Fait

Fait

Calcul du residuel :

SOMRES = 0;
Pour 1=2, NI-1
PourJ=2 Nd-1
RES = ABS[ Ap(l,J) * T(1J) - ( Ae(LJ) * T(1+1,J) + Aw(l.J) * T(I-1,J)+
An(ij) * T(ij+1) + As(i,j) * T(i,j-1) + Sc(ij) “dV +Ap0* T {i,j])]
SOMRES = SOMRES + RES
Fait
Fait
SOMERR = SOMRES
K=K+1
FinTantque (Fin de la boucle des itérations)
TEMPS = TEMPS + At
FinTantgue (Fin de la boucle dans le temps)
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« Meéthode ADI (Alternating direction implicit) avec SOR :

La méthode est basée sur |a division du pas de temps sur 2, dans le premier demi-
pas, le schéma est totalement implicite dans une direction et totalement explicite
dans l'autre direction, dans le deuxiéme pas de temps, la direction implicite est
changée, cette alternance rend le schéma ADI, donc ce schéma permet d'utiliser
deux fois la TDMA par pas de temps.

Algorithme ADI AVEC SOR

LES DONNEES - M, N, L, TOL MAXIT,D,ULL,UU

MN =M*N
MM1 =M -1
ITER =0
RES =100

105l ((RES>TOL)ET (ITER < MAXIT ) ) ALORS
K=0
Balayage dans la direction | :

POUR J=1MN-MM1M FAIRE

K=K+1
KK=0
| POUR I1=J K"™M FAIRE
KK= KK+ 1
LO(KK) = a*L{l)
DKK) =D(l)

UP(KK) = a*U()
CO(KK) = 0*(C(1) - LLAY*X(1-M) - UU(I"X(1+M)) + (1.-0)*D{)*X(1)

FAIT
CALL TDMA(M,LO,DI,UP,CO, XX)
KK=0

POUR I=J,K*M FAIRE

KK = KK + 1

X(1) = XX(KK)

FAIT

FAIT
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Algorithme ADI AVEC SOR ( suite )

Balayage dans la direction J:

POUR J=1M FAIRE

KK=0

POUR I= J, MN-MM1+N , M FAIRE
KK =KK+ 1

LO (KK) = o * LL()

DI (KK) =D{l)

UP (KK) = a* UU()
CO (KK) = * (C(l) - L{)*X(1-1) - U(I)*™X(1+1)) + (1. -0 ) * D() * X(3)
FAIT
CALL TDMA (N, LO, DI, UP,CO, XX)
KK =0
POUR | = J, MN-MM1+N M
KK = KK + 1
X(I) = XX(KK)
FAIT
FAIT

Caleul du résiduel

RES =0.0
POUR | = 1,MN FAIRE
TERM = C(i) - (LL(E*X(i-m) + L{i)*X(i-1) + D(i)*X(i)
+ U(i)"X(i+1) + UU()*X(i+m))
RES = RES + TERM "2

FAIT
RES = SQRT(RES)/MN
ITER = ITER + 1

ALLER A 10

FINSI
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1.8 Applications :

Exemple 1: Conduction 2D dans un rectangle, avec flux de chaleur constant sur
un coté, température constante sur les autres cotés.

Nx = 8;Ny=10; Lx =1.23; Ly =1.68,

Maillage Uniforme Répartition de la température 3D

44 02 0 D2 04 08 DB 1 12 14 5 o 2

Les Contours
T T ™= 4
16 3 i
1) ’
14 L ] |
\ ll 28
13 = I'I
h | | S ! ] a7
Y /
LR b ,,/f ] EE
o
m aL
i —
wal ) 14
i) Y : 33
TR U e LB PO LU = i
L 1 o G2 04 OB QB 1 12 14
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Exemple 2 : Conduction dans la sphére 1D avec convection .

Ti=200[°C ;R=40E-3 [m];H=200.[W/ m*.°K] ; K=50.[ W
/m.K] ;

Cp=450.0[1/Kg.°K]; p = 7800. [ Kg/ m’]

EXACTE VOLUME FINIS

~ N=51;DT=1.E-3 N=51;DT=1.E3

TEMPS = 100 Torpa = 10
t=10s t=10s
EXACTE VOLUME FINIS
N =51;DT = 1E-3 N =51;DT = 1.E-3
asar 'rr
AT 121846
— e 1TE
mh-ci tl-]
| EASTT WA
A 10018
WA LT )
LS A
NTATH w
nTR T
Al N
40 AT
1208
TEMER = 100 [a1 Tanpa = 20 [5]
t=20s t=20s

B3
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EXACTE VOLUMES FINIS
N=51;DT=1.E-3 N=51;DT=1.E-3
T
e T
bistiv ] ;
WriE 71067
m L]
bt Fast
e Barn
HIEE A1
s Taame
1425
e = ad (=) Tempa = 40 [2]
t=40s t=40s
EXACTE VOLUMES FINIS
N =51;DT = 1.E-3 N=51;DT=1E3
g s
2 s
B8 L
HTLIE FA3D
s it
iz i
§a1082 |eIm
= B
WEE
e = 10 |87 Tamps = 00 [=]
t=100s t=100s
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Comparaison Exacte Numérique Tcentre , Tsurface
I Hlp .y T K
o0 L o 300
_ T i ik ¥ 4
- eme 5 T ;
= _."- f" — N I
E.?m - / _z'{ s |§:1m:- ;,-‘; A
El“ - ‘ F /{/‘T‘:':ﬁ:l:‘.' Hmrecious E1m:_ ;
- F ¢ e = # 4
[ ./"-' ‘_;"' i o
o] o i oo
sof r L " sk ,J'/
AT | o [ 1 l\l-.lllll.ll.lllllt oA
4] -] 50 ] 100 e 50 i | 100
TEMPS =] ]
1
t(s) Tcentre (°C) Erreur Tsurf (°C)
Erreur
13.0 26.324049 2E6.33121 .Z7048FR-03 BY.le2EH B7.15%11 .409p4E-04
0.0 He. 87627 S5§.87725 L17237E-04 126.17EB60 126.17690 .13000E-04
30.0 83.650498 93, 64970 .13442E-04 161.92860 161.22750 ,G67847E-05
40,0 130.164%0 130.14310 .13364FE-04 1595.98170 185.86070 .48834E-05
50.0 165.39650 165.39470 .10794E-0G4 228.87170 22B8.570B0  _40054E-05
0.0 199.23150 1899.2246980 _H7311E-05 259.B5250 259.B5170 .3403BE-05
0.0 231.89970 231.6%9800 .73100E-05 Z289.86390 Z2892.B6310 .Z94789E-05
BR.0 Z62.85Z30 Ze2.85060 .62693E-05 18.65820 218.65740 ,26B15E-05
90.0 292.74180 292.74020 .54209E-05 346.20500 346.2B410 L.23795E-05
1i00.0 321.41930 221.41780 .47473E-05 372.78150 372.79070 L212B4E-J5
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Chapitre IV

Modele Numérique

IV.1 Systémes minces

L'équation enthalpique pour un systéme mince et la relation enthalpie - tempéra-
ture pour un matériau hypothétique sont donnés par les équations [5] :

5 %‘;‘- — Ho AT, — T)+ V(Sc(t)+ Sp(t) 11.7)

[T,m +(h- Hn)@]*u(h— Ho)* u(Hg +L—h)

Tthy = + [Tm1+%]*”(h—"|ﬂ}

Cpi
(11.4)
En intégrant I'equation (I1.7) de t*1 a *:
th th
| {p‘u’ﬂ}dt: JIHA(T,, = T)+ V(Sc(t) + Sp(tyT)it] (IV.1)
k=1 o k=1

Pour un schema explicite ( 3 = 0 ) ou implicite ( B = 1), chaque terme de I'équation
(IV.1) prend la forme suivante:

tk
[ [pv %}dt - p"u"[hk . hk_1)
tK—'l

tk
J [ AT - Tht =H* A (1-B)* (T - K ) [ Too - 7K
tk_1

B8
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t° |
I V(Sc(t)+Sp(t)T)dt = u{ﬂ —ﬂ[sck—'l 4 gpk—TK _1] +|3[5c,k ) skak} i
tk—1 ; ,

En substituant chaque terme dans I'éguation (IV.1), on aura :

Fa

oV hK —hk_1J . (1—ﬁ]*[H*A*[Tm _Tk'1]+v sck-1 +5pk_1j—“ At
5

N

. ﬂ*[H*A*[Tm—T“ J+V(sck +Spkﬂﬂt (1V.2)

La condition initiale est donnée par !

10 = Tinitiate (IV.3.a)

h® = hinitiale (V.3.b)

IV.1.1 Méthode Explicite

FPour le schéma explicite , I'équation (IV.2) , a chaque pas de temps devient :

R — pk—1 +:—3 [Tw —T""‘)nn %(5;"'1 +5pk‘1]ﬂt (IV.4)

En connaissant hK et en utilisant I' équation (11.4) , |a température peut &tre obtenue
a chaque pas de temps par:

(k) = {T,-m +(hk +H0)M} *u(h*‘ —Hﬂ)*u[HB+L—th

| 1 (.k j ; ( k
T, —| h* —HO - V.5
1—{ n"1i_{3p5 ( } u HO-h ) )

+ {ng +Cim(hk _Hn_Lj}*u[hk —HD—L)

Le schéma explicite a des probléemes de stabilité si les pas de temps sont larges,
provoquant ainsi des oscilliations des solutions.

8o



Chapitra IV Modéle numérique

Ainsi pour garantir la stabilité, hl"_1 doit étre positif, en substituant TI';“I en terme
de =1 (v4)ou (11.3) -

r’ﬂ
T Fok=1 %,
T _[h —H{l—LJ N TR
m2+cpl ~H+
k=) < Tme(hk‘tHU) . Ho<hT<Ho+L (IV.6)
1 (k=1 k—1
T _[h _Hn] . hT<Ho
m1+m}s =
W

La condition de stabilité est définie alors par :

III-
(Cpl) By = h 1o Ho+L
H*A+V*Spk—
At< L PV , HoshKT<H4L (IV.7)
Tm2 - T H* A + v = spk—T
“y _
g H*A+V*Sp

IV.1.2 Méthode Implicite

Le schéma implicite est défini, 4 chaque pas de temps par f = 1 dans I'éguation
(IV.2) -

hk = pk-1 +%(Tw -7 |at+ 1 (Sc" +Skak]ﬂt (IV.8)
p*V A e

hk et Tk sont calculées simultanément dans les éguation (IV.8) et (IV.5) a chaque
pas de temps .

L’équation (IV.5) est nonlinéaire , la résolution de (IV.8) et (IV.5) demande donc des
itérations .

La méthode implicite est donc plus compligué que le schéma explicite , cependant
son avantage c'est qu'elle est inconditionnellement stable.

a0
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V.2 Matériaux Homogénes

Dans les matériaux homogénes, | 'eéquation enthalpique de la conduction et la rela-
tion enthalpie température sont données dans les équation (11.11) et (11.4) par :

& aT ah
oy (k §]+5¢{H.tT}+Sp(x,t;T) —pE {I.11)

T(h)={ Tm + (h-HO) TLQETW } u(h HO) ud{HO +L-h) +
{ Togh Cipsm—Hm Vu(h—HO) +

1
i = C—m{h —HO - L) Ju(h—HO-L)
(1.4)

Le domaine physique est divisé en volumes de contrdles . Les volumes de contrdles
sont spé&cifies d'abord, aprés sont placés les points au centre de chaque de contréle.
Les points limites ( est et ouest ), sont placés aux bord des limites du domaine phy-
sique avec un volume de contréle nul.

ki

( fig. V.2). Volume de Controle d’un Matériaux Homogénes

La figure fig. V.2 donne une représentation d'un volume de contréle.

En intégrant I'équations (11.11) sur le volume de contréle, pendant 'intervalle de

temps -1 jusgu’a t  on obtient -
t e th g
| @ &T) ch
—| k— [+ 8c(x,t)+Sp(x, )T pdxdt = — dxdt V.8
j J-lc'}x = +Sc(x, t) +Sp(x, )T »dx J Ip@t (IV.8)

tl’(—'1 W tf{—1 W

a1
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Chaque terme de I'équation (IV.9) est integré dans le temps par un schéma explicite
ou implicite .

Donc :
tk
T ah k k-1 ke  pk=q
j- J'p—dxdt Jp[h —h ]dx=pp[hp—hp JI.'-.K
tk—1 W E:
' i g | - 9
T -T k-1 k-1
j j Lkz—]d xdt = (1-B)* {kg| -E—— P |-ky|1E__—TW _ |La¢
e X ; C Bx)e (8% )y
' ki ol
T2 =T, Tk—Tk
wlkal B P | kool 18 1WA
K *‘*[ % "’"[ %
t* e
Se(x, 1)+ Sp(x, )dxdt = {(1—p) ScK 1. gpk T+ 7T L AxAt
{ P p P
tk Tw
Avec

« B=0 pourle schéema explicite .
« B=1 pourle schéma implicite .

La conductivité du matériau peut varier d'un volume de controle CV a un autre, d'ou

l'existence la notion de conductivité d'interface. La conductivité a linterface est
évaluée en utilisant le concept de la résistance de contacte thermique.

Le flux de chaleur de laface est e
% = {6 )E (Tp - Te)—{5 - e~ TE) (IV.10)

et en éliminant Tg, on aura :
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ﬁx}e ﬁx]e* i
e —[ o = } (Tp -TE) (IV.11)

Si le maillage est uniforme par zone : (8x)g+ = (@x)g+ =0.5" Ax, , alors :

& *
ks _ R"HPKE (IV.12)
Axg  Axpkg +Axg *kp

dg =

De la méme maniére :
Kw 2%kw "kp (WV.13)

a
W B Bx kg +AX, Ky

En substituant ces termes dans I'équation (1V.2), on obtient :

'

pp\.

K k-1 : K. Kk
K —hS ]ﬁxp :E{HETIFE+3WT;—[E|E +a, -Sp ﬂxP]+Sc ﬂxp}m

B){a T T“ L (aE+aw-Sp""'*ﬂ.xpj+5ck‘1axp}ﬂt (V. 14)

Les conditions aux limites :
La condition limite en x = 0, g'écrit @ chaque pas de temps par :
s Température imposée , TO (Type Direclet ) :

T{0,x)=TO
T(0.x)=TO (IV.15)

s Flux de chaleur imposé q0 avec convection H0x et TO«(Type Robins) :

~k ‘i} = q+H*(T,, —T(0,1))

k -k
T -1

- k)
= Qb Ta=T
e ay Thxg ("“ ')
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D'ou :
q+H*T':’G+Eﬁ k2 T;
TK _ X2 (V. 16)
1 2k>
Hi=
Axp

La condition en x=1 s'écrit 4 chaque pas de temps par :
= Température imposée , Tl (Type Direclet) :
T{x)=Tj

T,{‘HE =T (IV.17)

s Flux de chaleur imposé q avec convection H et T«(Type Robins} :

-kﬁl =q+H* (T =T(LD)

¥

k k
T, -T
N+2 ~ 'N+1 =q+H*[Tm— k ]

k
N+170.5% Axn. 1 N+2
D'ou :
q+H T+ 2, N17K
T o AXN+1 (IV.18)
N+2 Ha 2|{N+1
AXN 11
La condition initiale , pour tout le domaine , est définie par :
T3 = Tinitiale (IV.19.0)

hg = hinitiale (IV.19.b)
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IV.2.1 Méthode explicite

En accordant I'équation (IV.14) pour le cas du schéma explicite avec f = 0, a chaque

pas de temps h'l_f_. doit étre calculer pour tous les volumes de contrbles de p = 2, jus-

qu' & p = N+1, N étant le nombre de volumes de contrdles total.

At
pp*.ﬂ.‘{P

n =hs+ {aET'é*" +awT:" —[aE v, —8p¢1 *ﬂxP]+sc"—1axP}

(IV.20)

Connaissant les hk . et en utilisant 'équation (IV.4) , les températures pour tous les

volumes de contrdles , seront calculées pour chaque pas de temps par :

Tmz =T, il
() = {Tm1 +(h§, -Hﬂ] —"lgL—"‘”} u(hp -Hnj*u(Ho +L-h'|§,]

o140 {01 )
+ 1Tm1+——| hg —HO |+ *ul HO—h
{ +Gp5( P } P

+ {Tmz +Cim[n'l_5, —Hu—LJ}*u(h';. —HD—L) (v.21)

Les températures aux limites seront calculées a chaque pas de temps en utilisant
les équations (IV.15) et (IV_18). Comme le schéma explicite présente des problemes

de stabilités, les k||§_1 de l'équation (IV.20) doivent étres negative, aprés avoir

substituer T|1§”1 en fonction hIE,_1 des équations (IV.21) ou (11.2). Pour cette raison,
le pas de temps At doit rester inférieur a une valeur limite, At critique.

La condition qui satisfait la stabiliteé est :

C [cpl e = . WS - Ho+L
ag +ayy + Ax, "SpT
At < { L } i i HO<hK T<HO+L  (IV.22)
Tm2 ~Tmt |ag +aw +Ax, *Sp*~
Po*Ax _
W [‘CPS] P PT § hlk; 1"<Hﬂ

ag +aw +.ﬁxp *3p
« Remarque

Pour un matériau pur, Tm1=Tm2, durant le changement de phase, At —» <, donc
on n'a pas de restriction sur le choix de At.
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IV.2.2 Méthode Implicite

En accordant I'équation (IV.14) pour le cas du schéma implicite avec f = 1, a cha-

que pas de temps hl'F‘, doit étre calculer pour tous les volumes de contriles de p = 2,

jusqu'a p=N+1 N etant le nomhre de volumes de contrdles total.

p- Ax
k2 3G o, pF' Ph:_f, 1+3ETE—[3E +aw —Spkﬂx )Tg +a, Tk +Eckﬂx

At P At
c'est a dire :
PphXy i K K K k K PplXp 1
Thp+[3E+3W—EP ﬂ.xPJTP=aETE+a Tw +|Se A, +——— At hp™

(IV.23)

En se basant sur I'équation (IV.21), les températures sont fonctions des enthalpies,
pour tous les volumes de contrbles allantde p=1 a p=N+ 1, et en utilisant

les équations (IV.15) et (IV.18) pour les conditions aux limites, on retrouve N + 2
équations @ N + 2 inconnues, qu'il faudrait résoudre dans le temps.

comme 'éguation (IV.21) est non linéaire, la résolution simultanée de ces N + 2
équations demande des itérations.

les N + 2 équations prennent la forme suivante :

Ap*h';:AE*h‘fEm h':N +B (IV.24)

Qi les Ap, AW, AE et B sont données par :

e N R R
(IV.24.a)

el
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- Ho—hyy | o hyy —HO-L
Tz —Tmt 1a £t . ”[ w [ )
Aw =aw* [ M2~ mi *u[h —HD)*u(L+HD—h ]+ i

[ L ] v W Cps Cpl

(IV.24.b)
Pp * Ax
At

Ap = +[aE+aE—Spk"ﬂxPJ

- ) ) u[HD-hf:] u[h*p—Hu—Lj
*uhp—-HO |*u L+HO- +
L i ] \ hp]+ Cps Cpl

H

# |r Tm2 —Tm1
% L A

(IV.24.c)
Et:

kﬂ-x \'I
B=[p"—" rhk-T sk vax 4
At ) P P

o . £ N, f Tm2-Tm1Y), )
aWw [u[hw _Hu] u[L+HD-hW —Tm1+[f] HUD+

A 4 .
| % Yo A Yo - ‘HO+L T
4 *!_ . L . o w |
aWw {[u[HE—hW) L TmhLEps} Hﬂ] +[u(hw HO L] [ Tm1+|k = ”

"
ag *[u(h; -—H'D]"'U(Lq-HD—hTEJ* ~ T +[@J*HDU+

E.E*{U(Hn_hg)a[’_w+[E.;5_]*Hn]]+[u(hg_m_L]*[_Trm+[:Hg;ﬂ)]}
: (aE +ag —SpK * ﬁxP]" [u[h*E nHDj*u[L+HD—h;J*(—Tm1 +{h2 LJMJ*HD]] 3

LaE+aE—Spk*th]* |
{[U(Hﬂ— hErj* [—Tm1 +[Cé] : Hun + [u[hfn ~HO —L] . [— Tri + [”g;l'- m}

(IV.24.d)
Ces équations sont assemblés dans une matrice tridiagonale, ol seuls les coeffi-
cients diagonaux, sous-diagonaux et sur-diagonaux sont non nuls.

La résolution par la méthode TDMA donnent alors les hE, actuelles .

-
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Modéle numérique

_ALGORITHME CAS HOMOGENE IMPLICITE

DONNEES
KMAX , EPS . N, MAXRES , At et ( Ax(p),p=1,N+2)

(hg. TQ ,p=1.N+2)

MARCHE DANS LE TEMPS :
POUR K=1, KMAX FAIRE
| POUR p =1,N+2 FAIRE
| CALCUL DES aW(p) , aE(p)
by =
| FINPOUR
| FAIRE DES ITERATIONS :
OUR IRES = 1, MAXRES FAIRE
POUR p =1,N+2 FAIRE
CALCUL DES COEFFICIENTS : AW, AP AE,B
FINPOUR
APPEL DE THOMAS - TDMA{N+2 AW AP AE B,R)
POUR p=1,N+2 FAIRE

hs = Rp)

CALCUL DES TEMPERATURES : T§
FINPOUR
CALCUL DU RESIDUEL

RES =00

POUR p =1,N+2 FAIRE
RES1 = ABS(h-hp)
RES =RES +REST*RES1
FINPOUR
RES = SQRT(RES)/(N+2)
SI(RES< EPS) aller 4 2
FINPOUR
2 AFFICHER LES RESULTATS : hf§ , T§

| FINPOUR

(IWV.19.a) , (IV.19.b)

(IV.12), (V.13) |

(IV.24)

(IV.21)

og
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IV.3 Matériaux Hétérogénes

Dans les matériaux hétérogénes, les équations enthalpique de la conduction et la
relation enthalpie température sont donnees par (I1.19) , (11.20) et (11.4).

s Dans la matrice :

T, ¢ &y
Cm am = Ex_[km f)—Hﬂ{Tm —Tp)+ Sﬁm {I, t)+ Spm {K, t)Tm |:||'1 9:]'

« Dans les particules :

NV, Jep ‘:"‘E" = Hg Ty - Ty J+ Sep (. t)+Spp (x. T (1.20)

Le domaine physique est discrétisé en volumes de controles dans les quels sont
centres les nceuds du maillage, aux bords du domaine sont places les neeuds limites
et les volumes de contréles limites sont nuls.

Pas2 —— ‘
Pas | ——— |
Matrica
| /L r o /vl/t[
P > it P —C’/—-—h
Particule
:l - - = - =
0 t1 £2 a e temps

Schéma a 2 pas pour les matériaux hétérgénes

0o



Chapitre [V Modéle numerique

En intégrant les équations (11.19) et (11.20) sur le volume de contrdle pendant
I'intervalle de temps tk_1ju5qu'éi tk. on obtient :

« Matrice :
j jl [ ] He(Tm = To )+ Sem(X.t) - Spm(x, t]T}dmt j _[cm Tm gyt
tKTw th=Tw
{IV.25)

« Particules :

tk e tk B T

j I'HG(Tm—Tp]qvSu:p{x,t}—Spp{x,t)Tp}dxdt = I J-(Wp]pp C M gt {IV.286)
& 1w KT w

Chaque terme de 'équation (IV.25) est évalué dans I'étape 1, ol la temperature de
la matrice est déterminée pendant chaque pas de temps a la fin de l'intervalle , alors
que celles des particules est calculé au début de l'intervalle du domaine temporel.

Ona:

j jcm 9Tm gyt - JCm[Tk )dx cm[ Th k- 1]ﬂxp (NV.25.a)
t“—

k gk k -k
3 ™ T
j j_.[km—]dxdt_ Km, { mE _mP | ol -mP_mW i (v2sh)

K- w (Bx )e (Bxhy

t* e |

I I ‘H"‘(Tm—Tp)ﬂth = [—HG(Tm—Tp)]MpN (IV.25.¢)
1w

tk

[ jl [km—] He(Tm - Tp]+5c:m(x t) - Spm(x, t}T}dxdt— j’ J’cm“T dxdt
g1 = w

(IV.25.d)

Chaque terme de I'équation (IV.26) est intégré dans le temps par un schema expli-
cite ou implicite pour les particules dans I'étape 2.

1o
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Comme les équation (IV.25) et (IV.26) ont un terme en commun ,celui-ci doit étre
évaluer de la méme fagon.

L'intégration de chaque terme de I'équation (IV.26) donne :

t* e oh e . e Tt

[ fowvplp P dxat = [wplop{nf (o) -1 ~p) ax

tk-1w W

t e a

[ [(vopp—Eaxat = (NVo)*pp | ) -h% ) |* Axtp) (IV.26.a)
tk 1w b ’

* e

| [teltm - Tp Jenct = He T @) —T,‘,““'{p)jﬂx(p) “At (IV.25.¢)
1w

t“ e
[ [lsoptnt)+ Spplx T, fixdt = (1- a{se',g‘1 +spls M (e |+ dep)*
1
+ E*[SG'I_E, —SpE *Tﬁ{p}}*ﬂx{p}*m (IV.26.b)

Ou
e [ =0 pourle schéma explicite |
« [ =1 pourle schéma implicite .

La conductivité & linterface est évaluée en utilisant le concept de la résistance de
contacte thermique.

Kmie _ 2km(P)"Km(P+1) (Iv.27)
©x)e  Ax(p+1)*km(P) + Ax(p)*Krn(p +1) '

|“lrn."l"” = _Ztkmip}*km{p_” {IVZB}
(Bx)y  Ax(p—1)"km{p) + AX(p) " Km(p-1)

En substituant les eéguations (IV.25.a) a (IV.25.d) dans I'équation (IV.25) et en inte-
grant pour tous les volumes de contrdles allant de p = 2, juqua p = n +1, pour cha-
que pas de temps par L'équation (IV.29) :

AP (PITE (P) = AW (P)TE (P — 1) + AEm(P) TS (P + 1)+ Brn(P) (IV.29)
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Avec :
AWm(p) =  Smw (IV.30.2)
m (Bx '
K -
AEm(p) = ﬁ (IV.30.b)

AP (P) = Crm * AX(p) + AEm(p)* At + AW (p)* At + He * Ax(p)At—Spy(p)  (IV.30.c)
Bm(p) = Cm * Ty~ (0)Ax(p) + He* TS ~(p)Ax(p)At + Scih(p)Ax(p)At  (IV.30.d)

Les équations dues aux conditions aux limites en x =0 et x = | et la condition initiale
sont :

les conditions aux limites en x =0 est deéterminée suivant les types Dirichlet , Ne-
wman ou Robins .

e Température imposée, TO :

Tmi(Gt) = TO

T = To (V.31)
AEmM(1) =0

AWm(1) =0

APm(1) =1

Bm(f) = TO

» Flux imposé q avec convection Het TO :

&Tm

)

km

= q+H* [Ty - Tm(0,1)]
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Wodéle numeérigue

k k
km(ﬂMz} =q +H*[Tm ~Trh()

| M

0.5 Ax(2)
AEm(1) = 26m(2)
Ax(2)
APl = 2OTNE)
Ax(2)
Bm(1) = q+H*T,

La condition aux limites en x =| est définie par:
« Températurs imposéeenx=|:

Tm(ty =TI

TEKIN+2) =TI

AWMIN+2) =0

APm{N+2) =1

Bm(N+2) =TI

o Flux imposé q avec convection H et T :

km %1 =q+H"* [T, —Tm(, t)]

THIN+2) -TRIN+1) _ i LS

k

Donc !

- km(N +1)
Ax{N+1)

AWM(N +2)

103

(IV.32)

(IV.33)

(IV.34)



Chapitre [V Modéle numérigue

k(N +1)
APmMN+2) = 2 MN+1) |
Lk Ax(N+1)

BmiN+2) = q+H*T,,

La condition initiale est définie par :

T3 = Tinitiale (IV.35)
T = Tnitiale (IV.36)

En accordant I'équation (IV.30) pour les volumes de controles CV allant de p = 2,
jusqu'a p = N + 1, et en utilisant les equations (IV.31) jusqu’a (IV.34), pour les con-
ditions aux limites et initiales, nous obtenons N+2 équations a N+2 inconnues.

Ces équations sont assemblées dans une matrice tridiagonale, ol chaque coeffi-
cient est nul sauf , ceux de |a diagonale, sur-diagonale et sous-diagonale.

Les temperatures T,?,(,{p) sont déterminées en résolvant le systéme (TDMA).

En substituant les équations (IV 26 a) (IV.26.b),(IV.25.c) dans |'equation (IV.26), on
obtient :

He*(TH () =75 ~(p) )" Axtp)* At
(NVD)* pp(p) * Ax(p)

hSp) = h5'p) + +

(1-8)*(Scf "+ 5ol Vo) Jaxcp) 2t B S +SpKTH(p) | Bx(p) * At

(NVP)* pp(p)* Ax(p) " (NVp) pp(p) - Ax(p)

(IM.37)
Oou :

+« [ = 0, pourle schéma implicite .

e [ = 1, pourle schéma explicite .
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IV.3.1 Méthode Explicite pour les particules

En remplacant dans ['équation (IV.37) ., p = 0. le schéma devient explicite. A cha-
que pas de temps , les hE{p‘,ﬁ sont calculées pour tous les volumes de conirbles
allantde p=2jusqu' a p =N+ 1 par I’ éguation ([\V.38) :

o * () - T8~ (p) ) Axip) * At
‘ (NVP)™ pp (p) * Ax(p)
Sc',f;. 1, spl—tok 1{p}]*ﬂx{p}*ﬂt

(NVP)* pp(p) * Ax(p)

Connaissant les hlﬁ{p} et en utilisant 'éguation (11.4) , les températures pour tous les

volumes de contrdles allant de p = 2 jusqu'a N+1 seront calculées a chaque pas de
temps par I' équation (1V.39) :

Sy = hslp) +

(IV.38)

h§(o) =hg ')+

o o) s

(IV.38)

hk 1{;3} dans I'équation

Comme le schéma explicite est instable, les coefficients
(IV.38) doivent restées négatives aprés avoir substituer TE 1{p} en terme de

h:{i 1(p] dans I'équation (1V.39) ou (IV.3). Par conséquent le pas de temps doit
rester inférieur & une valeur dite critique.

La condition de stabilité [6] est détermineée par :

(Cpl) pp{p]l {va} , hE_1{p} = HO +L

H':+5F'p ')
[ L }pp(p)*(NVm
Tm2-Tm1 HG+SpE_1{p}
Pp(P) " (NVp)
H+:+Sp¥;. 1[p) '
» Remargue

Atz 3 . Ho <h§Yp) <HO<L (IV.40)

(Cps)— nS o) <Ho

Pour les matériaux purs, oll Tm2 = Tm1, durant le changement de phase At <wo, donc
il 'y a pas de restriction de temps pendant cette phase.
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IV.3.2 Méthode Implicite pour les particules

En remplagant dans I'équation (5.37), B = 1, le schéma devient implicite. A chaque
pas de temps , les enthalpies hE{p} sont calculées pour tous les volumes de con-
tréles allantde p = 2 jusqu'a p =N + 1 par |’ équation (IV.41) :

k@) = hs~ip) oy o -{Hc*[Tﬁqtpn—TS"m}}ScE+5p,'§.TEtm}

(NVp)* pp(p) * Ax(p)
(IV.41)

Les hE{p} et Tl!}ip] doivent étres calculées simultanément dans I'équation (IV.41) et

(IV.39) a chaque pas de temps. L' équation (IV.39) est non linéaire, donc la résolu-
tion des équations (IV.39) et (IV.41) simultanément demande des itérations.

La condition de stabilité [6] est déterminée par :

.
Pp(P) " (NVp) k-1
Cpl) = . hgT'(p) >HO+L
" L pp(p)* (NVp) k—1 {
NV
(o )F'p(P]( p) hlé_1{p} <HD
» Remargue

Pour les matériaux purs, ol Tmz = Tmi, durant le changement de phase At <o,
I'inégalité (IV.41) est inconditionnelement stable pendant cette phase.
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ALGORITHME CAS HETEROGENE IMPLICITE POUR LES PARTICULES

DONNEES
N.Eps MAXRES, At et (Ax(p) , h§ , T9 ,p =1, N+2)

. MARCHE DANS LE TEMPS
POUR K =1, MAXK FAIRE

CALCUL des T (p) en fonction des h3(p) par TDMA (IV.30)
POUR p = 1N+2 FAIRE
ho® =h§ @) hp(e)=hs"(p), ho(p) =~ (p)

RES = 1.
IRES =0

25| (RES > EPS ET IRES < MAXRES ) ALORS
u{h;(p}—Hﬂ)*u[Hﬂ +L—h;~{pJJ
u(hp{p}_Hc:-]
u[.h;,_{p}—Hﬂ L)_

! B
|
|
|

]
[

RESOLUTION DE ({IV.39), (IV.41) PAR L'ALGORITHME DE NEWTON

E- s p)-
Ax(p)* At

(NVp)* pp(p)* Ax(p)

Tm2-Tmi] _ | HO—E E-HO-L
T AT — 4B Tm1- +C* e Tm2 + ———>=0
{m1+ L } L CPPsS} { CPp.l }

[ [Tmllpl Tp 1{p})+8cp+8pk *T-‘ =0 (IV.41)

(IV.39} ‘

RES = ABS(E-hp(p))

hp(p) =E, Tp(p) =
IRES = IRES + 1
ALLER A 2

| FINSI
ACTUALISATION

np(p) =E
WP =T

FINPOUR
FINPOUR
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Chapitre V resultats et discution

Chapitre V

Résultats et discution

V.1 Matériaux homogeénes :

V.1.1 Effets du nombre de Stefan : Ste =0.1;Cr=1; Kr=1

bd 14

MEmparatire

T, B s e i [ T " " |
GEE ' a5 T 1

tamps

| Fig.V.1 Evolutions de laTemperature (bicouche) dans le temps

Materiau 1

Front de phase

Materiau 2

M L L 1 1 " = 1 1 1 1 i
%5 ] e 1

lemps

Fig.V.1 Front de fusion dans le temps {hicuuéhe}
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1508

TempEnsue

Matarisa 2

Frompde fuslon msterisu
.

&
3

i 1 |
[ETT]]

SRR

n 'ﬁ i

— i

4 e
S
e

Fig.V.2 Frontde fusion ettempératures surface centre (bicouche)
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résuliats et discution

V.1.2 Comparaison des géometries cylindrique et sphérigue

Cylindrigue

Sphérique

t=015E-2s

t=015E-28

t=018E-2s

= of

bitd

{:'

[]
x

t=02E2 s

i 313

= 0

S

G HHEH

Fig.V.3 comparaison des géométries cylindriques et spheriques
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V.1.3 comparaison des géométries cartésienne et sphérique

|
Ifl]_— =Pl e f’ |
i _}x"r
“- )_,'"
im'- o o
& I -*'JJ/ 3 THantre
E [ o
wmf
“EI f
S v R 1 v 1
=mpe
4E-ﬂ_— — AEE-4E S — =
s A4E-t
e AIE4E
. hateriau 2
AE-4E - e
N T
‘?"‘; E‘“ hstarigy 7
ot e
4E4f g
1 LAE-AE
I S T o TO PP | AAE-BE
(X7 (X7 (Y13 it
taropi
LR 4BEE
: AzEeE b
1764 |- m_
3 i3
=l 113
1xppes
| | ot
a3 agm b bl
TRER | Ll
; | astm
BE-E - B
F F'oo i
' e T o Tin B T T e 7
terapa mpn

Fig.V.4 Front de fusion et température centre et surface
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V.1.4 Comparaison entre les géométrie 2d xyet 1D

; g

JEIERRERELE

i3

JFEBRETELE

IUHE

i
mué-
mr' s
o /
B [
ot
= ¥
B |- P
L
m-,!r
B
TEaEE ER
Bmp

Fig.V.5 Comparaison entre les géomeétrie 2D xy et 1D
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V.1.5 changement de phase dans un rectangle

Maillage 51 * 51 (a) L = 0.95E4 5 (b)
[ B I
beo
2L
o o mE
sym mveci{on L
e
- kp E_ 1
s
b
Rre X
conveECIon
t — 0.98 E4 s (e) t = 1.OE4 s (d)

5 =
22 B2
e =
= =

= =

.
t - L01L4 5 (e) t = 102E4 s ()

b i

. e

et 18]

E b |

| e

P iz

o | il

- s

FigV.6. Changement de phase dans un rectangle
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V.2 Matériaux hétérogénes

résultats et discution

k =60 (a)

Front o fus lon

£

k=80 (x

TR T
£ F

k=90{¢)

EEE T .

Tnitde funlen
EE S E

k= 120 (d)

vz
E ¢ EF EEE

T

Front 2 i den
- B R

EEEE

Lo

[ 1] & B

Fig. V.7 Front de phase dans le temps
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Flux imposé  (a) ko 60 (b)
L1 — .35
] || §
| | r
: |
g [
| £
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Chapitre W

Cas d'un flux variable au bord limite

résultats et discution
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Fig. V.9 Evolution des températures matrice particule ( x=0,x=1)
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Fig. V.11 Evolution de la temperatures de matrice et particule en (x=0,x=1)
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Chapitre V resultats et discution

Dans Fig.V.1 nous donnons I' évolution de la température dans le temps, dans
Le cas du bicouche.

La figure Fig.V.1 est une repésentation du front de fusion dans le temps

Fig.V.2 représente les fractions de phase et les températures a la surface et au
centre dans un bicouche.

Une comparaison entre comparaison des geomeétries cylindriques et
sphériques dans la figure Fig.V.3 .

La Fig.V.4 donne le Front de fusion et température au centre et a la surface.
Comparaison entre les géométrie 2D xy et 1D est donnée dans Fig. V.5 .

La figure FigV.6. represente le changement de phase dans un rectangle.

La Fig. V.7 une une représentation du front de phase dans le temps pour un
matériau hétérogéne, suivi de la distribution des temperatures Tm et Tp temporelle
dans la figure Fig. V.8

Nous donnons dans le cas d'un flux variable au bord limite , Evolution de la
temperatures de matrice et particule en ( x =0, x =1 ) par la figure Fig. V.11, suivi

de Evolution de la fraction liquide-solide particule ( x =0, x=1 )dans la Fig. V.10 .

Une évolution des températures matrice particule ( x =0 , x =1 ) est donnée dans la
figure Fig. V.9.
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Concluston



Conclusion générale

Conclusion Générale

Cette étude nous a permis de traiter le probléme de Stefan dans divers matériaux,

a savoir les systemes thermiguent minces, le matériaux homogénes monodimensio-
nels,enfin les matériaux hétérogénes monodimensionnels, par la technique des vo-
lumes finis implicite.

Pour les matériaux homogénes, nous avons donner la solution numérique pour les
deux schémas explicite et implicite, suivi d'une généralisation dans le cas monodi-
mensionel pour les géometries cylindrique et sphérique, puis dans le cas 2D, en
traitant le changement de phase dans un rectangle.

Pour les materiaux hétérogénes, nous avons défini la notion de conductance de
contacte, masse réduite, en considérant que le changement de phase des particu-
les, il serait trés intéressant d'étudier aussi le probléme de Stephan dans la matrice,

Il serait aussi important d'étudier le cas bidimensionel dans ce type de matériaux.

Nous avons supposer la relation enthalpie température linéaire. il serait intéressant
De traiter la non linéarité pendant le changeament de phase.

On pourrait reprendre ce travail, en utilisant d’autres méthodes, en les comparant
avec la méthode enthalpique .

J'espére que ce travail pourait &tre corriger et ameéliorer, car de nombreux aspects
n'ont pas pu étre abordés ici.
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