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Résumé

L'agitation mécanique occupe une place trés importante au sein
des procédés Iindustriels. Grlce a cela, les praticiens, par
leurs expérience, et les numériciens, par 1'analyse numérique et
l'informatique, donnent de plus en plus d'informations
detaillées et fiables sur la structure des écoulements en cuve
agitée. Les études combinant les deux approches ont également

contribué a cet approfondissement de la connalissance.

Par rapport aux systémes déja existant, 1'amélioration apportée
par notre travail se situe dans la possibilité d'utiliser des
geométries différentes de cuves agitées par un ou plusieurs
mobiles de natures différentes, pour un fluide newtonien.

En regime laminaire, nous avons simulé les écoulements en cuve
non chicanée, ce qul nous a permis de supposer 1'écoulement
tridimensionnel et axisymétrique, donc  homogéne dans la
direction tangentielle. L'avantage est la mise au point d'un
code de calcul assez léger en capacitée mémolre, exlgeant des
temps de calcul faibles sur un micro-ordinateur de type PC, muni

d'un coprocesseur arithmétique.
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INTRODUCTION GENERALE :

L'étude des structures des écoulements en cuve agitée est
un sujet actuellement trés important de 1la recherche. Des
approches théoriques se succédent parallélement aux études
expérimentales de plus en plus sophistiquées.

L'analyse théorique est toujours fondée sur la résolution
numérique des équations de NAVIER-STOKES. La complexité de ces
équations et des phénoménes physiques mis en jeu est a l'origine
d'une limitation naturelle de ce type d'étude, bien que, depuis
quelques années, on ait pu constater l'apparition de logiciels
commerciaux et le développement de techniques numériques
solides.

Dans la pratique, 1'étude expérimentale est mende en
laboratoire sur des maquettes de taille réduite. L'analyse fine
de la structure des écoulements en cuve agitée est aujourd'hui
envisageable expérimentalement, grdce a des techniques comme
l1'Anémométrie Laser Doppler, qui est de plus en plus utilisée,
au détriment de techniques intrusives plus anciennes, comme le
tube de Pitot, le moulinet, ou l'anémométrie a film chaud.

Parmi ces études d'évolution de 1'état macroscopique global du
mélange dans la cuve, Bertrand et Couderc [15] ont simulé
numériquement les écoulements des fluides visqueux newtoniens
autour d'agitateurs plans bipales, ancres ou barriére. La
simplification du probléme en un probléme bidimensionnel permet
de s'affranchir des gradients de pression les plus difficiles a
formuler en introduisant une formulation dite de Helmoltz.
Celle-ci permet le calcul de la fonction de courant et de 1la
fonction rotationnel de l'écoulement.

Ohta et Coll (1985) ont simulé 1les écoulements secondaires
générés dans une cuve agitée par une ancre. Le probléme a été
rendu bidimensionnel moyennant des hypotheéses simplificatrices.
Les études tridimensionnelles sont récentes et peu nombreuse
([16], [17]). Bolour et Froushan (1986) ont simulé les
écoulements générés par une turbine. Cette dernieére est
modélisée par un volume générant les mémes conditions de
frontiére moyennes que la turbine.






Des tentatives de modélisation de 1'écoulement dans le courant
de refoulement d'une turbine ont également été éffectuées.
Bohlar et Coll (1978) ont simulé 1'écoulement généré par une
turbine en l'assimilant a un jet tournant. Le liquide issu de ce
jet posséde uniquement la composante tangentielle de vitesse, et
il est considéré comme plongé dansg un milieu liquide
initialement au repos.

Notre travail se situe dans 1l'exploitation d'un code de
calcul assez léger en capacité mémoire pour des géométries
différentes de cuves agitées par un ou plusieurs agitateurs de
types "Turbine" ou "Hélice".

Dans cet objectif, nous avons utilisé la méthode aux volumes
finis pour la résolution des équations de Navier-Stokes et
1'équation de transfert de matiére. Les résultats obtenus sont
commenter et représenter sous formes de lignes de courant et de
projection des vecteurs vitesse dans un plan vertical.

Nous présentons les différentes étapes nécessalres pour
l'exploitation d'un tel code de calcul (code Simpler); qui a éte
mis & notre disposition

Les deux premiers chapitres sont consacrés a une revue
bibliographique sur 1l'agitation mécanique et les mélanges, et
les systémes retenus pour la simulation

Le chapitre trois consiste en la formulation mathématique
régissant le phénoméne convection-diffusion et le transfert de
matiere.

Le chapitre quatre concerne la présentation de la meéthode
des volumes finis et son application aux équations de
Navier-Stocks, ainsi que 1'équation de transfert de
matiére, en coordonnées cylindriques.

Dans le chapitre cing, nous présenterons et discuterons les
différents résultats obtenus par la simulation numérigque pour
différentes géométries (cuves cigares, cuves standards ou cuves
camenberts) agitées par un ou plusieurs mobiles d'agitation; la
turbine et 1l'hélice.

Nous terminerons ce travail par une conclusion g¢générale
suivie de perspectives concernant la présente étude.






p——

CHAPITRIE N°: 1 PAGE : 1

INTRODUCTION AUX PHENOMENES D’AGITATION ET DES MELANGES

1-1) INTRODUCTION

Les fonctions exigibles pour un agitateur industriel sont

diverses; elles peuvent &tre le mélange de liquides miscibles,
la mise en suspension d'un solide dans un liguide,
l'accélération du chauffage ou du refroidissement d'un milieu,
le mélange de poudres, etc... Les agitateurs industriels
remplissent probablement beaucoup d'autres fonctions dans
d'autres types de génie des procédés ou de fabrications. Les
différentes opérations citées ci-dessus se retrouvent dans un
grand nombre de branches industrielles, agroalimentaire,
pharmacie et chimie fine, chimie de base, traitement des eaux,
plastiques, peintures, papier, pétrole, d'autres encore... Il
est donc légitime de penser qu'a un type de fonction, dans un
domaine industriel identifié, va correspondre une famille
d'agitateurs précis. Il serait méme possible de penser qu'il
existe des abaques ou des logiciels, permettant le choix des
équipements nécessaires. Le choix rationnel d'un équipement,
l'optimisation de son mode de fonctionnement sont les gages de
bonne mise en oeuvre des procédés. Malheureusement, nous n'en
sommes pas encores arrivés a ce point, le choix d'un agitateur
se fait souvent par intuition ou analogie.

Le premier agitateur industriel est apparu a la fin du
dix-neuviéme siécle, il s'agissait d'une hélice marine et le
métier concerné était 1'industrie des engrais, c'est-a-dire la
chimie de base. Vraisemblablement, les résultats furent
satisfaisants a 1l'échelle de mesure de 1l'époque. Nous ne savons
pas exactement pourquoi ce type de mobile fut retenu, sirement a
cause d'un ensemble de hasards qui ont mené & ce choix. Par
ailleur, sont également apparus dans des ateliers ou petites
unités régionales des outils constitués de barres ou rondins



N - - I B B L B B B S e B B O .. ==
—



PAGE : 2

plus ou moins tordus. En boulangerie, les pétrins ont commencé a
avoir des formes‘spécifiques. Le succé de ces opérations dans
des métiers qui s'ignoraient a fait que les améliorations des
mobiles mis en oeuvre n'étaient Pas nécessaires, qu'aucun besoin
de recherche ou d'étude n'est né a ce moment-1a.

Le génie chimique moderne est siirement né en 1915 lorsque
Little inventa le concept d'opérations unitaires. Les premiers
principes du génie chimique furent é&laborés en 1923 par Walker,
Lewis et Mac Adams et les opérations unitaires mises a jour
furent la distillation, 1'absorption, 1l'adsorption, la
filtration, etc...mais pas le mélange. Beaucoup d'exemples
vinrent ensuite de 1'industrie pétroliére. C'est ainsi qu'en
Angleterre et aux Etats-Unis, puis seulement a partir de 1950 en
France, fut enseigné le génie chimique, avec beaucoup
d'applications dans 1'industrie des engrais et 1'industrie
pétroliére. L'opération agitation-mélange, réputée comme allant
de soi, n'apparait pas dans ces ouvrages techniques. La premiére
publication significative sur un équipement d'agitation est
écrite en 1953 par Rushton [1], qui invente une turbine portant
maintenant son nom. La nature de la recherche scientifique est
telle que beaucoup de chercheurs se sont engouffrés a la suite
de Rushton et ont produit une somme considérable de résultats

sur cette turbine, délaissant forcément tout autre type
d'agitateurs.

La génie chimique a largement contribué a 1'essor de la turbine
de Rushton, exportant ses méthodologies propres vers d'autres
branches que la chimie ou 1'industrie pétrolieére. Ainsi est né
le génie des procédés. L'agitation-mélange, sous développé dans
sa méthodologie, a encore plus souffert de cette croissance de
la discipline de référence. Vers 1980, toutefois, les recherches
en agitation, sur d'autres mobiles ont été entreprises, et des
produits autres que 1l'eau furent considérés.
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1-2) GEOMETRIE DES SYSTEMES D'AGITATION
Les écoulements en cuve agitée sont des écoulements
complexes. Ils dépendent & la fois de la nature du fluide et des

caractéristiques géométriques de 1'installation, dont 1l'organe
principal est bien slr constitué de 1l'agitateur lui-méme.

a) Les cuves

Les cuves les plus largement utilisées dans 1'industrie
consistent en des cylindres équipés de fonds qui peuvent &tre
plats, coniques ou bombés, selon les impératifs de vidange,
d'agencement ou tout simplement d'usage dans 1'entreprise. Ces
différentes géométries sont représentées sur la figure(1l-1).
Leur volumes peut varier de quelques dizaines de centimétres
cubes pour certaines applications en chimie fine dans
l'industrie pharmaceutique par exemple, a plusieurs centaines de
métres cubes pour certains traitement de minerais ou pour des
opérations de stockage.

T~ ~

Fond plat Fond conique Fond bombé

Figure (1-1) : Géométrie des cuves
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b) Les agitateurs

Le choix d'un type d'agitation pour une application bien
déterminée de Génie des Procédés reste du domaine de la
recherche, méme si certaines régles génerales se décagent. Il
exite deux grandes classes de mobiles d'agitation suivant le
mouvement des fluides engendré dans la cuve par rapport a 1l'axe
de rotation du mobile:

@ Mobiles d'agitations a refoulement radial;

® Mobiles d'agitations a refoulement axial.

e Agitateurs a refoulement radial
Ils sont caractérisés par une aspiration axiale du fluide,

généralement par le dessus et par le dessous du mobile, et par
un refoulement radial vers les parois de la cuve lorsque
l'agitateur est centré sur l'axe de sysmétrie de l'installation.
Le mobile plus répandu dans cette catégorie est la turbine de
Rushton. Cette derniére est caractérisée par 6 pales droites
fixées a cheval autour d'un plateau horizontal, figure(1-2)
dfaprés la réf [4]. Les turbines créent des effets de
cTsaillement relativement important, comme par exemple le cas
d'un gaz ou d'un liquide dans un autre liquide. Ce sont des

organes générateurs de turbulence. Ils sont caractérisés par une
consommation énergétique élevée.

a Turbi ) =
) ne a 6 pales plates. b) Turbine a4 B pules incurvédes

Figure (1-2) : Agitateurs du type " turbine "
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¢ Agitateurs a refoulement axial

Ce sont principalement les hélices,les vis et les
hélicoides. 1Ils crient un mouvement des fluides dans une
direction axiale (vers le haut ou vers le bas). Les premidres
hélices utilisées furent 1les hélices marines, puis furent
remplacées par des hélices plus performantes appelées hélices
profilées ou hélices a pales minces(HPM) , figure(1-3), réf [4].
Ces agitateurs sont principalement utilisés dans les opérations
d'homogénéisation, de mélange de liquides miscibles et dans les
opérations de dissolution ou de maintien en suspension d'une
phase solide. Les vis et les hélicoides concernent les systémes
les plus visqueux.

[ .
\ / oL
N _ {:\ ._E__’.] 5 e
/} ) (:'( et \ ‘;‘,_f./"’f

a) Hélice marine a 3 pales b) Mobile & 6 pales planes

inclinées

////
O
"“‘“\\j\
. /\

—8.
\

C) Hélice 4 3 pales & profil wince

Figure (1-3) : Agitateur du type " Hélice "
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* Systémes a mouvement tangentiel

Ils est évident que tous les agitateurs rotatifs ont
tendance a créer un mouvement tangentiel. Mais souvent, 1ils
développent également comme on vient de le voir des écoulement
radiaux et axiaux. Les systémes appartenant a cette catégorie-ci
sont dessinés pour générer uniquement des écoulement
tangentiels. On retrouve dans cette catégorie les agitateurs a
grand diamétre, comme les agitateurs barriéres, les agitateurs
cadres et les ancres. La figure(1l-4) présente des modédles de ce
type, d'aprés la réf [4].

Cette catégorie d'agitateur est employée avec des fluides
hautement visqueux. Les agitateurs barriére se rencontrent dans
les industries fromagéres et sont utilisés pour
l'homogénéisation des péltes molles et les opérations de
décaillage. Les ancres sont souvent utilisées pour assurer le
renouvellement du fluide en contact avec les bords de cuve, en
particulier pour améliorer le transfert thermique lorsqu'il est
assuré par une double enveloppe. Elles sont souvent associées a

d'autres agitateurs qui assurent une circulation axiale dans la
cuve.

a) Agitateur a ancre b ) Agitateur & barriére

Figure (1—4) : Agitateurs a débit tangentiel
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1-3) SYSTEMES RETENUS POUR LA SIMULATION

Nous venons de préciser les principales géométries de cuves
et d'agitateurs que l'on rencontre dans les opérations
d'agitation mélange industrielles. Dans le cadre de ce travail,
notre choix s'est porté sur la simulation des géométries les
pPlus couramment utilisées, A savoir les cuves cylindriques de

toutes proportions (cuves cigare, cuves standard ou cuves
camembert).

La forme du fond de cuve est un paramétre limité aux formes
concaves décrites par une fonction liant la profondeur de la
paroi du fond au rayon. Trois catégories sont étudiées: les
fonds plats, les fonds coniques et les fonds bombés.

En ce qui concerne le mobile d'agitation, 11 a semblé
intéressant de pouvoir simuler des cas correspondant a
différents types de mobile, appartenant a une des trois
catégories décrites ci-dessus. Des turbines, des hélices ou des
bipales peuvent donc 8tre pris en compte par le modéle,seuls, ou
en association - ce qui permet de combiner plusieurs agitateurs

sur le méme arbre, de méme type ou de type différent-.

Un agitateur est en fait modélisé par une bofte "noire", ou
on ne connait les propriétés d'écoulement qu'au niveau des
frontieres, a partir de mesures expérimentales ou de valeurs
issues de la littérature.

Au niveau des entrées de notre code de calcul, 11 est donc
possible de fixer la géométrie de la cuve (hauteur/diamétre), la
forme du fond, le nombre d'agitateurs, la taille de chacun, leur
positionnement individuel sur 1'arbre et la vitesse de rotation.
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CARACTERISTIQUES MACROSCOPIQUES DE L’AGITATION MECANIQUE

2 — 1 ) INTRODUCTION

A  partir de la connailssance locale des phénoménes
d'agitations, un certain nombre de grandeurs globales peuvent
étre calculées. Nous les décrivons dans cette partie.

2 — 2 ) PUISSANCE D'AGITATION ET NOMBRE DE PUISSANCE

C'est la puissance consacrée uniquement a la mise en
mouvement du fluide dans la cuve. Elle nous permet de choisir le
type de moteur a installer et de comparer sur le plan
censommation d'énergie les performances de plusieurs mobiles.
Elle dépend de la géométrie de la cuve , du systéme d'agitation
des propriétés du milieu agité et des conditions opératoires
(figure 2-1), d'aprés la réf[4]. Ce qui peut s'écrire

f(pr“rurNrgfPfDachrHtYrwfbrlfprnpfn“) =0 (2'—'1)

Ces 16 variables peuvent s'éxprimer & partir des trois unités
fondamentales : masse, longueur et temps. L'application du
théoréme de Vaschy-Buckingham permet de transformer la relation
préceédente en une relation comportant (16 — 3 = 13) nombres sans
dimensions. Les plus importants sont les nombres suivants

@ Nombre de Reynolds

Qui caractérise le rapport entre les forces d'inertie et
les forces de viscosité.

Re ~ (2-2)
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Figure(2-1): Paramétres géométriques d'agitation

np : nombre de pales

nc : nombre de chicanes

4 longueur des pales

W largeur des pales

b : largeur des chicanes

Y Elévation du centre du mobile d'agitation par rapport au
fond de la cuve.

Da : diamétre du mobile d'agitation

Dc : diamétre de la cuve

N : vitesse de rotation du mobile d'agitation

P, H , v sont les propriétés physiques du fluide
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@ Nombre de Froude

Qui caractérise le rapport entre les forces d'inertie et
les forces de gravité.

Fr= ———== (2-3)

@ Nombre de Weber
Qui caratérise l'action des forces de tension superficielle.
2 3

We & P . N . Da (2—4)

w Nombre de puissance

C'est le coéfficient de trainée de l'agitateur dans le
fluide.

Np = : ; (2-5)
P . N . Da

Cette relation se traduit par une courbe caractéristique
d'un mobile d'agitation [4], donnant les variations du nombre
de puissance Np en fonction du nombre de Reynolds (Figure :2-2),
qul présente trois parties
L. eére
01 zone

Le régime d'écoulement est laminaire ou Re < 10 avec

Np . Re = Ne

ou: Ne représente le nombre de Newton 1ié a la geométrie de

1'équipement.

éme

o2 Zone

C'est une zone intermédiaire ou le régime d'écoulement est
dit de transition.

éme

o3 zone

Le regime d'écoulement est turbulent ou le nombre de
Reynolds est compris entre 100 et 1000, valeur qul dépend de 1la
géométrie du systéme et le nombre de puissance Np est constant.

Np = constant
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2 -2 -1) Calcul de la puissance d'agitation

La puissance consommée dans 1'ensemble du volume peut
s'écrire sous la forme:

P=JJJ :D dvVv (2—6)
D

Ot : » = domaine ou la puissance est dissipée
= volume correspondant & ce domaine
T = tenseur des contraintes
H = viscosité dynamique

T:D = produit tensoriel

T=2 .4y .D {2=7)
D = tenseur des vitesses de déformation

A d Vi d Vj -

Dis = 5 ( a x; Y T xi ] (2-8)
d'ou . 2

_ P9 d Vi d Vj i P,

P = JJJ 7 M [ T + 5 g ] dv (2—9)
D

Lors de la discritisation, 1'intégrale est transformée en
la somme de toutes les intégrales sur chacun des volumes de
calcul (voir annexe 1).

P=Y 45 .D:D.ri drdz a6 (2-10)
i

ou ri est le rayon du centre de chaque cellule ou est calculé pu.
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Figure(2-2) : Courbes caractéristiques de puissance

2 — 3 ) DEBIT DE POMPAGE ET NOMBRE DE POMPAGE
Le débit de pompage Qp est le débit de fluide qui passe

effectivement dans le mobile d'agitation, pour une vitesse de
rotation donnée.

W Cas de la turbine de Rushton

Le debit de pompage est dans ce cas le débit qui sort
radialement de 1la surface latérale du volume occupé par
l'agitateur. Si cette surface latérale est située entre les

cOtes z1 et z2 , ce débit s'exprime sous la forme

z2
Qp = 2 n R J Vr dz { 211 )
Z1
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@ Cas d'une hélice

Le debit de pompage est alors le débit qui sort axialement
de la base du volume occupé par le mobile et peut s'écrire sous
la forme suivante -

(2—-12)

_
Le nowbre de pompage adimensionnel est fonction du type de
mobile d'agitation et du régime hydrodynamique. Dans le cas du

régime turbulent NQp est une constante [4] et est définie par

Qp
Nm>=—“~**1 { 4~13)
N . Da’

2 — 4 ) DEBIT DE CIRCULATION

On appelle débit de circulation la somme du débit de
pompage et du débit induit di a l'action de pompage du mobile
par les aspirations secondaires du fluide.

Qc = Qp + Qi (2-14)

kKemarque :sulte a des travaux falts puar plusieurs auteurs [4],
on admet que, quel que solit le type de mobile
d'agitation le rapport Qc/Qp est a peu prés constant
et vaut environ 1,8. On pourra définir un nombre de
circulation NQc par

NQc = 1.8 NQp (2—15)
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Figure (2-3) : Débit de pompage, débit induit
et débit de circulation.

(cas d'une hélice)

@ Cas d'une hélice

Le débit de circulation est donné par 1l'expréssion suivante:

21
JRo

Qc = ) r . vz dr du

0
0

Ro est le point de changement de sens de la

(2—-16)

vitesse axlale
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hz

h1

, ]

Figure (2—4) : Débit de pompage, débit induit
et débit de circulation.
(cas d'une turbine)

@ Cas d'une turbine

Le débit de circulation est donné par 1'expréssion suivante:

hz

Qc

21 R Vr dz (2—17)
h1

h1 est le centre de la premiére boucle de circulation inférieure.

hz est le centre de la premiére boucle de circulation supérieure.
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2 — 5 ) TEMPS DE CICULATION

On définit le temps de circulation tc comme le temps moyen
mis par une particule fluide pour effectuer une rotation
complete dans la cuve et s'écrit sous la forme suivante

tc = Vo / Q¢ (2—-18)

ou Vo désigne le volume de liquide contenu dans la cuve.

2 — 6 ) TEMPS DE MELANGE :

Il est défini comme le temps nécessaire pour obtenir une
bonne homogénéité dans 1l'ensemble de 1la cuve. Cette valeur
est fonction des caractéristiques physico-chimiques des fluides

a mélanger, des conditions d'agitation et des systémes
cuve-agitation.

En régime d'écoulement turbulent, le temps de mélange mis
sous forme adimensionnelle (N.tm, produit appelé temps de
mélange) est une constante, fonction de la géométrie du systéme
et des caractéristiques du fluide. En régime d'écoulement
laminaire, il est difficile d'obtenir des valeurs fiables, mais
on peut dire globalement que le nombre de mélange décroit avec
l'augmentation du nombre de Reynolds.

Dans le cas de notre code de calcul, le temps de mélange
est défini comme le temps nécessaire pour obtenir un état dans
lequel 1'écart maximal de concentration d'un traceur entre deux
points quelconque de la cuve ne dépasse pas les 10%

La comparaison du temps de mélange et du temps de
circulation permet de qualifier l'efficacité de mélange d'une
installation. Si d'une part la valeur du temps de mélange est
satisfalisante, et d'autre part le rapport (temps de
melange/temps de circulation) est faible, c'est 1'assurance que

l'installation ne recéle pas de zones mortes ou de cavernes.
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FORMULATION MATHEMATIQUE

3 - 1) INTRODUCTION

Les équations régissant le phénoméne convection-diffussion
a l'interieure des cuves agitées mécaniquement, sont les
equations de la mécanique des fluides en coordonnées
cylindriques, ainsi que 1'équation de transfert de matiére. On
considéere un fluide newtonien et incompressible pris dans un
repere orthonormé ou l'action de 1l'écoulement est en déformation

continue dans le temps.

3 - 2) EQUATIONS

1°/ Equation de continuité

ap 1 o 10 d_ — -

55 + 5;(9 r Vr) +~Er§§(p Vo) + az(r vz) = 0 (3-1)
2°/ Equation de quantité de mouvement suivant r

oVr avr VO 9Vr avr  ve° oP

ot Vr5r *' 1 a8 tVe T Tr =7 or

il 2 2 -
3 3 3 av Ve
. U [ Ve, __ 1 9%Vr, gr+_% arr 22 ag __vz ] (3-2)
r r

2 r2 862 a3z
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3"/ Equation de quantité de mouvement suivant ¢ ;
Ve avo VO ave ave Vr.ve _ 1 ap
plat + Vr g T 5 30 + V 2z ""-"i-—**] == A ae
a%ve 1.0%ve  a%ve . 14ve 2 avr Vo
+ H [_'—?""’" + _-; > + > +"E ar +"T‘?;'{F}_"""'"“‘,‘)_") (3‘“"3)
ar”© r° ae az ) o
4"/ Equation de quantité de mouvement suivant 7
L | 9vz dvz Ve dvz ovz _ _JP_
P { It + Vr B + = 35 Vz Bz ] W R
2 2 2 ;
J"Vz 1 d"vz )"Vz 1 dvz
+ U [—(—.._é... + =g V? + - 2 -!“-'E‘E]—r— ] (3-4)
or r- oe” az

5°/ Equation de transfert de matiére

L'équation générale de transport d'une propriéte physique
quelconque ¢ peut s'écrire

Ell oo [ 7e fre o

4 S v

Dans le «cas du transfert de matiére, ¢ représente la
concentration d'une espéce réactive ou non. J est le flux de
diffusion surfacique relatif a ¢ et S‘ est le terme source
pouvant correspondre a la génération ou a la disparition de 1la
matiere. Ce terme est nul dans le cadre de ce travail, puisque
l'on considére qu'il n'y a pas de réaction chimique.

On peut alors écrire le premier terme de l'equation précédente
sous la torme

5t m Peav = m [gz(ﬁ’ ) + div(p c"c)] AV (3-5.a)

4 vV
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Le second terme s'écrit
—_ L (rr ——
- Jj J n ds = - j}J div J 4v (3-5.b)
S Vv

L'équation de transfert de masse peut &tre transformée en une
equation dite locale, donnée par :

s

gg(p ¢) + div(p €V) = - div J (3-5.c¢)

En vertu de 1l'équation de conservation de la masse, cette

équation se met encore sous la forme plus simple

ac —_— -
P %ﬁT +V . grad Cp = - div J (3-6)

Le flux de diffusion peut s'exprimer en fonction du gradient de
concentration par la loi de Fick

— ———y
J=~ A, grad C
ol A = (Df.p) représente une fonction scalaire du coefficient de

diffusivité de la concentration en [g/cm.s]. La forme finale de
l'equation de transfert de la concentration s'écrit

—_ — —

== + V . grad C = div ( Df grad C ) (3-7)

et Df représente le coefficient de diffusivité [cm®/s]

Remarque : K = constante
Ce cas correspond a l'écoulement d'un flu: '« Newtonien, découplé

avec le transiert de matiere, c'est &a dire gue les deux fluides
mélangés ont la méme viscosité.
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3 - 3) HYPOTHESES DU MODELE MATHEMATIQUE

Le modéle numérique gqui sera développe dans la suite de ce
travall repose sur une version plus simplifiée des eéequations
ci-dessus, obtenue compte tenu des nypothéses simplificatrices

sulvantes

@ Le flulide est incompressible ;

@ Le nombre de Reynolds est suffisament faible pour que l'on
puisse considérer que le régime d'écoulement est laminaire ;

w 1 est intéressant, compte tenu de 1l'hypothése précédante, de
considérer des réacteurs sans chicanes. Nous supposons alors

que 1'écoulement est tridimensionnel mais axisymétrique ;

m Le nombre de Froude est suffisamment faible pour que 1l'on
puisse négliger 1l'action de la gravité. Nous considérons par

conséquent que la surface libre reste plane ;

Kemarque :

@ Le comportement du fluide ne dépend pas de la temperature

# Fluide newtonien;

Hypothéses de 1'axisymétrie de 1l'écoulement peut se tradulre par
1'homogénéité de toutes les caractéristiques physiques du fluide
dans la direction tangentielle, par conséquent

)= o

Le systéme précédent se simplifie en

2 . ) o= 2 .
avVr aVr ovVr VL] oP [ avr® avr® 1 dvr Vr ]
plrr= + V55— + V22— - — |= -5 + {| — + — +—=—37 ——-
\at ar oz r } or arz azz r dr rd
i P 2 —
REGEVE ave Ve Ve.V6| _ a"vo d"vo i ayeo _ (7}
P at + Vr Fir + Vz 3% + s ] = u[ ar2 + azz + = hE :;;
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+__—_

2 2
ovz v N ovVz + Vz vz - _ 9P " [ vz ; 9vz 1 sz J
ar? az° N ISR

9 3 .19 ac 9 _| pg oC
at + Vr ar + Vz 3z o == r[r Df ar ] + az[ Df o5 ]

Ces eéquations sont formées de termes représentant les deux
phénoménes habituels de convection et de diffusion, mais aussi
les termes d'accélération centrifuge et de coriolis dues & la
mobilité du repére intrinseéque.

3 - 4) CONDITIONS AUX LIMITES :

Dc/2
! L Surface llibre
-
axe
Paroi
"4

H :
A A

Aglitateur

L da |

T Fond Plat
Figure(3-1) : PFrontiéres du domaine de calcul

Le domaine considéré est le volume limité par les
frontiéres d'une cuve mécaniquement agitée, mono ou multiétagée.
Chagque agitateur est modélisé par un volume cylindrique dont les
dimensions et la position par rapport au fond de la cuve sont un
paramétre du modéle. Compte tenu de 1l'hypothése (3) un seul plan

vertical est étudié. Ce plan est limité par quatre frontiéres, a
savoir
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- Le ou les agitateurs;

- L'axe de la cuve, considéré comme axe de sysmétrie;
La surface libre

.
’

- La paroi latérale et le fond.

® Conditions aux limites sur un agitateur

L'établissement des conditions aux limites sur les
frontiéres du volume occupé par l'agitateur est assuré par la
voie expérimentale. Les vitesses sont soit obtenues par des
mesures par anénométrie Laser Doppler, soit imposés par
l'utilisateur. Le champ des vitesses est injecté au modéle
numérique comme conditions aux limites associées aux équations.

a) Agitateur de type turbine

axe
ve(r,z) = 2n N . r
- - ey,
— — — —
—) > H
— -H_t 3 e

b) Agitateur de type hélice

axe de 1'hélice

Corde de référence
| du profile de pale

Tracé du plan
de 1'hélice

|
Le point A est soumis A& un mouvement

- de rotation autour de 1l'axe de l'hélice, d'ol une vitesse
tangentille V6.

- de translation paralldle A 1'axe de 1'hélice, d'ol une vitesse
axiale Vz
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tel que

- @ angle de calage

- P angle d'aspiration (ou de refoulement)
- o« angle d'incidence

- Le pas géométrique H = 2 I1 R tg(w)

- Le pas réel H'= 2 1 R tg(B)

avec : tg(f) = —Y2
20 RN
donc : H' = 2 IR vz - _Vz [m/s]
20RN N [t/s]

H' s'exprime en métres par tour.

e Conditions aux limites sur 1'axe

Comme on le voit sur la figure ci-dessous, l'axisymétrie du
probléme impose A la composante axiale du champ de vitesse
d'étre une fonction paire du rayon. Par contre, les composantes
tangentielle et radiale en sont des fonctions impaires.

Les

conditions aux limites pour les composantes du champ de vitesse

sur l'axe se traduisent donc par

Vr(r=0,z,t) = 0

vo(r=0,z,t) = 0
NZ(r=0,2,t) = 0
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* Conditions aux limites & la paroi latérale

et le fond

Ces conditions sont évidentes dans ce cas. Elles
traduissent 1l'adhérence du fluide a 1la paroi et au fond. Elles

s'écrivent

Vr[r =—%E ;2
Paroi latérale ) Ve[r =—%E ;¢ B i

Fond < Ve[r , 2 = zf

\

zf est la fonction qui donne la profondeur
pour un rayon donné. Les expressios de zf
testés dans le cadre de ce travail sont

@ Fond Plat : zf = 0

, Dc
@ Fond conique : zf = tan(a) ( r - -
® Fond bombé : zf = // H® + r? -
o4

t}zo

du fond de la cuve
pour les trois cas

H

étant l'angle que fait la paroi du fond avec la surface zf = 0.
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e Conditions aux limites & la surface 13
LY

Compte tenu de la condition (4) ,

Les autres conditions aux limites peuvent étre mises au point en
considérant que les contraintes de cisaillement sont nulles.
Cette supposition a été utilisée par Abid [5], Lafond [6] et
Baccar [7] avec succés. Cette condition se traduit par

” v o B
3y [r,z_H,t] t 3 (r,zuﬂ,t] =0

ave _ 1 8vz _ _
'é—z‘-‘ [r,z—H,t] +?"a'€ [I‘,Z—H,t] = 0

avr (. __ .. )
Oor : 35 \r,z-H,t‘

i
o

Par conséquent

.

3 - 5) CONDITIONS AUX LIMITES POUR LE TRANSFERT DE MATIERE

Elles peuvent se déduire du caractere " imperméable " des
frontiéres en annulant sur celles-ci le flux de matiére; qui
réside dans le fait que la composante de vitesse normale a
chaque frontiére est nulle, d'ou
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[

ac _ B
T {r,z = H,t} =0
ac _ _
3z (r,z = zf,t) = 0

gt {; =0 ,z,t} =0

ac _ Dc _
ar {r =3 ,z,t} = 0

3 - 6) ggyDITIONS INITIALES :

A 1'instant initial, on cons

tout point saut

1'hypothese
ent au bout d'un temps tres

Lement global

gque le champ de vitesse
agitateur. cette
que chaque

idere
est nul en sur chaque
considération stipulant

agitateur atteint
t au temps au bo

repose Sur

gon reégime permarn
ut duquel 1'écou

petit par rappor

devient permanant.
on €s

pas a pas dans le temps, comme

s calculs pour la
on homogénéité du

La concentrati t calculée

pour l‘hydrodynamique,
n est pasé sur

par contre 1'arrét de

une échelle de n

concentratio

champ de concentration.

C(r,z:H,t=0) = Co
C(r,z,tzo)\ =
z#H

3 — 7) DEGRE D' HOMOGENEITE :

Nous considérons que dans C m de
d'inhomogénéité est obtenu lorsqu
ration nulle sauf une gseule.

s les cellules on

re cette échelle
centration

le le degré maximu

e toutes les cellules de

100 %
L'homogénéité

calcu

1 ont une concent
t la méme

t telle que toute

ons pour construl
Nc a la méme con

totale par contre es5
que l'on

concentration. Suppos
en preésence de N cellules dont

oncen

est
avec

c et No cellules ac tration nulle,

Nc + No = Nt (3-8)
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La concentration moyenne du réacteur est donnée par
g = Nc . C _ (3-9)
Nt
L'écart type est donné par
Nt
qul se met encore sous la forme
& = 2 No . C (3-11)
Nt

Dans le cas général, le degré d'homogénéité retenu s'écrit

ag = 20Nt . ¢ (3-12)

(Nt - 1) C

B E Ci
avec : C= —— (3-13)
Nt

v o|ci - ¢
et : g = (3-14)
Nt

L'échelle dg est toujours comprise entre 0 et 100. Ces valeurs
extrémes correspondent respectivement a 1'homogénéité totale et
a l'inomogénéisation totale définies précédemment. Le temps
d'homogénéisation (qui peut &tre comparé au temps de mélange
théorique) est calculé a partir de ce paramétre par

Ntm = N . At . ite

N : étant une vitesse de rotation en tours par seconde

At : le pas dans le temps

ite : le nombre d'itérations a effectuer pour obtenir une valeur
de dg donnée.

Le temps d'homogénéisation donné par notre programme s'exprime
donc en nombre de tours.
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3 - 8) MISE DES EQUATIONS SOUS FORME ADIMENSIONNELLE

Puisque l'influence du nombre de Froude est négligée, tous
les écoulements ayant le méme nombre de Reynolds et les mémes
paramétres géométriques sans dimensions sont alors équivalents.
La liste de ces paramétres est la suivante

H da b h
Dc ' De ' Dc ‘" Dc

Les variables adimensionnelle sont les suivantes

= I
- Dc

x _ z

Z 7 TPe

S'i1l y'a plusieurs agitateurs sur l'arbre ;
Dm = max (Di)

Si ces agitateurs n'ont pas la méme vitesse de rotation ;
Nm = max (Ni)

d'ou la vitesse Vm est

Vm = Nm . Dm

On pose : vr* = YL vt = N8 et vz* = JZ

Vm 4 6 Vm Vm

et : P =

x t . Vm
Dc
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Pour ne pas aloudir les notations le signe "x" sera omis et Les
équations adimensionnelles se présentent alors comme suit

avr Vr avr  vo® 1 vr 8P . 1 |8°vr . a%vr 1 ovr
= + Vr + Vz - — === - =% 4 = — + il
at dr dz r Re r? ar Re or? az2 r Ir
/ 3
ave Vo ave . vr.vo 1 ve 1 a’ve  a’ve 1 ave
g=— + Ve =— + Ng + + = — + e e
Jdt ar oz r Re rz Re or? ag2 r or
J
vz vz vz ap 1 2%vz . 8°vz 1 ovz |
T + Vr~§§r + Vz 5 == 3% + Re St = +-; A
ar az
J
1 0 _
3 ﬁ(p r Vr) + é'z(r vz) = 0
ac ac ac  _ 14 Df  ac d | _Df ac
ot * vr ar * vz Jz T or ar{r Vm.Dc OJr } * az[ Vim.Dc 3z J

Re est le nombre de Reynolds globale de l'écoulement, son
expression dans le cas de fluide newtonien est

Reg = P_. VE . Dc (3-15)

Le nombre de Reynolds globale Reg, est écrit ici par rapport au
diamétre de la cuve, Dc. En agitation mécanique, le nombre de
Reynolds de référence est construit par rapport au diamétre de
l'agitateur. L'expression de ce nombre est

2

Rea = P . N . Da (3-16)
u

La relation liant ces deux écritures du nombre de Reynolds
s'écrit comme suit

Reg = (—%g ] . Rea (3-17)
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RESOLUTION NUMERIOQUE

4-1) INTRODUCTION

Les équations de conservation régissant le phénoméne de
convection - diffussion et l'équation de transfert de matidre
sont des équations différentielles aux dirivées partielles non
linéaires et elliptiques. En raison de leur complexité, il
consiste A& remplacer ce systdme continu par un autre systame
algébrique discret exprimant un point P du volume de contr8le
en fontion de ces noeuds voisins.

Il existe actuellement trois grandes méthodes de discrétisation:

# La méthode des différences finies,
® La méthode des éléments finis,

® La méthode des volumes finis.

Notre choix s'est porté sur la méthode aux volumes finis
développée par PATANKAR (1980-1981). Cette méthode s 'adapte bien
en général aux équations aux dérivées partielles concernantdes
transferts impliquant une forme conservative. L'avantage de
cette méthode par rapport aux éléments finis, par exemple, est
sa grande souplesse de mise en oeuvre et du code de calcul mis a
notre disposition. Nous allons dans ce qui suivra détailler les
calculs correspondant a l'application de cette méthode dans le

cas de notre probléme d'écoulement laminaire tridimensionnel
axisymétrique.

4-2) MAILLAGE :

Dans le cas de la méthode aux volumes finis, la réalisation
d'un maillage consiste A& découper le domaine de calcul en
volumes élémentaires a face commune deux a deux. Ces volumes ne

doivent pas se chevaucher et doivent recouvrir tout le domaine
de calcul.



ad B —
= e = - O S E e E e e e e e s = e



—
S

PAGE: 30
La figure (4-2) représente deux cuves maillées de cette
méthode. Les propriétés physiques scalaires inconnues du

problémes sont calculées au milieu du volume de chacune de ces
cellules. Les points du maillage correspondant au calcul de
chaque composante du champ de vitesse se situent aux milieux des
interfaces des volumes élémentaires de base, dont le vecteur
normal est parralléle a la direction de la composante
considérée. Dans le cas particulier de l'axisymétrie, la
composante tangentielle du champ de vitesse est considérée comme
une propriété scalaire variable de 1'écoulement. Elle est alors
calculee au milieu des cellules de calcul du maillage de base
comme la pression et la concentration. La figure ci-dessous
présente quelques cellules du maillage de base avec les points
de calcul correspondant aux autres maillage associés.

Figure(4-1) : Points de calcul

P Point de calcul de composante radiale de vitesse.
Point de calcul de la composante axiale de vitesse.

¢ Point de calcul de la composante tangentielle de vitesse, de
la pression et de la concentration.
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Maillage

Fieure(4-1)
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4-3) DESCRIPTION DU PROGRAMME MAILLEUR

Le maillage utilisé dans ce travail est un maillage décalé
non régulier a trois régions comme le montre la figure(4-2)

- La zone de présence de l'agitateur;
- Le fond de cuve;
- Le milieu de la cuve.

# Les agitateurs

Cette région est maillée aussi émincit qu'on le désire dans
la direction axiale. Le programme mailleur charge comme données
la hauteur d'implantation, l'epaisseur et le nombre de points
dans la direction axiale de chagque agitateur. L'épaisseur de
chaque maille de base sur un agitateur est donnée tout
simplement en divisant l'épaisseur de l'agitateur par le nombre

de points en question.

w Le fond

Le maillage du fond n'est travaillé de fag¢on particuliére
que lorsque le fond n'est pas plat. Le maillage de cette région
est aussi contr8lé dans la direction axiale. La génération de ce
maillage par le programme mailleur est effectuée par la donnée
du paramétre de forme du fond et du maillage commun dans la

direction radiale (voir annexe 5}.

m La région centrale

Cette région est formée de sous régions séparées deux a
deux par un agitateur. Toutes les mailles de chaque sous-région
ont les mémes dimensions et le nombre de mailles de chaque
sous-région est calculée par le mailleur en fonction des
hauteurs d'implantation des agitateurs et de leur épaisseur.
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L'opération de maillage en volume finis est en général d'une
rapidité incomparable & la méme opération en élément finis. Pour
une cuve a fond bombé par exemple, et pour un nombre ralsonnable
de points de calcul pour chaque composante de vitesse,
l'opération de maillage en éléments finis nécéssite souvent un
mailleur commercial, et un temps de calcul de l'ordre d'une
semaine sur mini-ordinateur. A titre de comparaison, la méme
opération en volumes finis nécessiterait un temps maximum de
cing minutes et une capacité mémoire dix fois plus petite.

4-4) MISE EN FORME DES EQUATIONS

Pour discrétiser en volume finis le systéme d'équations
correspondant & notre probléme, 1l est indispensable de mettre

ces équations sous forme conservative.

4-4-1) Transformation des équations

La partie des équations représentant le phénoméne de transport
par convection pour une propriété physique notée ¢ , qui peut
8tre l'une des composantes du champ de vitesse, soit la

concentration est donnée par

vr ar 1 vz dz ar oz L Or

o o¢ _ a(¢.vr) , 3(e.vz) _, [ 9vr  avr } (4-1)

Ce qui peut s'écrire sous la forme

a9 ¢
Vrar + Vzaz = ar 3% "

o _ o(e.vr) _ 3(e.vz) _ ¢.Vr ¢(§%£ + Q%; + 15) (4-2)
h r L
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La partie du second membre mise entre parenthéses est 1l'égquation
de conservation de la masse, et par conségquent, les termes

convectifs sont donnés par

Qit_'_ d¢

—
Vr 3r + Vz T ~ div( ¢.V ) (4-3)

La partie qui représente le phénoméne de diffusion est donnée
par:

—_—
1 9 ¢ 2 9% | _ a; 3
T { r.F¢ 3r } t 5z [ F¢ 3z J = div { F¢ grad ¢ ] (4-4)

F¢ étant le coéfficient de diffusivité de o.

4-4-2) Forme générale des équations

Les équations de transfert de la quantité de mouvement d'une
part et 1l'égquation de la concentration d'autre part, aprés ces
quelques simples manipulations mathématiques, peuvent prendre
la forme générale de 1l'équation suivante, d'apreés la réf[3] :

————h

—
-g—“‘% + divle.v - grad ¢}+ Sp.¢ = Sc (4-5)

L ¢



—
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Les expressions des fonctions F¢ , Sp et Sc sont résumées dans
le tableau suivant

¢ s Sp Sc
1 1 ap Ve .ye
Vr - = —
Re rz.Re or r
1 1 Vr.ve
Vo vr.vu
Re rz.Re r
op
C Df 0 0

Le terme Sp est le terme source linéarisé. Il doit étre positif.
Ce terme n'existe que dans les deux premieéres équations du
mouvement. Il provient des termes de diffusion et il est lié a
la mobilité du repére intrinséque, et donc il n'existerait pas
dans le cas d'un travail en repere cartésien.

Le second membre de la deuxiéme équation de mouvement peut faire
l'objet d'une méme analyse. Il est composé du terme
d'accélération de Coriolis qui est linéaire par rapport a la
composante tangentielle de 1la vitesse, mais son coéfficient de
linéarité peut 8tre positif ou négatif. Il est alors nécessaire
dans le cadre d'une éventunelle linéarisation de l'effectuer en
chaque point de calcul, et a chaque étape de résolution. Le
terme source et le terme lindarisé de cette équation peuvent se
transformer de la facon suivante

Sp = —“zl——- + max [ o, SE )

S¢c = — VO . min [ o, VE ]
7
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4-5) DISCRETISATION

On considére un point de calcul noté P appartenant a un
volume élémentaire sur lequel on va intégrer les équations aux
dérivées partielles (voir figure(4-3)).Ce point est a la
distance r de l'axe de la cuve, et il est entouré de quatre
points voisins notés E,W,N et S. Les surfaces frontiéres notées

e,w,n et s sont situées a mi-distance entre le point P et chacun

de ces quatre volsins.

N
B M
n" ...................................... 1 (852 )n
nE |-
W % W 2 Ie oE a
B: ............. ! (62)s
’ e S &
S
J rr ,
| (51 )w i (8r)e '
Al; r

Figure(4-3) : Volume de contr8le

# Integration de 1l'équation générale

On considérons le cas d'un écoulement tridimensionnel

axisymétrique, l'équation(4-5) s'écrira sous la forme suivante
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Soit
%% +—%—gE(r.Vr.¢) + gE(Vz.¢) =-%%g§[r.r g% ]+ gz(r %% J+ 8 (4-6)
On obtient aussi
gf(r-¢) + g;[r.Vr.¢ -I'.r g%]+ gz[r.Vz.¢ - I'.r gg] = 8.r (4-7)
ou encore
gf(r'¢) + g? [r.Jr] + g; {r.Jz) = S.r (4-8)
avec
Jr = Vr.¢ - T %%
Jz = Vz.¢ - T %%

Ou J représente la densité de flux convectif-diffusif de ¢.

Af
de

in de pouvoir intégrer cette équation, on doit tenir compte
s suppositions suivantes ;

Les flux totaux Je, Jw, Jn et Js calculés aux interfaces e, w,
n et s sont uniformes sur leurs interfaces respectives,

Les vitesses massiques (p.V)_, (p.V)_, (p.v), et (p.v) sont
uniformes sur leurs interfaces respectives,

- ¢ est uniforme dans le V.C a l'instant considéré,

P
Le terme source S est aussi uniforme a 1'intérieur du v.C,

On considére un schéma complétement implicite en vue d'assurer
une stabilité du schéma de progression dans le temps [3].
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Soit
-~ a -
2L (rvre) + S(vze) =L [rp 2 ]+ L }+ S (4-6)

8t " r or oz | 9z

On obtient aussi

%(r.«p) + %E(I.Vr.lt» - .r g%% g;[r.\lz.tr) = [ %‘—;} = 8.x  (4-7)
ou encore
gf(r.¢) + %j (r.JrJ + gE (r.Jz] = S.xr (4-8)
avec
Jr = Vr.¢ - T g%
Jz = Vz.¢ - T g%

Ou J représente la densité de flux convectif-diffusif de ¢.
Afin de pouvoir intégrer cette équation, on doit tenir compte

des suppositions suivantes

- Les flux totaux Je, Jw, Jn et Js calculés aux interfaces e, w,
n et s sont uniformes sur leurs interfaces respectives,

- Les vitesses massiques (p.V)_, (p.V)_ , (p.V) et (p.v), sont
uniformes sur leurs interfaces respectives,

- ¢p est uniforme dans le V.C a l'instant considéré,
- Le terme source S est aussi uniforme a 1'intérieur du V.C,

- On considére un schéma complétement implicite en vue d'assurer

une stabilité du schéma de progression dans le temps [3].
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Nous intégrons terme par terme 1l'équation (4-8) a travers le
volume de contr8le décrit sur la figure(4-4) et par rapport au

temps t, suivant un schéma implicite.

Soit
e L2

J J J St(r.0) at ar az = ( by - en ) v

s w t1

J J J gf [r.JrJ dr dz dt = ( Ae . Je - Aw . Jw J At

t2 e n

c i
! J { g; [r.JzJ dz dr dt = { An . Jn - As . Js } At
b
L1 w =
A2 n e

[ S.r dr dz dt = S . AV . At

"tlJuJu

AW, Ae, An et As sont respectivement les sections de pPassage des
tacettes w, e, n et s, Jw et Je sont les valeurs de 1la

composante radiale de la densité de flux convectif-diffusif sur

les facettes w et e, Jn et Js sont les valeurs de la composante

axiale sur les facettes n et s.

Les expressions des sections de passage sont données par

AW = re . Az

Ae = rv ., Az

An = zn . Ar

As = zs . Ar
Par conséquent

o) AV _m
[¢P - ¢p) At + (Ae.Je - Aw.Jw) + [An.Jn - AS.JB] =S5 . AV (4-9)






= A J9
avec
AV : volume entourant le noeud P tel que : AV = rm Ar Az
- ¢;': valeur au temps t,
= ¢p : valeur au temps t+At,
- Im = —53—3*51— (rayon moyen).
( a ) ( . 80 )
= = N = B R
Jw tyr . I‘¢ or | et Je Ur ¢ ¢ or |
w e
_ 8 - _r 9
Jn = {Vz.¢ —1“¢ 3y }z et Js = ¥Z.¢ [ & Bz Js

En remplag¢ant ¢ par 1 et S¢ par 0 dans 1'équation (4-9), on
obtient 1'équation de continuité. Son intégration sur le mé8me
volume de contréle donne (voir figure(4-4))

[_ Fe - Fuw ] + [ Fn - Fs _} = 0 (4-10)
L L d
tel que

- F =A .V, représente le flux massique dans 1'interface.

N
"

Figure (4-4) : Volume de contr8le relatif a 1'équation
de continuité.
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Multipliée par ( - @p ) et on l'additionne & 1'équation (4-9),
elle devient '

<) AV
(¢p - ¢p) At + [Ae.Je - Fe.¢p) - (Aw.Jw - Fw.¢p) PETT

+ [ An.Jn - Fn.cr:p } B ( As.Js - Fs.¢p ] = 8§ . AV

Afin de resoudre ce systéme d'équations, nous devons linéariser
tous les termes liant entres elles les valeurs de la variable
physique ¢ entre les points du maillage. Cecl revient a choisir

le schéma adéquat exprimant l'évolution de ¢.

4-6) FORMULATION GENERALISEE DE LA VARIABLE ¢

Soit Jr la densité du flux total & travers le milieu
séparant les deux noeuds (i) et (i+1) de la figure(4-5)

_[ _r 9 i}
Jr —LVr.¢ r 3¢ (4-12)
(dr)
Ai  Ji, i é L}UH,JHUMH
i iv1/72 i+l
R SN

Figure(4-5) : Densité du flux total J entre deux noeuds

du maillage

Si nous multiplions Jr par -%E-, nous aurons
P

x &r ér A
[Vr'¢ rFo o a(r/ﬁr)}

o (4-12.a)
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b4 i

Jr = | P.¢d - ——=
L (r/é

"
)
S

o) P désigne le nombre de Pecle*t relatif au transfert de =acse
définie par : | !

w 5
P = NE.OF (4-14)
4.4?5
La valeur de ¢ & 1l'interface est la movenr~ pondérée entre ¢i et
| . 30 . ‘ 5
¢§+1, alors que le coradient F(r/or) sera un multiple de
( -0 ) - ' |
‘*¢1+1 ¢1 4= : f

% : | Lo, |
Par conséquent Jr s'écrira soue la forme suivante :

*

|
i
Jx" =P o+ (1 -a)o
avec : |
- @ coefficient de pondér-“~ion,
- 8 facteur multiplicatif. ‘

L'Aquation (4-15) peut encore s'écrire :

Jr¥ = B . ¢, - A . d | (4-16)

o ™ /| :
Les coefficients A et B sont respectivement relié aux varizbles

¢1+1 et ¢1, tous‘les deux fonction de Peclet. i
( | |

tel que : JA=a P+ B = A(P) ! (4-17.2)
{B=(a-1)P + 8 = B(P) (4-17.b)

|
® Propriétés de A et B :

. | 2 Hi |
Si ¢1 est éogale A ¢1¢1, le terme de diffusion s'annule, d'on la
densité du flux total est fonction seulemen: de la densité du

flux convectif. 1

EE—
——
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Ainsi Jf =P.% =P . ¢

nous aurons
B=A+0P

|
En combinant ce#te derniére équation avec ll’équation (4-16),
|
|
i

- (4-18)

| (4-19)
|

. |
Un changement deisens de 1'axe de coordonnée modifie P en -P et

alors que A et B changent mutuellementjleur rdle. Nous obtenons

donc

| ( A(-P) = B(P)
| ?\OUB(—P) = A(P)

(4-20)

. ! !
Pour des valeurs!de Peclet négatives, lﬁéquagion (4-19) s’écrira

sous la forme suivante

| A(P) = B(P) -fP S
| a(P) = a(-P) =P | | (4-21.a)
| a(p) = A(lpl) -2 |

De la méme manidre : B(P) = A(IPI)?+ P!; 5 (4-21.b)

: , ; | e
Nous désignons par [a,b] le maximum de a et b. Les coéfficients

|
A(P) et B(P) peuvent s’écrire alors| sous la forme compacte

suivante
[N

A(P)

it

(
i B(P)

A(l2]) + [-P,0

1 i (4-22.a)

AClrl) + [+p,0] | (4-22.b)
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En combinant (4-22), nous
obtenons:
1( I - P.o (4-23.a)
X
J - P.® (4-23.b)
o )
i . . L | in I
Nous multiplions Talntcnant les équatloqs précédente par 55
nous obtenons la forme suivante i |
I
_ - Bl _p,0] | [ b 6| _
J-P.D.¢ =D [ A(lp]) + [-p,0] ] ¢ - Ji (4-24.a)
y % i
“ 1 ]
J - P.D.8 . =D ;_A([pl) + [+P,O:H_i ] ¢ - ¢ ., ] : (4-24.b)
\ i !
1
|
Ainsi nous déduisons les flux suivant la diréctioﬁ r relatifs
1’équation (4-11). | g f
| | |
i !
i i
i . H
! 1 1
| | |
[ 1.7 1)k ol ,
4 J =D, A(]}.i»w]) +[+p_,0] IR ¢, - ¢, | * Fw.% (4-25.a)
| | 1T |
| 5=D, | a(lp_]) +[-p_,0] o] by - @ (4-25.b)

E } { %E'¢J
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| Lo i
De la méme maniére sont évalués les autres flux suivant la
| | | |
direction z i
| [
| |
( ) T |
! J =D, [AU;PS[J +h+p3,0]} } [qbs -9, } P ¢H (4-25.a)
] J=D a(lp |) +[-p o]‘l F¢ - ¢ + F ¢! (4-25.b)
.L n~ “n n n’ _f.i_ P N FNTTR ‘
|
| |
| |
avec ‘ !
Fm = Pm Dm (m = w,e,n et s) (4-—26)
| .
La forme généra;isée de 1’équation discrétisée| sera sous la
forme suivante :
o
= |l = -
ap o) __g o + a, ¢u + a ¢ + ag ¢S + b % (4-27)
| | ‘
. | | !
ou encore 5 ‘
| a, ¢p = }:anb an + b | (4-28)
nb | i
|
Od 1’indice nb désigne un noeud voisin. :
. o I
. ! | [
avec : ( a_, = De . A(lpel) + [- Fe , 0] | !} (4-29.a)
a, = Dv . A([Pv]) + T Fw , 0] | (4-29.b)
a, = Dn . A([Pn]) + [- Ffn, 0] (4-29.c)
¢ ag =Ds . A(lPe]) + [ Fo , 0] (4-29.4d)
ol . | | )
ap =a, +a, +a +a,+ ap iS .AY | (4-29.¢e)
11 | | {
o AV | ' !
a’ = —— | 4-29.°f
* = g | | ( )
b =S, . AV +ar . ¢ | | (4-29.g)
= I |
1
1
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interfaces w,e,n et s sont donnés par :

Les flux massicue ¥ et les conductances Dm relatif aux

Aw T T
| R VT e
£ |

5 T

| o, = Mgite |, p, = Aneite (4-30.5)
¢ S ¥ a5 2
i ' _ |
! F =V Az . rx . F =V .Az . r (4-30.c)
; w w » e e [ -4
| ?» =V . Ar . r , F =V .Ar . rx (4-30.4)
& n n m ] s mn
l“ 1

Le rapport de transfert massique par convection au transfert
massique par diffusion désigne le nombre de Peclet

. . I ;
adimensionnel, donnés comme suit

%( P o= _F_._" P = _E.?.. | (2-21 )

:. " - “.\w » - @ - De LT el ue e a Y,
s i €

‘\}

i n Pa

{ R » [ —— (4-21 \

\ P!\ u:}n ] * Dﬂ 8 A.): - e b /

‘ ‘ ‘
Les coefficients a_ ( M = W,E,N et Sg repréaentent l'influence

! \
de la convection et de la diffusion;aux différentes faces Au

volume de contr8le, en terme de <d4bit massique Fm et de

conductance magsigue D_ (m = w,e,n et s).

Aprés avoir doﬁné la formulation géﬁéralisée de ¢, maintenant
nous nous intéressons aux divers schémas représentant les
densités de flux convectif-diffussif |
‘ i
®m SCHEMA CRENTRE : | |
Ce shéma simple est obtenu en faisant des développement limités

autour des valeurs de ¢ aux interfaces. Prenons par exemple la
direction radiale et effectuons ces développement limités. On a:
|
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<
I

e (30) )2 ( a2 A3 8%l
(3 ("2 4 (5[ 220,
| = - \ 3dr e "'; 'lk;al"l
éz_r_m 1 (8re)? (a 1 fsre)?( 8% )
2 @r) * T30 2 J' 3002 ) (g0 )t

En faisant la somhe, puis la dlfférence des deux équatlons, on

obtient au second' d ordre prés

® +‘¢

. P 1 E ot

2

La densité du flux & !’interface e est donnée par

De la méme maniére,

les densités de flux.

A~
o
I

Tel que

D
n

b

v ¢P + ¢E 4 @E - ¢P
re 2 - e Sre
¢+ ¢
P E |
Pe°De ) De ( ¢E i ¢H )
| |
De. (1 - 0.5 Pe) (¢F - ¢ ) + Ee ¢p

E
D, (A(fPel) + [[-Pe,o]ﬂ irda - q)] + |F

[aC2,1) + [p,,01] [o

nous determinerons

On a alors

LW

[A(lpn|)+ [-pn,031

s

[A(IPSI);+ f+p ,0]1] [qb

A(lp 1)

sur les

I
S
| S |
+
s ]
<

R ect)

Ip |

autres

(4-32)

(4-33.2)

interfaces
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En remplagcant' les différentes densités de flux dans [’équation
f | .
(4-11), nous obtenons les coéfficients ay (M = E,W,N,S) suivant:
1

( 8, = De ‘Kl - 05| Pe]) =+ {‘ Fe , 0 E | l (4-35.a)
ﬁ a, = Dw .(1 - 0.5|pw|) + [ Fw , 0] || :‘ (4-35.b)
{ Z—lN = Dn .I(l - O.San!) + §{- Fn , 0 1}: ‘ (4_3S’C)
- i
a, = Ds .;(1 - 0.5|Ps|) + [ Fs, 0] : (4-35.4d)
\ - | .

| ‘ 1
Sachant que les icoéfficients a, peuvent étre négatifs, il est
indisponsable de vérifier les conditions de stabilité du schéma

|
| . 5 ' .
de facon qu’'ils soient positifs ou nul {?3j; c'est & dire

D’aprés la méme référence, le shéma centré n'est possible que
pour des valeurs de Reynolds faible ou modérés etpour lequelles
les problémes de stabilité ne sont pas critiques.

m Schéma décentré amont (" Upwind ﬁ)

Ce schéma a été développer par Courant, Issacson et Rees [3 ].
1! consiste A& changer seulement les termes convectifs. Suivant
la direction E— W, la valeur de ¢ a !'‘interface s'écrit comme

suit

L
o
v}
-t
e
i1
>

(4-36.2)

m Fe > 0 (Ue >0) : &
e

1]
LS4
@
I
Lo
il
<

(4-36.0)

IF&(O(U&(O):@E 5 « T %
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|

| i

| , | 1 i
| | [ \I

Ces expressions peuvent encore se mettre sous une forme compacte

0, [+re , 0] -8 [-Fe, 0]

e |

¥

© | ! (4-36.b)

tyLre 03 -0, v, 00

F | i
T w i i

o - \ ‘ ﬁ
De la méme manieére sont définies les valeurs de QH et Qa
| | | |
En suivant la méme procédure que précédement, nous aboutirons a

1’équation (4-27) o0 les coéfficients aM:sont donnés par

[ a, = De . A(lpel) + [- Fe , © E | i (4-37.a)

a, = Dwl . A(lpw]) + [ Fu, 0] | | (4-37.b)
ﬁ aN=Dn;. A(lpnl) + E- Fn , OE 3 (4-37.c)
L % T Ds . A(lPs|) # [ Ps , 07 f (24-37.4d)

ot la fonction A(|/Pm]) (m = e,w,n,s) esq exprimer comme suit

A(lpm]) =1 (4-38)

m Schéma hybride : | L
| ' |
| . ‘ Ly | o
Ce schéma a été développé par Spalding [3]. C’est i la combinaison
‘ | [ |
des deux schémas précédents; il se réduit & ]'approximation

centrée lorsque IPm|< 2, mais 1]l devient identiﬁue au schéma

"Upwind" 1orsquei{Pm]> 2. 5 [ i
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Les coéfficients 2y sont donnés par

a. = De .E(O.l - 0.5[/pe|) + [- Pe , O }} I (4-39.a)

= De ._{A([peg} + [- Fe , 0]

a, = Du .ﬁ(o.1 - 0.5|pw]) + [ Pwi, 0] I (4-39.b)
=Dv . A([Pw]) + ['Fe , 0 ]
i ‘ BEERE T
a, = Dn .Q(O.l - 0.5/pn]) + [- Pn, O;EJ | (4-39.c)
=Dn . A(|Pnl) + [- Fn, 0] |
: a1
&, = D .i(O.l - 0.5|Pul) + [T Psi, O ﬂ} | (4-39.d)
B L !
=Ds . A(|lps]) + [ Fs , 0 ] |
tel que : CA(]Pm|) = 0.1 - 0.5[Pn! bl I (4-40)

i .
m Schéma exponentiel (exact) : 1 }

| | |
’ | |
Dans ce schéma, nous suppossons que les composantes du vecteur

densité de flux convectif-diffusif entre deuﬁ‘celiules voisines
ne dépendent pas de leur propre direction, ethueﬁla vitesse et
le coéfficient de diffusivité intervenant dans lﬁexpréssion de
ces composantes sont constants [3]. Cela| se fraduié par

| | |
Jre(t,z) J(Vre.¢ - Fe gg] r € [é,5re]‘ (4-41)

En dérivant l'expression précédente, on obtient

| 2 |
Pe | aod a ¢ - ‘ !
Sra|| o - oz =0 f|s [ t-s2)
dr | |
avec : r =20 =9, § |
. |
T = ISI‘L ¢ = (bE
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La solution de ¢ entre deux cellules d’intégration est donnée

par: ‘
@
o= A+ B exp[Pe 5;9 ) ; (4-43)
avec : ( ¢, < A+ 3B , L ; (4-44.a)
i ¢, = A + B exp(Pe) | | (4-44.b)
| .
. ., - ¢ | .
d’ol ( B =| : & | (4-45.a)
J 1 - exp(pe)
gk A = by = B | ' (4-45.b)

De la méme maniéré, on détermine les autres densi%%s de flux aux
interfaces w,n eﬁ s. En utilisant cette soﬂutioﬁ comme profil
exprimant I'évolution de ¢ entre deux celi?les voisines
fig(4-4), les coéfficients a, de l’équétioq discritisée (4-11)
sont alors exprimér comme suit : ' |

|

| | i

s | | ‘
|

a, = Fe = De A(IPel) v [- Fe , 0] (4-46.a)
exp(Fe/De) - 1 | :
I , ; i !
a, = Fw eXQ(Fu/Dw) = Dv A{IPuwl) « [+ :Fw , 0' ] (4-46.b)
exp(Fw/Dw) - 1 | | |
< i | | |
aN = Fn = Dn A(IPnI) j+ U:—- Fn G ]] (4-46.c)
exp(Fn/IDn) -1 ‘ ' i
B :( . . : h
a, = F BXDkFS/DSJ = Ds A(IPSI) * [+ Fs , 0O ] (4-46.4d)
exp(Fe/De) - 1 ' I
\ ! I
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i
! i :
La fonction A(!Pn!) (m = w,e,n,s) a pour expression
. | |
i [
| |
i

| (4-47)

I A(iPmI)

Ce schéma s’'adapte mieux pour un écoulement monodimensionnel.

Par contre, son utilisation pour | des écoulements bi et
C g . . ! |

tridimensionne! n’'est pas souhaitable, & cause du temps de

calcul élevé dad a la présence du terme exponentiel [3].

m Schéma en loi puissance : ;

Pour pallier aux difficultés cités précédemment, on utilise le
schéma d’approx?mation de la loi puissance qui semble é&tre
beaucoup plus fconsistant. Ce shéma s’avére itrés efficace
puisqui’il apprdche beaucoup mieux l!a solution eﬁacte et 11 est
largement utilisié dans la littérature.i

|
; G § ‘ |
I! se définit comme suit | i

|
- Pour Pe < -10 @ e & o (Pie (4-48.a)
| ) | |
i |l
8g | x5 |
- Pour -10 < Pe < O : 5 = {1 + 0.1 Pe)” - Pe (4-48.b)
I e !
| |
| ‘
a ' |
- Pour 0 £ Pe S 410 : = = (1 - 0.1 pe)? (4-48.c)
. |
- Pour Pe 2 +10 : '\ == =0 | | (4-48.4d)
| ‘ 1

e
\

Ces expressions conditionnelles peuvent €&tre écrites sous la
. ‘ |
forme compacte suivante : i
: | |
. .

+ E 0 ‘,S-Fej (4-49)

et
)
—_
s
1]
| SE—
—d

===
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Comme pour les paragraphes précédents, les cocfficients a, sont

donnes

davec |

par

a. = De . A(lrel|) + [- Fe , 0] (4-50.a)

a, = Dw . A(lPw]) + [ Fv , 0] (4-50.b)

a, = Do oA(]Pa]) + [- Fnoy 0] (4-50.c)

a;, = Ds . A(|Ps|) + [ Fs , 0] (4-50.d)
a(|Ps|) = [ o, (1 - 0.1 Ipet)” ] (4-51)

M Résumé :

Dans le

tableau (4.1), nous avons regroupé les expréssions de la

fonction A(lPel) relatives aux différents schémas

d’approximations.

En examinant les variations, données sur la figure (4-5), de la

dite fonction, on remarque que tous les schémas, a !’exception

des différences centrées, donnent des solutions physigues

acceptables. Cependant il est possible de raffiner le maillage

de sorte que Pm devienne assez petit (< 2) pour le schéma

centré,

Dans la

puissan

Tableau

ce qui permet d’obtenir des solutions raisonnables.

présente étude nous allons utiliser le schéma de la loi

ce car 1l approche beaucoup micux la solution exacte.

(4-1) : Expressions de la fonction A{IPul) pour différents
schémas.

Schéma Expression de A(!Pnl)
Différences centrées I - 0.5 |Pwnl

Upwind 1

Hybride To,1-0.51pPul]
Loi puissance Lo, (rt-o0.1 |Pm|)5 1
Exponentiel {(exact) Ipwl / [exp(lPml) - 1 ]







PAGE : 53

SCHFMAS :

0.85

"-cﬂ,l 1"? Af 0
s WY BRIDE
dikedvirdy ST -PUTSSANCEY

8.13

---gb-—tw -—{:}-—“
R
|
!

o SR A S O A S U _LJ.,_.l_r_i__l__J_rL.L_l_.L.:_..L_I_L,LJA_A_LJAJ_L!

0.5
3

TTTYYUr LS B A B B e TrrerYTYITtTrTTYT” 0 T I R S A A S R e e Rl e 3 TN
~8.00 ~2.00 2.00 6.00 10.00
PECLET (Po)

o
=

Figure(4-5): Variation de la fonction A(!Pm!)
pour différents schémas

4-7) LA CONVERGENCE

Le caractere inaccessible des solutions exactes de nos
¢quations aux dérivées partielles nous a conduit a élaborer des
scheémas de discrétisation. Un schéma numérique est en fait une
¢quation approchée de 1’équation aux dérivées partielles du

1

. i T = S T (- P X R o < S & - g4 - b e =
départ. Le robléme & c¢cc  stade reste entiseg puisque les

T

solutions ex

3]

ctes des e€quations approchées sont cgalement
inaccessibles. En réalité, le probléme gqui se pose dans une
étude numérique est celui de la détermination d’une solution
approchée des équations approchées. C’est ce que |’on appelle la

solution numéridque.

Ce raisonnement a conduit les numériciens a4 se demander si les
solutions numériques approchent les solutions des équations aux
dérivées partielles; si tel est le cas on dit que le schéma

converge, sinon, on dit gqu’i! diverge.
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L'étude de la convergence d'un schéma est une étape ndécessaire
avant la recherche des solutions numériques. A défaut de cette
étude, le probléme devient une aventure prouvant déboucher sur
des solutions physiquement non acceptables.

L'étude de la convergence peut 8tre basée sur le théordme de Lax
énongant aqu'un schéma est convergent lorsqu'il est stable et
consistant. Nous allons dans ce qui suit préciser ces deux
derniéres notions.

4-7-1) Consistance d'un schéma

Un schéma numérique est dit consistant lorsque son erreur de
troncature devient nulle lorsque les pas de discrétisation
tendent vers zéro. Nous signalons que cette erreur de trancature
est obtenue par soustraction du schéma de discrétisation aux
dérivées partielles traitées par des développements limités.
Dans le cas des différents schémas cités dans 1'annexe, nous
savons que l'erreur de trancature est du second d'ordre en
espace et du premier ordre en temps, sauf pour le schéma ADI
dans lequel cette erreur est également du second ordre. Tous ces
schémas sont donc consistants.

4-7-2) Stabilité 4'un schéma
En vue d'assurer la stabilité, on doit respecter des quatres
régles de base suivantes

1°/ Régle : Compatibilité aux frontiére des volumes de contr8le.
Lorsqu'une face est commune A deux volumes de contr8le
adjacents, le flux qui les traverse doit 8tre représenté par la
méme expression dans les équations discrétisédes pour chacun des
deux volumes de contr8le.



PAGE 1 55

2%/ Riégle @ Coéflicients positifs.

La valeur de la variable ¢ en un point donnd¢ est influencee par
les valeurs de ¢ aux noeuds voisins. Dans les mémes conditions
| Taugmentation de la valeur de ¢ en un point doit provogquer une
augmentation de @ aux noeuds VOLIsins. Pour cela, les
cocfflficients ay et ap adoivent tous avoir le meme signe (positifl
ou négatif).

3°/ Régle : Linéarisation des termes sources.

Dans 1’équation (4-29.¢), les coeéfficients ;HJ peuvent devenir
négatifs a travers les termes Sp entrainant ainsi des
instabilités numériques. Pour cetle Taison, les termes SP
doivent ¢tre negatifs ou nuls.

4°/ Régle : Somme des coéfficients voisins.

Les cquations différentielles couvernantes contiennent
uniquement les dérivées de la variable dé¢pendante ¢, Si C est
une constante arbitraire, la fonction ¢ + ¢ veérifie aussi les
¢quations différentielles. Cette proprieté est aussi valable

pour les éguations discrétisées. Ceci conduil a

a =) a (4-52)
nb

4-8) COUPLAGE VITESSE-PRESSION :

Plusicurs algorithmes de couplage vitesse-pression ont ¢té mis
i point pour résoudre les équations de mouvements., Ils
aboutissent tous & wun systéme lindaire & reésoudre a chaque
étape, et portant sur les valeurs de la pression aux noeuds de
son maillage. Nous signalons que dans le cas des problémes a
conditions aux limites portant uniquement sur le  champ de
vilesse, toute tentative de résolution du systeme lincaire de la

pression par une méthode directe aboutirait a 1’¢chec.






—
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@ Algorithme SIMPLER

Cet algorithme a été developper par Patankar(1980) pour résoudre
les ¢quations de mouvement couplées ¢t améliorer la convergence
du systeme. Nous donnons les étapes nécessaires a4 sa mise en
oeuvre.

Le champ de vitesse au départ est donné par les conditions
initiales., Les ¢quations de conservation de la quantité de
mouvement dans la direction radiale et axiale peuvent s’écrire

de la maniére suivante

a, U = z a Ue +b+ (P, -P. )A (4-53.a)
nb
an Vn = 5: anh Vnnh * b+ ( Pi' PN ) An (“_:"}'b)
nb
Oon pose
T e+
~ b nb nb
G 2 (4-54.a)
) a
<
5 a Vi + b
2 =1, nk nb
Vo= (4-54.b)
n
a
\ 1n

Ces expressions sont celles de ce que 1’on nomme psecudo-vitesse.
Les expressions des composantes du champs de vilesse sont alors

données par :

{
” (P, -P.) A
U =U + : - (4-55.a)
= s alﬁ
$
- ( PP - PN ) An o
v =V + (4-55.b)
n n a‘
\



= = B == B =
E N A GE SR - G == . - .-
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Il est a noter que le méme raisonnement sera suivi pour les

vitesses U et V .
w 8

En introduisant, ces expressions dans |’équations d

o

conservation de la masse, on obtient
d. BE. 23 P .+ 8. B +a P.+a B, +b (4-56)

Le champs de pression est donné par la reésolution de ce systeme
algébrique. Notons que dans cette algorithme, on peut ne
corriger que le champs de vitesse. La correction de la pression
n'est pas nécessaire parce que cette variable est calculée a
chaque étape, mais sa correction peut améliorer le temps de

convergence de la résolution itérative de son systéme linéaire.

tJ Equations de correction de vitesse et de pression :

Le champ de pression P étant calculc¢ au départ, on peut
calculer les seconds membres des <¢quations de mouvements, et
calculer les composantes du champ de vitesse. Mais cette
solution du champ de vitesse n'est pas satisfaisante puisque
calculée a partir d’un champ de pression p*. On se propose alors
de corriger les deux champs par 1’équation de conservation de la

masse comme suit

|( P =P + P’
§ U =U"+ v’ (4-57)
v =V o+ v’

Les champs surindicés d’une étoile sont solutions des équations
de mouvement, et il en est de méme pour les champs corrigés. Par
soustraction des équations écrites pour les deux solutions, on

obtient
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. [ = ) 3y L) 1-5% :
a_ u’ Z a  u’ * [ P) - B J A& (4-58.a)
nb nb
] = 7 D ? - ? _ u) .
a v’ z a v’ + { B P’ ) A, (4-58.b)
nb nb

La convergence est obtenue lorsque les champs de correction sont
nuls. Nous pouvons alors approximer les expressions précédentes

par

(P, -P.L) A,

u = (4-59.a)
e
a
o
(P> -pP ) A
N
| v o= £ 2 (4-59.b)
a
n

En injectant ces expressions dans 1 ’équation de conservation de
la masse écrite pour le champ de vitesse corrigé, on obtient unc

cgquation sur la correction de pression comme s=uil :

o | I ’ " 1y 9 - L] .— ] 3 -
a, B, = a. P +a P+ ay PN toa. PLo+ b (4-60)
avec
- _Ae 4 ;
a. = p_.( oo ) At r (4-61.a)
- Aw - ,
a, =p,.( o ) br r (4-61.b)
:
4 = An i
a, =p .( " ) az r (4-61.c¢)
As
a, = . A :
L d‘.‘.'; ps ( as ) z rm (4-61.d)
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e L

b' = |Aa .(p.U") - A .(p.UT) | « (A (p.v") = A (0.vY) | (4-062)
W W 1 (= L S G n I

 SEECENINE |

En général, les conditions aux limites pour un probleme de

mécanique des fluides peuvent porter soit sur la vitesse soit
sur la pression. Lorsque la pression est donnce comme conditiaon
de frontiere, la correction de pression csL'donc aussi donnée et
ne peut étre que nulle. Mais lorsque c'est la vitesse qui est

donnée comme dans le cas de toutes les f{ropnticres de notre
probleme c¢’est la correction de vitesse qui est nulle. Dans ce
le gradient de correction de pression est nul.

cas,

4-9) RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES @

La discrétisation des équations aux dérivées partielles

aboutit a cing systémes algébriques lin¢aires pour

|’hydrodynamique. La solution du champ de vitessc est oblenue en
résolvant ces systémes. Pour résoudre de tels systémes, il

existe deux familles de méthodes :

- Les méthodes directes : ce sont des méthodes qui procurent la

d’opération (en

solution exacte du systeme en un nombre [ini

suppossant qu'il n’y a pas d’erreurs d’arrondi !).

7. Les méthodes itératives : la solution X du systéme est la
limite a 1’infini d’une suite Xk de solution approchées. La
génération de cette suite est arrétée au bout d'un certain

nombre p d’'itérations. On commel ainsi 1’erreur de trancature
suivante

err = | X - Xk |
Bien gue la définition de la premiere famille de méthode soit
séduisante, notre choix s’est porté sur la deusicme famille de
méthodes. Nous allons dans ce qui suit citer sculement quelques

méthodes itératives.
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m Méthodes itératives

La matrice A dans ce cas est décomposcée sous la forme de

"

Splitting :

ol E est une matrice réguliére facile a inverser. Le systéme a

résoudre peut prendre la forme itérative suivante

=
"
]
~
=TI
|
o
+
I
S
s
+
oo}

ou encore

La condition nécessaire et suffisante de convergence de cette
forme itérative vers la solution du systeme est que rayon
spectral de G soit inférieur a l’'unité. Il existe dans cette

famille plusieurs méthodes parmi lesquelles nous pouvons citer

— La méthode de Jacobi;
— La méthode de Gauss-Seidel;

~ La méthode de relaxation;

- La méthode ADI.

Toutes ces méthodes sont basées sur la décomposition ci-dessus.
La me¢thode ADI [8] est la méthode choisie dans le cadre de ce
travail. Elle a !’avantage d'étre facile 4 comprendre dans son
fondement et elle a un gain considérable en portabilité par

rapport a l’utilisation des méthodes directes.






FAGE : 61

4-10) ORGANIGRAMME : Organigramme général de résolution

INITIALISATION DE U, V et W

]
2
CALCUL DES COEF. DES SYSTEMES LINEAIRES DE
U , V el W PULIS CALCUL DES PSEUDO-VITESSES Uc et Wc

1

CALCUL DES COEF. DU SYS. LINEALRE

DE LA PRESSION ET SON SECOND MEMBRE

l

RESOLUTION DU SYSITEME LINEAIRE DE LA PRESSION

l

CALCUL DES SECONDS MEMURES DES SYSTEMES

LINEAIRES DE U V et W

’

RESOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE DE U
I
W

RESOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE DE V

!

ilél‘:BOLLFTlON DU SYSTEME LINEAIRE DE W

1
v 1
CALCUL DU SECOND MEMURE DU SYSTEM EOLINEAIRL

DE LA CORRECTION DE PRESSION

!

RESOLUTION DU SYS. LINEAIRE DE LA COKRRECTION DE PRESS!ION

!

CORRECTION DES COMMOSANTES U e¢tu W

PAR LA CORRECTION DE PRESSION

{
W

TEST \\ STOKAGE ET
DE \‘\\ I'RATTEMENT DES

CONVERGENCE RESULTATS

!
Crii]
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RESULTATS

Ce chapitre est consacré a la présentation de quelques
resultats obtenus a partir de notre code de calcul. Les exemples
présentés traitent du cas d'une cuve non chicanée fonctionnant
en regime laminaire, et remplie avec un liquide newtonien. Nous
avons choisi de présenter dans un premier temps les
caractéristiques des écoulements pour des systémes mono-étagés.
Le cas des systeémes multi-étagés esl lraité dans une deuxieéme

partie.

5-1 / SYSTEMES MONO-ETAGES

5-1-1/ Cuve équipée d’un turbine de Rushton :

Les caractéristiques géométriques standards qui ont été retenues

sont
- da/Dc = 1/3
- H/Dc = 1
- h/H = 0.5
Sauf specification contraire dans les  cexemples trailcés, le

nombre de Reynolds est toujours égale a 10,
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a / Fond plat :

. & . I
Les ecoulements dans un plan vertical sont representes sur Ld

figure (5-1). On note tres distinctement l'existance de quatre
larges boucles de circulation qui se développent de fagon
presque  parflaltement symétrigque au dessus el au-dessous de
| "agitateur 3 le fluide est refoulé vers la paroi, puis se
divise en deux flux, 1’un remontant et 1’autre descendant e
long de la paroi, avant de venir alimenter axlalement la
turbine. Le caractére de symétrie indique que le fait gque la

surface du fluide soit libre n'a quasiment pas d’influence sur

les ¢coulements pour cette valeur du nombre de Reyvnolds. On note

enfin qu’une grande partie de la

cuve esl concernee par des
ceoulements trés faibles.

La Figure (5-2)
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RESULTATS

Ce chapitre est consacré a la présentation de quelques
résultats obtenus a partir de notre code de calcul. Les exemples
présentés traitent du cas d'une cuve non chicanée fonctionnant
en reégime laminaire, et remplie avec un liquide newtonien. Nous
avons choisi de présenter dans un premier temps les
caractéristigques des écoulements pour des syslémes mono-étageés,
Le cas des systémes multi-étagés esl traitée dans une deuxieme

partie.

5-1 / SYSTEMES MONO-ETAGES

5-1-1/ Cuve équipée d’un turbine de Rushton :

Les caracteéristiques géomeélriques standards qui ont été retenues

sont

- da/Dc = 1/3
- H/Dc = 1
- h/H = 0.5

Sauf  speécification contraire dans les excmples traités, le

nombre de Reynolds est toujours égale a 10,
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a / lond plat

Les ccoulements dans un plan vertical sont représentés sur la
figure (5-1). On note trés distinctement |’existance de quatre
larges boucles de circulation qui se développent de facon
presque  parfaitement symétrique au dessus et au-dessous de
l"agitateur ; le fluide est refoulé vers la paroi, puis se
divise en deux flux, 1’un remontant et !'autre descendant le
long de la paroi, avant de¢ venir alimenter axialement la
turbine. Le caractére de symétrie indique que le fait que la
surface du fluide soit libre n’a quasiment pas d’influence sur
les écoulements pour cette valeur du nombre de Reynolds. On note
enfin qu’une grande partie de la cuve est concernée par des

ceoulements treées faibles.

La Tigure (5-2) représente les lignes de courant. Les quatres
boucles de circulation apparaissent clairement. Les zones
centrales ou les lignes de courant sont le plus rapprochées
correspondent aux zones  ou le cisaillement est le plus
important. On peut considérer que dans cette zone, le fluide
subit une accélération importante: en c¢ffet, entre deux boucles
de circulation, nous  avons toujours un débit de fluide
identique. Cette partie correspond essentiellement & la zone de
présence de |'agitateur. Les valeurs ¢€leviées sont liées  en
particulier au fait qu’il y & un changement a angle droit de
direction des vitesse du fluide. Globalement, on  note I
symétrie presque parfaite des écoulements dans  les parties
inférieure et supérieure de la cuve, 1’influence de la surface

libre ne se faisant que trés faiblement sentir.

sur La figure (5-3), nous avons reporté la vitesse tangentielle

du fluide.Le maximum est enregistré au niveau de llextrémiteé
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des pales de 1'agitateur. A nouveau, la Ssysmetrie entre les
parties inférieure et supérieure de la cuve est nette. Prés de
la surface et du fond de la cuve, le fluide est presque
stagnant. Les zones les moins concerndes par  ¢ce  mouvement

tangentiel sont les angles (inférieur et supéricur).

La figure (5-4) représente les lignes d’iso-dissipation
visqueuse. On note trés clairement que la quasi totalité de la
puissance est dissipée au niveau de |'agitateur, avec un maximum
autour des extrémités inférieure et supérieure du volume occupé
par la turbine. La turbine étant un agitaleur trés cisaillant,
il est normal de retrouver une dissipation de la puissance

largement prépondérante au niveau d’implantation de l’agitateur.
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Figure(b-1): Projection des vecteurs vilesse dans un plan

Vertical (Turbine de Rushilon - Fond plat)
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Figure(5-2): LIGNES DE COURANT
TURBINE DE RUSHTON (FOND PLAT)

(Les iso-valeurs correspoudent a la fonction de courant )
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Figure(5-3):

LIGNES D'ISO-VITESSE TANGENTIELLE
TURBINE DE RUSHTON (FOND PLAT)

VO |
&

valeurs de vitesse adimensionnelles )
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Figure(5—3): LIGNES D'ISO-VITESSE TANGENTIELLE
TURBINE DE RUSHTON (FOND PLAT)

Vo g ; ;
(_\_/E : valeurs de vitesse adimensionnelles )
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Figure(5-4): Lignes d'iso-dissipation visqueuse (Fond plat)
* Turbine de Rushton *
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b / Fond bombhé

Les conditions opératoires sont les mémes que dans le cas
précédent, seule la forme du fond de la cuve a été modifide.

La figure (5-5.a) représente les vecteurs vitesse dans un plan
vertical de la cuve. On note une trés grande similitude
qualitative avec la figure(5-5.b) de la référence [6], ainsi que
les écoulements observés dans le cas de la cuve a fond plat. Il
faut remarquer gue la forme en creux du fond de la cuve ne
génére pas de zone particuliérement morte, ni de zone de
recirculation. On remargque le ressérement du maillage dans la
partie bombée, nécessaire A la représentation de cette géométrie
particuliére.

La figure (5-6.a) qui représente les lignes de courant dans le
méme plan confirme l'élargissement des schémas de circulation
jusque dans la vpartie bomhbée de la cuve et se compare
favorablement avec la figure (5-6.b) de 12 référence [6]. On
peut ainsi en partie améliorer le probléme de la présence
marquée des zones mortes dans les coins inférieurs de
l'installation.

La forme du fond n'a aucune influence sur le mode de dissipation
de l'énergie, qui se situe toujours essentiellement dans
l'environnement de l'extrémité des pales de la turbine.
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¢ / Fond conique :

Les conditions apératoires sont les memes que dans le cas

précédent, seule la forme du fond de la cuve a ¢te modilice.

La figure (5-7) <confirme le fait que dans les conditions
opératoires retenues, la forme du fond n'a pas d'influence
majeure sur les écoulements. De fagon classique, la forme
conique n'est jamais recommandable pour assurer des circulations
du liquide dans des conditions optimales, le fond de la cuve
étant toujours difficile a mettre en mouvement. Néanmoins, si
des contraintes extérieures impossaient ce type de géometrie, la
seule différence notable au niveau de la mise en mouvement du

fluide est réduite & la proximité du sommet du cone.

La vitesse tangentielle, représentée schématiguement sur la
figure (5-8), montre que le volume de Fluide dans la partie

inféricure conique esat quasiment au repos.
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Figure(5-8):

LIGNES D'ISO-VITESSE TANGENTIELLE
TURBINE DE RUSHTON (FOND CONIQUE)

Vo
(W

valeurs de vitesse

adimensionnelles )
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d / Cas _d'une péométrie particuliér :

W Cuve large et peu profonde A fond plat (Re = 10)

La figure (5-9) représente les écoulements dans un plan vertical
2éncrés par une turbine dans une cuve dont ¢ diametre est égal
a deux fois la hauteur utile. Les quatre boucles de circulation
se développent clairement. On note dans ce cas vne diflférence
tmportante des écoulements entre  la parlic supcricurye ol I i
partie infericure de la cuve. En effel., les vitesses du Vluide
sont plus ¢levées au niveau de la zone d’aspiration supérieure
de la turbine : la proximité relative du fond, compararée au cas
precedent s, constitue ull obstaclce (L develappement des
ccoulements dans la partie inférieure, ¢t encendre la disymetrie
observée. Le méme caractére disymétrique s'obscerve au niveau des
parois Jlatérales de la cuve, a hauteur du mobile Jdagitation

le ligquide a plutét une légére tendance & remonter proes de la
parois vers la surface. On note Ccegalementl que les nocuds de
circulations se développent sensiblement o i meme position

relative par rapport & !'extrimiteé des Dales .,

La figure(5-10) représente le flux tangentiel . Les obscervations
menent aux meme s conclusions que precéedemment concelnant
['"influence accrue de la proximité du fond de la cuve ¢t de la
surlface Jibre @ le flux tangentiel pres de la surface est plus
important que pics du fond de la cuve, qui demcure Ja o osone la

moins agitde.,

Les lignes de courant sont représentées sur la Plgure (S-11}). La
forme asser carrée des Lignes de courant dans la partie
supcérieure de la cuve traduit que  tes particules fluides ont
tendance a bien épouser les frontiéres physigues du sytéme (les
parois  latérales et la surface librey, limitant  ainsi les
volumes morts. La forme plus ronde des lignes de courant dans la
partie inférieure met au contraire en ¢vidence au développement

de zones plus mal agitées.
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Figure(5—10): LIGNES D'ISO-VITESSE TANGENTIELLE
CUVE LARGE ET PEU PROFONDE
TURBINE DE RUSHTON

Vo . . .
(—v; : valeurs de vitesse adimensionnelles )
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(l.l.:::i

Figure(5-11): LIGNES DE COURANT
CUVE LARGE ET PEU PROFONDE
TURBINE DE RUSHTON

iso-valeurs correspondent a la fonction de courant @)
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wm Cuve large et peu profonde & fond bombé (Re = 10)

La figure (5-12) représente les lignes de courant superposcées au
champ des vitesses dans un plan vertical dans la cuve spéciale
eétudice precédemment dont on a modifié le (ond. L'agitateur a
€Lé recentré par rapport a la hauteur de la cuve. On note que
I7éloignement relatif du fond et de la surface par rapport a
[Tagitateur engendre le rétablissement d’une plus grande
ressemblance de la valeur des vitesses contre les parties
supérieure et inférieure de la cuve. Une trés légére zone de
recirculation au centre et au fond de la cuve est amorcée. On
peut remarquer également que les écoulements se développent de
Fagon générale avec plus de facilité, ce qui se traduit par un
¢loignement des noeuds de cirvculation relativement a 1lextrimité

des pales de Tagitateur,

De fagon globale, les écoulements semblent plus satisfaisants
que ceux obtenus dans le cas de la géométrie précédente : e
fait de gommer les anzles droits dans le fond de la cuve se
confirme e¢tre un choix judicieux pour diminuer !’ importance des
cones  mortes en partie inférieure et preés  des soulirages

cventuels.






PAGE

180

Figure(b-15): Turbine - Cuve large et peu prolonde a tond bombe

#i Projection des vecteurs vilesse dans un plan vertical el les lignes de courant #1
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Les écoulements dans un plan vertical engendrés par une hélice
dans une position standard sont représentés sur la figure
(5-13.b). Le caratére nettement axial des ©écoulements est
évident. Il se forme donc une large boucle de circulation, le
fluide étant repoussé vers le bas par l1l'hélice, puis remontant
le long des parols latérales jusque vers la surface libre, pour
revenir alimenter ensuite l'agitateur par sa partie supérieure
autour de l'axe de symétrie de la cuve. Les mémes constatations
quantitatives peuvent 8tre déduites de la figures (5-13.a) de la

référence [6].

On note l'existance d'un noeud de circulation sur le plan de
l'agitateur, un peu au deld de l'extrimité des pales. Celul-ci
apparait plus distinctement sur la figure (5-14.b) qui
représente les lignes de courant dans un plan vertical. On peut
comparer la valeur des vecteurs vitesses projetés dans le plan
vertical avec celle correspondant au cas da la turbine vu
précédemment : avec une hélice, les écoulements dits
"secondaires" (écoulements radial et axial, 1'écoulement
"primaire" étant naturellement 1'écoulement *tangentiel)} sont
beaucoup plus importants. L'influence de la surface libre est
faiblement marqué, il se remarque sur la figure (5-14.b) a
travers la légére augmentation de 1'écartement des lignes de
courant dans la partie supérieure de la cuve. Ces observations,
se comparent parfaitement a ceux de la figure (5-14.a) de la
référence [6].

La figure (5-15) représente les 1lignes d'iso-dissipation de
puissance par unité de volume dans un plan vertical de la cuve.
L'essentiel de 1la puissance est dissipée dans la zone de
présence de 1'agitateur, et surtout au niveau de l'exirimité des
palen. Les zones daspiration et de reloulement doe 'acilaleur
SOt coaloement I Slege diune dis=ipal ton e puissance

Phipoertantoe. On nole une asses [octe svmelrie onl e
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les parties inférieure et

o ] ;
supérieure | de la cuve, due

: ! il
essentiellement & |’absence d’intéractions ﬁortes entre le fond

de la cuve et l'agitateur, l'espace libre laissé pour que

l'ecoulement sel développe

fagon satisfaisante étant
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suffisant. On note par contre une légére d1551paq10n prés de la

paroi latérale | au niveau
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b / Fond bombé :

Les ecoulements dans un plan vertical sant seprésenteés sur la

figure (5-106). La similitude avec le cas de la cuve a4 fond plat

csl o lres dmportante, ceci étant du aux  inléractions faibles
coltre le fond et Plagitatedr que nous  avion deja relevees

procedenment . Les ¢coulcecments dans la partice bombee de la cuve
cpouncnt bicn la géométrie des parois, ¢t il nappparart pas de
cone de recirculation Neanmnoins, bes  valcurs celativement
faiblecs des vitesses dans cette partice de L'installation
suggerent que la géomérrie du systéme pourrait ¢tre ameéliorée en
tapprochant 1hélice du fond pour pallicr les deoulements de
fulte vadiaux quil apparaissent Lrés nettenent dans le courant de

retoulement de |Thelice.,

La vitesse tangentielle est représentéce sur la figure (3-17). On
note gue 'écoulement primaire est similaire o celui fque  on
vbscerve dans le cas de |Tagitateur de type turbine. POULC b G
nombre de Reynolds. C’est donc la transformation du mouvement

naturel de rotation en circulation dans un plan verticaul quioost

cascntiellement modifia.

¢ / Pond conique :
La figure (35-18) 4qui représente la projection des veoteurs

Vitesse  dans  un plan  vertical niet cenlemen i evidence

L]

influence trés faible de la forme du fond dans c¢e cas de
Figure. 1 scemble clair cependant gur  Cclest o dans le cas  de
PPutilisation de ce type de cuve que e choin du positionnueiment
de 1"hélice par rapport au fond peut apporter les ameéliorations

les plus sensibles au niveau des écoulements .
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Figure(5—=17): LIGNES D'ISO-VITESSE TANGENT
gure( IELLE
AGITATEUR DE TYPE HELICE (FOND BOMBE)
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(-V; . valeurs de vitesse adimensionnelles )
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35-2 / SYSTEMES MULTI-ETAGES :

Les systemes multi-élagés, c'est o dire compol tant  plusicurs
agitateurs superposés, sont (rés souvent utilises dans le cadre
de Tutilisation de fluides trés Visgqueux, dans des cuves de
seomelric pour laquelle la hauteur ost plus fmportante que le
diametre de la cuve. Ces systemes  sont  cgalement quasiment
hncontournables lorsqu'il s’agit de disperser du gaz dans le

ligquide visqueux.

Les associations d’agitateurs peuvent ¢tre de plusicurs types

=aolt le meme mobile est disposé plusicurs fois sur ["axe, soit
'on combine des mobiles de classcs différentes, par caemple
lturbine et hélice, afin d’utiliser sclon des zones de la cuve
les qualités différentes de chacun. Dans Lous les cas, la
Juxtuposition des agitateurs doit &tre concue de telle sorte
qu’ils ne constituent pas une entrave aux ccoulements généres

par les autres.

5-2-1/ Systémes a deux turbines de Rushton

Ces  systemes sont utilisés afin de creer des  zones de

cisaillement dans la totalité du volume de la Cuve .

a / Ecoulements en configuration classique

La projection des vecteurs vitesse dans un plan vertical est
presentée  sur la figure (5-21) et les lignes de courant
correspondantes sur la figure (5-22), pour une cuve dont la
hauteur est égale a deux fois le diamétre de la cuve. Les deux
turbines sont identiques, réguliérement espacees sur | Taxe, el

leur diametre est égale au tiers du diamétre de la cuve.
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On remarque la présence d'un plan de separation des flux situé
exactement a mi-distance entre les deux turbines. La
Juxtaposition de plusieurs turbines revient donc a multiplier le
nombre de boucles de circulation, ce qui engendre une difficulté
importante a maintenir homogeéne 1'ensemble de I"installation, le
transfert de masse entre ces zones s'effectuant cssentiellement
par diffusion. On note que la zone comprise entre les deux
turbines est le siege de cisaillements relativement lmportants,
ce qui est traduit par le rapprochement des lignes de courant
entre elles, Ceci signifie que les  deux  agitateurs  sont
sulfisament proches [7un de 1Tautre pour s'influencer

mutuel lement .

b / Influence de rapprochement des deux mobiles

Les figures (5-23), (5-24) et (5-26) sont relatives au cas de
deux turbines distantes d’une hauteur d¢gale a leur ravon. lci,
la hauteur de 1’installation n’est bien sur pas  un parawmetre
prepondérant, dans la mesure ou ITespace laissé entre ta Lurbine
du bas et le fond de la cuve est plus tmportant que la zone
d'influence de la turbine. La structure des écoulements n'est
pas fondamentalement modifiée par le rapprochement tres
important des deux mobiles. Les cisalllements dans la  zone
comprise entre les deux agitateurs sonl accrus par rapport au
cas precedent, puisque les variations de vitesse sont beaucoup
plus rapides dans cet espace confiné. Ceci est li¢ a une
consommation de puissance importante qui Apparait nettement sur

la figure (5-26).
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5-2-2/ Systeéme a deux édtages: association turbinc/hélice

Les combinaisons dl'agitateurs de Lypu tuirhine i partic
inferieure de la cuve et hélice au dessus sonl retenues afin de
creer des circulations importantes dans |'easemble du volume de
Lo cuve pour maintenic une bonne qualile en Leime dThomogeneite
toul en assurant du cisaillement dans la zone occupée par la
turbine. Ces associations limitent également la consommalion de
putssance qui devient rapidement prohibitive lorsque 1'on  a
plusicurs turbine (on peul rappeler qgu'une Lurbine de Rushton
¢sl caraclttérisée par un nombre de puissance 5 4 10 fois plus

cleve qu’une hélice tripale a pales minces).

W Ecoulement

La turbine et 1'hélice ont la meme vitesse de rotation, et
des diametres différents, selon les norimes Clussiques retenues
pour chacun de ces agitateurs ( Da/Dc = 1/3 pour la turbine et
1/2 pour 1’hélice). Les deux agitateurs sont regulierement

espaces dans la cuve.

Les ccoulements sont représentés dans un plan vertical sur la
figure (5-27). Les lignes de courant qui  leur sont associées
sont reportees  sur la figure (3-28). On note qu’une part
importante du fluide pris en charge par |'h¢lice n’est pas
reprise par la turbine (lignes ferméces sur clle meémes autour de
["hélice), ce qui signifie que les capacités d'admission de la
turbine ne sont pas sufflisantes par  rapport a4 celles de
refoulcient de 1'helice, et que |'espacement cnire les mobiles
¢sl certainement trop important pour que ce Lvpe d’agencement
sl clficace et corresponde aux attendus, on pourrait
preconiser dans ce cas de choisir une hélice avant un pas moins
important {(capacites de pompage réduites) et d'en installer deux
au dessus de la turbine dont on Dalsscrallt | a hauteur

d’implantation par exemple.
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@ Influence du nombre de Reynolds :

Sur la figure (5-30), on visualisce les dGeoulements sous
forme adimensionnelle, rappelons-le) correspondant a un nombre
de  Reynolds divisé par un facteur 10 par rapport au cas
précédent (Re = 1), On note pas de différence décelable en
premiere approche entre ces deux conditions de fonctionnement
ce qui permettrait de déduire que les grandeurs de melange
macroscopiques, comme le temps de circulation ou e temps de
meélange, sont proportionnelles a la vitesse de rotation des

mobiles, comme en régime turbulent.
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5-2-3/ Systémes a trois étages :

association turbine/hélice/hélice

[.’on pourrait bien sir multiplier a 1 7infini les associations
d’agitateurs dans des géométries de cuve trés diffeérentes. Nous
nous arreterons néanmoins au cas d’une turbine surmontee de deux
hélices, implantée dans une cuve dont la hauteur est ¢gale a
trois fois le diamétre, ce qui correspond & des géométries
industrielles assez souvent rencontreées @ cela nous permetira
cgalement de visualiser les phenomenes cngendres par la
juxtaposition de deux hélices, que nous n’avions pas encore

cnvisagéce.

W Lcoulements

Les figures (5-31) et (5-32) vrepreéscntent respectivement
les écoulements et les lignes de courant dans un plan vertical.
Dans  la partie inférieure de la cuve, les  phenoménes  sont
comparables & ceux que 1’on a observeis dans 1o cas precedent
(association turbine/hélice). En ce qul concerne la
juxtaposition des deux hélices, on note qu elles ont tendance a

slautoalimenter, c¢e qui  signifie qu'une part importante du

fluide ne passe pas a travers les deux heélices consécutlivement,
Ce phénoméne est lié au fait que le flux descendant engendrc par
les hélices n'est pas assez focalisé vers le pas, et que les
"fuites" radiales se produlisent tres pres  du mobile. Pour
limiter cela, il conviendrait par cxcemple de  rapprocher les

mobiles 1Mun de 1Tautre.

La figure (5-33) représente la dissipation de  pulssance  par
unite de  volume. On  note que les  deux helices  ont une
contribution identigque quant a la consommation cnergetique, el

que la turbine engendre la dissipation la plus importante.
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@ Influence du diamétre des agitateurs

I'l arrive frequement que les ulilisateurs choisissent
d'avegmenter les diamétres des mobiles d7agitation pour amé¢liorer

les performances de mélange de leurs installations. Nous avons

donc  envisagé le cas d'une cuve de  mCme  géometric Que
précedemment . mais équipée d’une turbine telle gque Da/De = 1/2,
surmontée  de  deux hélices  pour lesquelles  Dua/fDe = 0.7,

caractérisées par un débit de pompage du wéme ordre que celui
engendre par les hélices de plus pelite dimension. Le gombre de

Revinolds reste égale a 10.

La Figure (5-34) représente la projection dus vecteurs vitesse
dans un plan vertical. On note qu’il n'y pas de modilication
importante du type des écoulements ;3 e¢n particulier, 1'auto-
alimentation des hélices n’a pas &Lé supprimec.  On note
toutefois sur la figure (5-35) 1’augmentation de la dissipation
de puissance prés des parovis au niveau d implantation des deux
hélices, duce a la faible section de passaze larssce au Pluide
pour remontler vers la surface.

La zone de la cuve la moins concernée par lco me lange demeure la

partie supérieure, prés de la surface libre.
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5-3/ PUISSANCE DISSIPEE

| |
La puissance nécessaire au fonctionnement dé l'agitateur
dans une cuve de dimensions données peut étre‘caiéhlée a partir
des champs de vitqsse comme nous l'avons.déja;déve}oppé dans un
chapitre précédent} ‘ i
- I
Nous présentons sur la figure (5-36) une Comparai$0n du nombre
de puissance obtenu expérimentalement [7] et numé;hquement pour
une hélice & pales minces. Ses caractéristiques cdrrespondent a
une cuve de 200 litres équipée d’'un fond codi@ue.ﬂLa taille de
1"hélice est définie par le rapport Da/Dc; = 5;5. Elle est
implantée a mi-hauteur dans la cuve. Le pds de  1’'hélice est

e
égale a 0,5. ‘ !

} | ] ‘ —

» | !
& !
& 3 b
S eeeen Simulotion |
g oeeen Frperience
. - ; ;
Es -J, ;
! |
Q | 5
N
® P3
~ 3
o ’
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Figure (5-36) : Comparaison des nombres de puissance dans une
|

cuve sans chicanes a fond cdnique}(Hélice)
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La cuve, non chicanée »rour l'ocrasion, est remplie d'une
solution newtonienne de glucose dilué, de tellg fagon que la
camme du nombre de Reynolds étudide corresponde bien au réogime
rleinement laminaire ; on note d'ailleurs expérimentalement
qu'au deld d'une valeur du nombre de Reynolds ééale a 20, il v
a apparition du régime transitoire.

De facon globalé, l'accord entre les résul:ats issue de notre
modélisation et ceux issus de l'expériénce ast gatisfaisant. Une
adéquation encore meilleure pourrait Certainement 8tre obtenue
en affinant le calcul au niveau des mailles frontidres.

5-4 / TEMPS DE MELANGE : | |

L'évaluation du tempz de mélange s'effectue ?de la manidére
suivante : les mailles de surface sont initialisées de tel facon
que la concentration et égale a 1 alors qu'elle est nulle sur
tous les autres points du maillage. L'état de la cuve a cet
instant initial est représenté sur la figure (5e38.a}. Quelques
tours d'agitateur plus tard (ici la cuve est équipée d'une
turbine), la concentration dans la cuve borreépond a ce qui
apparait sur la figure (5-38.bh). On note un fort déséguilibre
entre les zones supérieure et inférieurej da ;a cuve, 41 au
caractére radial de 1l'écoulement, qui engendre comme nous
1'avons vu des boucles de circulation au dessus et au dessous de
la turbine, la correspondance entre ces gzones 'nme se faisant
quasiment que par diffusion. Sur la figure (5-384c..f}, on tend
vers une concentration homogene du traceur Jdans| la cuve, aveo
simplement de légers résidus plus concentrés dans une couronne
supérieure prés de la parois e+t en surface qui gorrespond a la
zone la moins agitée du réacteur, comme nous l'avens wvu. Le
tamps de mélange:correspond au momen* ot 1l'écart type calculéd
sur l'ensemble du maillage par rapport A la variable
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la variable koncentration atteint une Nvaleur fixée
préalablement. ce résultat vient encore cdnforfer le fait que
les turbines sont essentiellement des; agénts dE cisaillement
tandis que les hélices sont des agents dezcircuhation et donc

d’homogénéisation. '
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Flgure(5—37.c): Champ de qancentration « !'Instent
t* =5 {con ds la turbine)

Floure{B=37.0): Champ ca oconoeniration a I'naton’
t* m (20 (oun de la turbine)

- !

Flpurel{B=37.a) Chomn de soncantrtlon o Mnrtont
* m 300 (cas oo la jurbine)

S

Flgura(5--37.h): Chemp da aonocentratlon a I'Ingtant
= 40 {eus de la turbine)

Flgure{8=37.4): Champ do oconmantratlon o Inatant
t* m 200 (oas de lo turbine)

ESSRENUE TR

foure(i-37.f):  Champ de soncentroton fina}
1 m B0 (oo Ao o turbine)
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CONCLUSIONS ET PERSPRECTIVES : !
Nous venons de'présenter la procédure de développement d'un code

de simulation permettant d'édtudier :l‘hydrodyﬁamique de cuves
équipées d'agitateurs de type turbine| ou hélice pour des fluides
newtoniens.

Le code a été mis en ceuvre sur un micro-ordinateur &n type PC.
IL repose sur la résolution des équafions de Navier—~~tokes dans
le cas du régime laminaire en 2,50 (pas de variation des
variables on fonction de la position tangentielle). L'algorithme

de résolution choisi est SIMPLER, 1lié A ‘une méthode de
résolution de| tyre T.D.M.A -Des 1rés ats repréﬁentant les

vystémes 'agitation

7]

écoulements dans des cuves dquipndes de
simples ou multiples (association turbines et hélic 9) ont Até

présentés et ont permis de mettre en évidence certaines

difficultés lides au choix de l'implantation des agitateurs et a
la forme Adu fond de cuve. Nous avons également mis en évidence
les changements au niveau ces écoulements liés aux agitateurs,

et donc au niveau des caractéristicues d'homogénéité.
i i

Les résultats |qui viennent d'8tre commentés renréseq ent une
illustration de ce agu'il est possible &' ob*en*r A partir de
notre procramme de simulation. Une limitation importante réside
dans le fait qu'il est difficile d'obtenir &es comparaisons
expérimentales, car les expériences réalisées avec des fluides
assez visgueux pour que le régime de fonctionnement soit
laminaire sont rares car les méthodes d'inves stigation sont alors
limitées.

Nous aurions pu nous livrer 2a une exploitation beaucoup plus
systématique de ce programme afin par exemple de définir la
géométrie optimale pour traiter un fluide de %aractéristiques

connues : ceci est en effet un des intér 3tq maﬂn rs de ce code

’

mais nous avons préfér’ parcourir un certain neombre d'exemples

variés.
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Notre programme est congue de telle| facon qu'il pourra &tre
enrichi de nouveaux modules qui permettront! de mettre en
bibliothéque d'autre types d'agitateurs qui! pourront &tre
2880Cciés A ceux qui existent déja. |
En particulier, il faudrait - ajouter 2 ce codejzu1 module qui
permettrait de prendre en considération le mélanée de fluide qui
se produit lorsque celui-ci traverse lé volume halayé par
l'agitateur, afin de tenir compte de la structure tras complexe
des écoulements dans cette zone, et que 1 'on ne peuf prendre en
considération dans un programme gqu'en “ésoﬁvanp les éguations
dans un reper= tournant lié 3 l'agitateur.

Il serait intéressant de pouvoir améliorer la ccnnaissance des
conditions aux |limites au niveau des agi t eurs, mais il
faudrait pour cela disposer de résultats expéri éa aux qui sont
encore trop rares. Das études qui sont tuellement en cours
dans les laboratoireszs francais visent a aDDlLQLe la technologie
de l'Anémométrie Laser & effet Doppler & des fl ul@es visqueux.
Espérons qu'il sera possible A vpartir de ces travaux de
constituer une sorto de " bangue de données " suf:les conditions
limites correspondant & divers types d'acitateurs. Par la suite
I'implantation d'un module d'acquisition cbnditionnelle sur le
Laser permettra ©écgalement d'obtenir les | conditions limites
avtour d'une pale, ce qui sera particulidrement utile pour la
mise en oeuvre d'un programme tridimensionnel en repare

tournant.
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ANNEXE - 1

PUISSANCE DR NTSSIPATION : |

Lors de la discrétisation, l'intégrale est transformée en
la somme de toutes leszs intégrales sur chague volume de calcul.
- |

P=56¢. AV | |

O) & représente la fonction de dissivation donnée par
l'expréssion suivante : :

|« 2 2 2 | 2 2
o= Lo [ (2UY 3, (2], (20)? ,(au, ow)
v L {9 T J L9z ) \ Pz )} Loz ~ 2r
(3 v 12 )
1 cr - J i
i
i |
tel que : d=u ., o
Mise sous forme addimensionnelle : | |
- ' \
|
{ yvm Y2 |
P=L u (o). 01 L (pc® . av)
De |
Sachant que : Vm =X . Dc }
| + 2 vyt
d'od : P=u) (¢'Y . N . De” . AY
P (FC 3 + +:
: = = |51 Z (e') . av
Da3 N L n SN
|
|
f De \? + N
Ne = ;“'5'&;?#)? Y (') . AV
, Da .
d'autre part, le nombre de Newton Ne est égal A
Ne = Np . Re ! | i
| ( pe ) 1 foryt aut
Par conségquent Np = " Ba, *© e Yler) . A






AXNEXE -~ %

MAILLAGE DU PONED :
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de la région % ‘ | [
Y | > ' \
centrale | L I
. i ‘ | T S
Mailles de la | n Pl ‘/4
région du < , T ;/{
fond | { | * ' ) + f ;ﬁ
i - ‘ i A
i » L
;.\' .. M/

La forme de la parci du fond prise en compte rpour
l'opération du Ema:’.llage est de la forme en eaj&scali@r la plus
proche possible de la paroi réelle, commé le ﬁbntre la figure
précédente. Une erreur de discrétisation est ainsi commise, mais
les résultats sur le champ de vitesse montrent ™ien que ce
dernier suit parfaitement la paroi du fon@: llerreur de
discrétisation n'est donc pas significative. '

Hoeuds Frontidre :

FRONTIER®T
‘,_,__,,.
DE CALCUL

Dans cette zone sombre I'— o pour le +traitement du champ
d'écoulement, et;les vitesse=z axiale et radiale aux noends sont
nulles [3]. | |

|
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