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Nomenclature

T - Température de fusion [EC]
1 - Temperature de surface

1 Temperature imitiale

1. ' Température a 'infinie (dans les séometrie semi-infiniess)
I" - Temperature de la phase 1

I, Temperature de la phase 2

1Y - La température au point 7 a 'mnstant |

H:! : L'enthalpie au point 7 a ['instant [7]
¥{z) : L'abscisse du [ront

@' Indice du solide
[ Indice du liquide

t . Laconductivité & - La conductiviteé rft.-f’;;--'{]
g o k o
e La diffusivite e lw Fe I
pe &
¢ * La chaleur specifique ' ﬁﬁf]
L . La chaleur latente - 'f;i:” |

7 . La densite massique . if —‘
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Reésume

Apres la résolution analytique du probléme dit « de Stefan », on a appliqué un schema
numerique basé sur une méthade dite « Enthalpique » sur un probléme umdimensionnel. La
methade offre un moyen pour le suivi du front. Un simple developpement est décrit apres. qui
aboutit & de trés bons résultats comparés, quand ¢ est possible, avec ceux analviiques

1 extension de la technigue sut un probléme sphérique unidimensionnel est exposeée
par la suite.

Abstract

After highlighting the problems associated with the conventional implementations of
Stefan problems using analytical methods, a numerical scheme based on the Fnthalpy method
is applied to one-dimensional ones. The method provides a means to track the position of the
phase front; a simple development is then described which leads to very accurate solutions
compared. when possible, to analytical ones.

The extension of this technigue to one-dimensional spherical problems is then
demonstrated using an explicit method.
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Introduction

INTRODUCTION

La simulation numérique est de plus en plus utilisee de nos jours. Elle
représente en effet unc expérimentation et permet de trouver des solutions theorques
aux problémes que peut rencontrer l'ingénieur dans son milieu industniel. Elle
nécessite cependant 1'élaboration d'un modele mathématigue. Le modele est une
représentation abstraite. algébrigue ou analytique, du phenoméne physique etudié.

Actucllement avec le developpement rapide des moyens de calculs er
I’ algorithme numérique, des problémes de plus en plus complexes sont résolus.
Les résultats de la simulation numeérique sont confrontés a ceux de 'expérience.

Lors d'un changement d’ctat, le systéme se presente comme la reunion de
deux sous-systemes homogénes possédant des propriétés distinctes. On appelle phase
chacun de ces sous-sysiemes Plus précisément, une phase est une partic homogene.
physiquement distinete, séparee des autres parties du systeme par une surface définie.

La phase sous laquelle un sysiéme se présente est determinge par la
comaissance d'un certain ensemble de parametres: temperature, pression, champ
¢lectrique ou magnetigue, elc

Si, pour diverses valeurs de ces parametres. le systeme peut se presenter sous
des phases différentes. il est possible d’observer le passage d'unc phase a I"autre en
modifiant continiment la valeur des paramétres intensifs, Dans ce cas, on dit qu'il v a
changement de phase. ou transition de phase.

Dans les problémes du thermique, la oo i1 v a changement de phase,
l'obtention des solutions analytigques s'avére trés difficile, voire impaossible lorsqu'on
impose des conditions proches de la realite.

k:n effet, elles se limitent aux problémes 4 une dimension et des géometries
infinies et semi infinies avec des conditions initiales et aux limites simples et des
propriétés physigues constantes.

l.a solution du probléme du changement de phase nécessite la resolution d'un
systeme d'équations aux dérivées partielles muni des conditions imtiales ¢t aux
limites. Ces solutions prennent souvent la forme de fonetion d'une seule variable

x , ‘ T
— ¢t sont dites « les solutions de similitude »,
Vi
Franz Neumann a présenté une solution de similiude en 1860 (bien avant les
travaux de Stefan 1890} pour une géomélrie semi infini initialement liquide a une
lempérature constante supéricure 4 la température de fusion. avec une surface

X = Ugubitement abaisser a une température inférieure & la temperature de fision

Cette solution était reproduite par Carslaw et Jaeger cn 1959 ajoutée aux
resultats obtenus par Stefan pour le cas spécial ou le liquide se trouve initialement a sa
lemperature de fusion,
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Une aulre meéthode analvtique, ¢'est la méthode HBIM inventée par Goodman
en 1058 Tin intégrant I"équation de chaleur en une dimension plus les conditions aux
limites, elle consiste a

l-assumer une forme particuliére entre la température dans lcs variable
spatiales avec les conditions limites (par exemple une forme polvnomiale)

2- intégrer "équation de chaleur dans un intervalle d’espace approprie et
substituer la forme de Ia température supposée pour obtenir la « balance thermigue »
integrale,

3- résoudre |'équation intégrale pour obtenir le mouvement de limite de
changement de phase (le front) et par la suite la temperature a travers le temps.

vu la difficulte d’obtenir la solution analytique, on a recours aux methodes
numériques qui sont moins difficiles 4 formuler, et plus souples 4 appliquer.
11 v a deux approches principales pour résoudre le probléme de Stefan -
La premiére est « The Front Tracking Method » qui, d'une facon explicite, suit la
position de I'interface solide-liquide (le front de solidification ou de fusion). Ces
techniques offfent un moyen pour suivre le front. mais elles sont difficiles, voir
impossible; de les généraliser aux problémes multidimensionnels.

La deuxiéme approche utilise un maillage fixe. Comme exemple, on peul citer « I'he
isotherme Migration Method ». Tl y a aussi la méthode de la chaleur latente aux neeuds
qui détermine itérativement le temps pour lequel le front se déplace d'un neeud au
neeud suivant : gui est aussi compliquee et n'offre pas un suivie continue du front

Une méthode plus souple est la méthode Enthalpique, inventee par Eyres en 1946, qui
introduit la fonction enthalpie comme variable de calcul Beaucoup de
développements étaient portés a la methode

APPLICATIONS

Les processus faisant intervenir le changement de phase sont nombreux dans
la nature et d’un intérét pratique et industricl Des domaines aussi varics que la
cosmologic. la eéologie, le stockage d'informations sur disques DVD reinscriptibles
le soudage. la microdlecironique, la médecine, la métallurgie et le revétement de
surface sont concernés, Dans ce dernier domaine. il faut rappeler un tant que ce peut
les applications du domaine aéronautique et en particulier le revétement de surfaces
que doivent subir les aubes de turbines d ‘un turborcacteur ou les chambres de
combustion des moteurs a explosion pour les protéger contre les hautes temperatures.

La technique du traitement de surface en générale et toutes les techmques de
projection mettent en oeuvre le méme principe, a savoir la projection grande vitesse
de particules correctement fondues sur un substrat froid, ou les particules se
solidifient rapidement sous forme de “crépes” Les revétements sont obtenus par la
superposition d'une multitude de petites "crépes”
l.es matériaux projetables comprennent tous les types et tous les mclanges de
céramiques, carbures, plastigues et meétaux existant sous forme de poudre ou de fils.
(est limmensc variété des matériaux projetables qui fait de la projection thermique la
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technologie la plus souple et la plus diversifide de tous les procédés de traitements de
surfaces.

La chaleur nécessaire a la fusion des materiaux sera fournie soit par la combustion ou
la détonation d'un mélanee comburant (oxveéne ou air) et combustible (gaz ou
kéroséne) ou par un arc électrique. La température de la flamme est, par ailleurs, un
des éléments importants qui différencie les divers procedes.

La vitesse est lautre facteur tour a fait essentiel qui influence directement les
propriétés du revétement oltenu.

L'obtention d'un revétement dense et adherent exige que
¢ Tine fraction impoitante des particules injectées soil dans un €tat liguide ou
semi- paleux lorsqu'elles atteignent le substrat ou les particules precédemment
déposées,
o Les particules fondues aient une vitesse suffisante pour "s'etaler” et couler sur
les irrégularités du substrat ou sur les particules précédemment deposees.
s Une forte adhiérence inter particules et particule-substrat soit ctablic,

D'ou la nécessité de la maitrise du probleme du changement de phase.

On peut épalement citer les problémes que rencontre I"exploitation des avions
a cause de la formation de givre dans les pays de grand froid.
La présence du givre sur la cellule d'un avion diminue drastiquement le coellicient de
portance et les performances aérodynamiques ainsi exigées aux conditions optimales
de deécollage

A titre diinformation on peut noter que le dégivrage « deicing » exige 'emploi d'un
fluide Newtonien, alors que I'empéchement de la formation du givre « anti-icing »
nécessite en revanche Uemploi dun fTuide Non Newtonien,

Dans le domaine siderurgique, la qualité des métaux obtenus par coule depend
essentiellement de la maitrise du processus thermique « phenomenes de micro et de
macro ségrégation » d ot I'intérét des expériences realisées sous gravite reduite pour
fabriquer de nouveaux cristaux « expérience de la navette américaine Columbia et la
station Mir Russe ».

POSITION DU PROBLEME ET OBJECTIFS

Etant donné la complexité du probleme de solidification ou de fusion, nous ne
traiterons que les géométries unidimensionnelles sans la présence de la convection
interne qui peut naitre 4 cause des gradients de temperature, de densite et de
concentration. On ne considérera que le changement de phase sous sen aspect diffusif
(Probléme de Stefan).

Le but primordiale est de déterminer la vitesse de déplacement du front, et de
donner la distribution de température en un point et temps quelcongues.

On choisira la solution de Neumann pour la résolution analytique d'un modele
4 une seule phase puis 4 deux phases.




Aprés, on va appliquer la méthode Enthalpique sur les mémes modeles, 4 lin
de faire une comparaison entre les deux methodes,

Pour aller plus loin, la géométrie plane du modele unidimensionnel sera
changée en une géomeétrie sphérique avec une condition de type Robin.
[in fin, discuter les résultats obtenus et tirer des conclusions
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Chapitre 1 (réngralilés sur le changement de phase

I-1 ETUDE EXPERIMENTALE DES DIAGRAMMES DE PHASE

1-1-1 DETERMINATION ET INTERPRETATION DES DIAGRAMMES

En suivant la solidification d un métal pur soumis a un refroidissement lent grice a un
thermocouple, la courbe danalyse thermique (vatiation de la temperature avec le temps
figure 2) présente un palier qui correspond a une periode de coexistence du liquide et de
cristaux de solide et définit Ia temperature de solidification du metal.

Avec un alliage la courbe de refroidissement ¢st moins simple. elle comporte une ou plusieurs
hronches raccordées en des points anguleux et parfois un palier 1sotherme.

Mais ce n'est que trés exceptionnellement que la solidification d’un alliage binaire s'opere en
totalité 4 température constante comme celle d'un métal pur. Chaque point singulier de la
courbe de refroidissement correspond & un changement du nombre de phase en présence, ce
qui permet de déterminer les intervalles de température & lintéricur desquels le systeme
comporte un méme nombre de phases.

Trejergibm e

e e — FHTDS = Tarnas

Fivwre i Péermination de Ta rempératmye . ,
= I Fiemre2: courbe "amalyse thermigoe

D Nigguidus o 'un alliage Qi) P

Sur un diagramme lempérature-composition des alliages, les points de debut et de fin de
solidification engendrent deux courbes dites liquidus ef solidus.
Ce diagramme d’équilibre peut étre lu de deux fagons

1- Température de début et de fin de solidification d'un alliage de composition donnée
2- A une température donnée, domaines de concentration ou existe une seul phase,
liquide ou selide. ou au contraire, cocxisient ces deux phases.

A l'aide du diagramme binaire AB, suivons la solidification d'un alliage riche en A et do
composition (" (figure3), A la température ¢ du liquidus, apparaissent des cristaux de
compaosition ¢, plus riches en soluté B que le liguide initial. Au fur et & mesure que la
température baisse, le higuide ¢'appauviit en B et e point représentatif de sa composition se
déplace fe long du Higuidus andis que fa composition des cnstaux suit le solidus. A toute
température intermédiaire telle que ., cocxistent une phase liquide et des cristaux dans des
proportions données par la régle du bras de levier La solidification s'acheve avec la
disparition de la derniere goutte de liquide de composition C,a la température . .
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Cette description est guelque peu idéale: elle suppose en eflet qua tout moment
le systéme reste en équilibre, autrement dit que le liguide et le solide ont des compositions
uniformes.  Cette condition peut étre réalisée par le liguide, mais certainement
pas par le solide, car les processus de diffusion requis pour homogenéiser la composition des
cristaux ne sont pas assez rapides; lc cocur des cristaux reste plus riche en B que leur peau qui
vient de se solidifier Neanmoins il est raisonnable de supposer un équilibre local: a Interface
liquide/sohde.

4

1

H
¥
&

b e e

ST

Figure 3 Solidification par vefroidissement lent d'un allinge binsire de composition CL.

L'exploitation des courbes d'analyse thermique cst en outre assez délicate du fait de deux
particularites

1) le début de la solidification s'opere frequemment avec un certain retard: cles!
la surlusion: elle est suivie d'une remontée de la température jusqu'an palier de solidification
isotherme dans le cas dun métal pur (figure2). Dans le cas d'on alliage. la température de
liguidus doit étre deterninge par extrapolation (figurel ),

2) la température de fin de solidification est généralement difficile & apprecier sur les courbes
d'analyse thermique en raison de la non homogénéité du solide Pour éablir le solidus, il est
préférable de déterminer la tempeérature de debut de fusion au eours du rechauttfage d'alliages
soigneusement homopengises a I'érat solide,

I-1-2 MISCIBILITE COMPLETE A L'ETAT SOLIDE

I.a miscibilité complete des deux constituants d'un alliage binaire est assez rare a ['état
solide Ces alliages peuvent présenter deux formes de diagramme:

e Diagramme a un seul fuseau
Diagramme 4 deux fuseaux ' Le liquidus et le solidus ont un point de contact
aver une langente commune & une lemperature supericure ou plus souvent inferieure
aux tempéralures de solidification des deux constituants de base (figured) lLe
mécanisme de la solidification est identique 4 celui qui a ¢té décrit plus haut (figure3),
cependant I'alliage dont la composition se situe au minimum du diagramme se solidifie
comme un corps pur {fusion congruenie).
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Chapitre |

Tempy

{ 1R

Temparatoe {'C]

e e i

TFarfipa

Fizure § Diagramme d'éguilibre de type cutectique et courbe d'analyse thermigue pour guaitre alliages,




Chapitre | Généralités sur le changement de phase

I-1-3 MISCIBILITE PARTIELLE A L'ETAT SOLIDE

C'est le cas général, La situation la plus simple st celle de deux solutions solides
terminales, Les deux fuscaux de solidification se raccordent pour une valeur intermediaire de
la composition en un point d’équilibre invariant entre une phase liguide est deux phases
solides. Suivant la tempéraiure de ce point par rapport aux temperatures de fusion des
constituants purs deux cas se présentent |

1-1-3-1 DIAGRAMME AVEC POINT EUTETIOQUE

La température de ce point est inféricure aux températures de fusion des deux
constituants purs figpureS Les courbes d'analyse thermiques présenient un palier a la
(empérature eutectique correspondant 4 1"équilibre :

Liquide(1:. ) — Solutionsolidect (E, )+ SolutionSolide A F.. )

La longueur du palier est maximale pour I'alliage de composition eutcctique . cet alliage s¢
solidifie en totalite & tempdrature constante comme Un Corps pur.
Exemple : Ag — Cu, Mg()—Cal)

1-1-3-2 DIAGRAMME AVEC POINT PERITECTIQUE

La température du point invariant; est intermédiaire entre les temperatures de
fusion des deux constituants (figure6). 1/analyse thermique montre un palier a
la température peritéctique correspondant a I'équilibre invariant .

Ligquide(F ) - Sﬂirdeﬁlf_ﬁ] —s Solidea(P)

La solidification des alliages de composition située dans le domaine F|F, commence par des
cristaux de la solution f dont la composition évolue jusqu'au point £, a la tempcrature
péritéetique. Alors commence la transformation isotherme de f en phase (composition I, )
au sein du liquide de compesition /. Lorsque cette transformation est achevee, il reste encore
du liguide qui se solidifie en suivant le fusean cortespondant (courbe # de la figure avec deux
branches de part et d autre du palier).

Les alliages de composition située dans le domaine P.P suivent a peu pres le méme
processus ; mais & la fin de la solidification peritéctique, il ne reste plus de liguide ef I'on
obtient directement un meélange @ + /7. La courbe d’analyse thermique (courbe C) ne présente
qu'une branche anisotherme précedant le palier. Les alhages a concentration inférieure &
P.ou supérieure & /. sont monophasés. Les alliages situés entre P.et £, sont diphasés, la
fraction de phase o passe de 100% & 0 lorsque la composition passe de £ a /)

Exemple: Fe—C Ag - Pr.Zr0, —Cal)
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1-2 INTERPRETATION THERMODYNAMIQUE

Generalités sur le changement de phase

Pour déterminer 'état d'un systéme & n constituanis a l'equilibre. il faut crudier la

variation de son enthalpic libre de mélange en fonction de la composition a la temperature
considérée. puls suivre son evolution avee la temperature.




Chapitre 1 (Giénéralites sur le changement de phase

I-2-1 VARIATION DE 1’ENTHALPIE LIBRE

Des cas typiques d'alliages binaires peuvent élre facilement discutés qualitativement Le
ferme — TAS est toujours négatif, par contre le terme d'enthalpie de melange AH peut ctre
positill négatif ou nul.
o Solution idéale ' AH - 0. La courbe de variation de AG présente un minimum (¢t
deux tangenics verticales aux extremités) (Figure 8.1)

o Enthalpie de mélange négative AG présenic un minimum plus important que dans le
cas precedent (figure B 11)

e Enthalpic de mélange faiblement positive AG présente un minimum moins important
{ligure 8 11T}

-y
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Figsure 8 Variation de 'enthalpie lihre avee a composition suivant des valeurs et le signe de Fenthalpie de
melange

s [inthalpie e mélange fortement positive. Elle surpasse le terme entropique sauf au
voisinage des corps purs, d’ou une courbe avec un maximum et deux points
dinflexion (figure 81V}

I-2-2 RELATIONS ENTRE LES COURBES DENTHALPIE LIBRE FT LES
DIAGRAMNMES DE PHASE

1l suffit de tracer les courbes AG{X ). des phases liquide el solide(s), les tangentes
communes delirmtem les domaines mono-. di- el tinphases.

1-2-2-1 MISCIBILITE COMPLETE A L’'ETAT SOLIDE

Les figures 9 et 10 présentent les cas des diagrammes & un seul et a deux fuseaux pour
des températures qui coupent le (les) fuseau(x).

It
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Figure 10 Diagramme 4 un seul fusean, Enthalpie bre du liquide ot du solide a ka température TL L'état

standard ext le solide pour les deox constituants

1-2-2-2 ALLTIAGES A FUTECTIQUE OU PERITECTIQUE

1l faut considérer les courbes AG du liquide ot des deux phases solides.
I 'cutectique correspond & une situation o0 le minimum du liguide se situe entre les
minimums des solides (figure 11). La figure ne différe que peu du cas precedent,
si ce n'est que les deux fuseaux qui sont maintenant indépendants. A la tempeérature
eutectique. il existe une tangente commune aux trois phases (équilibre invariant),
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Fimure 11 Diagramme de type euteciique. Enthalpic lthre o ligoide et des denx solides b la températore




Chapitre 1 Geéngcralités sur e chansement de phase

Dans le cas péritéctique (figurel2), la position relative des trois courbes est inversée, la
courbe du lignide se lrouvanl @ une extrémité du graphe, A la tempeérature peritéctique, les
deux tangentes se confondent en une scule.

Liquide //7}
']

|
|
|
-*1[-

i Comatiition B

Figurc 12 Diagramme de type péritéetique. Enthalpic libre du liguide el des denx solides  la température
TI.

[-3-2.3 CORPS PURS ET COMPOSES INTERMEDIAIRES

En l'absence totale de solubilité. le corps pur est indiqué par un point correspondant a
la valeur de son enthalpie libre qui n'est pas susceptible de variation, Une legcre solubilité se
traduira par une courbe d'allure parabolique trés etroite avec un minimum tres accentug. Il en
va de méme pour les phase intermediaires suivant qu'elles sont strictement steechometriques
ou non - plus les écarts a la composition steechiométrigue sont importants ¢t plus la courbe
AG sera «wouverter La figure!d montre comment le domaine d'existence du COmpOse peut
&tre réduil par un accruissement de la stabilité des phases terminales, ce qui explique sa
variation avec la temperature.
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Figure 13 : influence de L stabilité relative d'un composé cn équilibre avee dewx solutions sofides sur e
domaine de stabilité du composé.

1-3 CINETIQUE DE LA SOLIDIFICATION

La solidification est un phénoménc complexe du fait de plusieurs modes de
cermination et d'une croissance fégic par I'évacuation de la chaleur latente de solidification et

la redistribution des solulés face a des conditions pratiques trés variées, La figureld




Chapitre | Généralités sur le changement de phase

schématise les conditions thermiques les plus courantes de la solidification; mais des
conditions différentes sont réalisées au cours de la selidification dircetionnelle, du soudage ou
des traitements superficicls par laser
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Figure 14 Ecuulemnent de la chalear au cours de la solidification au contact d"une paroi froide. La bulle
monire e front de solidification ¢a croissance colonmaire dendritique.

I-3-1 CONDITIONS DE LA SOLIDIFICATION

Pour que la solidification démarre, une certaine surfusion est reguisc (taux de
germination suffisant), Pour qu'elle se poursuive, la chaleur latente de solidification doit étre
évacude ; la croissance des cristaux est régie par les processus d'evacuation el d'extraction de
la chaleur qui imposent la vitesse de refroidissement. On peut done classer les procedés de
solidification suivant la vitesse de refroidissement qui peut varier de 10 7al0° (ou
plus) K.s ' Citons les principaux - virage de monocristaux, fonderie dans des moules de sable
ou de réfractaire. coulée en lingots dans des lingotieres metailiques, couice continue de
produits plats. coulée en bandes mince ou tres minces, atomisation d'un jet de metal liquide
(refroidissement des gnuttes par jets de liquide ou de gaz).
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Figure 13 Facits de solidification
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Figure 16 Ségrégation mineure (2) et croissance dendritique (bl section schématique d'une dendrite
illustrée par guelques conrbes d'égale concentriution.

Dans les allinges on peut observer six facies de sohidification (figurel5) | colonnane
dendritique. cellulaire, équiaxe dendritique, équiaxe non dendritique [ront plan avec solide
monophase ou diphasé. sans compter I'état amorphe. Une dendrite (figure16.b) est constituee
d'un squelette tridimensionnel (un tronc et des branches primaires. secondaires.., d'ou son
nom tiré du grec | dendron = arbre) La solidification se poursuit sur cefte base pour donner
naissance aux grains de solidification ou de coulee. ¢t s'accompagne d'une ségrégation des
éléments d'alliage. Pour des alliages qui se solidifient sur un certain domaine de temperature.
sous un pradient assez fort et taible convection, la structure est gencralement colonnaire
dendritique (figurel 5.b). Pour des gradients plus forts et une croissance lente, la structure est
plutdt cellulaire (e) De faibles gradients thermiques, I'agitation du liquide ou la présence
dinoculant (affineurs de grains) favorisent la structure équiaxe dendritique. Une agitation
rigoureuse et des inoculants trés eflicaces conduisent a une solidification équiaxe non
dendritique. Par solidification ultrarapide, on peut ohtenir des structures nom cristallisées
(amorphes ou verres metalliques).
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Chapitre 11 ) Presentation du probléme de Stefan

I INTRODIUCTION

Lorsqu'un materiau est soumis 4 un processus de chauffage la répartition de la
température ne sera pas uniforme, il arrive que des regions vont atteindre la temperature de
fusion du matéraw ct évidemment elles vont fondre, Le reste du milisu va continuer a
auementer de température jusqu'a la fusion du matériau au total. Avant que lc matenau ne
fonde totalement il va se diviser en phases, une phase liquide une autre solide et une imerface
liguide-solide qui les sépare et qui se déplace de la phase solide vers Ia phase liquide (selon le
processus). C'est ce mouvement. dil & la repartition non uniforme de la température, gu nous
mtéresse. =

La premiére étude publi¢e dans ce sens 1a est celle de Josef Stefan en 1889 lors d'une étude
sur la congélation de la glace. Ei c'est pour cette raison que le probléme est) fiequemment
comnu par "le probléme de Stefan ", | - ]

-1 LIMITATIONS SUR LFS MODELES \<

Stefan a pu avoir la solution analytique exacte, mais en imposant des conditions x|
limites simples qui sont un peu loin de la réalité. La solution analytique du probleme est tres
difficile et n'a été obienuc que dans des cas tres particuliers. La raison de cette difliculte est
que les solutions particuliéres de I'équation & dérivée partielle gui regit le probleme sont
mconnues lorsqu'on impose des conditions aux limites correspondant a la réalité physique.

Le seul modéle. dans les gdométrics planes, pour lequel on a peut trouvé la solution
analytique est le modéle semis infini avec des cenditions aux hmites du premier type
De plus la convection naturelle. a Uintérieur du matériau, est a eliminer.

[autre part, dans des géométries sphériques ou cylindriques des solutions simplifiees ont
aussi peut éire frouvee mais dans des cenditions proches des précedentes.

Mais toutefois, des solutions numériques approchées. dintérét pratique, peuvent donner des
résultats satistaisants.

[[-2 STEFAN A UNE SEULE PHASE

in effet il y a deux approches pour la résolution du probléme de Stefan: & |-phase et a
2-phases.
» |.a premiére consiste a considérer seulement une phase active, I'sutre phase resie a la
temperature de fusion constanic
s ladeuxiéme considére les deux phases actives et cherche la distribution de la
temperature dans les deux

Supposons gu’on a un phénomene de solidification.
Donc pour la premiére approche notons que les grandeurs indicées par $ sont celles du solide,
el par L celles du hguide:
ar 8T & TN _
Pl —=k| Ft+—+5| desl la phase active
o TS o oy - A

I

Pour I autre phase (liquide) qui était initialement a la température de fusion, elle reste a sa
temperature de fusion .




Chapitre [I Présentation du probleme de Stefan

T, =T

m

Le long du front du changement de phase. les températures sont ¢gales a la température de
[usion:
R A

ct P'on a, pour les composantes normales des densités de Hux de chaleur, la relation:

B o, % 3
T
B T ot

LY 2 "
ol 4‘_ cst la viresse normale du front
aT

I1-3 STEFAN A DEUX PHASES

Il v a deux regions. "une salide (indice 8) on "equation de la chaleur §"ecnt:

gt AT, e, @RS

L £ (&1 2
et autre liguide (indic L) o4 Fon a
il s W O

T R e e s e
o =L\ GF oy iz )

By

Le long du front du changement de phase, les temperatures sont aussi egales a la température
de fusion.
II' - '?.-. - jm

ct I'on a, pour les composantes normales des densites de flux de chaleur, la relation:

&r, &T, dy

S, ==L

ox S 3 dr

dX

ou ; est la vitesee normale du lronl
arT

La résolution sera faite dane le chapitre suivant « méthodes de résolution ».
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Chapitre 11 B Meéthodes de résolution

-1 SOLUTION EXACTE

\ dx = \
Figure 17 Cas wnidimensionnel géoméirie semi infinic

Pour un cas generale on va noter 2 ¢, & et . les constantes thermigques du
matériau dans la phase solide et 1| sa temperature; les valeurs correspondantes de la

phase liquide seront p ¢, &, . et 1.

On supposer aussi que le changement du volume on solidification sera negligeable,
par conséquent la densité p sera la méme dans la phase solide et liquide.

Et que L est la chaleur latente de fusion du matériau et [ son point de fusion
(temperature de fusion).

Sur la surface de séparation entre la phase liguide el solide (c'est I'interface solide-
liquide) repérée par X'{r). il v aura satisfaction de la condition:

T =T, =T, Jomgee 2=X{r) . . esdenainnssarg s (l)

Une seconde condition limite concerne l'absorption ou la libération de la chaleur

latente sur Ia surface Pour sc fixer les idées. on va supposer que la région x = .'E’(r}
contient le liquide 4 Ta température 7,(x. 7), et que la région x< X{r) contien le
solide & la température ¥ {v.7) (c'est-a~dire un probléme de solidification).

Lorsque l'interface sc deplace d'une distance dedX . une quantilé de chalew L pdX

par unité de surface est liberée. et sera vehiculee par conduction.
Cela imphque:
Ry & 1. (X

| — — =Lp e e A2
ox 0x dT

#
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Chapitre 111 Méthodes de résolution

(1) et (2) sonl les conditions limites qui doivent étre satisfaites a l'interface solide-

liquide (idem pour un probléme de fusion ou la quantite [ o} sera ahsorhée et

véhiculée par conduction aussi, }

MI-1-1 SOLUTION EXACTE A DEUX PHASES

Pour simphifier on suppose |'écoulement linaire  unidimensionnel. les

températures 7, et /. dans les régions solides et liquides doivent satisfaire:

Pt 1] fa T i}
&, VeE -

P e B s S S S P oo ()
X (AT
Q%—L%ﬁ_nm““._ ____________________ e (B)
" & tir

En plus de (1), (2}, (3) ¢f (6). on doit avoir d'autres conditions aux limites fixes, Ce
qui presente beaucoup de cas possibles.
Nous allons considerer le cas sutvant

Solidification d'un matériau fondu, initialement a la température /| avec la surface
x =0 maintenue & une temperature [ _ pour foutr > 0, et pou une geomeirie semi

infime {c'est-a-dire lorsque x —» o ) done:

LTl lorsgue X 3o oo e e cam cam s s ame e (7)

F=F . lorsgie £=0 ocomeciommn e ABY

Pour une expression de la forme:

L (4%

" @it
O a la solution parbicaliére:

{_.-' . '.'I":I'.J- - iNET

Elle a les propriétes suivantes:

[0 —+0 lorsque v >0 pour x=0

{f +mw=  lorsque 708 x=0

18



Chapitre 111 Meéthedes de résolution

[[:‘Hx = El:?m:)l‘z pourtout = ()

2
- L
i vk

Henmﬁmmfﬁﬁ wm:zaijef@rmmmnmmimwmmnmmmmmm
i il

(**) précédente.
La fonction erreur

R

Dn note erfr= — e d&

Vi
On aura alors Aderf 2 . comme sohution de I'equation différentielle (**), on A est
Hark
une constante arbitraire déterminée par la conditions et initiales.
La fonction erfeest la fonction complémentaire de 1a fonction erf et
erfe(x )= 1-eiflx)
Alors:

X

T At e (9)
2a )

On determinera A par (5) et (8).

¥

Bt: T, =4, —Berfe : N | 11 )
Heerl
Avec B satisfaisant (6) et (7)
Ensuite (1) implique:
Aerf — - — A — Barfe s S R PR R 1)
et ) 2Ha, )

L'expression (11) doit satisfaire toutes les valeurs du temps, et par conséquent X doit

ére proportionnel a r* | cela donne:

| 11
|X_=EE{-:I;'{}E| Ca s S S s )

Ou i est une constante déterminée par la condition (2). En utilisant (9), (10). et (12)

cela va donner

kAe™ k.i_ﬂl A | @ T AL Y cevsns e oemsesas e st et e (13}

VEE:

%A |

14



Chapitre 111 ‘Meéthodes de résolution

(O bien en utilisant (11) et (12}

e k-mE{T;. R - ALz
enfi ke, (T, T eeged flo 2] & (. —r}}_

Apres trouver A de {14), T, ¢t T. peuvent étre écrites d'aprés (9). (10), (11), et (12).

. P> ) |
T ‘m—_n}t‘r’_‘f: = 5 ||JT5| e A13)
:_ erf A 2z )
{:'lllll = ]I' } ! Az .\:ll ;

R ST L - 16

h=% — élﬂﬂifzrm;! (16)
erfel Ma, jz. | ST

| | |

La solution de (14) ¢st donnée numériquement en utilisant les tables de la fonction

errewr
HI-1-2 SOLUTION EXACTE A UNE SEULE PHASE

Seul 1a condirion {G) va changer pour devenir

Plus la condition initiale qui doit étre 7, =T,
IDe la méme fagon on aura 'equation du front:

|; = 24(e, r)l

Aet lgracine de:

: o A
Are” ®orf{A) = '{'—"’I—_*'i ..................................................... (14%)
L*dw
T, et 'I. sont donnees par -
. . :
| 5 | x
35 == '"‘i'}.en‘] 5 T (i X R O e st e RSN
: Lo L 20a,7)E
T 2 e e e R AT -1

Application numérigue

(On prend les paramétres sulvant correspondant a 'eau




Chapitre [T1 Meéthodes de résolution

OO l'eau & 1'état solide (glace) se trouve initialement & sa températurc de
fusion T, = T_, a l'instant t=0 la température de sa surface en x=0 est insiantanement
élevée a la temperature de 25 %7 | puis mamtenue consiante,

(LIne petite modification est faite sur les unités a fin de bien presenter les résultats)

I, -0

i

T —25%¢

o S
e=4 186 Fakog

r
kl = :r-l A {zf i
JomT 0%

foneenr — lm

Remarque :

Pour aborder les deux changements (c'est-a-dire @ la fusion et la sohdification) et
montrer qu’ils obéissent a une méme logique, on choisira la fusion pour le cas a une
seule phase et la solidification pour celui & deux phase, en prenant. bien sir. les

conditions aux himites en consideration.




Chapitre [11 Methodes de résolution

Pour 'approche & 1-phase (fusion)

=t fics

7 L. -
el e lf.-t)

F(Lamda

19HHEH

1455548

o982

T I‘_I L | [ I B == =1 l 1 ) T S

=]
499982 | .’I

G777 ||-1-*4,_|||.|||||.I||||||||-L_-r"’.|.|
L7718 5 ™ = 1 -

Lamda

Figure 18 Graphe présentant /-(A) (4 1-phase)

La solution approchés accepiable sera 4 =0 37764

On trace maintenant X (r) donné par Péquation(12), on peut méme calculer le temps
nécessaire pour qu'un tube de glace de langueur / fonde tolalement grace a cette
equatiot.

En effet

Fy
. pour une langueur /. f = _{_

|
X=2atl = 1= l| :
i w24

L XY
L 24
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Figurc1? le front de fusion ohteny analyliguement

Pour tracer |historique de la température d'un pointn de coordonnées Xn. on doit

connaitre 'instant 7, pour le quel le front de fiision atteint ce point, puis utiliser
I equation {lfi:'l apresi . avant!, la tempeérature reste égale 4T (probleme a 1-Phase),

a l'instant ¢, le front se trouve sur le point considéré et { — f_ aussi.

| i '

£
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Tt (C)

o
t (heun

Figure 20 Mistorigue de la température pour Xn=4cm
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T4 (C)

(K]
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o
= R
-

16
t {haur)

Figure 21 historigue de Ja température pour Xo=lem

Pour une approche 4 2-phases (solidification)

Pour le méme modele sauf que |

T =0,
Tn =2°C
T =- 1097

On trace la fonction Fil)=0 qui découle encore de I'équation (14) tel que -

f'{,ﬁl_:l_ 2 E - f(: *".ll"‘T.(E_, ! T,ﬁ. }L’_,_;q,g‘ S ) .:I._._.Ip:__"..';
ot kel T, krfeld (e, ja)) e (1, 1))
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Figure 22 praphe préscntam :"'[.—U (it 2-phases)

La solution approchée sera A =3 223888E -01

Dc la méme maniére que |'approche 4 une phase on trace maintenant X{¢) donné par

I"equation {12)

T =
Bh i~

SEII—

Xt (cmy
&
T

30 -

vl

10

o | L 1 I |
5 10 15 20
temps (jours)
Fipure 13 praphe prisentant X{i’} (i 2-phases)
Pour tracer | historique de la température d'un points de coordonnées X7, on doit

conmaitre |'instant + pour le quel le font de [usion atteint ce point, puis utiliser
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équation (16) aprés /.. 1"égquation (15) avants, . et 4 "instant ¢, le front se trouve sur

le point considere et =T,

T{C)

1 I'.-ﬂj':"‘lI rs!

Figure 24 historigue de b températore ponr Xn=25¢cm

111-2 LA METHODE ENTHALPIQUE
I11-2-1 PRESENTATION ET AVANTAGES

l.a classe des problemes de Stefan on une solution analytique existe est trés
petite. Les schemas numengues bases sur 'equation (5%) et (6%) neécessitent la
poursuite du changement d'étatx = X(r)

Et cela rend la majorite des schemas numérigques existams difficiles a reformuler,

Une solution pour contourner le probleme, c'est de reformuler les equations qui regit
le probleme elles-mémes (c'est-a-dire (5) et (6)), en terme d'enthalpie H (d'ou
l'appellation de la meéthode), qui sera, par la suite. une somme d'une chaleur sensible
el d'une chaleur latente de transformation

Dans ce cas les equations de Stefan se retrouveront sous une seule equation:
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2

‘{Tﬂ it = g [ﬁr f
o ox W ox _,-'

{Cas plan unidimensionnel)

Phus les conditions initiales et aux limites

aH o an
JU" L= )If - !
| o X i, '
JL, =i
1 =
I = SolunenAnalytique

La temperature sera rehiée par l'enthalple via
| H e - S

T=4T T L B S R R WPl s e e (19)
W =1)e H=zel, -1

Et contrairement, on peut gcrire:

atpy=] & F<t, (19%)

Avantages de la procédure

|- On n'a aucuns condition 4 satisfaire enx = ¥(z) limite du changement de
phase.

2- On n'a pas a suivre l'interface solide liquide

3- Cen'est pas nécessaire de considérer deux régions de part el d'autre du fromt
cest-a-dire x = Xi(r)

d- 1l esi facile d'introduire une zone matillée, c'esi-a~dire oG Ie changement de
phasc sc produira dans un intervalle de température au liev d'un point
singulier.

La représentation en scheéma explicite de différance finie de la formulation de la

méthode enthalpique donnera

2SI TR U T S (20)
2
Combinée avec I'égquation (19), 'éguation (20) fournira un algorithme pour le calcul
de "Thistorique” de la température d'un ccoulement en une dimension.
Pour assurer la convergence du schema explicite on doit satisfaire la condition -

c‘ff P

(Clest la condition de comvergence),
.:51' ..Jc
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Hi-2-2 GEOMETRIE PLANE UNIDIMENSIONNELLE AVEC DES
CONDITIONS DU PREMIER TYPE

Ii-2-2-1 A UNE SEULE PHASE

3 B o i af ar
On aarcsoudre les equations . p — = _ |k _ | x=0
e e

Plus les conditions initiales et aux limies -

L =tini=1m
=1
‘ i"": . = SofutivnAnalviigue

Toujours aves:
Hic HEel

T'=47. LT SH <ol +1I.
(F =1)e H>eT, +I

Fars T<T,
et 4L T>7

M

T (C)
”_‘--.._..‘1:..14.-.|nu-=-45:
T o e e e e e e
I
]
e
i
b — e
= B
S S
,
%
W
k,
I
.
I\.
A
I'|.

Y o

t

Fizure 25 historigue de la wempérature Enthalpique en poincillé i

apalytigue en continue pour Xon=4cm




Chapitre T11 Méthodes de résalubion

111-2-2-2 A DEUX PHASES
On ne changera que la condition limite 7, , =7ini < Tm (pour un probleme de

solidification),

Le reste ne changera en ricn, c'est-a-dire -

oH & &T
e Ll
of  oxl x
I =Tini=Tm
1], =T
rl., = SolutionAnatyrigne

-

ey
|

T(G)
T

]
l !
4

=g =

| : 1 [

t[;m rs)

=l
1

b

Figure 26 Tempérptmre Enthalpigue en pointillé et amalytigue en conting an point 25cm
favee 9 muds co cspace ¢f 443 dans le temps)

En augmentent le nombre de noeuds a 33 noeuds en espace et 7078 dans le temps on

aura |
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2
1 :—q"
o -
) =S S
_1 - .'\.l"l..
B 2F =5
F LE S
E 1)
-4 :_ %—Z."b._{:::b
= MR
_5 : '-—\__-_-.‘__J“__:: "
—_ : 1 ] i | _i ] i 1 i I
"o 5 10
tiours)

Figure 27 volutinn Enthalpigue nscillant an tour de 'analytique Gio poeint 25cm. avec 33 noewds
cn cspace cf 7078 dans fe tfemps)

On remarque 'amelioration mais aussi 1’augmentation du nembre de peints dans le
temps, 4 cause des exigences de convergence D'ou IMdée, de reformulation de la

technigue

mi-2-3 LA NOUVELLE INTERPRETATION DE LA METHODE
ENTHALPIQUE

Si le point dc correspondance des deux courbes peul ére prédit on peut
trouver un algorithme exact pour le probleme de Siefan classique. Comme premier
pas vers un tel alzorithme, 'enthalpie dans la région discretisée. qui se solidifie, doil
£tre interpretee.
Posons / le point du nieud danyg cette région et & sonl élément associe. La chaleur
totale dans I'élement £ a n'importe quel temps est approximée af dv. o H est
'enthalpie du neend et Sy est 1a largeur de I'élément.
St au temps ¢ le fronl de la selidilication est sur I'élement & et se deplace vers &, la
chaleur totale dans V'élément peut s'approximer a la somme de la chaleur dans le

sohde el dans le liquide de l'élement;
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HE =PV vIR-BDEE ciswssessnensaoiemsasmones (2D

on & est la fraction de l'elément gqun est solide.
Quand le font de solidification atieint ‘e noeudi, § sera cgal @ — et 1, T est

'eguation {2 1) se réduit a:

D'ot. ou que l'enthalpic nodal # de la région discrctisée soit, c'est la somme de la

chaleur sensible {¢7, Ydu changement de phase et le — de Ja chaleur latente associé

1
2
au changement de phase. la limite du changement de phase sera approximativement

au nocud §

I11-2-4 Le nouvel algorithme

A partir de linterprétation de l'enthalpie donnee avant, on proposera

I'aleorithme de résolution du probléme de Stefan qui suit:
L'enthalpie ef ung température de "travail” sont calculées a chaque interaction sur le
temps par le schéma explicite de différence finie donnée par (20) (c'est-a-dire

A i
=g S gln -2t =11))

&
] ef =T

El 'équation {19%), Cest-a-dire A7) = m
- {' 7 w'[.c-'." ks T=T

Si lenthalpie § un nocad fest tel que au temps . H =T, | ‘% el au temps
Jilest HIY <ol + f/, (pour un probléme de solidification), alors la limite du

changement de phase vient de passer par le point( .

St H, =67, + 1"—/;.:
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L fronl justc avatl (k plsser par i-—..,q_‘.

' H! s H_

B f i =Nn
O T . 2 2 T R
1=] |I|i
A I'instant | -
HJ : < Hm ; Le froad vient de passer par i
e
HERREREE ebd [ 1 11 1]
1)
i=1 Jepge
A linstant j+1
L' instant o0 H, = f/q WS ST ER N S ) ) (S — (23)
.o Tonl exacibement sor i Ea
i~ LMo, | =Nn
[(TTTTTTTt ¢ [T T T 11}
T P il
— .

(0 X <1 est estimé par une interpolation linéaire dans lc temps:

E +ed, - H

)

] |

(24

Au temps rla température dans le noeud Jest]

ma

la temperature au autre potnt est

factlement estimee en utilisant une interpolation lineaire:
Ti* = xir 7). 7, BB v s

Dans le cas ou les proprietes thermiques ditférant entre le solide est le liquide

I'algorthme sera modifie en utilisant le schéma de différence fine suivant.
o . ot ¢ . e T
HI' =F, +‘”E{R' B . el

au licu dc I'équation (20)

La nowvelle interprétation

On va progresser eny. a chaque ¢ correspond un X qui va nous donner ;



Chapitre 111 _ Méthades de résolution

r =(j+XWr le temps pour lequel le front de la solidification va atteindre le point
i et aprés on caleul la température dans les autre points par:

P = X T, (4 # i)

Le temps pour lequel le from de solidificanon atteindra le poimntidr, est

r. =7+ X)Mr

f..d‘ vl EH
- X = ¥ Sy, SRR 7 ar imterpolation dans le temps)
(‘ff" I_H;J} {I} P PE,

La temperature au temps 7, au point ¢dvest 7 pour les autres points 7' est oblenuc par

interpolation:

=Xt 1)+ ki

________ | -
A Vinstant j i 1+l
[
I|
.____| | b | | J_ ________
A I'instant j+1 1 rul i+l
-
¥
———————— g T I\, i —
=om e e ) | % | | S
- LS
o . 1 I |
A Vimsiant §2 .I"

Il se peut qu’a I*instant suivant du passage du front par i, le front n’atleigne pas le
point suivant it1. & cause dec sa vitesse non uniforme. D'ou, il ne faul calculer les
températures que si i varie d’une iteration de temps a une autre, sinon la courbe
d'analyse thermigque aura des paliers non conformes.

Avec senloment 9 neeuds on espaces et 443 dans le temps en obtient au point x=25cm:

Lad
Lad
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Meéthodes de résolution

T{C)
|

-4 =

dn
1

T(C)

2k

temps (jours)

Fizure 28 Avec scalement 9 niewds en cspaces et 443 dans le femps

Au point x=25{m

(%1 2

1
temps{jours)

Figure 29 Avec sculement 21 sieads en espaces et 2765 dans le temps

an point x=25cm
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T(C)
"
I
-+

0 5 10 E 20
temps {jours)

Figure 30 Aver seplement 21 noeads on espaces et 2765 dans I temps

au point x=25¢m (en évitant les points déja dessings)

T(C)

i
I 1 ||I 1 |I "l T II

fa
||I||I

10
temps {jours}

Figuare 31 Avee seulement 21 nends en espaces of 2765 dans le temps

Aun point »=15cm
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T2 caleul du front donnera

Xt (em)

I | L ]
] 13 54l 20
temps {jours)

10

Figure 32 La courbe en continae est celle de Vanalytique. et celle en pointillé est eclle de

'enthalpigue

Cette courbe est oblenue sans [application de la condition de Goodrich (c'est-a-
dire . 7% =¥in)

Sion le fait (cest-a-dire ~ 7} — Tanalyrigue ) on ohuiendra :
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i !
a 10 20
temps [jours)

Figure 33 La conrbe en continue est celie de Panalytique, ef celle en pointillé est celle de

Icnthalpigoe

11I-2-= GEOMETRIE SPHERIQUE (PROBLEME A CONDITIOS MIXTES) A
DEUX PHASES
Dans le eas spherique unidimensionnel 1"équation (18) changera en’

ar L AL 0T
a._ r i T

gt —
if £ or

F
H]

Il
|
|

-

: H kL @r L eTy

Qui donnera —— ar l - | b civmiveineee L1EF)
) pr er

Plus les conditions suivantes :

La condition initiale, au centre on a un flux nul. el en fin a la surface de la gotte (de

ravon R) en a un chauttage par convection naturelle:
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Figure 34 Cas d'une sphére refreidie par convection

8 E T &1 8m
o pr'ELf'L or )
' T =10
low k&7
— =3 —— ... =1{)
o FE &
o
A == o
Ly, 7,)

l.a température sera reliée par 'enthalpie via les expressions (19) et (19%)

La discrétisation de en différances fimes schema explicite donnera :

s ™ 4 ] X
; i 1 "
H_"_I :HI:' 1-‘;{ f|| i—f ifll'i —ZT;'. } | I+ ] |-!r.'4I I.
FE A I—1) L f 1J 4
Tr.' = Tini
HI.--I — £ "% r‘*ﬁ*{j}":" _'Jnl.l'}
o
CAPER . Y
— -‘F-v.- ‘F.\!I .I |
¥ !
T.r. I =—
¥ "er*h\‘
SR

Pour assurer la convergence du schema explicite on doit satisfaire aussi la condition |

(ks ; ; e
Tt % {C'est la condition de convergence).
o 2k
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Chapitre 111 Meéthodes de résolution

Pour la modélisation, prenons une golte d'eau de rayon R initialement a la
temperature Tin, refroidie par ["air qui se trouve d une temperature 7o constanie et

inférieur a la température de fusion?

Soit

=30 um
Tip=2°C
=25

Avec un coefficient de convection A 2W/em™°C

Remarque :
Vue que le ravon R est trés petit la durée du transitoire doit Gtre de Nordre de 1E -3

secondes, En effet on va la pendre egale a 274 -3

13 RESTULTATS
I.a Courbe danaiyse est préseniée au milieu et au quart du rayon R, avec un

nombre de nocuds égale a 21 en espace et 3847 en temps (sans correction)

[
i

T{G)

of

]
g £t n.onz
temps (secotde)

Firure 35 Courbe d’analyse 2w milien et aw quart du cayon R, avee un nombre de noeudy Ggake 3

21 en espace ¢f 3847 en temps sans correction
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On va maintenant présenter les figures 36 de distribution de la température dans

des instants difTérents :

2E-05

1E-05

-1E-DG

-2E-05

R — I | | IR
-2E-O05 -1E-05 0 1E-0% 2E03 3E-05
X

Lors ce que j=10

2E05

1E-06

-1E-05

-2E-05

[T R T e | L
-ZED5 AAELDS 1EDS  2E-05 3E0S

Lors ce que j=100
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ZE-05

1E-03

-1E-03

-2E-05

| l I
3E-05

i i : S |
ZE-05 -1E-05 o X 1E-05 ZE-O%

Lors ce que j=500

2E-Q5

1E-05}

-1 E-05

2E-O8

Li i 17 pop b Lot

Ly ;
-3ED5  -1ED5 1E-05 ZEOS5  3E0S

Lors ce que j=2000

41



Chapitre II1 = Méthodes de résolution

Pour avoir une idée de ce que représentent les figures 36, faisons unc présentation 3d :

Aux premicrs insiants Quelques instants apris

Proche de la fin de solidification Presque & la fin de solidilication

Figure 37 des coupes en des instanis différents d’une sphére refroidie par convection nalurelle
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20

Xt (micrometre]
n

—
L]

1 L I 1 1 I
nz Qa 0& 0.8
temps (miliseconde)

Figure 38 La courbe du [ront de solidification obtenue par la méthode Enthalpique

TI-3-1 DISCUSSIONS DES RESULTATS

Les premiéres courbes obtenues par la méthode Enthalpique comparees avec
celles obtenues analytiguement {figures 25 et 26). montrent clairement I’ oscillation de
la solution numérique autour de Panalytique. Cela est du fait de plusieurs causes la
plus dominante est gque la nature de la fonetion Enthalpie est du Lype cchelon et

progresse par des sauts de chaleur latente.

Cela ne peut étre mailrisé gu'en diminuant au maximum le pas en espace
{fizure 27} (est-a-dire augmenter le nombre de nosuds en espace Nn), si Nn — =0 on

aura théoriguement la solution analytique

Mais cela va introduire une avgmentation beaucoup plus imponanie en
nombre de neeuds en temps (c'est-a-dire le Nj), cela est di a la condition de

CONVErgEnce.




Chapitre TIT Meéthodes de résolution

Cette augmentation provogue un temps d'execution lres important. ¢t exige
une mémoire vive sur la machine plus importante aussi. Cela peut ne pas étre senti
dans des modéles simples 4 une dimension, mais dés qu'on aborde des modéles en

deux dimensions {sans parler du 3D), le probleme devient embarrassant

On peut éviter ga par plusieurs maniéres, on peut par exemple changer
complétement le schéma utilisé, un schéma implicite va nous eliminer la condition de
convergence el nous donners plus de fiberté lors du choix des parametres espace-
temps, mais cela va aboutir 2 des eguations non linéaires qui doivent érre reésolucs
itérativement ce qui revient au méme probléme, sinon raisonner autrement et frouver
une technique de correction pour le schema explicite simple, d’ailleurs ¢’est ce qui a

fait V. Voller et M. Cross.

En effel 'idée était simple, elle consiste a cormger la température par
interpolation chaque fois qu'elle est calculée. en redéfinissant la fonction enthalpie
complerement.

Cela a conduit, comme nous le constatons sur les (figure 28) a des courbes en
« escalier » causées par les le recalcule des poimts déja caleulés et en évitant se petit
detaille on obtient (figure 29, 30 e 31), 4 des résultats surprenants (erreur relative de
'ordre de 0.1%), et presque égaux ceux obtenus analytiquement (différance qui ne
dépasse jamais le 0.2°C). en gardant des nombres tres petits de nocuds que ¢a soit en

¢space ou en temps tout en gardant aussi I"aspect simple du schema explicite

Pour le front. on constate qu'il faut appliquer une condition suivant la
technique de Coodrich @ la deuxieme limite (=Nn), pour avoir un resultats
satisfaisant (voir les figures 32 et 33) Cela est du fait qu'en numerque, jamais on ne
pourra réaliser I'aspect semi infini. a cause des limilations en mémoire et en temps
d’exécution
Sur un probléme reel (en laboratoire par exemple), cette condition ¢’ est hous qui
I'imposons ou bien ellc est mesurée par instrumentation, dol la justification de ce

choix,
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Le modéle appliqué aprés (sphere refroidie par convection). ou la dégradation
des couleurs (voir figures 36 et 37) représente le gradient en température en des
instants différant, nest comparé avec aucune solution analytique, tout simplement,

par ce qu'elle n'existe pas.

Line telle application ne peut éire validée que par des résullats obtenus par
mesures direcles au laboratoire, ou bien par des resultats obtenus par d’autres

méthodes numériques déja validées par celte maniere
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Conclusion

CONCLUSIONS

Ce travail traite le probléme de Stefan dit « & frontiere mobile » en
abordant des géometries unidimensionnelles (Mur plan, cylindre et sphére),
Il concerne uniquement le cas d'un corps pur (une seule tempeérature de

fusion) selon gue 'on ait une ou deux phases.

La revue de la littérature a montré gque tres peu de solutions
analytiques existent. En fait, celles-ci n'existent que dans le cas des solutions
de Neumann et ont été obtenus grace a [utilisation d'une variable de
gimilitude. Dans le cas de gfomeétries complexes la solution analytique
Mexiste pas et il faut utiliser les méthodes numériques pour rasoudre les
problémes. A ce titre, cn peut citer les méthodes utilisant la technique des

difféerences finis, volumes finis ou gléments finis.

A L'heurs actuelle plusieurs codes de calcul commerciaux de type
(FLUENT, CFX, PHOENICS, FIDAP) utilisent la méthode des volumes finis
qui & moniré une grande flexibilité de calculs & prendre en charge des

conditions aux limites de type Dirichlet, Neumann ou Robin.

La transformation {fusion, solidification) s'accompagne par une libération
ou absorption d'une grande quantité de chaleur modifiant ainsi I'état du corps
(solide < liquide) avec apparition d'une interface qu'il faut capturer. Toute la
difficulté du probléme provient de cette interface | et c'est ainsi que 'on peut
distinguer dans la littérature les deux principales méthodes de résolution :

- les méthodes a suivi de front & maillage mobile « Front tracking

method »

- et les méthodes a maillage fixe ou « Fixed grid methods ». la méthode

enthalpigue en fait partie.

A précision &gale. nous avons opté d'utiliser cette demiére technigue en
raison de sa facilité de programmation, et des possibilites de son extension a

des problemes plus compliques.
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AU début, les courbes obtenues numériquement par la méthode
enthalpique présentent des paliers, et donnent se gu'on appeile dans |la
littérature spécialisé « des courbes en escalier » ces escaliers sont justifie
par la nature de la fonction enthalpie elle-méme. qui n'est pas continue &n
passant d'une phase a une autre (c'est-a-dire & travers ['interface), a cause du
sauts d'énergie dil au changement de phase (absorption lors de la fusion et
libération lors d'une solidification).

Mais une petite modification sur la méthode, proposée par V.Voller et
M.Cross (1880), fait que ces courbes se superposent presgue exactement sur
celles de la solution analytigue. méme avec un faible nombre de nceuds, et
avec un schéma explicite simple n'exigeant aucun processus iteratif, ce gui

rend cette modification fort intéressante

Dans la méthode Enthalpique, la position du front est déterminee 2

posteriori par 'examen du champ de temperature.

Nos résultats numeérigues ont élé comparés aux solutions analytigues
existants et ont montré une bonne concordance:

Dans le cas sphérique. il faudrait les comparer soit avec l'expérience
soit & des solutions obtenus par d'autres méthodes (méthode integrale, HBIM,

suivi de front).

Ce présent travail nous a permis de juger de [importance du
changement de phase dans le domaine aeronautigue (revetement de
matériaux) et dans bien dautres secteurs de la vie professionnelle ds
[ingeniaur,

Dans une perspective future, an peut relever les points qui nous paraissent

utiles et intéressants d'étudier *

< des géomatries bi- ou méme tri- dimensionnelles
% des alliages, ou méme des compositions plus compliguées au lieu d'un

materiau pur

47



Conclusion

< des variations des propriétés physico thermiques avec la température.
ce qui veut dire des problémes fortement non linéaires

“+ des effets de convection et de 'évaporation dans le cas du probléme
de fusion.

“+ Le transfert de matiere dans le cas de matériaux hétérogénes,

La methode Enthalpique ofire la plateforme idéale pour I'étude de tels
problémes. Son extension tridimensionnelie ne pose & priori aucune difficulté
contrairement aux methodes de type « front tracking méthods, qui posent de

sérieux problemes de programmation en 3D.
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Annexe

ANNEXE 1
ORGANIGRAMME ET PROGRAMMES
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Annexe

LE PROGRAMME

Le programme est &crit en Fortran9(. 1l fait la résolution du probléme de Stefan en
geometne unidimensionnelle avee des conditions de tvpe Dirichlel par la méthode analyligue
et Enthalpique, plus en géométne Spherigue par la méthode Enthalpique seulement,

Le programme est optimise, on a elimine foutes les matrices pour dégager | espace mémoire.
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ANNEXE 2

FONCTION D'ERRELR

La tomchon d” erreur est délinic par la relation

A 2 N PO
erfx = —’_Iezp! ~52" Ykt

I résulte de la définition que

erf(-x) - — erby
et
4 ot ke = 3
BRI NN
5 .#?'1||‘

est un tésultat classique ol facile & démontrer si bien que o =1
On deéfinit alors

o

s Sus :
‘IE}_{pf_—u‘_']fm =7 erfx

e

ericx =

Développement en série de puissance :

2 I(_-I M 2ﬁ+1
EI’E}{'_ _'_..z"'_;l—x
o T uoh 'LE.’E i l;l?ﬂ'

pour tout x

Développement asympiotique ;

1 = . 2

) exp{—a ), 1 1 (0 . G P
erfexr = — ~[—- + - = ity

,\,-"';_'- [1: axt 2%y 2%x
P oY X —> o
Dérivees :
3

d 2 ; d ! 4 o
—[etfx] = expl—x’) —=[erdx]=- xexp(—x")
il [ 5_} A - dx? J

Intégrales : par definition



o
Merfex = ‘I‘I“'lcrf-::.; du avecn=1, 2, .
e

of Merfox= erfox

Din obtient |

Terfox = pxp(—x") — xerfcx

;e

3 ]
T*erfex =j{{1 + 2 el -—;_.-rr:xp(—.l:g}j = ;}[mfr.,:. o Ierfox]
)

et la formudle de récurence 21 erfor = ™lerfex - 2al™ erfex

S e ;
qui montre que 7 Eestes

est solution de U'equation differentielle

22
iy dv
i -': ¥ zxi ":I-"?:.]"r = [3

ax Fiyd

Quelgues valeurs de erfx :

% arfy ¥ erfv % crfy

{ il 0.3 0328627 & 08 0.742101
0,05 056372 04 0428352 1 (,842701

2,1 0,1 12463 . 0.5 0,520500 1,2 0910514

0,15 0,1679%6 (L6 0,603856 |4 0952285

0.2 0222703 0.7 Ha77801 - [.6 [LB76348

X

1.8

2
25
3

2 3

Annexe

e [x T
0,989051
0.005322
(9905493
(.99997%
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