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Résumé: Une nouvelle formulation de la mécanique quantique basée sur les
intégrales fonctionnelles de parcours ou « Path-Integral » est présentée. Bien
qu'équivalente aux formulations de Schridinger et Heisenberg, elle est basée sur une
méthode géométrique pour exprimer le principe de superposition quantique. Elle est
parficuliérement ‘intéressante puisqu’elle permet une formulation lagrangienne de la
mécanique quantique et se préle aisément a une généralisation relativiste.

Malgré le progres considérable, grdce a Uintroduction du paraméire temps et de la
reparamétrisation des chemins pour le calcul analytique exact du propagatenr via
Uapproche Path-Integral, plusieurs intégrales de chemins ne sont pas encore résolues
exactement. En particuliers les intégrales de chemins relatives aux nouveaux potentiels
que nous avons trouvé a ['aide de la supersyméirie de la mécanique quantique. Nous
Jfaisons appel donc, a une méthode d'approximation variationnelle convergente pour le
calcul des intégrales de chemins a des températures finies introduite par Feynman et
Kleinert(F-K). '

Dans un premier article |[Bentaiba and Al, Z.Naturforch 47a (1992) 1013}, nous
traitons numériquement via la méthode (F.K) une classe de potentiels de 1'oscillatenr
harmonique que nous obtenons par la méthode de factorisation de la superymen ie de la
mécanique quantique.

Dans un second article |Bentaiba and Al, Phys.Lett A189 (1994) 433], nous
appliquons a la classe de potentiels de Morse généralisée par la supersymétrie de la
mécanique quantique, la méthode (F.K) et les corrections systématiques introduiles
récemment par Kleinert.

Nous étudions analytiquement dans un troisieme article[Bentaiba and Al, J.Phys. |
Srance (1994) 7-27] une classe de potentiels a deux dimensions d'wn systéme avec une
dégénérescence d'ordre multiple a cause de certaines propriétés cachées (hidden). Nous
montrons que la fonction de Green est caicutable pour un paramétre d du potentiel et
une énergie £ = 0, en utilisant d'abord les coordonnées polaires. Il est connu par
exemple pour le potentiel de Coulomb que la fonction de Green s écrit sous forme
compacte via la transformation Levi-Cevita. Nous généralisons cetfe transformation
pour d quelconque et calculons cette méme fonction de Green. Nous sommons la série
obtenue en coordonnées polaires en montrant qu 'elle se compose de deux parties 'une
discréte et finie de fonctions de Green et 'autre continue. Nous étudions aussi quelques
cas limites pour E = 0 et déduisons le spectre et la fonction d’onde pour E guelcongue
etd=1, 2
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Introduction.

Dans I’état actuel des connaissances scientifiques, la mécanique quantique joue un réle

fondamental par la description et la compréhension des phénoménes naturels.

La mécanique quantique constitue la base théorique des sciences concernant la structure
et les propriétés de la matiére. Elle traite les problémes relatifs aux propriétés de la matiére a
un niveau plus profond et partant plus fondamental que ne le fait a physique classique. De
ce fait elle peut répondre & de nombreuses questions concernant les causes de |’apparition
des différentes propriétés, auxqﬁelles la physique classique ne pouvait pas donner de

‘réponse.

Pour préciser les rapports existant entre la physique classique et la mécanique
quantique, on notera tout d’abord que la mécanique classique constitue un cas limite de la
mécanique quantique; dés que I’on passe des corps de tailles microscopiques a des corps de

tailles macroscopiques, les lois de la mécanique quantique se raménent aux lois classiques.

La mécanique quantique a été formulée indépendamment par Heisenberg[1,2] et
Schrodinger[2,3]. La formulation de Heisenberg-Dirac[l,ﬁA] est basée sur l’algébrc'des
matrices. Dans cette algébre les opérateurs évoluent dans le temps et les états sont fixés. La
forinulation de Schrodinger est basée sur une équation différentielle (ou méthode
analytique). Dans cette derniére formulation les opérateurs sont généralement fixés et les

états évoluent dans le temps.
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Une troisiéme formulation de la mécanique quantique non relativiste a été introduite par
Feynman(5,7]. Elle est appelée formalisme de Feynman basé sur les intégrales fonctionnelles

de parcours ou « Path-Integral ». Cette derniére formulation bien qu’équivalente aux deux

- premiéres formulations est basée sur une méthode géométrique pour exprimer le principe de

superposition quantique.

La formulation de Feynman est particuliérement intéressante puisqu’elle permet une

formulation lagrangienne de la mécanique quantique.

R. P. Feynman avait commencé par une autre fagon d’énoncer la loi de Newton en
mécanique classique. Cet énoncé était le suivant: L’énergie cinétique moyenne, moins
’énergie potentielle moyenne, est aussi petite que possible le long du trajet d’un mobile
allant d’un point 4 un autre, ce qui a permis de définir une certaine grandeur que nous
appelons |’action S. Cette action était en fait I'intégrale par rapport au temps du lagrangien,
qui est une fonction des Seules vitesses et coordonnées de positions des particules, ou le

principe de moindre action.

En meécanique classique une particule n’emprunte pas seulement le vrai trajet, mais
qu’elle choisit celui de la moindre action d’une fagon analogue a celle par laquelle la lumiére

choisit le temps le plus court.

En mécanique quantique (dans un cas non relativiste et en négligeant le spin de.
I’électron ) marche ainsi: La probabilité pour qu’une particule partant du point 1 a I'instant
t; arrive au point 2 a linstant t; est le carré d’une amplitude de probabilité. L amplitude
totale peut étre écrite comme la somme des amplitudes relatives a chaque trajet possible, a
chaque chemin d’arrivée. Pour chaque trajectoire imaginée possible nous devons calculer
une amplitude. Puis, nous les additionnons toutes ensemble. Notre intégrale d’action nous

indiquera ce que doit étre l'amplitude relative & un trajet unique. L’amplitude est
proportionnelle au produit d’une certaine constante par exp(iS//)[4], ou S est Iaction le

long de ce trajet. C’est & dire que si nous représentons la phase de {"amplitude par un
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noimbre complexe, I'angle de la phase est S/ii. L’action a les dimensions d’une énergie
multipliée par un temps, et -la constante de Planck h ales mémes dimensions. C’est la
constante qui détermine quand la mécanique quantique est importante. Dans le cas limite ol
la constante de Planck £ tend vers zéro, les lois correctes de la mécanique quantique
peuvent se résumer en disant: La particule parcourt bien un trajet particulier a savoir celui
suivant lequel S ne varie pas en premiére approximation. Telle est la relation qui existe entre

le principe de moindre action et la mécanique quantique.

La formulation lagrangienne de la mécanique quantique présente de nombreux
avantages, nous signalons seulement & titre d’cxemples, qu’elle se préte aisément a une
généralisation relativiste, puisqu’on raisonne directement dans 'espace-temps; de plus, elle
peut s’appliquer a tout systéme classique (pas forcément mécanique } régi par un principe
variationnel. Un autre avantage de l'intégrale de chemin est, qu’elle donne une solution
globale "(intégrale ) du probléme- de la mécanique quantique considéreé. Par contre,
I’approche standard de la mécanique quantique basee sur I’équation de Schrodinger donne

une formulation locale (différentielle ) du probléme.

-L’approche intégrale de parcours de Feynman ou « Path-Integral » exprime directement
les amplitudes de transitions et réduit I’intégration de I’équation de Schrodinger a une
intégrale fonctionnelle dans1’espace des phases quantiques ( ou communément, espace des

configurations).

L’objet de ce travail concerne I'application du formalisme de Feynman basé sur les
intégrales de parcours « Path-Integral » a divers potentiels intéressant plusieurs domaines de
la physique et de la chimie. Malgré le progrés considérable, grice aVintroduction du
parafnétre temps[8] et la reparamétrisation des chemins pour le calcul analytique exact du
propagateur via I’approche path-integral, plusieurs intégrales de chemins ne sont pas encore

résolues exactement. 1l est donc, nécessaire de mettre en oeuvre des méthodes

d’approximation, nous permettant ainsi d’approcher le résultat exact avec une bonne

précision. En effet, une méthode d’approximation variationnelle convergente pour le calcut
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des intégrales de chemins a des températures finies a été introduite par Feynman. et
Kleinert[9,10,11,12]. Cette derniére est basée sur la représentation de I'intégrale de chemin

comme une fonction de partition de la mécanique quantique, laquelle peut étre approximée

“par une fonction de partition effective classique. Cette méthode a été étendue par des

corrections systématiques[13] conduisant ainsi, & une extension convergente de la
perturbation variationnelle du potentiel effectif classique d’un systéme de la mécanique
quantique. Cette méthode a été appliquée avec un grand succes a différents potentiels en
physique et en chimie.

L’introduction de la supersymétrie de la mécanique quantique a généré un intérét
particulier concernant les problémes de la mécanique quantique non relativiste. En effet,

cette approche permet de trouver de nouveaux potentiels relatifs 4 des hamiltoniens

" isospectraux a partir de potentiels connus. Plusieurs nouveaux potentiels solvables

exactement sont alors construits. La relation caire les spectres d’énergies des potentiels
obtenus a partir de la méthode de factorisation a aussi été établie a travers 'algebre de la
supersymétrie de la mécanique quantique.

Ce thése comporte deux parties. La premiére partie est consacrée au traitement
numérique via la méthode variationnelle de Feynman-Kleinert[9,10,11,12] a la classe de
potentiels de I'oscillateur harmonique obtenue par la méthode de factorisation de la
supersymétrie de la mécanique quantique[14,15]. Nous appliquons aussi & la classe de
potentiels de Morse généralisée par la supersymétrie de la mécanique quantique[16,17] la
méthode de Feynman- Kleinert et les corrections systématiques a cette méthode introduites
par Kleinert[13]. Dans le chapitre I, nous exposons la formulation de Feynman des
intégrales de chemin. Puis, nous expﬁmons Pintégrale de chemin dans ["espace des phases.
Dans /e chapi!re 2, nous donnons un aper¢u sur la théorie de la supersymétrie de la
mécanique quantique. La méthode vanationnelle de Feynman-Kleinert et les corrections
systématiques sont aussi détaillées. Dans le chapifre 3, nous appliquons la méthode
variationnelle a la classe de potentiels de I’oscillateur harmonique obtenue par la méthode
de factorisation de la supersymétrie de la mécanique quantique[14,151.En plus de la
méthode variationnelle de Feynman-Kleinert, nous appliquons les corrections systématiques
[13] au potentiel de Morse généralisé par la supersymétrie de la mécanique quantique
[16,17].
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La deuxiéme partie de ce travail est consacrée a travers le chapitre 4, ala méthode de

Duru-Kleinert[8,18], qui consiste a ramener des intégrales de chemin relatives & des

potentiels singuliers ou il est impossible de déduire leurs fonctions de Green a des intégrales
de chemin plus classiques. Cette transformation est rendue possible grace a des

transformations dites de Duru-Kleinert.

Nous étudions[19] une classe de potentiels radiaux de la forme V{r) = ar®*™* - Bre2

[20]. OG o et P sont deux paramétres positifs et d un nombre rationnel positif ou nul via
’approche des intégrales de chemin. Nous montrons, que la fonction de Green est
calculable pour d quelconque et E =0 en utilisant d’abord les coordonnées polaires. Or il
est connu, par exemple pour le potentiel de Coulomb que la fonction de Green s’écrit sous
forme compacte via la transformation de Levi-Cevita. Nous généralisons alors cette
transformation pour d quelconque et calculons cette méme fonction de Green. Nous
sommons la série obtenue en codrdonnées polaires en montrant qu’elle se compose de deux
parties I'une discréte et finie de fonction de Green et ’autre continue. Nous étudions aussi
quelques cas limites pour 'E = 0 et déduisons le spectre et la fonction d’onde pour E

quelconque et d =1, 2.

.
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Chapitre 1.

1-1. L’intégrale de chemin.

I-1-1. Formulation de Feynman.

1-1-1-1, Introduction. |
Les intégrales de chemin de Feynman sont des intégrales fonctionnelles, dont il faut
ramener a des intégrales multiples de Riemann d’ordre N, en remplagant la fonctionnelle[21]
par une fonction d’un nombre fini N de variables. Le propagateur de Feynman a été réduit
au calcul d’une intégrale fonctionnelle en divisant I'intervalle de temps entre le point de

départ et le point d’arrivée en N intervalles de temps égaux de longueur ¢ [6,7].

1-1-1-2. Le propagateur.
Les notions de propagateur et de chemin d’espace-temps permettent une nouvelle
formulation du postulat concernant |’évolution dcs systémes physiques dans le temps.
L’amplitude de transition en mécanique quantique pour qu’une particule partie de
a(x,) a instant t,, arrive en b (x, ) & 'instant t, est définie directement par le propagateur de
Feynman K(xg,t,;X,,t,).
K(xy,ty:X,,t,) est la somme d’une infinité de contributions une par chacun des

chemins espace-temps.

K(Xpty:Xa,t,) = Z¢[x(t)] | E . (1.1)

sur.tous.les
che mins.de.ad.b

La contribution d’un chemin est donnée de la maniere suivante[22]
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(I)[x(t)] = Nexp{;-l-S(x(t))} , (1.2)

S correspond a I’action classique évaluée entre t, et t, et donnée par :

S=IL(x,i¢,t)dt, | (1.3)

ou L{x,%,t) est le lagrangien classique de la particule et A est une constante de

normalisation.
Une forme plus conventionnelle de 'intégrale de chemin est donnée par "intégrale sur

tous les chemins.
K(xp, th; X5 t,) = Iexp{%S(x(t))}D[x(t)], 1.4

ou le symbole D[x(t)] est la mesure différentielle du chemin.

Si on divise[22] I'intervalle de temps T = t, - t, en N intervalles égaux de longueur g, c’est

a dire;
t,—t, = Ne,. tj—~t, =&, t=t,, In=ty; i=1,2,..,N
et la discretisation corréspondante au chemin est :

x; = x() , X, = X(to) = Xo , Xp = X(tn) = Xn .

L’action S(x(t)) exprimée dans la forme discréte est :

) .
X:+Xp X;=X._| .
S(x;) =D L(’?"l, ’8“;13). | | (1.5)
_ =t ’ :
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La mesure d’intégration du chemin prend la forme suivante :

D[x(t)] —> Ay ﬁ dg ]

_ INJ2
Pour une particule de masse m, Ay = [ :‘ . La discretisation des chemins, nous

2nmihe

permet d’écrire le propagateur appropri¢ comme une intégrale multiple de Riemann.

. . N-1
. . 1
K(%,tyi%,,t,) = lim ANJ....Jexp{}I—S(xj)} L,I dx; (1.6)

N

~_La quantité physique principale de I'approche de Feynman est le propagateur
K(xp,1ty;X,,t, ), qui représente I’amplitude de probabilité pour qu’une particule aille dun
point espace-temps & un autre. En mécanique classique, il y a seulement un chemin ou
trajectoire reliant les points de départ et d’arrivée. Ce chemin est ou I'action est minimum.
En mécanique quantique tous les chemins (et non pas seulement le chemin classique )
contribuent & I’amplitude, de la méme fagon dans I'amplitude mais d’une fagon différente

par rapport a la phase. La phase de chaque chemin est I'action classique mesurée en termes

de h.

1-2 Intégrale de chemin dans Uespace des phases.

1-2-1. Introduction.
La définition de I'intégrale de chemin de la dynamique quantique reste I’expression

des amplitudes de transformation quantique dépendantes du temps, & travers un opérateur
d’évolution G(tb,ta) = f:xp[—(tb - ta)ﬁ/h] ou H est I'hamiltonien du systéme; et I'insertion

répétée de I’opérateur identité, comme étant la limite d’un nombre infini d’intégrations.
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L’intégrale de chemin de Feynman[6] et I'intégrale de chemin dans I'espace des
phases[23,24,25,26,27,28], nous permettent de concrétiser cette définition d’une maniére
générale. La seule différence fondamentale entre les deux approches est la représentation de
I’opérateur identité inséré plusieurs fois et qui nous conduit & un nombre infini de variables

d’intégrations intermédiaires différentes et des mesures d’intégrations différentes.

1-2-2. L’intégrale de chemin.

I’intégrale de chemin dans I’espace des phases utilise la représentation de I'opérateur

identité dans !’espace des phases définie comme suit :

. ) dpd
1= [l expl-ipa/nkal E= | (17)

Par contre, celle de Feynman utilise la représentation de I’opérateur identité dans I'espace

des configurations ;

I= j|q>'<qldq- ‘_ . (1.8)

L’observation faite par Schrodinger et Dirac, relative a un temps trés court est que

I’amplitude de transformation quantique §’€crit :

(@0 = afexp[-iAyA)a) | (1.9)

L’amplitude (1.9) est proportionnelle & exp[iS/A], ou S est la solution de I"équation de
Hamilton-Jacobi correspondante.

Nous divisons ’intervalle de temps (ty - t; ) en N+1 intervalles égaux de longueurs €,
cest a dire & = (t -, Y (N+1), tout en utilisant N fois la représentation de I’opérateur

identité (1.8) dans I’espace des configurations , nous obtenons :
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K(dy: th:00.ts) = (ufaa (1)
= j[qu. . .dq,](qbl exp(— iﬁa/ﬁ)]qN)(qu exp(-— if{e/h)qu_l). ..

x,.. {qy]exp(~ife/n)|a,Xa,|exp(~ife/n)q.). (1.10)

Nous avons supposé que ’hamiltonien ne contient pas de terme dépendant explicitement du

temps.

Nous insérons une série compléte des états impulsions p et nous utilisons,

(q j|exp("iﬁa/ﬁ)\q e I(q i|exp(-iFie/n)lpXpla;-.).dp (1)

_ j' eth:;l'(P(Qj -qj_l)—aH(qj,p))};T% _

Le remplacement des opérateurs P et § par leurs valeurs propres p et ; et di au

réajustement de I’opérateur hamiltonien H a travers I’expression du produit de Trotter{29}
ou un mécanisme équivalent. Nous répétons le processus sur les (N+1) éléments de matrices

de (1.10), nous obtenons,

de+l|- . dp, dq, i :
K(qb;tb;qa,ta)=f I exp EZpk(qk—qk_.)—eﬂ(qk,pk) . (L12)
k=1

2mh | {4 2mh

ou par définition ,qn=q; et Qo=q;.

La limite intégrale de chemin est obtenue en prenant la limite N ——> oo et en faisant les

identifications sutvantes :

%pk(qk—qwk%p(tk)q(‘“)";‘(‘“"a)a > j p(t)a(t)dt,
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et,

N+1 ty

ZH(qk,pk)B — JH(p(t),q(t))dt ,

k=1 ;

'

pour les termes de I’exponentielle puis, nous définissons la mesure d’intégration comme ;

N
l I————-———dpkdq" =Dp.7q.
Lo 2mh

Nous insérons toutes ces relations dans I’équation (1.12), nous obtenons ;

1y

K(awsti00.t) = | 22210 g expd L[ [p(0)a(1) - Hla(0).p(0)ic - (113)

K(qb,tb;qﬂ,ta) de T'équation (1.13) n’est autre que l’expression du propagateur de

Feynman dans [’espace des phases {28], appelée aussi formulation canonique[30] de
Pintégrale de chemin. Si nous reprenons les identifications faites précédemment et
concernant I’exponentieile de (1.13), cela représente I'action classique relative a une
paniculé allant d’un point g, 4 un point q, . Si nous regardons maintenant la mesure
d’intégration, I'intégrale de chemin dans I'espace des phases semble étre une somme
d’intégration sur tous les chemins possibles dans I’espace des phases entre un état initial et
un état final. Néanmoins, comme il a souvent été noté, cette interprétation est complétement
fausse[28]. Nous examinons maintenant la forme discréte de (1.10), qui montre que les
configurations intermédiaires sont exceptionnellement discontinues et ne peuvent étre
égalées a4 des chemins classiques, c’est ce qu’on appelle parfois « le probléme des chemins
incontrdlés »,

Pour les hamiltoniens quadratiques en p, et en particulier ceux de la forme

p2/2M + V(q) , les intégrations sur les impulsions p peuvent étre faites explicitement, sur

la forme discréte de (1.10) ou formellement & travers une phase stationnaire fonctionnelle

dans le propagateur (1.13).
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Chapitre 2.

2-1. La supersymétrie de la mécanit;ue quantique .

2-1-1 . Introduction .

La supersymétrie est une symétrie, qui décrit les transformations entre bosons et
fermions. Elle est apparue en premier dans les études de la théorie des champs. La
dégénérescence du spectre d’énergie de différents systémes en mécanique quantique est
interprétée a-I’aide de la supersymétrie. En effet, la connaissance de la fonction d’onde de
I’état fondamental d’un potentiel a une dimension de la mécanique quantique non relativiste,
nous permet de construire d’autres potentiels de mémes spectres d’énergies, exceplé
Pénergie de I'état fondamental[31,32]. La supersymétrie de la mécanique quantique est

aussi une reformulation de la méthode de factorisation de Schrédinger [33,34,35].

2-1-2. Formulation mathématique.

La théorie de la supersymétrie décrit les bosons et les fermions d’une maniére unifiée,
fait intervenir les commutateurs et les anticommutateurs. L’algébre de la supersymeétrie de la
mécanique quantique contient N opérateurs de charges Q;. L hamiltonien supersymétrique

w# vérifie ’algeébre S(N)[36].

{Qi’Qj}zaing : i,j=12,...,N.
@)
[Q.#]=0 .

Les résultats les plus importants de la supersymétrie de la mécanique quantique sont
obtenus a partir de I’algébre de S(2).
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Nous introduisons de nouveaux opérateurs de charges dans ’algébre S(2),

Q=(Q+iQ,) /V2 et Q' =(Q,-iQ,) /2,

nous obtenons alors;
foQ}=% @=(a) =0 | 2.2)
[Q.%]= [Q*,?/] =0

Les opérateurs de charges sont nilpotents et commutent avec I’hamiltonien
supersymétrique #

Nous considérons deux matrices des opérateurs de charges comme suit:

_(0 0) +_(0 A*J 53
Q=4 o) V0o ) (2.32)

ou A et A" deux opérateurs que nous définissons par la suite. L’hamiltonien
supersymeétrique # est par conséquent;

(2.3b)

fi
TN
© I

i
o
__

*A O
S (AW
0 AA”

.Les deux matrices (2.3a} et ’hamiltonien (2.3b) représentent la réalisation de I'algébre S(2)

dans Péquation (2.2), connue aussi comme étant la superalgébre de Lie SI(1/1).
L’hamiltonien supersymétrique® donné par (2.3b) peut étre interpréié comme étant fa
composition de deux hamiltoniens scalaires H. et H. . Ces deux opéraleurs agissent
respectivement dans les secteurs « bosonique » et « fermionique » sur les deux états de

base. Ces deux secteurs sont reliés par:

ve) (0 L0 ) [ATwg
Q (0 J_(A\UBJ’ Q (WFJ—(O j (2.4)
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ol W et yr contiennent les états propres de I’hamiltonien « bosonique » H_ = A™A et

" I’hamiltonien « fermionique» H, = AA*. H_et H, sont appelés des hamiltoniens

partenaires supersymetriques.
L’existence de la superalgébre (2.2), et en particulier, la relation de commutation
entre les charges supersymétriques et I’hamiltonien supersymétrique a des conséquences

importantes concernant le spectre d’énergie de H_et H, [32,36]. Premié¢rement, de leur
construction les valeurs propres de H_ = A*A et H, = AA™ ne sont pas négatives.

Nous considérons maintenant que les fonctions \u(') et wm sont des fonctions
propres normalisées de H_et H,_ dont les valeurs propres sont S e BN Nous

écrivons :

H_‘«If(”): E(_)W(—),

2.5)
H+W( ) — E(*)\u(")
L’équation,
H+(A\p(")) = AA*(A\U(')) = AH_WH = E{*)A\u(_), (2.6}

montre que E) est aussi valeur propre de H, et la fonction propre normalisée associée a

H, est;
.\ n-)2 _
W = (EO) Ay, @.7)

sauf si A\u(') =0,

Nous écrivons aussi I’équation:
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H_(A*w“)) = A*A(A*x,;(")) = A'H,y!M = EHA*\;JM, | (2.8)

et qui montre que EC) est aussi valeur propre de H_ et la fonction propre normalisée
associée a H_ est;

W(_) — (E(+))—1/2 A+W(+)a . (2.9)

saufsi A*tyl=0.

Ces relations entre les hamiltoniens partenaires supersymétriques conduisent a trois

modéles possibles relatifs 4 leurs spectres d’énergies. (figure ci-dessous).

() (b) (¢)

Fip:1.Schéma d’arrangement possible des spectres d’énergies relatifs d H. et H,.

[) A chaque fois que A\p(') = 0 est un état propre normalisable de H_, alors

H_\pg") = A+A\u(") =0, implique que cet état propre est un état fondamental de H_ avec

EE{) = (0 comme énergie propre. lnﬁersement, si0= EE{) = (\u(o“) ATA \ug")) = | Alxp%")) |2

conduit a A\u%') = 0. Dans ce cas H, aun état propre non normalisable et une énergie

nulle, nous obtenons la situation décrite dans la figure (fig 1a ) ou,
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EC) = EX), - n=0,1,2.., ou EV=0 , < \N (2.10)
't-sfw .

Les états propres de H_ et H, ayant les mémes spectres d’ energlesj sont relnes les uns au
—

autre_s comme suit:

OB A, e (B A
il) Le méme raisonnement est fait au cas ol les rdles de H_ et H, sont échangés et
les spectres d’énergies sont ceux de la figure (fig 1 b).

[ii) Si maintenant H_ ct H, n’ont pas des états propres normalisables avec une
énergie fondamentale nulle, les spectres d’énergies de H_ et H_ deviennent identiques
comme le montre la figure(fig 1c). Ce cas correspond a la supersymétrie brisée.

Nous allons nous intéressé dans tout ce qui suit seulement au cas £).

Nous avons considéré jusqu’a présent, les opérateuré comme des quantités mathématique
abstraites satisfaisants & des relations prescrites, sans les avoir spécifi¢ en détail. Nous allons
commencé par considérer une réalisation différentielle spécifique des opérateurs A et A¥
pour laquelle I'équation de Schrodinger a4 une dimension peut se mettre sous la forme

suivante:

+ n d £ (% |
Hi‘V(_)(x) = (—-2-"‘;1—-— + Vi(x)) w(i)(x) = E(‘)\u(‘)(x) , 2.11)

Pour pouvoir factoriser cette équation, un choix possible pour les opérateurs A et A™ est

+ W(x)

\/_dx

(2.12)
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et qui vérifient I'équation (2.11), ou les potentiels 8’écrivent connne suil

Vi (x) = W2(x) £ ———— W(x). | (2.13)

W(x) est reliée uniquement a I’état fondamental de la fonction d’onde de H_ via

Aw%') =0:

__ ) | ;
W(x) =" o dx Ln(yy (x)), (2.14)
ou, ' a

\p(o')(x) = exp —ﬂIW(y)dy . | (2.15)

h

Une conséquence immédiate de ces résultats est: dés que les solutions relatives au

- potentiel V.(x) sont connues, les solutions relatives au potentiel partenaire supersymétrique,

V. (x) = Wl
+(x)-—V__(x)—H&Ln(w0 (x) (2.16)

sont ainsi directement obtenues, en outre les énergies des états fondamentaux des deux
potentiels  sont reliées par I'équation (2.10). Cette procédure peut s’appliquer pour
n’importe quel potentiel (aprés un simple changement possible dans I’échelle des énergies,
en posant E(O_) = 0, en plus, elle peut étre appliquée aux potentiels qui peuvent €tre résolus

soit analytiquement ou numériquement.

Un aspect remarquable de la supersymétrie de la mécanique quantique est que des séries
entieres de potentiels de mémes spectres d’énergies solvables peuvent étre construites par

I’application consécutive de cette procédure.
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2-2. L’approche variationnelle de la mécanique quantique

Statistique.

2-2-1. Introduction.

Des méthodes théoriques ont été testées pour réduire les calculs de la mécanique
quantique aux calculs de Ia mécanique classique et elles ont eu un grand intérét dés lors de
la naissance de la mécanique quantique. -L’idée fondamentale était de définir des
représentations convenables tel que I’espace des phases pourrait étre utilisé. Dans cet ordre
d’idée, 'expression de Wigner [37], La représentation de Weyl [38] et les états cohérents
[39,40], étaient decouvertes. Ces approches ont €té récemment févisées[4l,42,43] et
améliorées {44,45], a cause du péu de méthodes analytiques bien connues, des techniques

numériques eflicaces peuvent étre mises en oeuvre [46,47,48].

La formulation de I’intégrale de chemin de la mécanique statistique [6,49] représente un
outil idéal puisqu’elle permet des extensions & partir d’un régime classique et qui est donne
par le minimum de [Iaction euclidienne. Le caractere quantique de la statistique est donné
par le rapport des trajectoires en plus des trajectoires classiques. En particulier, une
méthode particuliére de 'intégrale de chemin, appelée approche variationnelle [6,49], qui
appérait comme trés adéquate pour construire un potentiel effectif pour étre inséré de
nouveau dans une configuration intégrale. De cette fagon, au moins dans |’approximation a
faibles couplage, le calcul de la fonction de partition se réduit a un calcul facile avec un

potentiel modifié en tenant compte des effets quantiques.

2-2-2. L’approche variationnelle de Feynman.

2-2-2-1. Expression de lintégrale de chemin de la mécanique statistique.

L’expression de I'intégrale de chemin de la mécanique statistique est basée sur la
. . o o ' -1 s
rotation de Wick pour un temps imaginaire t = it = iiff avec § = (kBT) . Pour la fonction

de partition Z ou pour I’énergie libre F, I’expression dans la forme lagrangienne est,
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Z= o) = [2lx(o)]esp(-A]/A), @.17)

%(0)=x(B1)

ot l'intégrale de chemin est calculée sur tous les chemins fermeés et ,—f[x(r)] est I’action

euclidienne. Nous allons considérer ie cas simple d’une particule de masse M dans un

potentiel anharmonique. Dans ce cas I’action euclidienne s’écrit:

l/‘?[x(‘t)] = I:B dt[El%(tl + V(x(t))} : (2.18)

Une forme équivalente est déduite, en considérant le point moyen de chaque chemin tel que:

e |
y = (Bh) knqﬂzf, (2.19)

et nous sommons premieérement sur tous les chemins périodiques satisfaisants ( 2.19) avec

un y fixé et puis, nous intégrons sur les points y.
) B ]
Z = exp(-PF) = Idy j@[x(‘r)] exp(— A[x(t)]/h)_ (2.20)
lo ey

La limite classique est rétablie lorsque Bt — O, puisque dans ce cas, les chemins éloignés

du point initial ont une contribution négligeable a I'intégrale de chemin, & cause de la trés

haute énergie cinétique. Alors on peut supposer que,
V(x(7)) = V(x(0)) = V(y). - (2.21)

et nous avons,



v . -

Chapitre 2. pave 2.

+oo ' pa ‘
Z= [ dyexp(-BV(y)[ 2[x(x)]exp| (- 1) [ deMx?/2 | 2.22)

L’intégrale de chemin d’une particule libre peut étre facilement calculée et réduit a une

configuration d’intégrale bien connue dans la mécanique classique statistique,

1/2 +eo
Z= Id exp(-BV(y)). | - 2.23)
i) [oestmo) (
2-2-2-2 . L’approche variationnelle.
Nous considérons une action d’essai /% et une approximation au premier ordre, & Paide
de Pinégalité de Jensen-Peierls [50], on trouve que la vraie énergie libre F a une limite

supérieure donnée par:

1
F<F,+—(A-4), , (2.24)
pa ’

ou Fy est calculée par (2.17) avec I'action d’essai 4 et la moyenne (4 --7,), est calculée

" par rapport & 4. D’aprés Feynman [6,49,50], et en supposant que :

B ' .
Ay = L d'{—zﬁ x'2(‘r)} +Bho(y), (2.25)

ol o(y) est un paramétre variationnel déterminé par la minimisation du membre de droite
de P'inégalité de Jensen-Peierls (2.24). L’interprétation physique de ’action d’essai 4 est
simple. La particule se propage le long du chemin comme étant libre, et assujettie au point

moyen y a un potentiel effectif ®(y), qui tient compte des effets quantiques.

En tenant compte de la forme particuliére de I'action (2.25), cette condition

s’ écrit[6,50]:
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5 - -
&D—(y)[FO +(V - v0>,,0]_ 0. (2.26)

Le résultat final est donc,
‘lm :
1 .
o(y) = (—-) : Isz(z) exp[— (y- z)2 /a] , (2.27)
m .
tel que (V-Vy), = 0 et par conséquent F= Fo. En raison de ces caractéristiques

particuliéres, w(y) définie un potentiel effectif, une fois insérée dans une configuration

intégrale permet de réduire les calculs de la mécanique statistique au calculs classiques .

)dey exp(—Bo(y)) |- (2.28)

—e0

F=F,=p"'Ln [
0=P Znth

De I'équation (2.27), o{y) devient le potentiel classique V(y) « maculé» par les
fluctuations quantiques gaussiennes avec le carré du déplacement moyen pour une

particule libre.
/2= (Y hot = P = WBf12M. (2.29)

(y}),, est lafluctuation quantique gaussiénne totale, (y*).a €st sa contre partie classique.

Dans la limite classique, nous avons o = 0 et w(y) =V(y).
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2-3. L’approximation Feynman-Kleinert et les corrections

systématiques.

2-3-1. Introduction.

Si plusieurs intégrales de chemin ne peuvent pas étre calculées exactement, il est donc
nécessaire de faire appel a des procédures d’approximation, qui nous permetient
d’approcher le résultat exact avec de bonnes précisions.

Nous allons dans ce qui va suivre développer une procedure d’approximation
convergente aux calculs des intégrales de chemin euclidiennes a une température finie. La
base de cette procédure est I’approche variationnelle de Feynman-Kleinert[9,10], et qui est

récemment[17] étendue & une expression de perturbation variationnelle uniformément

convergente et systématique.

2-3-2. Fonction de partition effective classique.

Nous considérons intégrale de chemin euclidienne d’une particule donnée par (2.17).

Nous exprimons la mesure d’intégration dans I"équation (2.17) en termes de composantes
- - @0 *
de Fourier du chemin x(t) = X, + Zm:l(x‘“ exp(io,7) +c.c),

ou, @, =2nm/p.
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L.a fonction de partition s’écrit :

m=1

+o0 dx.. had dx::dXi::‘ |
Z = exp(-BF) = :[ \/z.nﬁz[; /M H[I 1/ MBo ﬁ.} "

w0 Hp
xexp| -MBY 0 hfx,|" - % I drv(x(1)) (2.30)
0

m=1

Nous intégrons sur les composantes réelles et imaginaires de x,, avec m # 0. Le résultat est

I"intégrale simple,

A% (2.31)

s

avec xo, qui coincide avec la position moyenne du chemin fluctuant (équation.(2.19)) dans

I'intervalle de temps T € [0,8].

L’intégrale (2.31) a la méme forme qu’une fonction de partition classique (2.23). C’est

pour cette raison, que la fonction V""(x,) est désignée par un potentiel effectif classique

“du systéme. Elle tient compte des effets de toutes les fluctuations quantiques. La définition

explicite de 'intégrale de chemin du potentiel effectif classique est :
exp(_Bvefr,claS(xo)) = IDXS(E ”-Xo)exp(—— ,4/?1) , (2.32)

avec la fonction & modifiée,

B(X - xg) = y21*B/M.3(X - x,), N (2.33)

qui permet une restriction des chemins a une position moyenne Xg .
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Pour un oscillateur harmonique, le potentiel effectif classique peut étre calculé exactement.

Le facteur de Boitzmann dans (2.30) est simplement,

| exp{ MﬁZ((om+(o ) ,,,|2:|exp(—MBa)2xg/2) (2.34)

m=1

Illl

Les intégrations sur X, , sont représentées avec le résultat :

(2.35)

Z= Jﬁmn[m s }exp( MBo 2 /2).

Le rapport des fréquences est donné par :

@ 2 : '
I1 L . fBei2 - (2.36)
ol +ao?| sinh(iBw/2)

m=1

" "alors la fonction de partition locale est:

" Tlg(l) /12 )
gre o MOTZ (M 2), 237
© = sinh(npo /2) exp(-Mpax; /2) (237

correspondant au potentiel effectif classique

sinh

Ve (x,) = p'Ln + V(%)

(nBw/2)
hBo /2

= —B~'Ln(Bho) + ﬁg)- + B"Ln(l - exp(ma)) +V(x,), | (2.38)

La fonction de partition compléte exacte, incluant les effets quantiques, est obtenue a partir

de I'intégrale (2.31) et s’écrit;
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1
Zo = 2sinh(Bho /2) (2.39)

Notons que le potentiel effectif classique de Poscillateur harmonique est composé
simplement du potentiel classique a la position moyenne du chemin X, plus une constante

additionnelle dépendant de la température. A la limite des basses températures, nous

trouvons .

Vet (xg) %% +V(x,), (2.40)

. g s fiw . . ) . } ,
c’est a dire la constante additionnelle tend vers 0 Ceci est juste I'énergie du point zéro

de la mécanique quantique, qui garantie la limite correcte des basses temperatures,

exp(-—MBmzxé /2) = exp(-Bho /2). (2.41)

4D
7 10 e'W"”!zszcoJ- dx,
2 J2rhip/M

La fonction de partition est égale au facteur de Boltzmann avec une énergie du point zero

ho/2.

2-3-3. La fonction de partition d’essai de Feynman-Kleinert.

En général, il est possible de calculer vt} exactement. Il n’y a pas de difficuliés a
trouver une approximation simple et assez précise pour Ve (x0), qui, néanmoins,
approche la vraie valeur de V™**(xo) par excés. L’approximation est obtenue en comparant
I'intégrale de chemin en question avec I'intégrale de chemin d’essai. L intégrale de chemin
d’essai consiste en une superposition convenable des intégrales de chemin de I'oscillateur

harmonique local centré sur des positions moyennes arbitraires xq, chaque
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oscillateur avec sa propre fréquence (¥*(xo). Les coefficients de la superposition et les
fréquences sont choisis de telle maniére que le potentiel effectif classique du systéme d’essai
est une limite supérieure optimale du vrai potentiel effectif classique. Dans les systémes o

les potentiels n’ont pas de singularités, la précision de I’approximation est assez bonne.

L. ’action d’essai locale relative & un oscillateur harmonique centré au-point xg .

h

2

. B .2 (X - )2
Ay = drM[x? il Qz(xo)—e}, | - (2.42)

0

avec une fréquence d’essai locale €(xp) estinconnue. L.a fonction de partition d’essai

locale est:
Zy = JDx(t)g(K - xu)exp(—,ri’a" /Tz)

:ﬁ ] (EI"%"?")"{__) CXP[‘MBi[wi+Qz(xo)]|xm 2]- (2.43)

K/MB(D 1211 mal

nous remplagons @ par £(xo) (équations (2.34; 2.35)), nous trouvons

w  hpQ(xy)/2
~ sinh(RBOY(x,)/2)

(2.44)

Le potentiel effectif classique des oscillateurs harmoniques est égal a I’énergie libre

correspondante.

sinh(hBQY(x,)/ 2)} . | (2.45)

vgr,clzm(xo) = Fé" = _B_ILH{ szQ(xo)/‘?
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Nous définissons maintenant, les valeurs moyennes locales d’une fonction arbitraire

F[x(t)] par rapport & I'intégrale de chemin harmonique (2.43) :

. -1 =
(F[x(t)]);‘{ = [Z?{] J.‘Dxﬁ(i - xo)exp(—;{(’;“ /fl)F[x(‘r)]. (2.46)
Le potentiel effectif classique s’exprime comme;

exp(—BVemdals(xO)) =Z% = j?)xg(i — %o ) exp(—A#/h)
= I‘ng(i - xo)exp(— A /Iz) exp(—(f?/h — Ay /h))

o= [Zf{ ]-l(exp(—(;i’/h - Ay /h)))‘(‘; : (2.47)

D’apreés I'inégalité de Jensen-Peierls, nous avons !

| (exp(-(,—i’/ﬁ — A /n)) Yo 2 exp((—(ﬂ/h — A /n)) % | (2.48)

Cela implique que le potentiel effectif classique a une limite supérieure,

Vcﬂ',clus(xo) < F(-';o + B-I ((/F/ﬁ _ ,4{-\')0 /h))au . (2.49)

Puisque les énergies cinétiques dans les deux actions 4 et- A4’ dans I’équation (2.49) sont

égales, I'inégalité s’écrit:

VeIt (x ) < By + 3 ( V(x(x)) - M Q‘S‘“)(x(r) - x(,)}:; - (2.30)
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La valeur moyenne du deuxiéme membre de I'inégalité se calcule facilement. Nous trouvons
. . 2.« .
premiérement la fluctuation locale de largeur ((x(t) - xu) Yy . Nous insérons la

décomposition en termes @, . Nous obtenons :

((x(‘r) Mo = <Z [xm] +Zn“g Ko exp( i “—(Dm-)‘t) o

—-m xl'l'l

1]

ou, x

Nous utilisons la décomposition correspondante & la fonction de partition (2.43), nous

trouvons que les valeurs moyennes locales (2.46) sont des produits d’intégrales,

e =z 3 H J'd"_d_,.__ exp( MBZ[&),,,+02 x0)J%un 2) 2.51)

oy TE/M mm)

Les corrélations de variables d’intégrations sont

1 1 :
. 2.52
M (Dm + Qz(xo) : ( )

Lo ¥ o\ —
<xmxm'>ﬂ - 6[1111\

En sommant sur toutes les valeurs m = m’, nous obtenons la largeur des fluctuations

locales.
((x(r)'v-xo)2 W= az(xo), (2.53)
ou,
1 o | ' .
a?(x,) = MBZw +Q2 . (2.54)
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le produit des termes dans la somme est connu d’aprés (2.36). Nous utilisons cette

équation pour calculer la somme comme suit :

1 1 8 sinh(hBQ(xo)/Z)
=———1Ln
MBQAQ —  (nBQ(x,)/2)

_ 1 ABQA(x,) coth hBQ(x) |
MﬁQz(xu)

(2.55)

Nous notons que le résultat est indépendant du temps t© di & la I'invariance de translation

suivant I’axe des T.

La largeur de la fluctuation locale a° (xo) différe de la valeur moyenne ((x(r) - xu)2 o

de I'oscillateur harmonique par le terme manquant oy = 0 dans la somme (2.54)

1

(0=l 0 =00} ¥ iy

Cette différence est essentielle pour la qualité de I’approximation. Lorsque la largeur de la

fluctuation locale (2.55) diminue pour les hautes températures, [e terme négligé o, = Otend

vers Pinfini. La largeur de la fluctuation locale a® (x,) mesure I'importance des fluctuations
quantiques a des températures non nulles. Par contre, la largeur du temew , = Ocroit avec la
température montrant ainsi I"imponance de la croissance des fluctuations thermiques. Elle
décroit lorsque les températures croient. Puisque a’ (xo) est fini a toutes les températures,
les fluctuations qdantiques peuvent étre traitées approximativement. L’approximation
s’améliore ave'q les températures croissantes ol a° (x,) tend vers zéro. Les fluctuations
thermiques divergent a hautes températures. Pour les évaluer, il faut intégrer

numeériquement sur Xo la fonction de partition effective classique finale.
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Ayant calculé a® (o), la valeur moyenne locale <V(x(1))>"q est assez facile. Nous

décomposons V(x(1)) en composantes de Founer

V(x(r)) = T%exp(i@(r))V(k), | | | (2.57)

—

nous écrivons, en utilisant (2.42)

(V(x(‘l:)))?)0 = [Zf{ ]_11:!: J‘(;i/xﬁd—[;i:;“)]{exp[—f\/lﬂilm i, + Qz(xu)]|xm|2J:| x

m=1

§ T%e"p (ik[x‘J t o (e C'c')D (k). (2.58)

L’intégrale multiple différe de 'intégrale de chemin de Zg (2.43) seulement par les termes

o0 .
ik[z (xme_“"m‘ +c.c.)} dans I’exposant. Ces termes sont traités' comme des termes

m=1

quadratiques qui raménent }’exposant 4 la forme. .

A

2
exp 7[3M_Z[m,2“ +Qz(x0)] {x[f‘ - ik%mcosm mr} +

m=1

2
2
+ [xim _ lk'}" 1 )] sinw m'[} — a (XU) k2 . (259)

Les intégrations gaussiennes sur X, et x,' sont maintenant évalu€es, et produisent un

m

. facteur Z , qui simplifie la constante de normalisation dans (2.49). Le résultat est:

V(x()e = j %exp(ikxo - az(xo)k2/2)V(k). (2.60)
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L’intégration sur k nous donne

(Vx) X = Vol = | J—exp( (1/262)(x - o) V(%) @61

Cette valeur moyenne ( (x(‘c)) ) =V, (xo) du potentiel provient de I'intégrale de

convolution du potentiel original avec une distribution gaussienne de largeur a’(xy).
L’intégrale de convolution macule « smears » le potentiel original V(xo) sur une longueur
d’échelle a(xg). De cette fagon I’approximation tient compte des fluctuations de la

mécanique statistique.

Nous obtenons I'approximation du potentiel effectif classique,

W, (x0) = FY + Vi2(xq) —%—Qz(xo)az(xo), (2.62)

A I'aide de I’inégalité de Jensen-Peierls, nous avons
W(xo) = VI5(x,). | (2.63)
Une minimisation de W,(xo) par rapport a %(xo) produit une limite supérieure.

2-3-4. Limite supérieure optimale.

Nous déterminons maintenant la fréquence (x,) de I'oscillateur d’essai qui optimise la
limite supérieure dans I'inégalité (2.63). La dérivée de W (x) par rapport a Q*(xy), nous

donne deux termes:

dw,(x,) Wl(x0 8W (o) i ‘az(xo)

A (x,) A (xe)  Aa(x)], ) 2 (x)




Chapitre 2. page 32,

Le premier terme est :

W (x,) M { 1 [szB . oth( M;BJ _ 1} _ az(xo)} , (2.64)

0% (x) 2 |BMQ*(x,)| 2
qui s’annule automatiquement. Nous avons seulement a minimiser W, (xo) par rapport a

a’(xo) satisfaisant la condition

oW, (xo)

=0,
aaz(xo)

Insérons (2.62) dans cette derniére équation pour déterminer la fréquence d’essai.

2 OV,
Q(x,) = Ha—ag((;’f;‘l)). (2.65)

A (Xo)
da’ (xo)

un facteur -k?, qui est équivalent & y Cela conduit a I’équation :
0

Dans Pintégrale de Fourier (2.60) pour dV..(x,), la dérivée 2 est représentée par

Q(x,) = ﬂ—a"n‘("")} . ~ (2:66)
at=a*(x,)

da’(x,)

Le potentiel W, (xo ) avec Pextremum Q°(x) et a’(xy) associés constituent
I'approximation de Feynman-Kleinert du potentiel effectif classique V*"™(x,). Dans
I’équation(2.62) Q(xe) et a’(xy) sont considérés comme des parameétres variationnels

q |

arbitraires.

A partir de I’extremum de W, (xy ), nous obtenons I’approximation de la fonction de

partition et de I’énergie libre.
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Z, = exp(-BE) = I—z—#q‘/g*ﬁexp[-—ﬁwl(xo)] sZ. (2.67)

2-3-5. La précision de 'approximation.

" La précision de I'approximation du potentiel effectif classique W, (x) est en général
assez bonne, en effet, dans la limite des hautes températures Papproximation est parfaite,
L’approximation W, (xo) tend vers le potentiel classique V(xo) de la méme fagon que le vrai
potentie! effectif classique. Par contre, dans la limite des basses températures, 'intégrale sur
Xo dans (2.67) est dominée par le minimum de W, (xo), qui donne I'approximation F, de

I"énergie libre, en prenant la limite T— 0 dans (2.62), nous voyons que :

i hQY(x M
,}.'_E;'JWI(XO) =V, (x0) g o Y

Q*(xg)a’(x0) 1 (2_65)

Dans la méme limite (2.55) donne

.2 3 hi

i to) = N (2:69)
Ainsi que,

. A (x boon

_}mw,(xu) =V, (xo)+ z(1 0) = 3 Ma;(xo +Vu:(xu). (2.70)

Le dernier membre de I'égalité (2.70) n’est autre que la valeur moyenne de I’opérateur

hamiltonien.
- 131' . '
H=—"—+V(x),
M (x) (2.71)
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En eijtet,

i 1R |
H) = 'J‘d H = e 4V, (x,). 2.72
=[x (Iv(9= sVt @)

ou y(x) est donnée par :

1
W(X) = E’!;“)*Wexp[—?i?(x - xo)z} . - (273)
ta

Soit E; le minimum de cette valeur moyenne sous la variation de x, et a* :

E = L’l:‘ialzl (Ijl)w . _ (2.74)

Dans la limite des basses températures, I'approximation F| de I'énergie libre converge vers
E, .

limF, = E,. (2.75)

T—=0

L’approximation du potentiel eflectif classique pour toutes les températures et les valeurs
de xo est plus précise que I'estimation de I’énergie de !’état fondamental E, par le minimum

de la valeur moyenne (2.74) de I’opérateur hamiltonien.

2-3-6 . Corrections systématiques.

Une correction systématique a I’approche variationnelle conduit 4 une expression de la
perturbation variationnelle pour le potentiel effectif classique du systéme de la mécanique

quantique [13]. Pour ce type de correction, nous exprimons I'action en série des écarts des

chemins par rapport a la position moyenne x, = X :
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x'(1)=x(t)-x,. - (2.76)
dong,

A = V(x,)+ AL + AL, (2.77)

ou Ay est I'action d’essai des fluctuations de x('c),

. np 2
Ay = J-dtM{xz +Qz(x0)x'2(t)}, (2.78)
0

et A4 leur interaction,

mnt

. m} 7 " n"r (4)

< M| V'(Xq} V7" Xq) V¥iexg)

A = I dr7[—-—~—-2(! O)X(r)2+——3(~!—°—)x('c)3+—4—(!-92x(t)4+... . (2.79)
0

- L’approximation Feynman-Kleinert de la fonction de partition effective classique s’écrit

donc :
411

X 1 X X :
W (xo) = Fy + V-..=(xo_)+ﬁ< A e _ | (2.80)

Pour généraliser cette décomposition, nous remplagons énergie libre locale F)*par

Fio+AF™ | ou,

. ! o . 1 s
AF® = - (A DBt (A Vet (2.81)

int int

21h%B 3L
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L

Cela conduit a I’expression de la perturbation variationnelle du pogaii tiel etTectlf classique:

A WA

it

Ve”’d“(xo) =B+ Vaz(x ) 1|3< A

1
2108

(AN ‘3| % A+ (2.82)

en de valeurs moyennes reliées par des séries d’interactions

}_Frxo ;\20 = <)4:ho !_'20 _<)¢'\u >X0

nt it int

3 0 3
<AV = < -3 <A S A

1t nt mnt »

(2.83)

Par construction, la somme infinie (2.82) est indépendante du choix de la fréquence Q(x,).
Dans nos applications il est suftisant de travailler avec I’approximation au troisiéme

ordre.

Wi(xe) =y + V., (x[,)+ (AN Y

B 1t
1 r\0 l g 3 X,
—m< int > 3'ﬁ3[3 ( Ainl Qe (284)
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Chapitre 3.

Traduction :

Z. Naturforsch. 47 a 1013-1016 (1992).

M. Bentaiba*, L. Chetouani and T.F. Hammann.

Traitement d’une classe des oscillateurs harmoniques par Uapproche des

intégrales de chemin de Feynman-Kleinert.

Résumé.- La méthode de Feynman-Kleinert est appliquée a la classe de potentiel de
Doscillateur harmonique obtenue & fravers la méthode de factorisation de la supersyméiric
de la mécanique quantique. Il est trouvé que [’énergie libre est en bon accord avec

’énergie de !'oscillateur harmonique.

Feynman-Kieinert ’s Treatment of a Class of Harmonic-Oscillators.
Yy

Abstract.- The Feynman-Kleinert method is applied 10 harmonique oscillator class
of potentials obtained through the factorisation method of quantiun mechanics. 1t is found
that fhe free energy is in good agreement with the exact energy of the harmonique

oscillator.
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Nous appliquons la méthode d’approximation de Feynman-Kleinert [9,11,12 ] 4 une
classe de potentiel. reliée a I’oscillateur harmonique obtenue & P'aide de la méthode de

factorisation de la ‘supersymétrie de la mécanique quantique [51].

Le calcul analytique exact du propagateur via 'approche des intégrales de chemin n’est
pas tout a fait au point, malgré le progrés considérable dans ce domaine grice &

Pintroduction du paramétre temps [8 ] et la reparametrisation des chemins.

Nous allons rappeler les principales étapes de la méthode de Feynman-Kleinert, et qui
consiste a la représentation de I'intégrale de chemin de la fonction de partition [6] en

mécanique quantique (nous prendrons dans toute la suite; M= h=1)
| [ X0
Z = exp(—BF) = IDx(t) exp —I di| — =+ V(x(1))
‘ 0
d d I"Cd l]l] l B
:—[J;TO J. Zm exp{ BZ(D |xml2 —}[dt\/(x(r)) } - (1)

avec O = 2nm/f3 .

im
I:Il. 1

Les intégrations sur xm et x pour m > {) convergent rapidement, laissant Pintégration

Sur Xg.

Z= I \;5);0_3 exp{¥f3W(x0)} . : (2)

ou,
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W(xg) = Wy(x,) = ?},ig[wl(xﬂ,az(xo),ﬂ(xo))] . | (3)

a*(x,) et Q(xo} sont deux fonctions arbitraires de xo , et

sinh(BQ/Z)} Q%a’ SV (x0) | @

P _1
(5 ("0)"’(""))‘13“{ Bar) |2

ou Q) est un paramétre permettant de définir le potentiel auxiliaire Wi(xo,az(xo),ﬁ(xo)]

et V..(x,) le potentiel de Gauss , défini par:

Vv, (x) J‘Mexp[ (x- xo)z}v(xo) , - (5)

avec a’ est un paramétre inconnu.

La limite classique de la fonction de partition est recherchée pour les températures

élevées (T-->o0), pour lesquelles W(xo) tend vers V(xo) et cependant.

Z—>Zy, = j JC;.TB exp[-BV(x,)] - (6)

Nous pouvons dire aussi, 4 cause de I'analogie  avec la limite classique W(xo) tend vers
V(x0), W(xo) est le potentiel effectif classique, et que l’intégréle (2) est la fonction de

partition effective.

Une relation entre les paramétres a* et  peut étre établie a travers la minimisation de

Wl(xo,az(xo),ﬁ(xo)) par rapport 4 €. Ainsi pour chaque valeur de x, nous obtenons la

relation ;
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al = Iz[mcothm—l] (7)
Bl 2 2

La minimisation de Wl(xo,az(xo),ﬁ(xo)) par rapport 4 a’(x), nous permet de
déterminer Q%(xo) ,
5\/ 1(){0) _ azva; (XO)

Qz(x0)=2 :332 B axg

(8)

Les équations (3) - (5) ont été obtenues a partir de la fonction de partition d’essai Z, le
fait que son énergie potentielle sur les composantes x, (m # Q) ayant été approchée par un

potentiel de Gauss, accordant a I’équation,

B 2 2
Z, = exp(—BF) = J.‘Dx(t)exp —Id‘t{x 2(1) + Q gxo)(x(-;) - xo)z} ~BL,(x0)t> %)

ot Q%(xo) est une courbure locale est arbitraire du potentiel, et ot L (xo) est le potentiel
d’essai dépendant seulement de la coordonnée moyenne xp . Les fonctions £2(xa) et Li(xo)
sont déterminées par le principe d’extremum. Ainsi (9) se réduit a une simple intégrale sur

dx,  BQ(x)/2 B
J [21B sinh(BOY(x,)/2) exp{-BL(x,)} . (10)

ou L} (xo) est donnée par la relation suivante |

LI(XU) = Va’(xu)(xo)_ Qz(xo)az(xo)/z : | (1) -
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On peut voir que (10) et (2) sont sinulaires. L’exemple que nous allons étudier dans cet
article est la famille de potentiels de I'osciiiateur harmonique obtenue par la méthode de

factorisation de la supersymétrie de la mécanique quantique [51}.

Plusieurs potentiels ont été étudiés : Le potentiel de Coulomb [52], I'oscillateur
anharmonique [9,11,12], le potentiel de Yukawa [9,11,12] et I'oscillateur harmonique plus

la distribution de Dirac [53].
Nous allons maintenant appliquer la méthode de Feynman-Kleinert & la classe de

potentiels des oscillateurs harmoniques. Ces potentiels, nous allons les obtenir a travers la

méthode de factorisation.
H+—=aa", , (12)

ol H est I"opérateur hamiltonien, a” et a sont respectivement les opérateurs de création et

d’annihilation définis par ;

f

-

(e

Nous définissons maintenant deux nouveaux opérateurs,

a"-——l~(i+x) at
V2 \dx ’

szg—[:—xw(x)) s . b*=%(—§;+ﬁ(x)), (13)

et nous imposons la condition suivante :
e
H+E:bb , _ (14)

qui nous conduit a,
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—%d—‘i{;%x%%:%[ﬂi—zwwﬁz (15)
ouf’ = dB/cix.

Par conséquent, nous obtenons I’équation différentielle de Ricatti pour P tel que ;
Br+pr=1+x* |

(_lont fa sc;lulion est doqnéc par

B(x)=x+d(x) , (16)

ou,

exp(-x?)

b(x) =

) Y+ ondx'exp(—x'z)

3

La relation entre I’hamiltonien et I’hamiltonien modifi¢ de oscillateur harmonique est - -

=y d6(x)
dx
avec,
x? d
Vix)= —-—
(x) 2 dx

_ 14

V(x)

—_—+
2 dx?

ex(-7)

Y +Lxdx'exp(—x’2)

(17}

(18)
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Ce potentiel (18) peut se mettre sous la forme suivante :

.2 © '
' V(x) = x? +Zgnx“ , —o{x{+x0 (19)

avec, ga—> 0, lorsque |y| — .

Si M);JE, le potentiel V(x) n’a pas de singularités et se conduit comme x* /2, lorsque

X — teo , nous obtenons ici une famille 2 un paramétre des hamiltoniens self-adjoints dans

L*( ) . Il est a noter que les valeurs propres de H et H’ sont les mémes.
Ho,(x)=(n+Dou(x),  ~ n=123.. (20)

ol les fonctions propres W, (x) et ¢, (x) de 'oscillateur harmonique et de la classe de

I’osciltateur harmonique modifiée sont reli¢es par

' ,q)n(x) E b+\pn-—l(x) v . . (21)

]

En particulier, pour I’état fondamental, nous avons :
bo(x) = Coe""z/2 exp —-I d)(x')d-x' . (22)
_ 0

Nous donnons la table 1 ci-dessous, oi nous comparons I’énergie vanationnelle

E® = limF,, obtenue a I’aide d’une fonction d’onde d’essai de Gauss, avec 1'énergie exacte
T—0

ES de I'état fondamental. Les valeurs de la variation de I’énergie entre le premier état

excité et I'état fondamental sont données par AES, = E! —EY. (5° colonne ) ou elles sont
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en bon accord avec (0), a T = 0. Nous tragons quatre figures, ot nous représentons
Fex(énergie libre exacte), F, ( énergie libre calculée par la méthode de Feynman-Kleinert), et
Fu(classique) en fonction de B = 1/T , pour les valeurs de y = 0.9 ,1.0,3.0 et 5.0

respectivement.

o 0(0) a*(0)
0.9  0.5350  0.4962  1.4962  1.0225 0.8895  0.7889
1.0 05211 04975  1.4975  1.0065  0.8952  0.6455
1.5 05088  0.4990  1.4991  1.0031 0.8983  0.5221
20  0.5035  0.4996  1.4995  1.0022 09350  0.4858
3.0 05012 0.4999  1.4999  1.0005  0.9543  0.4832
50 05006  0.4999  1.4999  1,0002  0.9860  0.4806

Il E° Eg, El, AE?

Table 1: Comparaison de Uénergie variationnelle ' = il |, ebtenue a 'aide
. Ty t)

d’une fonction d’onde d’essai gaussienne , avec une énergic de [étut
Sfondamental E., . La variation AE! =E! -E° du premier état excité

(3°olonne), qui est approché par la valeur de O(0) .

Pour conclure, nous pouvons dire que I'approximation semi-classique proposée par
Feynman-Kleinert[9,11,17], appliquée a la classe de potentiels obtenue par la méthode de -

factorisation[51], conduit a des résultats, qui sont en trés bon accord avec les énergies

- libres exactes, pour toutes les températures. La différence maximale, observée pour

lv| =09, nlexcéde pasles 4% . Aux basses températures (8 > 0 ), I'énergie semi-classique

tend vers I’énergie de I’état fondamental E, .
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Traduction :

Physics Letters A 189 (1994) 433-438 .
M.Bentaiba* , L . Chetouani and T.F.Hammann .

Traitement par la méthode de Feynman-Kleinert du potentiel de

Morse généralisé par la supersymétrie .

Résumé : - L'approximation de Feynman-Kleinert des intégrales de parcours, avec
les corrections systématiques au calcul variationnel du potentiel effectif classique, est
appliqué a ['oscillateur de Morse généralisé par la supersymétrie. Il est wouvé que les

corrections systématiques a l'approximation Feynman-Kleinert sont extrémement précises.

Feynman-Kleinert treatment of the supersymmetric

generalisation of the Morse potential.

Abstrabt ;= The Feynman-Kleinert approximation to path-integals, with systematic
corrections to the variational calculation of the effective classical potential, is applied to
the Morse oscillateur generalized by supersymmetry. It is found that this systematic
improvement scheme of the Feynman-Kleinert approximation to path-integrals is extremely

accurate.
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L’objet de cet article est d’appliqué I'approximation de F eynman-Kleinert(F-K)[6,9-12],
basée sur le potentiel d’essai de I'oscillateur harmonique local et 1'inégalité de Jensen-
Peierls pour le traitement du potentiel de Morse généralisé par la supersymétrie de la
mécanique quantique [54], en tenant compte des améliorations récemment proposées par
Kleinert [13] pour le calcul variationnel du potentiel effectif classique. Le calcul analytique
exact du propagateur via 'approche des intégrales de parcours n’est pas tout a fait au point,
malgré le progres considérable dans ce domaine grice a I'introduction du paramétre temps

[8] et la reparamétrisation des chemins.

La méthode Feynman-Kleinert [6,9-12] permet une bonne approximation des intégrales

de parcours lorsque le calcul analytique exact du propagateur ne peut pas étre réalisé.
Nous allons résumer les principales €tapes de la méthode comme suit:
En mécanique quantique, la fonction de partition d’une particule de masse M soumise a

un potentiel a4 une dimension V(x), peut étre exprimé comme une intégrale dans ’espace des

phases classique,

Z= deOT%exp{—B[pz/ZM + Vo (%) |

dx, '

= IWCXP["’Bme(Xo)] ; | (1)

ou B = I/kgT, kg étant la constante de Boltzmann.

Dans I’équation(1) la variable d’intégration xo estla position 4 une température

moyenne,
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1 H
X =— | dux(1) ,
np )

de la fluctuation du chemin. Le potentiel effectif classique Vegcias (Xo) ne doit étre confondu

avec le potentiel conventionnel de la théorie des champs [55,56].

Pour des potentiels V(x), une approximation trés satisfaisante des intégrales (1) peut
étre obtenue, et qui conduit d& une limite supérieure W, (xo) de Vi, a(Xo). En effet il est

possible de :

i) calculer une version maculée (smeared) du potentiet V(x) comme suit :

+c0

V. (xn) = I%exp(;(l/Zaz)(x’ - xo)z)V(xo') (2)

-Co
avec un paramétre de largeur a’ inconnu,

ii) introduire un second paramétre €2, et étabiir le potentiel auxiliaire

Valso) G)

Wl(xo,a?f(xo), Q(xo)) = %Ln{shzg(g? 2/)2)}~ Q;ai )

ifi) considérer a’(x,} et Q(x;) comme deux fonctions arbitraires de x,, et calculer par
itération a chaque point xo le minimum Wl(xo,az(xo),ﬁ(xo)) par rapport a a’ et Q. Le

résultat est alors I’approximation anticipée du potentiel effectif,
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W, ("0) = aflzl,i&[wl(xo,az (xo)»Q(xo))] , | )

Plus explicitement, la minimisation par rapport a {2 donne la relation suivante entre Q et a®,

a chaque point xg ,

al= 1 [BQ coth'ﬁQ —1] ; ' ' (5)
2 2

ar contre la minimisation par rapport a a’ détermine Q? comme une fonction du potentiel
p p pPp p

Vﬂ(xo),

2 &V,
o) =2 Ma(;()) MBSO) | ©

Nous donnons quelques justifications de toutes ces régles comme suit: nous utilisons la

fonction de partition d’essai d’un oscillateur harmonique centré en xg avec une action locale
1P .
X=X
A = J’d{ + OQ(x )Q} , (7

ou nous posons M= f =1

La fonction de partition locale peut étre définie par

Zg‘)":exp -V ] JDx(t)ﬁx xo)exp( AS )

%ﬁg(xo)
sinh[% BQ(xo ))

. , | ()
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ol 8(X —x0) = 27B8(X - x,) . | (9)

Les valeurs moyennes par rapport a la fonction de partition locale seront notées par

(X Cest a dire,

. e -, . ,
G = (2] I‘Dxﬁ(x—xo)exp(—;ﬂn")... . (10)
Ainsi en utilisant les équations (8), (10), nous obtenons :

I‘ng(i — x)exp(~-#) = Ing(SE - xo)exp(uﬂg“)e;(p(—(ﬂ — Ay )) (11)

SRCURCEV

ou A est I’action euclidienne donnée par :

A = idr[ﬁ + v(x(z))} _ (12)

2
L’inégalité de Jensen-Peierls,
expl-(# = A3 )P 2 exp(~7 - A3) | (13)

nous permet de déduire I'approximation de Feynman-Kleinert pour le potentiel effectt

classique,

X 1 ,
Vefr,clus = WI(XO) = Vﬁo + Va: (XO) "EQz(xD)az(xﬂ) . - (14)
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ot fes deux derniers termes sont donnés par les valeurs moyennes suivantes:

1 0

E(ﬁ)}‘) = (V(xPE = Vo (%) (15a)

1 oog OF(x e O x a?(x

Ewﬁ§= gdﬁfmwﬁa—g%lﬁ (15b)

L’approximation de la fonction de partition peut étre écrite alors:

- ¢ dxg .
Z, = Jmexp[—ﬁwl(xo)] . (16)

La limite classique de la fonction de partition est recherchée pour les températures €levées

(T—>00), pour lesquelles Wy(xo) tend vers V(xo) et cependant.

Z>Z,, =I dx exp[—BV(xU)] : (7

J2p

conduisant a une énergie hbre I, = —B7'Ln(Z,), qui est une assez bonne description , pour

toutes les températures, de F = —B~'Ln(Z), la vraie énergie libre du systéme.

Les potentiels suivants ont été traités via I’approximation Feynman-Kleinert ( F-K ),
mais sans utiliser les corrections systématiques au calcul variationnel du potentiel effectif
classique, Poscillateur harmonique, le potentiel de Coulomb, le potentiel de Yukuwa
[10,11,12] Poscillateur anharmonique plus la distribution de Dirac [S0] et enfin la classe de

I’oscillateur obtenue par la méthode de factorisation [15].
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Le potentiel de Morse est utilisé dans plusieurs branches de la physique et de fa
chimie[57]. La méthode de factorisation nous permet d’obtenir de nouveaux potentiels
solvables a partir de potentiels connus. Une classe de potentiels solvables reliée au potentiel

de Morse, est ainsi obtenue.

Nous définissons les charges comme suit:

L9 e :
Q_ a+ O H] Q - 0 0 > ( )

ol a et a” sont des opérateurs de création et d’annihilation, I’hamiltonien supersymétrique

s’ écrit,

H 0 *
-?‘55=QQ*+Q+Q:(O+ J:(aoa aOJ, (19)

ou H. et H. sont des opérateurs hamiltoniens partenaires supersymeétriques. Excepté

I’énergie de I'état fondamental, les spectres de H, sont identiques.

Nous considérons I’hamiltonien factorisé comme suit :
H, =a'a , (20)
ou,

a=—d—+l(1—e“")—~;—

dx

(1)
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d -

a* = ——+7L(1— e ")——-
dx .

A est un paramétre caractérisant le potentiel de Morse [58] défini comme,

V()= 2(1- ) -2 +% , 22)

ou le terme constant —A + 2 est utilisé exclusivement pour déplacer le spectre d’énergie, de

telle maniére que I'énergie de |’état fondamental devient égal a zéro.

L'hamiltonien (20) s’écrit,

dz 2 --x2 1
H+-—E)—(?+7L(1—e )—MZ . | (23)

La relation de commutation entre les opérateurs a et a’
[a*, a]=-22ne™, | (24)

les opérateurs a et a” sont définis par les relations (21), évidemment, ces deux opérateurs ne

sont pas les opérateurs de création et d’annihilation habituels.

La relation de commutation (24), nous permet de définir I’hamiltonien supersymétrique

H. partenaire de I’hamiltonien supersymétrique H. (23),
H_=aa* =a%a+2xe™ | (25)

le potentiel correspondant est donné par
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V_(x)= A2 (1 - e"‘)2 +2heF -2 +% . (26)

Les deux opérateurs hamiltoniens H. et H. partenaires supersymétriques ont lé méme

spectre d’énergies.
Nous appelons v, , et y_ . les fonctions propres de H. et H., reliées par,

W+,n = aw—,n - : ’ (27)

Un nouvel opérateur hamiltonien #, = A™A avec un potentiel correspondant V. est délini

a travers les relations suivantes,

d d
A=—+1(x , AT = —— 4 f(x 28
dx () _ dx (x) (28)
Nous imposons a H. la condition suivante:
H_=AA" | _ (29)

nous obtenons I’équation différentielle de Ricatti
78(1 - e"‘)2 T N gL if(x) +12(x) , (30)
: 4 dx

dont la solution est facilement obtenue,
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exp[—x(2?u ~1)~ 2?xe_"]

()= 21— €7)- 2+ - - 61

I+ I: exp[—x'(Zk - 1)-2xe™ ]dx'

ou T estune constante d’intégration choisie positive de telle fagon a éviter les singularités
des potentiels. La relation de commutation entre les nouveaux opérateurs A et A’ est

donnée comme suit :

d . d
A*, Al=-2—f(x)=-2ke " -2— \ . 32
[a*, 4] 2dxf(x) he™ =2 4(x) (32)
ou,

expl—'x(2k -1)- 2?\e“"]

o(x) = - _ (33)
T+ I exp[—x’(ZK —1)-2re™" ]dx'
1]
Il est clair que pour le nouvel hamiltonien
# = ATA=AA" +[A+, A] = AA" -2%e" - 2£—¢(x) , (34)
X

A partir de la supersymétrie de la mécanique quantique, nous savons que le spectre

d’énergies de . est le méme que celui de L (sauf I’énergie de I'état fondamental ), les

fonctions propres ‘Y., , de % sont reliées aux fonctions propres . ., de H. par:

lij+,n = A+w-—,n s (36&)

avec,
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A¥,,=0, ‘ (36b)

pour I’état fondamental. Nous avons donc,
. y
¥, o = const x exp[—y(l —~ E)]exp(«—le'y) X exp —I oy’ Wy’ | (36¢)
0

Les nouvelles fonctions ‘F. , sont déterminées a partir des fonctions propres . ,du

potentiel de Morse original (équation(22)),

v

+,0

= Atay, , . G7)

Nous appliquons maintenant la méthode de (F-K) [6,12] au potentiel de Morse

généralisé par la supersymétrie (équation(35)).

Le résultat obtenu al'aide de cette derniére approximation est corrigé a I'aide des

corrections systématiques de Kleinert[6], en exprimant I’action euclidienne (12) en série de

fluctuations autour du temps moyen x'(t) = x(t) - x,, appelée

A=A A (38)
ou
Ay =BV, (xo)
et
P
A = J.dt[x?v%-ﬂz(xo)x'z(‘t)} : | | (39a)
0
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Vu
Vfo(x') = —%x'(r)2 tr—_— v (XO) X (‘t) +— (xo) X (‘[) e (39b)
Le terme V:(xo) n’apparait pas dans le développement et ¢’est par définition

% = [d'() =0

0

L’action . 4 définie par (38-39) peut étre décomposée en une action d’interaction

Aul = 40— 430 et d’unc interaction locale (7), I'exponentielle exp(~/?‘,m)est alors

int

remplacée par son expression en série au troisiéme ordre.

Les valeurs moyennes par rapport a la fonction de partition d’essai sont données par:
) . 2 . 1 A
exp(_BWBAU) = expl:ﬁﬁ\a (XU) - BVSO ml >Qo e <( ml) S\Enu - E<(’?mll)) Q N j| (40)

I'indice c défini le lien entre les fonctions de corrélations, via 'expression,

X X o X X X Xg 2
<A NS = <A INE <AV

jTH] 13}

< AR o o= </41’n’:0 -3 AN TN o <A <A IS, (41)

mt nt mt

Il est a remarquer que I’ approx:matnon (F-K) concerne le premier terme de 4>

mt

par contre

'amélioration proposée par Kleinert [13] consiste a ajouter les deux derniers termes dans

I'équation (40).
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I’approximation de Iénergie libre locale du systéme est obtenue en minimisant W,

par rapport a la fréquence d’essai. Pour exprimer {’énergie exacte du systéme, nous donnons

la fonction de distribution [9]

pex (X’ ,X) = Z lIJ+,n (xr).{{:,ll (X) exp(*BEn) L] (42)

' les fonctions propres .. , sont données par les équations (36} et (37) et les énergies E, sont

tes énergies du systéme. La fonction de partition exacte du systéme est donnée par[2]
Z, = j Bo(x,%)dx . - | | (43)

La table 1 ci-dessous, nous permet de comparer la nouvelle approximation Ej = lim Fy
T—0

pour I'énergie de I’état fondamental du potentiel de Morse généralisé par la supersymétrie,

M ’ L34 M . 4] LI M
pour différentes valeurs de I, avec I'énergie exacte EY, = lim F.. et avec |’énergie obtenue
: ’ T-0

a l'aide de I'approximation Feynman-Kleinert E_ . = limF{ .. lci T est une constante
. . T-3>0 :

arbitraire, positive de maniére a éviter les singularités du potentiel.
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r E° E;° E."
0.1  0.02710565  0.01759870  -0.012327
0.2 0.02294651  0.00650537  -0.012119
0.3 0.02159368  0.00159615  -0.011856
0.4 0.02090351  -0.00105377  -0.011691
0.5  0.02050745  -0.00265970  -0.011440
0.6  0.02024515  -0.00374707  -0.011183
0.7  0.02005869  -0.00453044  -0.010871
0.8  0.01991941  -0.00511917  -0.010723
0.9  0.01981127  -0.00557708  -0.010595
10 0.01972990  -0.00594789  -0.010468
2.0 0.01932791  -0.00764212  -0.010031
50 001911123 -0.00864442  -0.009506

1.0 0.01903456  -0.00898549  -0.009219

Table 1 : Les énergies de l'état fondamental (F-K) E. , les éncergies amdliorées
par Kleinert E3, et les énergies exactes E°,, pour différentes valenrs du

parametre I" du potentiel de Morse généralisé.

Nous tragons quatre figures (fig 1-4), sur chaque figure les trois courbes F.y |, Fis | Fy

en fonction de B = UT, pour I' = 0.1 , 0.5, 1.0 et 5.0 respectivement . La courbe
Ej = 1l‘iﬁng)Fjn’apparait pas sur les quatre figures puisqu’elle est confondue avec ., .
Néanmoins les valeurs de F3 sont données sur ia table 1. Nous notons que toutes les courbes

coincident parfaitement aux basses valeurs de f3, par contre les courbes Fyy; et Fu coincident

pour toutes les valeurs de 3.
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. N

Nous tragons €galement le potentiel de Morse géﬁ&%ﬁ%&%ﬁﬁgﬂpn (35), pour les
différentes valeurs de I' (fig 5). Il apparait que si " est positivz, le potentiel de Morse
généralisé n's pas de singularités‘et tend vers Vi (x) de I'équation (22), pour x — 4w . Le
spectre d’énergie du potentie] de Morse généralisé est identique au potentiel de Morse
Vii(x). Pour des valeurs de I' finies le potentiel généralisé est différent du potentiel de

Morse. Les deux potentiels sont identiques seulement pour I" = oo .

En conclusion, nous pouvons dire que I’approximation semi-classique proposée par
Feynman-Kleinert[6,9-12] donne des résultats raisonnables et intéressants, lorsqu’elle est
appliquée au potentiel de Morse généralisé par la supersymétrie de mécanique quantique,
I’amélioration proposée par Kleinert[13] a I'approximation de Feynman-Kleinert est

extrémement précise.

La méthode Feynman-Kleinert donne des différences entre E et EY. de I'ordre de
32% pour I' = 0.1 et de I'ordre de 31% pour I' = 10, par contre, en tenant compte des
corrections systématiques, la diftérence est seulement de 23% pour I'=0.1,de0.1%
lorsque I' =10,

Ces résultats peuvent étre compris en observant qu’en général la limite Ej = lim F,, est
T50

égale au minimum a T =0, de W, définie par (40).
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Chapitre 4.

4.1 Méthode de Duru -Kleinert généralisée.

4-1-1. Introduction.

La reparamétisation des chemins dépendant du temps et la transformation des
coordonnées ont été utilisée par Duru et Kleinert[ 18] pour ramener I'intégrale de chemin du
potentiel de Couwlomb & une intégrale de chemin de /'oscillateur harmonique, cette méthode
peut étre généralisée pour transformer des intégrales de chemin de formes inconnues a des

intégrales de chemin de formes connues.
Pour mieux concevoir la méthode de Duru-Kleinert[18] , nous allons commencer par
détailler le cas simple des systémes a une dimension[12}, nous appliquons ensuite, la

méthode a un systéme a deux dimensions [19].

4-1-2. La méthode de transformation dans le cas des systémes a une

dimension.

Dans un systéme a une dimension, I’opérateur hamiltonien est

A=T+V, | - 4.1)

avec T = p? / 2M . Nous définissons un opérateur hamiltonien auxiliaire[8] comme suit,

# =H-E. (4.2)
Comme nous {'avons signalé dans [introduction, le propagateur est la matrice de

transformation dans I'algebre de Heisembeg-Dirac[1,2,4,59], qui est ¢quivatent a Iélément
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de matrice de ’opérateur d’évolution exp[—?(tb - tn)H} pris entre deux positions. Nous
: 4

appelons donc, le propagateur auxiliaire % associé a I’opérateur hamiltonien auxiliaire % .

K’(xb’tb;xn ’tn) = (xb,tblxa !ta> = <xb|exp|:“;l_;(tb - ta)ﬂ’li:||xa) " ' (43)

et la fonction de Green auxiliaire a énergie fixée peut s’écrire formellement comme :

g(xy,x,,E) = J.dtbi“(xb,tb;xa,ta)
. 1

LN

= J‘dtijx(t)exp{%ﬂ,;il, - (44)

Ly

avec une action,

Ap = Tdt{%d-i(z(t) - V(.x(t)) + E} _ (4.5)

Nous définissons maintenant, un pseudo-hamiltonien ﬁ?f,': dépendant de E,
7 = {(0F68,(x) = KA E)E (x). | (46)

fi(x) et f(x) sont deux fonctions stabilisatrices (ot "/ “(left) et "r" (vight)), définies

comme suil:

G () = £(x).
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Cette fonction régulatrice f{x) est choisie positive afin d’éviter les singularités des chemins,

est définie 4 travers la transformation du temps ” t " au pseudo-temps “s” (t—s)
dt = dsf(x) = dsf;(x)f,(x) . 4.7
Le propagateur (4.3) devient,

zr(xb,sb;xa,sa) = f,(xb)fl(xa)(xblexp[—%(sb - sﬂ)ﬁé}h{u), ' (4.8)

et la fonction de Green a énergie fixée associée est la méme qu’avant,
o«
EY = f :
g(xb,xa,E)mjdsz (Xp,8:%0.5) | (4.9)
ou formellement sous la forme intégrale,

q(xb,x1,l:) IdS[l (xu)f] J‘m (s)exp(irst /h)] - (4.10)
avec une actiqn _
s

S M X2 '
A =£d {2f( "ok (9) - (x(9)[V(x(9) - E]} (4.11)

L’introduction de la fonction régulatrice f{x) a induit un terme cinétique de forme non
conventionnelle. Nous passons donc & une transformation de la coordonnée x afin de

redonner une forme conventionnelle au terme cinétique dans (4.11),

x = h(q). , (4.12)
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La différentielle de la coordonnée x se transforme comme,

’(q)dq, . : (4.13)

" en faif, nous avons pris h(q) telle que;

h**(q) = fth(q)), | (4.14)

sous cette transformation de la coordonnée I’action devient,

AL = st{—q - f(a(9)[V(a(9) - E]} | (4.15)

ol nous avons utilisé les notations suivantes,

f(q) = f(b(a)) . V(q) = V{h(a)). | (4.16)

Le terme cinétique dans (4.15) a maintenant la forme standard connue.

La fonction de Green est reliée a une fonction de Green relative a action (4.15), si

cette derniére est étendue a un potentiel effectif di a Ia transformation du temps,

Vo )z Ih” (LT ' N (4.17)
e\ 4 4 h' 8 h' ' .

Cette action étendue esi,

AS{; = jds{ 2(s)-f q(s) [V q(s) E] Vear( +5} (4.18)
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L’indice DK indique que cette action est obtenue a travers la généralisation de la procédure

de Duru-Kleinert. La fonction de Green a pseudo-énergie fixée est donnee par,

, i )
g(q.,,q“;&') = JdSIDq(s)exp{Erif,?;-‘ . (4.19)
5 .
La relation entre les fonctions de Green est donc,

G (xy.x:E) = [£(x,)6(x,)] " 5as.0.:6 = 0). (4.20)

Les trois actions A, 4,5 s conduisent toutes a la fonction de Green a énergie fixée
g(xb,xa;E) via (4.4), (4.10) et (4.19) avec (4.20) on I’appelle I’équivalent a la procédure

Kleinert-Duru (D-K) [8,18] .
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Traduction :

J. Phys. I France 4 (1994) 7-27
M. Bentaiba *, M.Benkaddour , L .Chetouani, et T.F. Hammann .

Les solutions par les intégrales de parcours d’une classe de
potentiels a deux dimensions d’un systéme avec des

dégénérescences locales.

_Résumé.- Le potentiel V(r) = ar®®™? —Br®™? est énudié par les imégrales de parcours.
La fonction de Green est calculée pour E = 0 et d quelconque, en coordonnées polaires el
dans des coordonnées généralisant les coordonnées de Levi-Cevita. Il est montré que celle
fonction de Green est la somme d'une partie discréte mais finie et d 'une partie continue.

Des cas limites et des cas particuliers sont étudiés.

Path-integral solutions for a class of 2D systems witl local degeracies .

Abstract -The potentiel Vi) = ar®® > =Be™? is siudied via the path integral
approch. The Green function is calculated for E = 0 and for any value of d in polar
coordinates as well as in coordonates generalizing the Levi-Cevifa transformation. [t is
shown that this Green function is the sum of a discrete but finite part and of a continuous

part. Limiting cases will be investigated.
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Physics bstracts
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I1- Introduction.

Nous utilisons dans cet article le formalisme des intégrales de parcours de Feynman au

calcul de la fonction de Green relative a ta classe de potentiel définie par
V(r) = or?972 —pré? (1)

Ou o,Bsont des paramétres positifs et ¢ est un nombre rationnel positif ou nul. On peut

VOIr pour :

d=1 V()= a-B/r estlepotentiel de Coulomb, et pour

d=2 V() =ar’ =B est loscillatenr harmonique.

Cette classe de potentiel a deux dimensions a été étudiée récemment[60,61,62]. 1l y a ét¢
montré notamment que I’état correspondant a E = 0 présentait une dégénérescence d’ordre
multiple a cause de certaines propriétés de symeétrie cachées (hidden).

Nous montrons, que la fonction de Green est calculable pour d quelconque et E =0
en utilisant d’abord les coordonnées polaires. Or il est connu, par exemple pours le porentiel

de Coulomb que la fonction de Green s’écrit sous forme compacte via la transformation de

‘Levi-Cevita. Nous généralisons alors cette transformation pour « quelconque et calculons

cette méme fonction de Green. Nous sommons la série obtenue en coordonnées polaires en
montrant qu’elte se compose de deux parties I’une discréte et finie de fonction de Green et
lautre continue. Nous étudions aussi quelques cas limites pour E =0 et déduisons le

spectre et la fonction d’onde pour E quelconqueetd =1, 2.
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2. Fonctions de Green en coordonnées polaires.

' Nous exprimons en coordonnées cartésiennes I’amplitude de probabilité, donnée sous la

* forme canonique de Feynman par :

. T 2 2
o L . . Px tPy ‘
K(%,5;T) = J‘WP@WP}' exp —j{Pxx‘*Pyy——“ﬁ)‘m—)— V(x,y) (dt]. (2)
' 0

=

Cette intégrale est purement formelle. La classe de potentiels radiaux V(x,y) présente des

singularités pour toutes les valeurs du nombre rationnel d, tel que d ¢ [0, 2{ .

Nous faisons appel maintenant a la transformation Duru -Kleinert[12,63,64], qui
consiste a choisir une fonction régulatrice approprié f{7))0 afin d’éviter le probleme des

singularités (collapse). Nous utilisons la transformation temporaire t - s définie par :

dt = ds £(F)= ds £, (F)f,(7) - (3)

C’est a dire sous forme discrete |
e=efi(F () ; T= N+1)e ; S= (N+1)e, .
ou fi et f, sont deux fonctions régulatrices choisies d’une maniére adéquate afin de stabiliser

I’intégrale de chemin. Nous introduisons P’énergie E via la fonction de Green et nous

posons dans tout ce qui suit ( m=1,1=1),

G(i.F;E) = de.K('r},'r'i;T)exp(iET),
1]

= IdS.PE(Fr,f,-;S) | - (4)
J |
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La nouvelle forme du noyau Py est :

N{= =. .
?E (rf,ri,S) 2mef(r, )HI exp lAb ) , (5a)

ou,

N+1

AN = ZLS AT ])( -7 ) - (f")[v - EJf (%, ,)} (5b)

est la nouvelle action.

Une famille convenable de fonctions régulatrices est donnée par,

RR =607 . @) =1(F)"

Nous posons A = 0 pour simplifier le calcul. Les fonctions stabilisatrices sont alors;

Notre potentiel étant central et puisque le probléme est a deux dimensions, il est plus

commode de passer au systéme de coordonnées polaires (x,y) — (r,0),

x = rcos(6),

y.= rsin(@),

ou plutdt a la transformation (x,y) —» (q,8) détinie par les équations suivantes;
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r=el , —oo{q(+c et 0<B<2m , (6)
afin d’éviter le probléme du collapse.
L’action peut &tre écrite en termes des nouvelles coordonnées q et 6 a travers les équations

suivantes;,

A>l[n =Xy~ X1 = L COSen L Cosen—l : Ayn =Y Yua T Slnen — T Slnen—l )

Arn = exp(qn) - exp(qn-]) ’ Aqn =q, ~ Gaa ) Aeu = en - 8n—l :
La fonction régulatrice est définie comme suit :
f = exp(2q) .

Ainsi I’action prend la forme suivante :

N+l :
AEN i Zl{zilis [(Aqn)z * (Aen)zl} - SS[CLCM({“ - Bedqﬂ - Eelq“ ] * AA" o (73)

ou la correction relative & ’action peut €tre donnée explicitement par;

-~ -

. 1 7 Aq,)’ (A0, T 4
M = 51 (80, + L (8a,)" - (s, (w0, + CLERL_Lag )

Nous intégrons sur les écarts au lieu des positions (X, , ¥a)

Irjj.dxndyn' = fjj d(Axn)d(Ay“) ,

- —w m -
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Le jacobien de la transformation est €gal a,

&(Ax,, Ay,)
J .,"‘-,., —————— 2
n-1 qun,Aen) exp( qn-l) s

La mesure de (5a) est donnée par;

N+l d(Aq ABH)N“ L d(Aqn)d(Ae“)NH |
2m£sg 2mie, Hexp 2Aq ZRiESIn:! 2mie, g(l+cllleS)’ (8)

ou,
Cmcsz —ZAQn +_2(Aq“)2 s

est la correction relative a la mesure.

En tenant compte des deux corrections venant de P'action et de la mesure, nous arrvons

a la correction totale.
(8Ay)° |
Cp = iAAy ———n2~—+Cmes(1+AAN) (9)

Si nous omettons les termes en Aq,.A8, , qui ne contribuent pas dans la limite e, — 0,

nous obtenons;

(8Ay) = é{(aqn)ﬁ +2(aq,)'(88,)" +(8a,) (26,)"]
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1
Cosby = >—{2(a0,)" +2(8q,)"(20,)7
85
En tenant compte des résultats suivants (en unités /i / m)

((aa)*) = ie, ((@0)) =ie, . ((80)*(26)7) = (ic,) ((30)') = 3¢ie,)?

((a0)') =362y {(8a))=15Ge, . ((8a)(20)") = 3(ie,)’

((aa)*(a8)") = 3(ie.)*

La correction (%) conduit ‘alors a un potentiel effectif nul , Ve = 0. Ainsi ,nous pouvons

, . N
écrire le noyau P~ comme;

7 4(4q,)d(48,)
Pe (rf,r,,(N-t- 27&, J.H 2mig,

xexp{if{zé [(Aq“)z+(Aen)2]_gs[aequ — Betts — Eelt ]}} (10)

n=1 8

Le résultat peut étre écrit sous la forme :
S

P (%,E,S) = f DQDPDEDp, exp{ij' ds[pq + po — e + Be + Ee? ]} . (11)
0

La fonction de Green s’écrit aprés intégration sur la variable angulaire 0
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ot Ihamiltonien est une fonction des coordonnées (q,s),

2 i
H=% + qe? — petd — Ee?, (12b)

Ainsi le mouvement de la particule régit par Paction du potentiel définie par (1) a été
ramené a un mouvement régit par I'action 4 une combinaison de trois potentiels en
exponentielles. Il est claire que la fonction de Green n’est calculable analytiquement que
pour une combinaison de deux exponentielles, c’est & dire relative au potentiel de Morse.

On peut voir qu’il existe quatre cas solubles exactement.

I1°- cas : La barriére cemrifuge (d = 0). Dans le systéme de coordonnées (q, s), le

probléeme de la barriére est décrit par;
=2 B+ (- B), (13)

2° - cas__: Le probléme de Coulomb (d = 1). Dans le systéme de coordonnées (g, s) le

probléme de Coulomb est décrit par I"'hamiltonien relatif au potentiel de Morse[65].
p’ -
H =L+ (a-E)e - pet. (14

3° - cas : L oscillateur harmonique (d = 2). L’hamiltonien qui le décrit dans le systéme

(q, ) est aussi relatif au potentiel de Morse [65].

2 ,
H= %— +ae™ - (B+ E)cz“ . {(15)
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4°-cas . d quelconque et E=0. L’hamiltonien dans ce cas est :

, | |
H=%+ae“‘*~ﬁe““. (16)

Cet hamiltonien est aussi reli€ au potentiel de Morse[65].

Nous examinons le cas important E = 0 avec d quelconque (4°cas ). La fonction de

Green dans ce cas est:

s

|
G(%,5,E) = —exp|if(6; -6, 1490, 17a
(7.7, E) Z;ozn p[i¢(6r - 6;)}ar]a:) (17a)
avec,
=] S p2 fz
{ag|a;) = JdSIDq‘Dpexp i!dS[pq Y —ae?® + pe™ - ?} : (17b)
0 : 0 | _
A laide de la transformation w = *? = exp[dq/Z], 1l existe une relation simple entre

q,la;) et {(wyilw,;) donnée par [12].
[ i { i

%exp[%(fh +Qi)}(q;ﬂ]qi):(wr|wi), | . (Ié)

ou,

(wf'|wi) = TdS.exp[iS(-z-]zB}{ j DwDp,, expliA } ' (19)
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avec,
S 2 2 ‘ 2 )
Cope (2) . 1(2¢/d) -V/4
<= | dS “.W——-—(—) ow' - —— 20
Ao { [p =3 A | (20)

est 'amplitude relative & {'oscillateur harmonigue radial. L’expression de {w,|w;} étant

connuel 12], la fonction de Green est finalement donnée par;

=0

. - =) < eif(e,-e.)w of 2 : 2@
G(ip.Ts0) = )\ J;dsexP[‘S(E) BJLdsin(szEE / d)}

.exp{i\/j—a[rrd.+rid]cot(28m/d)}l?j{ 22a ' -512}.

idsin(25 /20 /d) et

d

Il faut noter qu’a ce niveau, que Péquation (21) nous permet de déduire les fonctions

de Green pour E quelconque relatives:

- Au potentiel de Coulomb, il suflit de poser d = | et de remplacer « par a-E

ro id(0=0,) % 2J2(0 - E)

Gl :5:8) = 2 T J dSexP(MSm[isin(vsﬁ(&‘lﬁﬂ
f 2

{= -0

.exp{i@[r{ +1 ‘]cot(Z.S 2(o - E))}lzlq [isinz(z\/si\(f%) 'l‘liri'lzJ (22)

- A I'oscillateur harmonique a deux dimensions, il suflit de poser < = 2 et de remplacer f3

par B+E.
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+o0 uf(Bf

Gon(frFE) = ) j dSexp(iS(3 + E)) V2o

1sm(S~./§E)

.e>q:){i\/§_c"[rf2 + riz]cot(SJﬁ)}llfl ﬁw o | (23)

Or il est connue que le potentiel de Coulomb a deux dimensions admet une forme compacte
pour la fonction de Green [12]. Cette fonction de Green peut s obtenir via la transformation
de Levi-Cevita (coordonnées rectangulaires ). Nous reconsidérons le potentiel en question

via une transformation de type Levi-Cevita généralisé pour d quelconque.

3-Fonction de Green via la transformation de type Levi-Cevita.

3-1-Fonction de Green en coordonnées (u,v).

Nous considérons la transformation complexe (r, 8) — (z,z"}, délinic par

et nous passons a une autre transformation (z, z‘) — (w,w') définie par,

d

ds , : .
w =¥z’ =utiv | wi=JY 2 tsu—iv (24)

Le passage des coordonnées (x, y) aux nouvelles coordonnées (u, v) est donné par les

relations suivantes:
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2 2
(25)
2/
) (d)% (u+iv)7 - (u—iv)
Y72 2
La relation entre (u, v) et (r, 9) est simplement égale a
‘F 4 d0 |
u = ,[—r"?cos—,
d 2
3 (20)

2 4/
v = erfz sinﬁ.
d 2

Nous avons donc les domaines de variations pour (u , v) qui dépendent de et de 0. En

notation matricielle le systéme (26) s’€crit;

=BV , F:{ﬂ , \“/{ﬂ , (27)
ou,
[ L 2 2]
(utiv)e +(u—iv)e (u+iv)a -(u—iv)q
1.7 F O .
dy’¢ 2 21
B=| =
G S
(u+w)d —(u—iv)a (u+iv)a +{u—iv)a
i 2i ’ 2 |

Pour d = 1, on reconnait la transformation Levi-Cevita



Chapitre 4, e 7Y,

En fonction de ces nouvelles coordonnées (u, v) le noyau P[;(\d/r,\ﬂ/i.; S) de la fonction de

Green (4) s’écrit;

N+1 N+1

g (Vg (V) . «
eV i) = e B (e, (V) ™ ansg(v i atee o

N+|

2,/

—_— Jd) 2 . 2

X expsi > ! (d] (u“ +iv, )4 - (u”_1 + wn_l)-’d
e leSgl(V )gr(VN N2

2.9 '
‘Ss[g) 2(”.12 TV )1__gl(VN)

2

x { (u +v Zy ( J/d - :12*”"’.12)'2&_1}&({/.,_1) , (28)

ou,

a(Axn’AYn)

T = &(Au,.Av,)

2,/._2 ,
_(dy 2 2\74™!
- 5 un—l + Vn—l .

est le jacobien et g = g,.g, le produit des fonctions stabilisatrices.

- g, (Vg (V, . o .
Nous éliminons le facteur M en choisissant le mid-point (question de

g1 (Vg (V)

simphicité des caleuls ) comme prescription
I S
g=g =& = (29)

Avec ce choix, il vient alors :
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2 2/
i(l'.l" +.ivll : —(un—l + ivn—l)2‘ = [%j (anz + v112)/d l(Aun2 + AV”2) x

. 2 . 2
y ]+(2—d)(3—d) (AunﬂAan +(ALE,—1§V”] e (30)

2 ~ .
24d u, + Vv,

et

Y Y pa < d % 2 N2
(V) () = (@) = () (w2 +9)

2 . 2
fos e () o oo
8d u, +1v, U, =V,

ou,
g =-t—" et - V,=

En faisant le rappel de ces deux équations (28) et (29), il apparait dans 'exposant de

I’exponentielle de I’équation (28) deux quantités.

i) Une premiére quantité,

qui est 'action. Nous notons que si E = 0, cette action décrit le mouvement de ! ‘oscillateur

harmonique i deux dimensions, mais dont le mouvement est limité dans I'espace.
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II) Une deuxiéme quantité regroupant les termes d’ordre quatre en Au, et Av,

u, Tiv,

AAy = —I—NH (Aun2 + Avuz)+ (4 -d,z)[(Au“ * iAV"T + c.c}}-, ' (32b)

et qui représente la correction.

Or alalimite es — 0, il est facile de s’assurer grace a;
(au)=(av,") (8u,'av,) = (8u,8v,) =0

que (AAy)=0, c'est a dire aucun potentiel effectif n’est induit suite a ces changements.

Donc finalement le nouveau noyau €st;

PV, ViS) = I@uppup\/@p\,.exp(mﬂ), | (33a)
ou,
8 2 ipt 2
Ay = J-dS pai+p v~ P TP g(u? V)4 v E |, (33b)
J 2 d

Nous pouvons voir pour les deux cas particuliers

[) d=1,action est relative au potentiel de Coulomb.

s
ACuulumh _ dS - o p?l + p? _ i 2, XY 0 ;
E . puu + va a2 (G. E)(U Vv ) t ‘—ﬁ » (34)

B -
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obtenue via la transformation bien connue de Levi-Cevita:

et la fonction de Green s’écnit alors:

GCoulomb (Tf,i'-i ,E) — J‘dsreZiBSf [(Vf l f/]) + (.._ (3 5a)
0

=
<!
—_—

ou,

. 2(a~E) iy2(c —E) . - . -
(%[%) = {5 7 ) exp st [(vf+vi)cos(S1/2(a—E))—2VfVi]

(35b)
est ’amplitude relative a ! ‘oscillatenr harmonique.
i1} d=2, I'action est relative au potentiel de /"oscillatenr harmonique.
5 2, bz
A = IdS[pl,u +pv—~ Pu e —a(u2 + v2) +(E + B)} (36a)
g 2

obtenue via la relation,

>
I
F

La fonction de Green s’écrit
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GO (5. 7:E) = [ dSexp(i(B + E)S)(E7), (36b)

ou,(%;|E) est le propagateur habituel de ['oscillateur harmonique a deux dimensions

(éq.(5b)).

A travers ces deux cas particuliers (d = 1 et 2) la fonction de Green se calcule aisement,

Dans le cas général ou d est quelconque la fonction de Green est calculable analytiquement

pour E = 0 (section 2).

Lorsqu’on passe du systéme de coordonnées (x, y} au systéme (u, v), nous constatons

que:
- 1a transformation (25) n’est pas univoque,

- le domaine de variation de u et v n’est pas tout le plan: il dépend du paramétre d et
de I’angle 6. Donc il n’est pas clair comment trouver G(%,T;0) pour d quelconque a partir

de ((31), (33a), (33b)). Pour contourner cette difficulté, nous revenons a I’équation (21), et

nous sommons la série pour obtenir G(ff,Fi;O) en fonction des nouvelles coordonnées(u, v).

3.2 Sommation de la fonction de Green pour E = 0.

Nous notons tout d’abord que E est compris comme égal a E+ie (e— 0). D’apres

Pexpression de l'action (12b) lorsque E = 0 leterme imaginaire -iee’ ~-g (¢ >0)se
. 32
X : e {+ie e
combine avec - £ >/2 pour donner 5T e = —(——5—)— el :e|(:| :

Nous faisons appel a la représentation intégrale de la fonction de Bessel[66].

()=

1 ( zcosf Sin(un) K
= 0)d0 — ST [y (= zcos(t) - t)d
. J; e coS(Ll ) . { exp( 2cos(t) ut) t,

avec , |arg(z)| < g et  Re(p)>0.
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Nous pouvons montrer facilement qu’elle 4 la forme suivante,

1 .
L.(z)= ?7;}[ dt.exp(z cos{t) + mt) ,

ou C est le contour d’intégration ci-dessous:

(c)

-1 0 +71

Fioure. 1: Contour d'intégration de la fonction de Bessel.

Nous considérons la somme,

(37)
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Zexp(nme)l |f/(z) = Idt exp(zcos(t) +21ti/ u?AB) (38)

d/
)2
ou, Z= ZM(rfr,) , AG=0,-90;.
id sin(25 v2a./d)
Nous calculons la somme suivante;
+<o
> expli €40 +2¢[¢]/d)] = lim Zexp i6(A8 - 2t/d) + Le] +
=0
40
+£££Ié£$-mexp[l€(A9 +2t/d)- te] (39)

Les termes + e justifiés auparavant ont été ajoutés pour régulariser les sommations et

donc,

. Zexp[i(me + 2t} /d - l(’]e)] = %{cot[—%ﬁ - g{ + iaj + col(% + w(ti— - ie]}, (40)

£=—c0

et finalement,

Z' exp|i¢48] 1y, 4(2) = Z‘;j dt.exp(zcos(t)){cot(% - »-:I + ie] +
_ c

t=—c0
' +cot(%e—+él— ia)}. (41)

Soient J, , Ja des fonctions de Bessel données respectivement par:
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i ' A8t
J :—Idt.ex zcos(t cot(———--kie), 42a
LT P( ( )) > 4 (42a)
c
et,
i . AD t
J, = ——jdt.ex zcos(t col[-~»+—— ia) . 42b
. p(zcos(t)) 5ty (42b)
C
St nous changeons t— t+ie dans J;, nous obtenons
i AD 1t
J =———Idt. cos(t))c t(——-——), 43a
1T A ! CXP(Z ( )) Q 2 4 (43a)

ou C; est le contour d’intégration ci-dessous:

(e1) 5
v ‘

N+iE

V]

~H-HE

x ¥

Figure, 2: Contour d'intégration de la fonction de Bessel J;
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. Si nous changeons maintenant t — — t+ie dans J,, nous obtenons;

i A t] : |
L a9t 43b
], .47:»([dt exp(zcos(t))cot( 579 (43b)

~ou C; est le contour d’intégration ci-dessous;

VY %

—n—ig n-ie

(c2) _

Figure. 3: Contour d'intégration de la fonction de Bessel J,

- Finalement, la sommation s’écrit:

Z exp[imellzlflld(z) = Zl; Idtcot(AG — t/d)exp(zcos(t)) = Taea (44)
t=—c0 ci Jcz

ou C1U C2 est le contour ci-dessous;
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Ay |
Jm)
D1 |
Y Fl A
E1l
-7tie Sy THie
—n-ie - = n-le
A
bz Y F2
(t2)

Fipure. 3: Contour d'intépration de la fonction de Bessel J cije2

Soit, F(t) = exp(zcos(t)) cot(—%‘il - —:1—) : (45)

~ alors, nous pouvons écrire;

j F(t)dt =. j F(t)dt + IF(I) +-J.F(t)dt+ J'F(t)dt N jF(t)dt N I F(1)dt
El Fl E2 2 .

ci jez DI 3 ; D2

= I F(t)dt + j F(t)dt + '[F(t)dt . 46)
ABCD —n+iso n-iw _

Nous calculons I’'intégrale sur le contour fermé ABCD;

::; JF(t)dt = ﬁjdtcot(%e- - —(—;—) exp[zcos(t)]= —%; des résidus.

ABCD
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Les pdles a Vintérieur du contour fermé sont donnés par;

sin(A—e——i] =0,
N2 d

~ leurs positions sur I’axe réel sont:

t, = {A0 - 2nw)d/2, n entier. Vérifiant la condition
d
“M<t,<T <& —T <(A9-2nn)—2- <m.

- Alors;

lim(t— tn)cot(é;- - -;—j exp(zcos(t)) = —d exp(zcos(t,)) ,

11,

nous écrivons donc;

Zexp[ifAG].Isz (2) = %Zexp[zcos(tn)] + Zl;{ I dt cot(f};— - i] exp(zcos(t))

{=—00 n. —R+i

+ I dtcot(%_";") eXp(zcos(t))} - (47)

=10

Nous posons maintenant t=-n + ip

dt cdt(%e- - ::It”) exp[zcos(t)] = - J. dp.cot(%q + -g— - %) exp(—zcosh(p)) .

—nt+io -

et,t=m+ip
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n+ico

At f A8 m ip)
I dt cot(—z— - a—) exp|zcos(t)] = i I dp cot(—-z— -3 + Ti-) exp(—zcosh(p)},

n—iso

alors;

o0

Z exp(ifA).Iy4(2) = %zexp(zcos(tn)) + -4%{— Idp exp[—zcosh(p)] x

f=—a0 -

X cot(A—e—E—m)—cot(A—e-kE—mj . (48)
2 d d 2 d d

La fonction de Green (21) s’écrit finalement,

I o 2) 2420 iVIo 4 )
G(rf,ri,O)—-Z;{ dSexp[lS[E) B]idsin(zsdﬂ /d)cxpt y (rf +r, )coa(sz'iE/d)Jx

n

Zﬁ(;éos(t,,) : d4/2
x{z{exp{idsin(zsm/d)(“‘"‘) | }}

1T ~2v2a o2 sin(2r/d)
+dn_Ldp{e).(p[adsm(zsm/d)(rf“) °°‘°’h"ﬂcos(2n/d)—cos(aeﬂzip/d)}' @)

Comme,

=(0-20)S=ab=g-b . b=50 @ 03 = (8¢ - 20m) S

( ¢y dépend den)

Nous pouvons toujours trouver un systéme d’axes tel que
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cosﬁ
- 12 4p 2 | 19t a2 an cosdg | ug |
VEVET L e [Tlv] I TVET Lsinge || [
in 38 \ sind, Vi
2 .
- 2 42| cOSY; u;
V. = . 50
' \/;‘ [smtb \7 (59)
La fonction de Green s’écrit en fonction des nouveiles coordonnées (u, V)

, V20,
G(F.5;0) = —IdSexp[mSB/d ]Zld Sm(zgsz.ﬁa/d)

lx exp 2sin(izsz\?ﬂ/d) ((U?)z + (V?)2 +ul + vf) cos(zsﬁ&/d) SRV A

sin(27/d) A
o

1 +0
Tan _v[ dpexp[-zcoshy] cos(27/d) - cos( A - 2ip

avec,

2-\/.2E(rrri)d/2
d sin(ZS x/??;/d)

zZ=

L’équation (51) constitue notre principal résultat. La fonction de Green .G(T;,T;;0) se
compose de deux parties: |

- d’une premiére partie: somme finie de fonction de Green relatives aux oscillatenrs a deux
dimensions.

- et d’une deuxiéme partie: exprimée par /'intégrale continue .

Nous notons que cette deuxiéme partie disparait pour d = 1 etd=2.
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Nous vérifions notre résultat (51) sur deux cas particuliers:
- Cas 1. d=1: potentiel de Coulomb. -
Dans ce cas le nombre de poles t, est.égal a deux. En effet, nous rappelons que:

t, =(A6/2—nn) et comme 0 < AB <2, la condition -m <t <7 est satisfaite pour n = 1

et n = 2. Dans ce cas,

6; -

, O ]
0=t s ¢}=(Bf-2n)5=?—n s

dh ==L H ¢f _"5_

et,

G(5,:;0) = Zdeexp[cﬁsB]msin‘(/j_j )

n=0,1p

X eXp 5;11628_(1-@((“?)2 + (v?)2 +u’+ viz) c0$(2S\/£) ~VEVLL (52)

ot bien,

G(%;,7;0) = TdSexp[(‘,9|vi)+(‘}lvi)], | (53)
A .

aves, V! =-VP,

Connaissant G(%,%;0), on peut déduire G(,5;E) pour E quelconque. 1l suffit de
changer oa—a — E. La fonction de Green obtenue correspond a la transformation de Levi-

Cevita.

- Cas 2: d=2: Oscillatenr a deux dimensions. Le nombre de poles dans ce cas est égal

a un. En effet -t < AD < &, la condition —nt < t,, <m est satisfaite uniquement pour n = 0.
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0. 0

¢1 = > ¢'f = £ 3
2 2

et,

- = I . V2
G ’ 1,0 = dS S e X
(’r r ) J; exP[IB ]28in(SJ2a)

X eXp} 2insii;1(2$0ifia) ((u,‘?y + (v?)2 +ul+ vf) cos(S\/ﬁ) ~VEV |, (54)

La fonction de Green pour E quelconque se déduit en changeant § > +E .
G(&.%:E) = | dSexp[isB+B)= %) , | (55)
0

ou (%|%) est le propagateur habituel de I'oscillateur harmonique & deux dimensions[12].

‘Nous passons maintenant a 1’étude des cas limites.

4- : Les états limites

Nous posons E =0avec E=E +ie (g — 0 ). Nous €crivons (17b) en tenant compte

de (12b) sous la forme:

2% p’ e
(qy lq.i) = a—‘([dSJ. DgDpexp!i| pq - oo 0¥ + Be™ + (0 +ig)e? - S (56)

dyq/

Sous la transformation w = 1*? = ¢*? | nous obtenons I'amplitude (qf | qi) comme suit,



Chapitre 4. page 94,

27 (2)? V2o
(rf|r;>E=0,, = HJ;dSexp[ls(%J B]id Sin(zzszm/d) x

{iJZa
X eXpy- q

Pour évaluer cette intégrale, nous utilisons la formule standard[67].

Jofes(3)]

(57)

4+ rf)co 2+20(1y "i)d/2
(# it Joor2s /2a/ d)}IZ"'/“(id sin(zs\/ﬁ/d)] '

vz r
g Peoshxy u(CJL sinh x) = (

(Lrw)/2-v)

ol (p+1)

xww,uﬂ(\/az +p* +B)M—v,wz(\!0‘2 +p? - l3)

ou W, ,.n(2),M_, ,(2) sont les fonctions de Whittaker. la formule est valable pour

Re[B] >| Re[a]l , Re[/2 —v]>—1/2. Par un changement de variables:

Jal+pr£p= typ; » sinhx=(sinh yY' , coshx=cothy ,
coth(x/2)=¢" |, cothx =coshy, -
nous obtenons,

PUTTRY

A sinhy sinhy

_ F((l +u)/2- l)
t(y fyi)w I(t+p)

Wy 2 (tr oMy a(tyi) (58)
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Wy 2 (tye)etM,  ,(ty;) sont les fonctions de Whittaker avec v > -yli > U

Re(t) > | arg(t) <7 et Re[(1+pu)/2-A]1> 0.

Nous posons :

2iSV2a

d

B 220 4

7\,: s = ,
dv2a i d

242
e ‘{i—a(rrfi)m = WYeYi n=2(/d,

alors,

(114 B ]
TS o [P b B
' [2 T4
(ﬁ"l"i)p,:o,e = 2 (2] x
d\/ﬁ(ffri) / F(T‘FIJ

v 242
xW B |g|(2 dza l‘rdJM B |£|[_-d"£rid}x (59)
dv2a ' d dV2a d :

- 5- Les états continues :

: . N2
0 e , . . \f+ie s
Comme il a été noté auparavant le terme ige” - ¢ /2 ’écrit mg-w—z—) (e — 0), c’est a dire

que ig se combine avec (.

Or, 1}(£+it—:)2 L-;o =|€| et 1f(€—ia)2 |w0 :—|(’|. Alors, nous déterminons la fonction

d’onde en écrivant;
Ay 1 o = . S .
‘P(rf)‘P (%)= E[G(rf, i,E+ie)._,— G(7.5E- 1e)£=0]
= it(er9)

- Z {(rflri)om _(rflri)o-i_c} ,

t==0 (27"')2
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Nous utilisons les relations données par [68].

-2
Win(@) =Wy (Z) , W {2)= r (-21)

r(zp) -
(1/2-p-2) M2+ I

_— M
/2+p-21) on(2)

Alors,
114 BJ[I |4 B)
: ri--t- jy i
it(6,-90;) (
YEWE) = - 2 d dv2a) \2 d dy2a
E=0.L  (27) fﬁa(rfri) F(—ZMJF[I—EK—IJ
d d
W 2‘/ﬁr“ w @rf . (60)
bl q f)7_e 1y
d\fia‘d d\‘rﬁ,d
Nous obtenons ain_si, la fonction d’onde pour E = 0
L/
(Llﬂ_ B Hulfl B )’2
W), = el 2 d dV2a dv2a/ |
E=0,¢ ~
220t [t r(z If—’l] r(—z i_ﬁlj
d
1 2v2a
x> W M( rd] (61)
' e d

Nous constatons que ‘F(F)._, , est une superposition de deux ondes.

W(F)po0, = CEN(E) + C¥0(),
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ou,
. ; 4 1 |4  2v2a
lP(+)(r)E=ﬂ '—eterltlexp[ '\/—— /JIF( dJ__ |d|+2 2|d|+1=TrdJ: (62)
(-}¢= _ e -4 1 H E_@ d
P(f) g, = € exp[\/_/] (d\/_ T 2d+1, — ] ,(63)-
avec,
b
(i)
c ol 1 2 d d2o) \2 d dv20)|
' l2nv2a [2|e|) (2|e| J
r(_z'ﬂ) 14,1
d 2420 (4 2
(l_L"I.__B_] d
2 d dv2a
l/
-1 -l
. = 1 2 d dm d 2o y
P 2n2a [2|€|J [2|e| J

-2l zm]"ﬁi*%,
e

ou, F(c,B,y) est la fonction hypergéometrique standard.
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Tl existe aussi deux états continus pour E = 0. Nous utilisons les relations suivantes [70]

1F|(0-:ﬂ:'¥) = elex(Y ‘CI,Y;—Z) )

_ 1 fo+n
Yl_lmf(—ﬂlﬁ(a,y;z) =z +{n+ 1)11:1(0”’ n+ln+2,-z) ,

Les deux états ne sont alors plus linéairement indépendant si:

2|¢/d - n od ne N".Dans ce cas,

p__1.ld j
[—2@)—21”” 1 ) - r(d\/zx— 2 i d i i)
B G D R SN P T R
d d

V2o 2 d

1 . B 1 IEl N
d t , —_— i — — - ,
Cepen ant , si — n, ou

5] n est un entier positif, et grace a la formule [71]

me%,p (z)= (_)" ZH+V2g2l2 (Zu + 1)(2|J. + 2). ..(2[,& + n)lFl (“‘n,zl.l + 1;2_)

=()" 2" exp(- 2L (2) (64)

otl (n+1) étant un entier naturel et L2¥(z) les polynomes de Laguerre. Le produit (€éq.60) dans

ce cas diverge:

PN, —
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1l B J
le facteur l’(—+——-———- =T{-n)=0w c¢féq.(60)). Dans ce cas |’état y ne peut €tre
( 2" ) ST o) ynep

un état continue (non normalisable ). Il décrit un état discret. Cet état y est proportionnel a

Lzr!"/ ¢ (% rJ _Pourd=1et 2, on peut donner cet état.

- Cas particuliers :

-Casl:
, 24 : ) ap (1
Pour d = 1 (le potentiel de Coulomb ), . 2|¢| =entier. Alors y” et Y ne sont

plus linéairement indépendants dans ce cas et I’équation prend la forme suivante:

L 2 explife),. . |
GCoul.(-rf: rl,O) = £=Z—w expg )(fr ’ [-l> s (653)
ou,
(%|%) = .[dSei4BSm%SZ;OL—2__OL—)exp{ i«./ﬁ(rr +1)x

Bou(r r-)u2
{28V2a )L, | — 2 {1 65b
xco( 0.) 2lf{isin(28«!2a) (63b)

Nous utilisons la formule standard {[67] dans Iéquation (58), et les changement de variables

suivants:

y = 2iSy2a l=7[23—; , 22ar=ty , 2@(rfri)l/2=t YiYi pz?.jfl ,

Nous obtenons alors;



u

._B_.z(%+|f|+n) , oubien, o=

Chapitre 4. . . page 100,

B 1
. F[—m~ﬁ+|£[+—) :
=2t V2o 2 e )
(rf]ri)—l o (rfri)'jzf(2|€|+l) W‘gz'ltl(Z\UG.r )W_%,ltl(Z\}Zari). | (66)

_ Les poles de la fonction gamma sont donnés par;

BZ
2(n+|e+ 1/:2|)2

Vaa

ou, o est I’énergie.

Pour extraire les états discrets, nous utilisons la formule donnée par Kleinert {63}

: _ 1 () _
gl_’,'rn‘n(E E,)I(f(E)) = FE) n , valable pour f(E,) =-n.
Nous obtenons ainsi,
‘P(F> (R = (e rta W, (2vZon)M ,  (2v205) (67)
S n!nB(rrri)‘/zl"(2|£|+l) %-lfl ' %-Ifl Y

¥

Nous utilisons de nouveau la formule de la référence [12].

Lﬁ xpl:—zf+zi]x

W E My () = T e 2

x(zf " Zi)(|+u)/2 M(—n,l + Lt,zf)M(-n,l + “,Zi), (68)

et nous insérons 'identité;
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(-)"TC(-1) T(n+1+p)

_ , (69)
I'(-n-p) L(1+p)
dans I’équation (68), nous obtenons la fonction d’onde,
(2v2a )"|+l I(n+1) v |
¥(7) = ie0 |f| ZarL2|t’i 2.2 70
(7) V2r (2n+2)¢ + I)f(n +2]¢+ 1) e " ( ﬁr), (70)
ol les fonctions L;(z) sont les polyndmes de Laguerre habituels [72]
L4(2) = (GRIDE P M(-nu+1z) (71)

nlpl

Cas 2 : pour d = 2: potentiel de I'oscillateur harmonique. Dans ce cas le potentiel (21)

devient:

Gon(%.5:0) = Z XP(I g; )) (relry, (72a)
f=—o0

ou,

_ Vo
i sm(SJﬁE )

X

AT deexp(nSB)

\/_"1 i
xexp{ J— rf 4+ 1 )COt(Sr)}llfl{lsm(S\/_)J (72b)

Si nous utilisons la formule standard [67] dans I’équation (58) avec les notations suivantes
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y=isv2a |, A=—b— . Zmi=g ,

nous obtenons

r(__B___.}__e._g__l_)
i 2420 (2] 2
0 )t ) 7

La fonction I a {es pdles données par

2\%5:(-;--%%+ﬂj , oubien B=Jﬁ(l+|€[+2n).

Nous procédons comme dans le cas I, nous obtenons les fonctions d’ondes

correspondantes 2 E = 0.

t+1 12 2
v, (7)) =(-)" (Za)_-[ (n+|€|)} RUNE exp[ J?r Jﬂﬁl(%ﬁ—a—rl)_ (74)

Le spectre d’énergie et les fonctions d’onde associés a E quelconque, sont déduits en

changeant 3 en B+ E;
E =v2a(20+]¢+1)-B, (75)

et

1/2 2
V() = ()" (za)_[w] el exp[ @r Jﬂﬁl(%/ﬂﬁ). . (76)
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La dégénérescence de I’état correspondant 2 E = 0, en fonction de d, a été discutée dans
[12,60,62].

6. Conclusion .

Pour E =0, nous avons déterminé la fonction de Green en coordonnées pdlaires et en
coordonnées généralisées de Levi-Cevita. Comme il n’est pas possible de déterminer la
fonction de Green comme une fonction de (u, v), puisque (u, v) ne générent pas tout le plan,
sauf pour d=1etd=2, nous les avons déterminé en sommant les séries, qui constituent
notre principal résultat. Notre fonction de Green a été €crite en deux parties:

- une somme discréte et finie de fonctions de Green dépendant du paramétre d et de I’angle 6.
- et d’une somme continue.

D’autres cas limites ont aussi été étudies.
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Conclusion.

Notre travail s’est articulé essentiellement autour de deux parties, ou nous avons
appliqué le formalisme des intégrales fonctionnelles de parcours de Feynman.
Dans une premiére partie, nous avons traité au chapitre 3 deux classes de potentiels & 'aide
de la méthode variationnelle de Feynman-Kleinert[9]. Cette méthode convergente étendue
récemment par des corrections systématiques par Kleinert [13]est  appliquée

particuliérement & des températures finies ne pouvant étre résolues al’aide d’un calcul

~ analytique exact.

1°- La classe de potentiels relative aux potentiels des oscillateurs harmoniques obtenue
a l'aide de la méthode de factorisation. L’approximation semi-classique proposée par
Feynman-Kleinert -appliquée a cette classe nous permet d’obtenir de bons résultats{15], en
particulier 'accord avec I’énergie libre exacte, pour toutes les températures. Cependant, la

différence maximale, est observée pour |y|= 0.9 ,ne dépasse pas les 4%. Par contre, aux

basses températures (B > 5 ) I'énergie semi-classique tend vers I’énergie de I’état

 fondamental E, .

2°- La classe de potentiels rélative au potentiel de Morse obtenue a I’aide de la
supersymétrie de la mécanique quantique[54]. En plus de I'approximation semi-classique de
Feynman-Kleinert nous avons appliqué des corrections systématiques[13] a cette
approximation. -
Nous obtenons des résultats plutdt raisonnables[17]. Ces résultats deviennent extrémement

précis lorsque les corrections systématiques sont apportées a I’approximation de Feynman-
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Kleinert, Il est a noter que la méthode Feynman-Kleinert permet des différences entre les
énergies E! et E2, de I’ordre de 32% pour I' =0.1 et de 31% pour I' = 10..Les corrections
systématiques proposées par Kleinert a Iapproximation semi-classique réduisent la

différence et devient de I’ordre de 23% pour I' = 0.1 et de 0.1% pour I' = 10.

Nous pensons qu’il est trés utile de développer une méthode d’approche relative a des

potentiels dépendants du temps. .

La deuxiéme partie de ce travail, concerne I’étude par les intégrales de parcours via la
transformation spatio-temporelle de Duru-Kleinert[8,18] du potentiel

V(r) = ar®-? - pri-2[60]. Nous avons montré, que la fonction de Green est calculable

pour d quelconque et E = 0, en utilisant d’abord les coordonnées polaires. Comme il est
connu, par exemple pour le potentiel de coulomb que la fonction de Green §’écrit sous
forme compacte-via la transformation Levi-Cevita. Nous avons donc généralisé cette
transformation pour d quelconque. Nous avons calculé cette méme fonction de Green. En
sommant la série obtenue en coordonnées polaires, nous avons montré qﬁ’elle se compose

de deux parties..

- Une somme finie de fonctions de Green relatives a des oscillateurs 4 deux dimensions.

- Une intégrale continue, qui disparait pourd=1etd =2.

Nous avons étudié aussi quelques cas limites pour E = 0 et déduit le spectre et la

fonction d’onde pour E quelconque et d = 1,2.
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The Feynman-Kleinert method is applied to the harmaonic oscillator class of pdlentiz}ls obtained
through the factorization method. Itis found that the [ree energy is in good agreement with the exact

energy of the harmonic oscillator

The purpose of this paper is to apply the Feynman-
Kleinert method [1, 2} to a class of potentials related
to the harmonic oscillator and obtained through the

- so-called factorization method {3]. The exact analytic

calculation of the propagator via path integral ap-
proach is not quite up to scratch yet, despite consider-
able progress in this field thanks to the introduction of
the time parameter [4] and to the reparametrization of
paths.

Let us keep in mind that the very principle of the
Feynman-Kleinert method consists in using the path-

_integral representation of the partition function {5] in

quantum mechanics, namely in standard notations,

Z=exp(-fF)

.2
= j@ x(t) exp {—i dr (x 2(t) + V,(x(r)))}
0
f_dxe o (" dxrest dxim
- j PR [,U. I n/{Bw?) "

w B
" exp {—ﬁ z w} |x,|’_—(l)dr V(X(rn}].

with w, =2nn/f.
Integrations over x'*' and x!™, for n>0, converge
fast, leaving only the integration over xg, :

d
Z=Ia—}‘;—u—,cxp{—ﬂwtxo)}, @

Reprint requests to Prof. T. F. Hammann, Laboratoire de
Mathémaliques, Physique Mathématique et Informatique,
Faculté des Sciences et Techniques, Universite de Haute
élsacc. 4, rue des Fréres Lumiére, F-68093 Mulhouse,
rance. .

where
w(xo) = w; [xg) = min [W, (x,, a?(xg), 2(xo))], (3)
a?(x,) and £2(x,) being functions of x,, and

W, (xq, a” (xg), R (xo})

1, [sinh(g9/2) - Qa?
i} p 2 2
where Qis a paramelér aftowing to define the auxiliary

potential ¥, (xo, a2(xo), Qlxo)) and V.(xo) is the
smeared out version of the ¥ (x) potential, defined as

+ Valxe), 4)

(xo "xr)z

dx’ \ '
Vaa(xg) = Ond)i® eXpy = oo Vix) (5

with a? as an unknown parameter. _
The classical limit of the partition function is
reached for high temperatures (T —o0), for which

w(xy) — V(xo) and therefore
]

d
Z*Zc|=jaﬁﬁexpl—ﬁV(xo)]- (6)

One may thus say that, because of the analogy wi{h
the classical limit w{xg) = V (x,), w(x,) is the classicat
effective potential, and that the integral (2) is the clas-
sical effective partition function. -

A relation between the parameters a® and Q can be
established through the minimization of W, (x4, a*(x,),
Q(x,)) with respect to Q. So, for each x, we shall
obtain the relation

at = : [?colh%g-l]. (M

0932-0784 / 92 / 1000-1013 $ 01.30/0. - Please order a reprint rather than making your own copy.
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Similarly, the minimization of W, (x,, a®(xg), 2(x,))

with respect to a?(x,) allows us to work out 2%(x,),

BV, (xo) annl (xo)
0a>  ox2

®

Equations (3)-{5) have been obtained from the trial -

partition function Z, the effect of its potential energy
on the x, (n + 0) components having been approxi-
mated by a Gaussian- potentlal according to the equa-
tion

Z,=e PF =.[9 x(1) o )

2 2
ww{!d{“)guﬂ()xw}ﬂhm}

where 022(x,) is a local arbitrary curvature of the
potential, and where L, (x,) is the trial potential de-
pending only on the x, mean coordinate. The Q(x,)
and L, (x,) functions are determined by the extremal
principle. Thus, (9) can be reduced to a simple integral
over Xxg,

dx, ~ BQ(xc)/2
(21‘! ﬁ)lﬂ. h (ﬁg(xo) exp{ "ﬁLl (xO)} ’
sinh { —5— ‘ 10)
where L, is gven by the relation . :
- Pxgallxg)/2. (1)

Z|=

Li(xo)= Va’(xl(x(l)

We can see that {10) and (2) are similar. The example
that we wish to work on in this paper is the harmonic
oscillator; the family of potentials of which can be
obtained through factorization {3].

The followirig potentials have already been dealt
with: the Coulomb potential {6], the anharmonic

_oscillator [1, 2], the Yukawa potential [1, 2], and the

harmonic oscillator ptus the Dirac distribution [7].
We shall now apply the Feynman-Kleinert method
to a class of harmonic oscillators. These harmonic
potentials may be obtained through the following
method.
Let us consider the factorized expression

H+l=aa", ' (12)

where H is the Hamiltonian and where a' and a are
respectively the creation and anihilation operators,

. defined by

a'=—|/l_§(dix+x)’ a*=|—/i£~—£c—+x).

- Feynman-Kleinert's Treatment of a Class of Harmonic-Oscillators

Let us define two new operators

(4 ro L (_4
(13)
by imposing

H+1=bb", o (14)
which leads us to

—%dd—;+%x1+%~=%( ddzz +ﬂ+ﬁ’), (15)
the condition on g being Ricatti’s equation

B+ B=1+x2,

the solution of which can be obtained by setting

B=x+¢(x). , (16)

. Hence, we have

e
yeR.

y+ (e dx’

4]

The relation between the hamiltonian and modified
hamiltonian of the harmonic oscillator can be written

;‘I'—H "(x) = 1 ¢ + V(x) (17)
B ¢(x) = 2 dx? ‘ :
with
x? d e ‘
Vix)=——— | ———| . . (18)
2 dx X,
y+ [e  dx

0

This potential ¥ {x) can be written

2

V@=i+§mf,

3 —meXx <, (19y

with g, — 0, when |y| = + cc.

Iflyl>3 1/; the above potential has no singularity
and behaves like x?/2, for x — + o0, and we thus ob-
tain here a one-parameter family of self-adjoint
Hamiltonians in I?(R). It is to be noted that the eigen-

values of H and H' are the same, namely
Hé, =+, (M=123..,0), (0

whereas the wave functions , and ¢, of the harmonic
oscillator and the modified harmonic oscillator, re- -
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. Table 1. Comparison of the variati(ﬁl energy E°= llrirr}] F.

obtained from a Gaussian trial wave function, with the exact
energy E° of the ground state. The level-splitting AE® =
E!,—EZ, of the first excited state (shown in column 5) is well
approximated by the 2(0) value.

vl E° ES, E, 4E, Q@O 40

0.9 0.5350 04950 14962 1.0225 0.8895 0.7889
1.0 0.5211 04975 14975 1.0065 08952 0.6455
i5 0.5088 04990 14991 1.0031 08983 0.5221
20 0.5035 04996 14995 1.0022 09350 04858
30. 05012 04999 14999 1.0005 09543 04832
50 0.5006 04999 14999 1.0002 0.9860 0.4806

spectively, are related by the equation

$o=—b"Vue . (1)

In parti‘cu.lar, for the ground state we have

Po = c0. e~ "2 exp {— [o(x) dx'} . (22)
0
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Table 1 allows us to compare the variational energy
E°= Jim F, obtained for a Gaussian trial wave func-

tion, with the exact energy EZ, of the ground state. The
AE®, =E}, —E?, values (fifth column} appear to be in
good accordance with Q(0), at T =0. Four figures give
F., F, (Feynman) and F, versus f#=1/T, for y=0.9,
1.0, 3.0, and 5.0 respectively.

To conclude, we may say that the semi-classical
approximation proposed by Feynman-Kleinert [1, 2],
when applied to the class of potentials obtained by the
factorization method [3], leads to a very good accor-
dance with the exact free energy, for all temperatures.
The maximal difference, observed for |y} = 0.9, does
not exceed 4 per cent. At low temperatures (f>5),
the semi-classical energy goes to the ground state en-
ergy E,.
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Abstract

The Feynman-Kleinert approximation to path-integrals, with systematic corrections to the variational calculation of the effec-
tive classical potential, is applied to the Morse escillator generalized by supersymmetry. Tt is found that this systematic improve-
ment scheme of the Feynman-Kleinert approximation to path-integrals is extremely accurate.

The purpose of this paper is to apply the Feyn-
man-Kleinert (F-K) approximation {1-3] — which
is based upon a locally harmonic variational ansatz
and on the Jensen-Peierls inequality — to the treat-
ment of the Morse oscillator generalized by super-
symmetry [4], taking into account the improve-
ments recently proposed by Kleinert [5] for the
variationa! calculation of the effective classical po-
tential. The exact-analytic calculation of the propa-
gator via the path-integral approach is not quite up
to scratch yet, despite considerable progress in this
field thanks to the introduction of the time parame-
ter {5) and reparametrization of the paths.

The Feynman-Kleinert method [1-3] allows a
very satisfactory approximation for path integrals
whenever the accurate analytic calculation of the
propagator cannot be achieved.

We can schematize and sum it up as follows,

In quantum mechanics, the partition function of a

- particle of mass A submitted to a one-dimensional

potential F{x),can be expressed as an integral in the
classical phase-space,

Z= dxg m“p{*ﬁ[!’ [2M+ Vegalxo) 1}

d.\'g .
= = XD — B (X , 1
_L o ool Bl (1)
where =1 /kgT. kg being the Boltzmann constant,
In Eq. (1). the integration variable x, is the posi-

tion. at a mean time,
hi

Jdr.\‘(r).

0

b
X= }]"
of the Muctuating path. The effective classical poten-
tial Iy o ( Xg) must not be taken for the effective con-
ventional potential T« ( x) of field theory [ 7.8].
For smooth potentials 1'(x), a very satisfactory
approximation of the integrals (1) can be obtained.
which will lead to an upper timit H',(xg) of Vema(Xo)-

-In fact, i1 is possible to

(i) calculate a smeared version of the I'(.x) poten-
tial as follows:

0375-9601/94/%07.00 © 1994 Elsevier Science BV, All rights reserved
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dx I
1 _ vy 2117 v )
alx)= -‘.7-—_2 3 exp[ —(x'—x) /2a ]_l (x").

(2)

with a so far unknown width parameter a 2,
(ii} introduce a second parameter, £, and estab-
lish the auxiliary potential

lrr (.\'g. az. .Q)

_ 1. sinh(}40)
= ﬂLn -——-~—wg

(i) consider a? and £2 as functions of xo and cal-

—{Q% 4+ Valx), - (3)

culate at each Yo, the minimum 1T,(Xo, @’(xg).

Q(x,) ) with respect to the parameters a?and 2. The
result is then the anticipated approximate effective
classical potential '

W)= Min (1T (x0. 2* (o), 2(X0))] .
aixp)S2lm) (4)

More explicitly, the minimization with respect 1o 2
gives the following relation between Qanda’, ateach
Xg. '

1
a’:ﬂ——é—z“ﬂﬂcolh(iﬁﬂ)—l]. (s)
whereas the minimization in a? determines £2° as a
function of the smeared potential,

4

a .. d .
Qz(-\'o)=2§a“j;al(—\'n)=5‘\j (%) . (6)

-0

We can briefly sum up the justification of these rules
as follows: the variational ansatz makes use of the trial
partition function of an harmon'#:scillalor centered
at x, with the local action ;

]
= IdrH.w‘r:+!Q’(.\'n)(.\'-.\'n)z]. (7
a3

where weset M=f=1. .
The local harmonic partition function can then be
defined by

ZF=expl— BV F(x0)]
= I 7x 8(T—Xo) exp( =/ )

= ipg(-\b) .
sinh[§82(x0) ] (8)
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where ¢ is the modified Dirac distribution,

r§(.f—xo)=ﬁ7_fﬁ[§f5(.?—xg) . (9)

Expectations within the local trial partition function

will be denoted by ¢..)F, i.e.

(.H8= ——x—uj G d(X—Xo) expl—F) ... (10)
s |

Thus, using Egs. (8), (10}, we can obtain

J. ox 5{.\"-x0) exp( — /)

= [ 7 d(e—x0) exp(~ /) expl = (S —s2)]

= (exp[— (/-7 F) 0P (11)

where 7 is the Euclidean action given by

a
= J‘dri%.\”%‘l'(.\'(r))]. ' (12)
Ll .
The Jensen-Peierls inequality, - _ -
Cexpl— (A= F)DE | |
C sexpl—(A—AEY). (13)

allows us then to infer the F-K approximation for the
effective classical potential,

Pealyn) = 1 {(xo)
= ‘f}"(~\'0)+i'al(-Vo)"’592(-‘(0)_02(10}- (14)

where the last two terms are given by the following
probabitities,

i . .

5= (D =t (15a)

l .

7 (AP =1 (X} (L =X) > &
E%QZ(.Yo)az(,\'U)- (ISb)

The resulting approximation of the partition func-
tion can then be written as

+

d..
Z = _L—ﬁ%ﬁcxp[-ﬂll',(xq)]'. (16)

The classical limit of the partition function is reached
for high temperature (70}, where 1'go— F(xg)
and therefore '
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- H_=QQ'+Q'Q=(I{]+ ;—)=(a(;a 0 )
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dxo

2424= | T expl- AV (17)
ieading to a free energy F,= —p-11n Z, which is a
faldy good description, for all temperatures, of
f-‘=_-— ﬂ'_‘ In Z, the true free encrgy of the system.

the following potentials have beer treated via the
F_K approximation, but without systemalic cotrec-
Hoit {o the varidtional calculation of the classical ef-

. fettlve potential, hamiely, ni‘li_?fqhnonic oscillator
~ 12,3}, the Coutomb potentiai’ 9}, the Yukawd po-

{ential {2,3], the anharmonic osclltator plis Dirac
distribution [10) and the harmonic oscillator class
of potentials obtained through the factorization
Hethod [11). '

The Morse potential has been used in various
branches of physics, including chemical physics [12].
The fictotization method has provided 2 way to find
few solvable potentials from known ones. A class of
solvable potentials, related to the Motse potential, has
this been obtained through the factorization
inethods.

if we define the charges

0 0 ' 0 a
wheré aand a' are bosonic annihilation and creation

operators, the supersymmetric Hamiltonian can be
written

(18)

aat
(19)

where H, and H_ are the supersymmetric partners.
Except for their ground state, the spectraof H will
be identical.
Let us consider the factorized Hamiltonian

H,=a'a, (20)
where
d —-x
ﬂ—a—x+l(l—e )—!_
'a’=——"-+1(|;e—*) }
dx -1, (21)

A being the parameter characterizing the Morse oscil-

lator potential [ 13] defined as
Vulx)=2%(1 —e=*)2 244,

where the constant term —A+ | is used exclusively to
shift the energy spectrum, bringing thus the energy of
the fundamental state down to zero.
The Hamiltonian (20) can also be written as
d2

Hy,=- i +22(1—e=F)2=-21].

As they cortespond to the commutation relation
lat,al=-21e"%, (24)

the two operators a and a', defined by relations (21),
are obviously not the usual creation and annihilation .

operators.
The commutation relation (24) helps to define H_,

the supersymmetric Hamiltonian partner of Hamil-

. (22)

(23)

tonian H, (23),

H_ —aat=ala+ M e*, (25)
the corresponding potentlal being given by

V_=Al(l—e-"+2e"*-2+]. (26) .

. Both supersymmetric pariners H, and H_ have the

same energy spectrum, to an approximation of cne

global shift. .
Ifwe call 4 , the eigenfunctionsof H,, the follow-

ing equation is valid, _
W-.nzaw+.n . (27)

A new Hamiltonian ), =414 and the corresponding
potential ¥, can be defined through

_g __ 9
A= T+, Al=— T +lx). (28)

If we impose the following conditionon H_,
H_=A4%,
we are led to a Ricatti differential equation

A1 —e~ %) 420 e *—A+])

(29)

d
= a.ﬂ:f)‘*f’(x}. (30)

whose solution can easily be obtained,
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Nx)=A(1—e-") |
+ exp[—x(ZJ.-—l)-zlc“-‘]
T+ [§expl —x' (241 )—24e""]dx"’

where I" it an integration constant which can be cho-

sen positive so as to avoid any singutarity.
The operators A and A4' have the following

commutator,

(31)

: d : dol.x)

' I - - —x_ g ¥
(A% A)= =2 ) =—2e 255 (32)
where

o expl-x(2A-1)-2de]
#(x)= T+ [5expl—x'(22-1 )—-21e "] dx"

(33)
it is clear that for the new Hamiltonian
Ho=AA=AA + AN A)

At —de-r—2 2 (34)
dx
we have the corresponding potential
dd(x) .
7 =32 e Yy N, Reta SehlA
V,=23(1—c"") A+1-2 i (35)

From supersymmetry, we know that the spectrum of
#, is the same as for F{_ (except for the ground
state), the eigenfunctions ¥, ,of #, beinglinked to '
the eigenfunctions y_ , of H_ by -

'fﬁ_,,:ﬁ"{’__,,. (36a) °
with
AV, 0=0, {36b)

for the ground state. Then it is readily seen thal

W, o=constxexp| —y(2—|}}exp(—1e™"}

xexp(— I e(x') d.r') .
Q

The new eigenfunctions ¥, , may, of course. be de-

(36¢)

termined from the eigenfunctions ¥, , of the origi- -

nat Morse oscillator (Eq. (22)),

Yia=Ala¥, ,. (37)

Let us apply the F-K method [1-3] to the supersym-

M. Bentatba et al. / Physics Letters A 189(1994) 433-438

" metric generalization of the Morse potential (Eq.

(35)). .

This result itself may be corrected according to the
Kleinert prescription (6}, by expanding the Euclid-
ean action {12) into a series. of Nuctuations around
the time average x' (1) =x(t) — Xo, namely |
(38a)

=ty + A,
where _
oty =01 () 138b)
and
N 8
o= jdt[}."c’+l'-$’(x'(t))] , (39a)
A ‘
with
re = Libe) oo .
Sy (4
V&) oy VY S0) (39b)
KL 4 -
Oflcourse we have no 17 (Xo) term here, as by E

definition
a &
;.‘—'—:jdt.‘r'(t)=0. i

o

The action 7 (38), (39) canbe decomposed into an
interaction action {9 = o/~ 7, increased by the

inl —™

local action. (7), the exponential exp(— /%) being.

replaced with its expansion in a power series up to'

order three.
The expectations within the trial partition func-

_lion 739, can then be given by
exp{ — W Fy=expl -V, () =AY E — (A >
NN A T E A I E A (40)

whereé the subscript ¢ defines the connected correla-
tion functions via the cumulant expansion. !

LB = (LA R — (RO
A B H =< (f19)5
S A A ALY A€ A DT+

+2(.<-<v'f.?.>f§‘)". (41)
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We can see that the F-K approximation [1-3] con-
sists of stopping at the first term of ./{%, and that the
improvement proposed by Kleinert {6] consists of
adding the last two terms in {40}.

The approximate local free energy of the system is
obtained by extremizing W' {° defined by (40) with
respect to trial frequency. To assess the exact free en-
ergy, we can write the accurate distribution {2]

.p!.'x(x’! x)= Z ‘p-i-.n(-r’) qﬁ:—.n(-\-) exP(‘ﬁErr) »
(42)

the eigenfunctions ¥, ,; being given by cgs. (36),
(37) and the energies E, being the exact energies of
the system. The exact partition function of the sys-
tem is given by [2]

Zex= Jpex(xv x)dx. (43)

Table 1 allows us to compare the new approximation
E9=limy_o F9 for the ground state energy of the
Morse potential generalized by supersymmetry, for
various constants I, as compared with the exact en-
ergy E% =limy_oFY. and with the Feynman-
Kleinert approximation E%¢ =limy_ Fex. Here I”
represents any constant, chosen positive neverthe-
less, in order to avoid singularities.

Figs. 1-4 give F,,, Frx and F, versus f=1/7, for
I'=0.1,0.5, 1.0 and 5.0 respectively.

The curve Fy cannot be seen in the figures. stnce it

Table |

F-K ground siate energies, £§. Kieirert's improved energies £
and exact energies E2,. for various values of the parameter [ of
the generalized Morse potential

r ES ES S,

0.t 0.02710565 0.01759870 —-0.012327
02 0.0229465) 0.00650537 ~-0.012119
0.3 0.0215%368 0.00159615 —0.011856
0.4 '0.02090351 —0.00105377 -0.011691
0.5 0.02050745 —0.00265970 —0.01t440
0.6 0.02024515 —0.00374707 0011183
0.7 0.02005869 —0.00433044 —-0.010871
0.8 001991941 —0.00a 917 -0.010723
0.9 0.01981127 —0.00557708 —0.010595
1.0 - 0.0197299 —0.00594789 ~0.010468
2.0 0.01932791 —0.00764212 —-0.01003]
50 0.01911123 —0.0086444 —0.009506

10.0 0.01903456 —0.00898549 —0.009219

‘0.50

0.00

- 0.50

©-1.00

000 100 200 3.00 400 500
B=1/T

Fig. | For. Fo. Feg. for F=0.1, versus f=1 /T, °

0.50

0.00

-0.50

-1.00°
0.00 1.00 200 3.00 4.00 500
B=1/T
Fig. 2. F.,., Fo. Fex. for F'=0.5, versus §=1/T7.

fully coincides with F,,. Nevertheless, the numerical
vatues of Iy can be found in Table 1. We can notice
that all graphs coincide for the low values of f and
that Fee and F, coincide for all values of §.

Let us plot the two-dimensional generalized Morse
potential from Eq. (35), for various values of I, in
Fig. 5. It appears that if " is positive, the above po-
tential has no singularity and behaves like Fy(x) of
Eq. (22), for x> t a0, Clearly, their spectra are iden-
tical io that of the Morse potential 'y (x). For finite
values of I, the generalized Morse potential is differ-
ent from the Morse potential; nevertheless, from the
supersymmetry we know that the energy cigenvalues
are identical to those of the Morse potential. Poten-
tials I', (.v) and Py {x) are identical only for I'=co.
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0.50

aaassarial)

0.00

000 100 200 300 400 500
=1 :

Fig. 3. F,,, Fy, Fex. for F'=1.0, versus = /7.

.0.50

0.00

-0.50

-1.00 ' :
0.00 1.00 2.00 3 .00 4.00 5.00
B=1/T
Fig. 4. F,,. F.), Fex. for l"=_5.0, versus f=1/T.

To conclude, we may say that the semi-classical ap-
proximation proposed by Feynman and Kleinert [1-
3] is shown to yield reasonable and interesting re-
sults, when it is applied to the Morse potential gen-
eralized by supersymmetry, and that the systematic
Kleinert improvement scheme [6] to the Feynman-
Kleinert approximation is extremely accurate.

The Feynman-Kleinert method reveals differ-
ences between E9 and E2,, of about 32% for I'=0.1
and of about 31% for I'=10, whereas if Kleinert's

M. Bentaiba éi -al. / Physics Letters A 189 (1994) 433-4'38

2

Fig. 5. One-dimensional generalized Morse potential V', (x) for
various values of I” (full lines ) and Morse potential Vy(x) (dot-
ted line).

systematic corrections are taken into account, the
difference comes down to 23% for '=0.1 and even
0.1% for F'=10.

These results can be understood by observing that
in general, the limit £ =lim; o F;, is equal to the
minimum at 7=0, of W% defined by (40).
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Résumé. -—— Le potentiel V() = wrt T2 gt T est édid par les Tntégrales de Parcours. b
fonction de Green est caleulée pour £ = 0 et o quelconque. en coordonnées polaires et dans des
coordonnées géndratisant les coordonnées de Lévi-Civita, I est montré que cette fonction de Green
est Ta somme d'une partie discrite mais finie et d une partic continue, Des cas Timites et des cas
particuliers sont dudiés. -

Abstract, — The potential Vtr) = «a P o pet Tk stadied via the path integral approach, The
Green function is caleulated for F/= 0 and for any vilue of o in polar coordinates as well as in
evi-Civita transformation. 1 is shown that this Green function is the

coordinates generalizing the L
Limiting cases will be investigated.

sum of a diserete bat finite part and of a continaous part,

1. Introduction.
The aim of this paper is to use the Tormalism of path integrals to caleulate the Green function

relative to the potential class defined by
Vi . e 2 gt ()

where o and B are positive parameters and o is @ positive or nil rational number. So. for
d - 1. V)~ a = Bir is the Coulomb potential, and for o - 201 () - ars - B s the
harmonic oscillator. : , '

This two dimensional potential class has been recently studied 1-31. and it was proved tht
the state corresponding to £ - 0 featured a multiple order degeneracy because of certain

hidden svmmetry plgcnics.

-

("3 To whom requests tor reprints should be addresaed.
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It is shown that the Green function can be calculated for any d and for E = 0 by-first-using
the polar coordinates.

It is well known that, say, for the Coulomb potential, the Green function can be written in
compact form via the Levi-Civita transformation. Thus we generalize this transformation for
any d in order to calculate the Green function. We sum up the series obtained in polar
coordinates by showing that it is composed of two parts, namely a discrete and finite sum of
Green functions as well as a continuous one. We shall also consider a few limiting cases for
E =0 and deduce the energy spectrum and the wave functions for any E and for
d=1 and 2.

2. Green functions in polar coordinates,

In the canonical formulation of the path integrals, the propagator is written formally as follows,
in standard notation, ‘

7

. Plap .
Py + Py e = V(x, ,\')] dry . (2)

2m

Kirir,.T) = J Dy Dp Dy Dp, exp { %J
' o 0

The radial pn@{ial class (1) presents singularities for all values of the rational number
de [0.2]. ‘

Thus let us use the Duru-Kleinert transformation [4-6]}, which consists in choosing an |
adequate regulating function f(r) =0, in order to avoid a path collapsing. ‘

Let us use a 1 — s time transformation defined by '

dr =ds f(r)=ds fy(r) f,(r), : (3)
or in the discrete version,
r=es S ) [l ), T= (N +1Dr, S=(©N+1)¢g,

where f; and f, are two regulating functions chosen adequdtely so as to stabilize the path
integral. : '

Using the Green function, we now introduce the energy E, setting m = fi = | for all that
follows,

aa xr

dT K(rg, ri i TyexpUET) = J

L]

G(rrl",-:E)=J.

0

dS Pp(r. v;;S). (4)

the new form of the P, Kernel being

. . z 2.
Pﬁ“ﬁ“25’=zﬁﬁfﬁﬁgjﬂnnﬂh[z;1:nn“”“me e
where
A’N = NZI (r‘" ~ .- I }2 — fy j‘f(rn) |“’(rn) - E I j‘r(rﬂ I)} » (Sb)
nel ZFSff(ru)fr(rn—l)

is the new action.
An appropriate family of regulating functions is given by

femy=1f@1 " and  fr) = 1f ()]
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Set A = 0 to simplify the post-point prescription calculation. The stabilizing functions are
now
fo=f and f,=1.

Having a central two-dimensional potential, it may seem convenient to go over to the usual
polar coordinate system, x =rcos @ and y = r sin 8 : yet, these coordinates cannot prevent
path cotlapsing. We therefore shift the singularities to infinity with the transformation
(x, v) = (g, @) defined by the following equations :

r=e¢?, —ow<g=<+o0 and 0=8<2m. (6)
With these new variables, the action can be written in terms of the following expressions

Dy, =X, — X, _| =1, COS @, —r,_cos @ 1
AV, =¥, — ¥, _| =/, 8In 0,—rp. sind, |,

ar, = efh - eq"—l ' Aqn =gy _-qn Sl A(;n = 9» - 8" -1

The regulating function being now defined as

f=et,

‘the action ts then

Ao .
Ab =Y { R R L e e AA.,] Y
S

where the correction AA, is explicitty given by
(3q,F (A8,

l 3 7 4 2 4
DA = —— 1 (Ag,Y + = (Aq,) — (3g,) (40,) + ——5—— — 75 (88,) 1 . (7b
. 2*‘8{ (3q,)" + 75 (Aq, ) — (3q,) (A0, ) + 3 5 ,,)] (7b)

Let us now integrate with respect to the intervals, instead of the x, and y, positions,

N N
Il J- dv, dy, = [] d(Av,)d(Ay,).

n=1 "ol

The Jacobian of this transformation being equal to

/ a(L\.\'", A_\‘") 24
o = e =
L a(ag,. A6,

1

the measure of equation (5a) is given by

1 P d(Ag)dAR, )N gy, I ‘ d(dg, )y d (A8,
"= 1 + )y (B
3 TT!.FS 11 5 i s HU! € 3 i Fq "l.lg J 2wy £g "l—ll ( Cmc.:_x) (%)
wherein
C = —24q, + dag, ).

ﬂ meas

is the correction relative to the measure.
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Taking into account the.two corrections originating in the action and in the measure, we now
come to the total correction Cr,

, Ay ) . -
CT"_"MN— ~+‘Cmc;“(l + 1 MN) (9)

2 .

1 4

If we miss out the terms Ag, A6, which do not contribute within the #g — 0 limit, we obtain

(MY = 4‘ [(Ag, )" + 2(Ag, ) (A8, + (Ag,Y(A8,)'1,

2
FQ

Coess My = 3 12089,)" + 2030, (40, 7].

By taking into account the relations,
(BgY) =ieg. (ABRY =irg, ((AgYF (A8)) = irsF . ((Ag)') =3lies),

(A8 =3(ies), ((Ag)) = 15Gieg) . {(Aq)z A0y = 3(ieg) .
Ag) (AH)YY = 3(ieg) .

il

correction™(9) thus leads to an effective nil potential. V' = 0.
Thus. from the above results we can readily obtain

} J\.\ Y d(AQH)d(AH")
- 0w

PY(rn s (N + 1) eg) =

a

A-.I 2 1y ..(.
X exp {I Z —E—— [tAgq, F o+ (ad, y | — r¢lex e"dq" - B e”" - E cq ’"I , (1O
' 2 #g . -

Ll

2 wirF 2 mir
5 S

.
(I

and it follows that

P’._'(r[. l'i . S) -

-
A

. . } i i 1 ’
CIS[[)(-] + o 8 — & _Lfi — e e--u'q + B e:.’q + Ee_dJ} . (1Y

= J DghHpHehp , exp [i ' > 5

« 0

Integrating over the angular variable we are led to

27 \

{ . v ) .

- il 0 s e N
Girrii E) = z ©< [ dse 082 [ g Hp exp [i [ tpg — H) (IS'} . (F2a)
' REEYR |

where the Hamiltonian /{ is a function of the (4. s) coordinates,

b

i = "_’21+ @t pet _Eetit, (126)

Thus, we have reduced the motion of the particle suhjected to the action of potential (1), toa
motion governed by the sum of three exponential potentials. It is obvious that the Green
function can be analytically calculated only for a combination of two exponcntials, ie. a
Morse like potential. One can see that there are four cases admitting an exact solution :

i) First case : the centrifugal barsier, « - 0.
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1!" Wy .
In the (q. %) comﬁmtc system, the problem of the barrier is described by

H:%‘—Ee”+(afwﬁ). (13)

ii) Second case : the Coulomb problem, ¢ = 1.
In the (g, s) coordinate system,. the Coulomb problem is described by the Hamiltonian

related to the Morse potential |7],

3

H:%Ha*mc“'-ﬁ_eq. 3 (14)

iii) Third case : the harmonic oscillator, d = 2.
The Hamiltonian describing the H.O. in the (g, 5) coordinate system is also related to the

Morse Potential [7].

11=%+fre4‘f—(ﬁ + Eyel’. - ' (15)

iv) Fourth case : any J and £ = 0.
In this case. the Hamiltonian

H = ’-;- boelt gt (16)

is also retated to the Morse potential.
Let us analyse this important 4th case : the Green function can be written

Girn vyt ) = Z %explif(ﬁ, — 0 {arlay - (17a)
¢ < '

]

with

o . + . : b ['2
{yylay = J ds J Dy p exp [_f [ dS [;Jq - L_} et g edd 5 ] } ) (17h)
: ( J

} 1 =

With the help of w = 7 = expldg/2 | transformation. we sec that there is a stimple relation
between {g|¢;y and (v [wy) given by [4] namely.

! "ol
%exp ‘3 ey + qi)] (adagiy = Cwifwi) (1%)
where
. - 5o . _ | | .
(H‘| lll'i> - . ds cxp i5 ( —! ) !3 I ' P n cxpl"/\uw I . { IL))
ol ‘ : .
with _
) P N 200y - 1
t“ql\" - [ (l's l) " ‘.‘. =5 _' ( : ) rk “k - i (—‘L{')__““_I'i " (2(,)
: ) a1l 2 ‘_! 2 .H‘"

heing the amplitude related to the radial harmonic oscillator.
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As we know the expression of {w¢lw,) (4], the Green function can finally be given by

v _ifte - 8 ro - —
[+ ! . 2 < 2 \'2 x
Grpri;0) = —-—J dSexp[:S(—) ;a” y
. Em dm g d idsin (25 2 a/d)

f-

. — . 2 2 . rd’.‘? ’.(ﬁZ
X exp {’—\%ﬁ F 4+ cot (2872 am)} 10 b S oQn
d d idsin (25 \'2 a/d)

We shall notice that, at this stage, equation (21) allows us to deduce, for any
E, the Green functions relative to
‘i) the Coulomb potential : we just have to set d = | and replace a with (a - E):

Geoulrp 1 i E) = 3 ‘l—eiem'f 9;’J‘ dSexp(4iBS$) 2\’2(? -F) N
7 Y isin (25 \2(a — E))

( 232(a — E) (rpr)'? )

[:- o

(22)

x exp|i \-"2{a—E)(,-f+ri)c0[ 2S~v2a —EN] Ty | — 2§ 20 EY)
Psim (2 vala — £

ii) The two-dimensional harmonic oscillator : we just have to set d = 2 and to replace
B with g + E:

N . <« I ity o |7 S EV ] N2
(Jon(rf, I'i N E} = Z —— ds [ . — >
» L2 { isin{S\2a)

[ ) -

P2 @ . , . Qarr
xexp['——\—z-q-(r§+ri‘)] cot (SN2 a)l g el AT (23)
‘ 2 ' Fsind{S 2 a) '

Now it is well known that there is a compact form for the green function of the two-
dimensional Coulomb potential {4]. This compact form can be obtained via a Levi-Civita type

transformation generalized for any d.

3. The Green function via the Levi-Civita type transformation.

3.1 GREEN FUNCTION IN {1, t') COORDINATES. — Let us consider the well known transforma-
tion (r. ) — (. 2*), ’

. ‘
s=re'” and c* =re 'Y,

as well as a (z, =%y — (v, ™) tansformation. defined by

2 . | e M '
wo= N 2/ R PR SO TEL SN 2d = e, (24)

The passage from (v, v) coordinates to the new (. t) coordinates is given by the following

relations ) .

7 ( d )"" +ivy e eyt

2 2 )

L R ' (25)
. ( [)Iu’(“_'_"l.)“.'_ (i’(-—-j‘bl')"r .
v=135) .

-~

I

P
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= \/7r"’2 osg-g ' |
: | | (26)
: ‘ i v \/7r‘"2 sm—

The areas of variation for («, v) depend upon d and 4. In matrix notation the system of linear
equations (25) may be written as

Thus,

=
!

i

r=Bv, r=[x], V=[“]. ' @7
y v
where
[ 2, 3 1 1)
w+ivy  +u—-iv)? _{u+iv) — (u—-iv)?
B = g 1d ' 2 24
T \2 2, 2, I ST 2,
' w+iv) - (u-iv)? (u+ivy!  +@-iv)?
| , ¥ 2i - 2 J
4 J For d = 1, the Levi-Civita transformation
u® —v?
Xx=— .y = uv,

can be recognized.
With these new (u, v) coordinates, the Kernel P g(V, V;:

now be written,

$) of the Green function (4) can

' 2, (Vi) ge (V) . J‘ N 1
Pe(Ve, Vi S) = - lim —_— d(Au,)d(Aav,)J, . x
eVe Vi 2mies Gr(V) AV N~ ﬂ1 2 miesg(Vy) n; -

-

X exp [’ Nil ] [(‘_f )Ild |(" it )Zfd _ (H . +iv )Zldl]--—
' ,,.ZFSGy(VN)g,(Vn_I) 2 n " n-1 e

2. 2d ’
_ ps( d ) e udy e g:(y,,)] x

’
. 2
d N5 a1 o
v {[a(u +ul)—2 Bld - E( 2) el + v2) ]g,(v,,_l)] . (28)
. where
3(Ax,, Ay,) d ¥, 1 |
N I LA (RSN s T o D A
n-l l 3(Au,, Av,) ‘ ( 2 ) l |

functions.
Let us eliminate the term g, (V) ge(V)ge(Ve) 9, (VDI ! within the mid-point. prescription,

g = 95 = gs = "n . (29)

_ . . . .. - EE S S Em e

is the Jacobian of the (x, y) — (u, v) transformation and g = g¢ 4, is a product of stabilizing -
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Thus,

f . d 2 -~ X 2
ity + 00 = Gy v, = (§) @ T+ a0])

; ) Au, + 1 Av, \? A, — i Av, \?
<. 2 dni3d} ( - ').F( 2 ') 400 (3D
24 d H, + iU, n,—it,

and
d
2

. i 2d 2 , .
V) 0,V =gV gV, = (5) e
Al

- i . . T
d—2 (, + AL, - An, — i Av, \? ‘
R L P S B +--0, 3D
’ M, + ’.vu My, = !L‘"
wherein
~ i, + M, i -~ ""n + b‘" |
y = =~ and €, = 35—

Thus, using (28) and (29), we obtain the two following quantities in the exponent ol
exponential from equation (28) :

i) the action

An= Y
1

"

2

F‘) M -
2B, (i, + t:;)]} . {32a)

2 sy
EQu, + 0
{

2 b e
(A, + At + rg ( = )
. A2
Let us notice that this action is related. for £ == 0, to a two dimensional harmonic oscitlator
whose motion is spatially constrained.
iiY a term grouping together all the fourth order terms in au, and At,,

N ) y 4= A, + 1A, 2
Ay = ! Z (An; + AT + ( <) [( ; ) + c.c.] 1. {32b)

. A -~ . —
2wy & 24 i, + it

"

namely the correction to the action A,.
At the limit #¢ — 0, it is easy 10 make sure. thanks to

(A“;‘f = (AI: . (AH;‘, AI'"> = <A”u .-_"\l'”> =0,

that {AA,) = 0. which means that no effective potential is induced by these changes. So

finally, the new kernel is the following :

P VLY 5= [ Surhp, O, ¢ {33
wlere )
' SR o .2
Ay — l AS' | p e+ p U — g 4 e (im 4 T) H = + - (33
o - { .

Let us now brielly tackle two particular cases
ity Ford o = L. the action is relative to the Coulomb potential,

. -5 2 : .
o - . . Py . 3 3
Agrl ‘ LAY [p” ot U —“—j— wda —FEyns +ro)a 2 ]3] . (3hH

o -
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obtained via the well-known Levi-Civita transformation

- vt
Ve
Vo= {fl
The Green function is then given by
GO By = [ dS T NHVIVD v (- VYV ) (350)
W () . '
where )
Y
(V,]V,) = N 2w 1.) w
2 wisin(§ N2 (o - _l"f))
XeXP: iy20a ~F) (Vi + Vi cos (S 2a —E)) - -V, !] (35h)
sin (S v 2(a — E))

is the well known |4} amplitude relative to the harmonic ascillator.

i) For « = 2. the action is relative to the harmonic oscillator potential,

Lo e : RS > ) ,
AL — IS | p 10+ pp U s ot LTl B (30u)
t

obtained vig relations

The corresponding Green function takes the form

G"r. 1 F) = ds e (e (36b)

where (r/|r;) is the usuval propagator relative to the bi-dimensional harmonic oscillator,
(Eq. (35b)). . . .
In these two Ld\l‘a o = 1 and 2, the Green functions can be casily caleulated. Tnthe general
case. for any o, (e Circen functions can be analytically caleulated for £ -0 {Sect. 2).
When going from the (v, v) coordinate system over to the (1, ) systent, we can see that

— transformation (25) is not univocal.
— the area of variation of # and € is not the whote plane : it depends upon parameter o and

angle ¢, -

It is thus not easy to find Ge. ri: () for any d. according to cquations (31, 33a, 33h).

To hypa\q this difficuity. let u§ L_o back to equation {21) and sum up the serics 10 obtain
G(rp r;: 0) as a function of the new (1, ') coordinates.

3.2 SUMMATION OF THE GREEN FUNCTION far E = — Let us first notice that, here,
!? is understood as £ 1 70, According 1o the expression of the action (12¢1 for /2 0. the
imaginary  term — f{} ¢ —i0  can be combined  with - f¥2 10 give
2 0= — (0 40P = - 052 00 |E.
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Let us now take the integral representation of the modified Bessel function [8],

I . sin () |7
1) = — | & cos (uoyde - TRET sty
T Ja K it

with |arg (z)}{ = g- and Re (u) = (.
We can easily prove that it can be written
I (z)Y= ___l_ [ dr e cost ity ' (37)
T g ’2 T Je " . «

where C represn#sk_'{he following integration contour (Fig. 1),

A Y

{c)
: S o
X
- 0 : At
Fig. |. — Intcgration contour for Bessel functions.

Let us consider the sum

-3

C . 1 ENILR A f9:d . Fan
Z ol 3 I+ 10y (o) = Z — . dpasemst 2 Afd b (38}
f r r N . :

2\ 2a r}-” r
where - = ——, A# =0, - 0.
Adsin (25 N2 ald)

One has

oA -1 .
i 0.2 . 2oy F if T )
Z euf.\f Yo [y _ Z pifrad 2rdy-to Z afrae -2 1, (39)

I x ! ¥ [

where the terms = P0. introduced beforehand, have been added in order to regularize the

summations. and therefore

o ' o ' ! : ' At :
,- z, expli(f A0 + 21 |Flrd) - €] 01 —-% cot ( "\—2(—:’}+ rf)) + col ('—'\2—4-5;—:(1)} .
(40
Thus
. ~
o il an - ﬁ_ﬁ{_ SOt - ig L , o Y/ ! .
rzj e IZ”"!(_.) =i M‘clr_e {ml ( 2 _d+:()) + oot (7+;_1()) . @D
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Let us define

4 ¢

I, = ! J‘(‘dre”"“cm(%ﬂ+~’;ti()).

If we change ¢ — ¢ + (0 within J, . we shall obtain

f‘ ‘ ,_'L'n\.' - A“ f
Joo- T .I(‘ldrc cot ( 5 ) .

where C, is the following contour (Fig. 2).

} Y
(ct)
.
-n-iQ* m+10”
- - -
X
@
Fig. 2. — Integration contour for Bessel function J .

If now we change ¢ — — 1 + 70 within /| we shall abtain

‘ A oA t
J =1 " dt e " cot (#-——).
4 Je, 2 o
where C, is the following contour (Fig. 3).
'
0 X
. ——— -
-n-i0 n-i0
Y '
(C2) A
Fig. 3. — Integration contour for Bessel function Jf.

(42)

{(43a)

(43



18 JOURNAL DI PHYSIQUE |

Eventually, we have

2
.

;
YoM gt = T
£ T Je,uce,

, N1}
dr cot (AH ~3 )_C' et feyue,

where C, U C, iy Q following contour (Fig. 4).

]

)Y

(c1) - Cl<DI UEI UF}

an-fo° ———
n 0O E2 C|n-io”
D2 Y ;
_ A C2-D2UE2UF2
(c2) ' F2
Fig. 4. — Integration comour tor Bessel Tunction £ -
Given
' o AO
. Fr =c"““col(—————).
. ) 2 ol
we can write
J F(ydr = [ Fiydr =
CLud, I ) TSN PRI AP § SO I E
= moim
= [ F ) de o [ Fyde 4 IFiyde,
YARCH o= v
where
i . i Al ! . vans | .
_— F i dl:———[d!cm (——-—)C“ =~ = Residues .
4 m .[nm‘n ) 47, 2 d 2 ;

The poles 1, within the closed contour are given by the equation

) Ad g
sin (-2-—-——2).—().

their positions on the real axis being ¢, = (A# — 2 nw }df2. n integer.

(44)

(45)

(46)
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The poles fulfill the condition

n—1r<r"<7rwu—rr<(Af3—2nﬂ|(§<1r.

Thus

. / AU - cos LN
lim (1 —r,)cot ( - ! ) e de fa
2 e

{1,

From this formulation it becomes clear that

T ] i Dens ! i LA o A0 /
eit30 ,::f. T — [ l‘[(“_.____),u\\.'_
rzd 216 ):a(3) 2;‘3 =il ﬂ'fmcru) 5 y o ,
i ix: A() r ] ‘
+[ dr cot (~____.) .cuxr} a7
ooy 2 o

Set f =5 m + ip, then

rEvin dr cot ( A ! ) 0N ! i
. - - e I
2 d . .

o2

Sy

d:cm'('w-F 4 —
! > U d

.

This gives

TRY d Teos i, i o - conh ,l A# Tp

e ) Iy=z>Ye + — d)f:“”’(.‘01(4———#—)w
2= 3 Y 417J o 2 d d

— ¢ol (A—(i+-7—r——f£)' (48)

L4
x n

f-
2 i o

It can readily be seen that the Green function (21) can be brought into the form

w \ e
Gory, ril())z—]—-[ dSexp[;S'(z) ﬁ] 2\20‘#*_ «
0 d idsin (28 2 ald)

x eXp {‘ \(12 ad (o + Mycot (25~ 5:/:1)‘» x

LN 2 o cos r, 'a
x 1Y {exp| —— e (e XU+
p idsin (28«2 ald)

e 71 2a
+ L J. dp {exp “Ned  coshpl )]y
dm ) . 3 sin (2§ \ 2 a/d)
&. 2 3
sin (2 o/d) 49)

X cos (2 mid) — cos {80 — 2ipid)

This set of equations (48, 49) becomes niore fransparent it we introduce the new variables

¢;. ¢ defined by

r,,.—-(AH—anr)%:Aqb:dar—qbi, d’i:%(h and dx}':(f),—an)z.
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(¢ depends upon n) and if we note that we can always find an axis system such that

dé
V = \/z’.drz 8 7 - [u] V= g_’,;,; cos ¢y _ uy |
d sin 2 v C d'' |sin & o]
2
2 an|cos @ 1
V.= 2 - ]
' \/;" Lin &1y (30

Eventually, the Green function can be written as a function of these new (u, v) coordinates :

x ) " ’ RN
G(ry, ri;());.l_ [ ds et 8 Z 2\2(? y
2™ Jo  idsin (285 2 a/d)
x exPl i\/2 e (WY + WP+ +t])cos (28 2 andy - v Vi] .
2sin (2512 a/d) .

L0 onn sin (2 w/d)

e d zcoshy ’ 51
R J.m pe cos (2 7id) — cos (AG—Z;’p/d)] 2D
with . - _
2v2a ()2

T dsin 252 ald)

This equation (51) is our main result.

The G (rg, ri; 0) Green function consists of two parts : a finite sum of Green functions
relative to the bidimensional oscillators, and a-second part as given by the continuous integral :
let us notice that this second part disappears, of course, for d = | and d = 2.

Let us check briefly our result (51) on two particular cases : '

Case 1 : d = 1 : Coulomb potential.

. . ‘ Ag
In .this case, the number of r, poles is two. Let us repeat here that 1, = 5 nm, and as

0 < A# =<2 = the condition is satisfied for » = 0 and 1. Thus,

8. g . 1 o,

d?a:"z-l-v d,fJ:?" d’f]=(9f.—2”)§=?—”
and .
Giror:0)= Y | dSe™ N2

AL o fmsin (285 2a)
xexp{ ; \'20_ (Y + @ +ul +el)cos (28 \E)—V}'-V-,], (52)
2sin (28 v2a)

or ‘ _ |

Grpr 1 0) = J dSetis SHADERCOAOIR (53)

0

with . V]! — -V?, -

Knowing G{ry, r;: 0), it is possible to deduce G(r. ri: £) for any E.
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We only have to change a into a — E. The obtained Green function will correspond to the

Levi-Civita transformation.
Case 2 : d = 2 : bidimensional harmonic oscillator.
In this case, the humber of polesisone. As — 7 < A <= 7, the — 7 </, < 7 condition will

only be satisfied for n = 0.

Th : & #; b ;
s \ T A = ==,
N u 1 2 ‘ f 2
and

@ iBs \fflz 41
Gir,, 1r;:0) = dSe X

0 2 i sin (5§ V2 a)

—_—

x éxp[ IN2a& (@ 4+ 00+l +vP)cos (S V2 a) - VY vi]. (54)

o—

2 sin (S V2 a)

The Green function for any E will be deduced by changing B into 8 + E,

G(r;. r . E) = J ds e'm‘ﬂ * E](r,lri) . . (55)

0

where {r¢|r;) is the usual propagator of the 2D harmonic oscillator (See Kleinert 14]).
Let us now go over to the study of limiting cases.

4. Limiting cases.
Let us set E = 0, with E = E + {0, and taking (12¢) into account let us write (17b) in the

following form :
<‘h|qi>{; ol
£

o 2
= % J ds J‘ Dghp exp {i [pc’; - ‘% — ety Bt 4 (04 i0)e - 5 ” (56)
4 n f

Under the w = r*? = e transtormation the {q;]g;) amplitude can be obtained as follows :

© s.‘;(‘:—l)zﬂ ‘_ 2\‘5_;

2
(;' |]> . = :J- dSE — x
N7 -0l = g ], idsin (282 aid)

. e 2.2 (r r-,)'r“
xexp{:\20’(r‘,‘+p<i‘)cm(ZS\er/d)} ]3”!4( N i . 5N
d Jed sin (285~ 2 add)

To evaluate this integral, we usc the standard formula [9]

" d\{col 1
J, e

E'r' ! .
)] g Aot J, (a sinh x) =

2}

N M AT 3 1 ' i 2
A Y2 - Py et B BIM L s ot BT B

al (g + 1)

Y.

where W, .(z) and M, ,(z) are the Whittaker functions. The formula is valid for

"Re 8 = |RE(Y|, Re (,UJZ-I‘)>.—|/2.
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The following variable changes

\/02+BZ:/3 =ty;;. sinhx = (sinhy) ', coshx =cothy,

coth (v/2Y=e*, cothy = coshy,

allow us to write

. -
© dy 5., { ! I PN VY
—— e Mexp{— = (yr+ ¥;)cothy: I' { ——r | =
L sinh ¥ PImz e 7i) : ! sinh v

LI 4 )2 = A)
oy v+ )

l'VJ\, mz("yf) MA. MZ(!Yi) " (58)

where W,  »(ty¢) and M, ,»(ry,) are the Whittaker functions with y; = ¥, = 0,

Ret =0, |JArgt| <= and Re [(l-J—;u)'/Z—'A]:-O.

B ,2\'201'{I=I‘}’,
d

2 ;'.s v2a A

Setting v = =" —
d d\2 e

2 \dz (4 ("r ri)(fi: =1 \.".‘Yf -YI . M= 2 IFI/‘i‘

it follows that

<rf{ri>}-_‘ T

(el e ) - B
_ =20 32 4 dy2aly, J!l(z \Iz_a"'fl)M 4 JLL(Z\.:ZGN) |
d\’Z_a (’.f’.i)d!? l"( 2(IiF1 + I) rf\":!_rl. o

(59)

2

5. Continuous states.

As we noticed before, the (/0 e*¥ — £%2) termy can be written (— (£ + i 0)%2), which means
that /0 is combined with .
Now /(£ £i0) = = [?]. Let us thus determine the wave function by writing

Wr) ¢ *(r) = ZL” (Grp vt E 4 i0)p g = Glrp b E = i0), L) =

it e

- ri = {('-'!"i>n.m' - ("fl"i)h m} :

(2 7y

and let us use the following relations [ 10]

I'(-2p) 1'(2p)
= — M :
2 —u — A .*"‘()+l'(1/2+p—,\) A

WA‘,M(:) = ‘VA ﬂ(z)1 Lv:\_u (:) #(:) .
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Then we have
I cll'm‘ 0
R2arlv2a )

;-(l. _L‘LI,#.A_F___);-(l}lﬂ__L)
2 d d 2 2 o d 2
2

gr) ) g g0 =

frin

ey o -2 10dy

2
W_s i1 (:___. g
o

dvla

We thus obtain the wave function for £ — 0

I'(l_m__i_:)l'(l_’_m__———;) ]"-
ifo 2 o d\2ea 2 o d~ 2 i )

Wirl o= 2 2 |F| (2 f(’|/({)]‘(—2-|?|hf)

% L W 8 Jﬂ ( 2_\__2_:1’.!!) . (6!)

1 ==,
’,d h 20 o

OrW_4si_ 171 ( 2—\12—9— r‘i) is a linear combination |10} of
o \E y 4
S S
W Il Zr2a r‘") and W _# 1l ( 2y2a r")
dyra  d o il d d

As we have |11]
M, Jzy=z*""e T Fi(p = 2 2p k1),
My (y=z "7 TR e e A 20 - 2 v i)

there are two states for E = (0 whatever o :

; = — 2 ’ el
lf!"’(r)ze”‘”r”'e 2ar |F‘( 5_4111] +%"'|f_| +]:—-—2\;al'd) . (62)
2 ( ‘ ]

. T .
U )(r)::cffﬂrlfle et II'I( e 4

where /7 (e, 8 1) is the standard hypergeometric function.
These states ¢ tr) and ¢ 'r) are linearly independent unless 2|¢]/d € N.
Taking into account the following formulae [12] in standard notation,

e, yisy=e \[Fily —a. vy -2},

. 1 | : a N '
lim ——— F(a, yiz) 2" '( ) Fila+n+1l.n4+2; 1),
oyt y.iz) wa ) St n " )

¥y o+ o0
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(which implies that « takes detfined values) and [13]

w:n s 1120 (:) =

=Y e PR+ Q2 +2) 2y Fy(=n, 2 i) =
R A U L - D | (64)

. . - h . . .
where (# + 1) is a natural number and L; % (z) a Laguerre polynomial, it appears that in

equation (6(h)

I‘(_I..,}.J...l“l__.___.'(.i—) e "(—”’;im./
2 el d 2 .

so that the constant in equation (60} diverges,
gr 1y} 'I’[r,')",_._“ — * G,

Y (r) being not lanmlisablc‘ if will describe o diserete hound state,

. 1 . . 2|f} 2N2ar . ases where
The single ¥ ¢r) wave function hehaves tike Ly 0 and in the cases where
{
d =1 and 2, it is calculable.
Particular cases
Case 1: for« 1 Coulomb potential
2|
SR [€]  nteger .
d :

In this case ¢ 'and ¢! Tare not lincarly independent any more and equation (21} takes the
following form

L ‘;lml Hy

- v
Gl r 0 0) - .{ Z . {rlry . - oo {650)
where
4 ] 9 ,;
ey - [ A c""“———-—i—-—\——-_---‘f-_ — %
v Psin (285420

d = — - Roewtr, y e l
Xexpifi N 2alrp b eot (28 N2 a)lyy

(65h)

Fsin {28 2 ) I

Let us muake use of the standacd formula |91 in equation (58) and let us set

NJaer Sy, 'I\En(r,r,)” t Y Yi.ooH 2|V]

|
I
B
i
| =™
o
v

we will obtain :

!“( ﬂ_ +|£’|+i)

. 7 _

{relr) = -2i N2 = WA 2N 2arpW B QR 2ar).
S\ 2 o (r[ + I"i)]lh 11(2|F| + I) \'E-:l . . \G_;. l ' I

(66)
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The poles of the gamma function are given by
B =(%+|P|+n) or o = B

v2a 2n 4+ [0+ 1723

where « is the energy.
To extract the discrete states, we use the following formula given by Kleinert |3}

e (K= F ))& —— =,
Eok, f £,y 1!

which is valid for f(E,)) = —n.
We thus obtain

'J’(rf) wir) =

rfiﬁl i ——

(- e — 4« W ” “l( \...(I.’ H)M __“‘I(Z\zﬂj"l). (67)
B ) I+ 2 e

If we use the formula of reference [4] again
‘vll TR L ﬂ‘.,u 2(:f)Mll w2 inop "("‘l) —

(- b : , .
:—i,—l(—g)—exp[— I,) I] (Z¢ + St R M= ) M- baopm,z). (68)
(-n—p)

and insert the identity

Y - Fonma 1. ' ' ‘
(‘) (=4t} (rfrl+u)‘ (69)
Pi—n — ) el 4 )

into equation (68). we eventually obtain the wave function
f .
2ol Fon e 1)

gr{r) - === 3T T T
: 3 2n+ 20+ Do+ 2|0

N2 =

o PR R "1'"'[.,2,“.“2\2” ry. (78

where the LY (z) functions are the usual Laguerre polynomials f14]

no ! ' :
Lrgzy= UL A RS (71)
m' ot
Case 2: for - : harmonic oscillator pnlcnlml

In this case. tL[LIdl]OII (21) becomes

g try. o Yy ,—:I <J||I> . (72
i - R
where
; . . P
. N o~
iy | s S
S Fsin (S 2
— : S5
N 2 N . o RPN T AT
w cxp{r NIRRT try v oriyeol (52 a ,IL I'”I ’,L'“"_‘__"——I,,i B 72
Fsin (S a2
ot RS Al Bk Y SO | 1S b A \l.'\‘. o
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If we use the standard formula [9) in equation (58) with the following notation

_\‘=IAS\"27:. l't=—“€“—. \'-2__(1:':’7. \2_;"[’}:”7['}’1)”' mo= IPI'
. 2\ 2«
we obtain . .
;'(__E____,_ g‘+l)
{refrd ! 2y 22 2 2 W (N2 ar)M_8_ B ( 201)
i/ = T —— : N N
f \2a ("("i)_lﬂ“"‘” 2\2 1 T 11

(73)

The gamma fuaction has poles given by

B ( 1, 1e] ) 5

———— = —e Ll u), or B 2a (V4 |f] 2.

T za \2'73 - 11+

Proceeding like in case |, we eventually obtain the wave function corresponding to
E=0.

Ifi 1 . {2 \'24.,—1 o
W)= (=Y 2a) * ol el p1le 2 L2 2ar?). (74)
T(n + |F|)! " o

The spectrum and the associated wave functions. corresponding to any £, can be deduced by
changing B into 8 + E:

E=\2a(2n+|f’|+l)—-,8. . (75)
and
_l..f_l._'._.l 1. [ | ’
Yo ey = (=Y (2a) ‘[_‘""? ] eIl e IR LN TG 2. a6
: e+ |6 o

The degeneracy of the state corresponding to £ = 0, versus the values of d, has been discussed
in references [1. 3, 4].

6. Conclusion.
For E — 0. we have determined the Green function in polar as well as in the gencralized Levi-
Civita coordinates. As it is not possible to determine the Green function as a function of

(1, v), because (u, r') do not generate the whole plane, except for d = 1 and 2. we have
determined it by summing the scries, which coastitutes our main result. Our Green function

has been written in two parts :
— a discrete and finite sum of Green functions depending vpon the  parameter and the #
angle

and a-continuous sum,

A few limiting cases have also been investigated.
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