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Chapter 1

INTRODUCTION

Au d ébut du XXe siecle (1885-1962), les physiciens réalisent que la physique
classique décrit les effets aux niveaux macroscopiques, mais elle ne peut pas

a 1’échelle microscopique et dans ce contexte la physique classique étudiait
I'univers comme un systeme composé de matiere et de rayonnement. En re-
vanche, le rayonnement était supposé étre régi par les lois de I’électromagnétisme
formulées de maniere unifiée par James Clark Maxwell[l]. Tous ces développements
aux niveaux macroscopiques (lois de Newton et les équations de Newton)
et radiologiques (le rayonnement du corps noir, l'effet photoélectrique, le
modele de Bohr d’un atome, 'effet Compton) ont conduit les scientifiques

a la découverte d’une nouvelle théorie physique a 1’échelle microscopique,
qui se base sur deux formes différentes : mécanique matricielle (Heisenberg
1925) et mécanique ondulatoire (Schrédinger 1926). Cette nouvelle théorie
était universellement appelée mécanique quantique. Ce n’est pas tant parce
que les idées de base sont difficiles que parce qu’elles sont étranges [2].

Par conséquent, une révolution complete dans le concept des lois physiques
est appelé la physique moderne, de deux composés principaux:

La théorie de la relativité est importante pour expliquer les observations
d’objets se déplacant a grande vitesse.

Quant a la mécanique quantique, elle a prouvé que la structure et le
comportement des atomes et des noyaux, en montrant que les particules
de tres petits niveaux sont gouvernées par les propriétés des ondes, et sans
aucun doute, la solution du probleme du corps noir a marqué le début de
la théorie quantique. Max Planck a résolu ce probleme, en supposant que



I’énergie E des atomes ne peut étre échangée que par des multiples d’un
certain nombre, proportionnel a la fréquence v du rayonnement , et avec une
nouvelle constante appelée h depuis la constante de Planck , qui a ensuite
été reconnue comme une des quatre constantes fondamentales.

Et la différence entre les deux recherches prouvent que la mécanique
quantique a des théories plus complexes que la mécanique classique, mais
donne des résultats précis méme pour de tres petites tailles de particules. La
mécanique quantique traite de la dualité onde-particule des atomes et des
molécules.

La théorie de la relativité restreinte d’Einstein(1905) traite de tres petites
particules, tandis que la relativité d’Einstein (1916) peut étre utilisée pour
étudier toutes les particules générales [3] .

Depuis Albert Einstein, elle s’est faite connaitre grace aux Planck, Bohr,
Schrodinger, Heisenberg et bien d’autres ; Ces deux théories ont profondément
changé notre fagon d’apprendre le monde qui nous entoure. Récemment,
Bohr’ a confirmé I'idée que la description de mécanique quantique de la na-
ture peut étre considérée comme complete []

La proposition de géométrie non commutative a été développée en 1980
par [5] et a prouvé que la géométrie non commutative serait un schéma pour
étendre le modele standard de plusieurs manieres[] , et les espace-temps
non commutatifs ont été proposés dans différentes approches de la gravité
quantique en tant qu’outils algébriques utiles pour décrire les scénarios de
longueur minimale et le flou de I'espace-temps qui résulterait des propriétés
quantiques de 'espace-temps a 1'échelle de Planck [7] ,[3] .

Au cours des quinze dernieres années, il y a eu un intérét croissant pour la
géométrie non commutative (et/ou quantique) tant en mathématiques qu’en
physique. Dans le contexte algebre, une C*-algebre non commutative sera
maintenant considérée comme ’algebre des fonctions continues sur un ”es-
pace virtuel non commutatif’[9] et 'idée de structure non commutative de
'espace a été suggérée par Heisenberg et plus tard formalisée par Snyder [10].

La mécanique quantique non commutative (NC), issue de la théorie des
cordes [1 1] [12] [13], a orienté les recherches théoriques sur de nombreux sujets
connexes, notamment : la théorie des matrices [11], I'effet Hall quantique [17]
, la gravité quantique [10] et les régles de quantification [17] , effet Aharonov-
Bohm [15] | effet Aharonov-Casher [19] et niveaux de Landau [20] . Des
commentaires inestimables sur 'interface du sujet avec la théorie quantique
des champs peuvent étre trouvés dans les réfs [21] [11] [13] [22] [23].

Ce travail est organisé comme suit : Dans le chapitre 2, nous présentons
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les formules mathématiques que nous avons utilisé dans la mécanique quan-
tique comme la relation de fermeture , produit scalaire , relation de I'incertitude
de Heisenberg, ....etc. Dans le chapitre 3 nous considérons un espace non com-
mutatif ou nous avons donné les formes de cet espace puis nous avons donné
des autres formulaires dans le contexte de la longueur minimale, puis nous
avons résolu I’équation de Schrodinger a 1-Dimension et 2-Dimensions dans
le cas de la particule libre. Dans le chapitre 4, nous avons calculé la solution
exacte de ’équation de Schrodinger dans le cas de la longueur minimale et
dans I'espace non commutatif, Enfin, nous avons donné une conclusion sur
notre travail qui est présenté dans le chapitre 5.



Chapter 2

Rappels mathématiques:

La mécanique classique doit étre invariante sous les transformations de
Galilée, cette invariance est valable pour les systémes physiques fermés [24]
, en pratique les effets des corps éloignés sont souvent négligeables et on fait
I’approximation que le systeme est fermé.

Pour faire correspondre les structures algébriques de la mécanique clas-
sique et quantique, il faut que [25] .

tim 3 [f g = {f .9} (2.1)
h—0
et 1
Sim{f gt =19 (22)
h—0

La mécanique quantique algébrique est une abstraction et une généralisation
de la formulation spatiale d’Hilbert de la mécanique quantique due a von Neu-
mann [26]. Tout d’abord avec Jordan and Wigner a été I'une des premieres
tentatives d’aller au-dela de l'espace d’Hilbert. Deuxiemement, il a fondé
la théorie mathématique des algebres d’opérateurs, ces algebres d’opérateurs
qu’il a introduites et qui sont maintenant appelées a juste titre les algebres
de von Neumann jouent toujours un role central dans I'approche algébrique
de la théorie quantique [27].



2.1 Formalisme de la mécanique classique

2.1.1 Théoreme d’Ehrenfest

Dans la mécanique classique,soit une fonction F'(q, p, t) de ’espace des phases,
on peut associer une équation du mouvement qui s’écrit :

dF(q,p,t) OF(q,p,1)
el R SRV Nl < | ALY
it {FHy+—,

Ou H est I’'Hamiltonien associé au systeme considéré. Ces équations sont

(2.3)

I'équivalent classique des équations d’Heisenberg en mécanique quantique.
Notons que, pour une fonction F' qui ne dépend pas explicitement du temps,
I’équation peut s’écrire :

dF(q,p,t)
dt

(F ne dépend pas explicitement du temps) .

— (F, H)} (2.4)

2.1.2 Crochets de Poisson

on a défini le crochet de Poisson pour trois composants f ,g , h par la
formule suivante [28] :

{f ghy=Af.,9 h+g{f.n} (2.5)

Ou bien : on utilise la relation (uv) = u'v + v'u.
Alors, par rapport a les coordonnées p et ¢, on a la relation suivante [28]

- " Taf [ dg o\ Of (dg oh
{f,gh}= ; [3%’ (apthrgapi) op; (aQih+gGQi):| (26)

Crochet de Poisson pour deux fonctions{f, g} c’est-a-dire, on fixe la fonc-
tion h = 1, on obtient sur la formule connue comme suit [29] :

" (0f 09 Of O
{f,g}(P7Q):Z<a£a; _8;-8;)

=1

(2.7)



Le crochet de Poisson est antisymétrique et vérifie I'identité de Leibniz
et quil satisfait a I'identité de Jacobi selon les formules suivantes [29] :
-Antisymétrie:

-La regle de Leibniz :

{f,9h} =L, 97 h+9{f n} (2.9)

Oil7 f? g ) h E COO (M)
-Identité de Jacobi :

{59y ny+Hg.hy, Fr+{h.f}, 9} =0 (2.10)

Le développement temporel du systeme est donné par les équations
d’Hamilton, qui s’expriment facilement en termes de crochets de Poisson
suivante :

OH

oH
o —{p. H 2.11
i o {p:;, H} (2.11)

2.2 Formalisme de la mécanique quantique:

-Les opérateurs :

Un opérateur est un objet mathématique qui agit sur une fonction et la
transforme en une autre fonction. On note conventionnellement les opérateurs
par un symbole alphabétique surmonté d’un accent circonflexe.

L’opérateur a transformé une fonction portée a sa droite :

Ay =1 (2.12)

On distingue plusieurs types d’opérateurs :

ow

. / A ; A _ 0 Aoy —
-:Les opérateurs différentiels. Ex:A = o= = Ay = Z-.



- Les opérateurs multiplicatifs. Ex :A = Tkt = Ay =
Tkz?a.
- Les opérateurs vectoriels: qui transforment une fonction
scalaire en fonction vectorielle.

kaiszg + j%+awka

-Propriétés des operateurs

1-Produit de deux opérateurs :

I’action du produit A.B de deux opérateurs A et B sur une fonction WY
s'obtient en faisant agir B puis A :

A.By = A(By) (2.13)

2-Somme de deux opérateurs :
I’action de la somme A + B de deux opérateurs Aet B sur une fonction
1) s’obtient comme suit :

(A+ B)Y = Ay + By (2.14)

3-Linéarité : soit la combinaison linéaire 1) = ai/y + bibode deux fonctions
ret ¥y . L'opérateur A est linéaire si :

A = aAipy + bAi, (2.15)

L’opérateur A = %est linéaire. L’opérateur A = \/n’est pas linéaire.

4-Hermiticité : L’opérateur A est hermitien si :

/ W Adsydv = ( / U Adhydo) Vi s (2.16)

En pratique, on ne manipule que des opérateurs linéaires et hermitiens.
Considérez 'opérateur A tel que A |ozl>est également en H et | (8] Ala)
S’il y a un autre opérateur désigné par A" de telle sorte que:

(A¥[Ba) = |¢) (2.17)

Ensuite, nous disons que Afest Padjoint hermite de A (Cela ne signifie
pas que A est hermitique).
Opérateur le plus simple possible A = a (ou a est un certain nombre):



(a|fa) = (Blac) = a(fla) = (a"Bla) (2.18)

D’ott ' = a* c’est-a-dire que I’adjoint hermite d’un nombre complexe
est son conjugué complexe.
Considérez 'opérateur :

D = (81| Da) :/

—+00

dxw;(x)%wa(m) (2.19)

Par intégration par parties :

400 a

Uaa(e) 7011 - [ de(us@ale)  220)

Les termes de surface s’annulent en raison de ’état de normalisation, donc

o0

A

Dt =D (2.21)

Dans le cas particulier ou [30] :

A

At = A (2.22)

2.2.1 Opérateurs dans l’espace régulier et leurs pro-
priétés:

Les opérateurs de position et d’impulsion introduits par Schrédinger [31] | ces

opérateurs sont illimités sur 'espace d’Hilbert L? (R?*) et sont définis comme
suit :

ij =7
P = —ihd, (2.23)

Ces opérateurs satisfont la relation de commutation canonique suivante :

[5;,d"] = —ino* (2.24)
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Les approches de quantification basées sur les relations de commutations
canoniques sont généralement appelées quantifications canoniques et dans
ce cadre Dirac [32] [33] a fait 'observation importante que les relations de
commutations canoniques ressemblent aux crochets de Poisson en mécanique
classique.. Il a suggéré qu’une carte de quantification f — @ (f ) (dans laque-
lle une fonction f sur l'espace des phases, considérée comme un observable
classique, est remplacée par un opérateur sur un espace d Hilbert interprété
comme l'observable quantique correspondant) devrait satisfaire la condition
suivante [31] :

QUf.9D) = +1Q (), Qo) (2.25)

Cette derniere relation est bien expliquée le passage entre la mécanique
classique et mécanique quantique.

Le théoreme d’Ehrenfest dans la mécanique quantique est donné selon la
formule suivante :

—r =—(|AH }> —r 2.26
i =l T (2.26)
oil A est un opérateur quantique quelconque et <A> sa valeur moyenne,

et H est opérateur hamiltonien.

2.2.2 Opérateurs unitaires :

Un opérateur unitaire U vérifie :

UUT=UU =1 (2.27)

2.2.3 Orthonormalité :

Si la dimension de 'espace vectoriel est finie, on peut trouver un ensemble
complet de vecteurs 4~ dans le cas de notre base est u tel que :

— - _ 5.
/U/Z '/U/] _5’Lj

(2.28)

0;; est le symbole de Kronecker est défini comme suit :
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1, pour i =7

dij =1 2.29

’ {o,pouri%j (2:29)

Pour une base orthonormée{|¢,)} de l'espace d’Hilbert dans le cas notre
espace est de position (x) ,le produit scalaire est donné suit :

(@nlon) = [ 616 = b (2.30)
2.2.4 Relation de complétude (fermeture):

Soit {|¢y;} une base orthonormée dénombrable de I'espace (¥, alors

Z | ¢n><¢n |: Iy
et :

> ) |= I (2.31)

De méme, soit {|P; }]’ensemble des vecteurs propres de I'opérateur impul-
sion P.alors :

/|p><p | dp = 1d (2.32)

2.2.5 L’équation de Schrodinger dépendante du temps

Erwin Schrédinger expose les idées de Louis de Broglie les ondes de matiere
en posant des questions : qu’est-ce que c’est que cette onde qui n’a pas
d’équation 7 En effet, en général, les physiciens, normalement posant d’abord
des équations, puis ils cherchent a résoudre, mais dans ce cas, au contraire
de Broglie avait d’abord postulé I'existence d’une onde sans en avoir posé
d’équation.

Alors a la suite de sa réflexion, Schrédinger entame sa recherche et trouve
en 1925 une équation valable pour les ondes de Louis de Broglie, justifi-
ant bien ainsi les fondamentales bases de la mécanique ondulatoire reposant
sur le principe d’équivalence entre la mécanique ondulatoire et la nouvelle

12



mécanique dite aussi mécanique quantique et déduisant avec 'utilisation des
quatre équations essentielles de Maxwell sa nouvelle équation nommée sur
son nom.

Le passage de la mécanique quantique relativiste s’est effectué a par-
tir d'une généralisation de 1’équation de Schrodinger a un systeme rela-
tiviste. L’étude d’un systeme microscopique est bassée sur la résolution
de cette équation. L’équation de Schrodinger est ’équation fondamentale
de la mécanique quantique non-relativiste. Elle joue en mécanique quan-
tique le méme role que I'équation de Newton, de Lagrange ou d’Hamilton en
mécanique classique ou les équations de Maxwell en électromagnétisme. Elle
décrit 1’évolution temporelle de ’état d’un objet quantique en cherchant ce
qu’on appelle la fonction d’onde ainsi le spectre d’énergie des différents états
possibles.

La résolution de I’équation de Schrédinger indépendante du temps (H) =
E1) donne les états propres (énergie et fonction d’onde) d’un systeme quan-
tique. Toutefois, un systeme quantique peut évoluer au cours du temps, et
au lieu de s’intéresser a ses états stationnaires, on peut vouloir a écrire cette
évolution temporelle. Ainsi, I’équation de Schrodinger dépendante du temps
s’écrit :

o
ih = Hu (2.33)

Maintenant, la fonction d’onde ¢ ({r~,t}) dépend du temps en plus des
autres variables du probléeme coordonnées spatiales, spins, etc. On se limite
ici pour un probléme unidimensionnel (1 + 1)avec une particule de masse”m”
soumis & un potentiel V'(x),, donc I’équation (2.33) devient :

op(x,t) k2 P,
ih wéa; ) _ o gg D 4 (@) ) (2.34)

Tel que V(z) est le potentiel .

2.2.6 Formalisme de Dirac et la probabilité quantique:

Dans le chapitre précédent, on a vu qu’origine de la mécanique quan-
tique a partir des travaux de physique théorique comme la découverte de

13



la mécanique ondulatoire(L. Broglie et Schrodinger)la mécanique des matri-
ces( M. Borne.H.K Heisenberg P Jordan) et puis dans leurs prolongement et
le renforcement a partir de 'analyse d’expériences réalisées pour déterminer
I’état d'un systeme physique capable de se représenter en plusieurs états
différents(interférence entre les états quantiques par exemple) ainsi est ap-
parue une sorte de triptyque dans ’ensemble de formulation: ( la mécanique
ondulatoire, la mécanique matricielle, le formalisme invariant) [35] .

En fait, on appelle généralement plusieurs bras un élément de ’espace
dual £ *}de F qui est ’espace regroupant I’ensemble des fonctionnelle linéeaires
sur /. Une fonctionnelle linéaire est une application linéaire qui associe un
nombre complexe a un ket.Mathématiquement, la fonctionnelle ¢ se résume
par la définition formelle ¢ : @Zz{i}> — ¢ (|¢{1}>) e C. A tout ket ‘@/J{i}> il ex-
iste un bra correspondant a l’application prendre le produit scalaire avec|y;)
mais la réciproque est fausse [30] [37] [38] .

2.2.7 Base orthonormée :

une base orthonormée {|¢,)}de 'espace d’Hilbert est une base telle que

ol 0, est symbole de Kronecker.

1 pour n = n
IS , 2.36
{0 pour n # n (2.36)

2.2.8 Représentation et écriture dans une base :

Muni du produit scalaire, on retrouve la notion naturelle de base de I'espace
d’Hilbert et de décomposition d’un vecteur dans la base . Ainsi, si I’on note
{| |t)n)} une base orthonormée de 'espace vectoriel, et que 1'on décompose
un ket |¢))dans cette base, les coefficients étant les produits scalaires C,, =
(pn]tp) € C, on peut Pécrire sous la forme:

) =D Wnlon) =Y (Gnlthn) |6n) (2.37)

n

On dit que les (¢, | )sont la représentation de |¢))dans la base des{|¢,,)}.11
n’y a rien de fondamentalement nouveau par rapport a notre notions de la
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mécanique : le vecteur de position r ou vitesse v sont des concepts abstraits
que nous pouvons manipuler pour trouver des relations. Nous pouvons aussi
choisir de travailler directement avec leurs composantes dans une base choisie
correspondant & un j de coordonnées, comme (x ,y ,z) (coordonnées ou

- =

représentation cartésienne(s), base {e;’, e,”,e;’}) ou (1,0, ¢)(coordonnées ou

représentation sphérique(s), base{e,”, e;”, e’ }) -

2.2.9 L’opérateurs dans le formalisme de Dirac:

L’opérateur est une application linéaire qui agit sur les éléments de I'espace
d’Hilbert. Il transforme un ket en un autre ket et ce de maniere linéaire. On
lui met un chapeau pour le distinguer des nombres complexes.

on note par exemple Al opérateur de A.

Formellement comme suit: A : [¢)) — |Ay) = A @) € E.

La linéarité se traduit par la définition [30] :

Alag + Bv) = ad|g) + BAY) (2.38)

Avec le temps, il est habituel de ne plus mettre les chapeaux sur les
opérateurs si 'on comprend bien ce quel’on manipule.

2.2.10 Représentation d’éléments de matrice d’un opérateur

De meme qu’un ket, un opérateur est un objet qui contient toute 1 information
sur la transformation linéaire. On peut manipuler les sommes, produits,
inverses...

d’opérateurs de facon abstraite en appliquant les régles de I’algebre linéaire.
Si I'on souhaite travailler avec une représentation de 'opérateur: c’est-a-dire
des nombres, on choisit une base{¢,} . La représentation de I'opérateur est
alors un matrice. Comme les {A|¢,)} représentent un ensemble de vecteurs
colonnes, on peut les représenter en les projetant sur la base. Il est donc na-
turel dans les notations de Dirac, d’écrire sous la forme suivante les éléments
de matrice A,,, associé a A dans la base{|¢,)} :

Apm = (¢u|Alpy) € C (2.39)
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L’encore, on retrouve des choses connues : une rotation dans l’espace
a trois dimensions, qui est une opération linéaire, est représentée par une
matrice de rotation dont la forme dépend de la base choisie.

2.2.11 Produit d’opérateurs :

comme ce que vous connaissez de 1’algébre linéaire, composer les applications
revient a les multiplier

](A : é)¢> — A ]B¢> — A (‘é@) — ABy) (2.40)

Le symbole du produit est souvent écrit de facon implicite, on note juste
les opérateurs a la suite. Attention, comme pour les matrices, ce produit est
en géenéral non-commutatif, ¢’est-a-dire que l'ordre des opérateurs compte,
on verra des conséquences importantes pour la physique.

AB + BA (2.41)
Nous notons que les trois opérateurs A, é, C sont vérifiés les propriétés
suivantes :

— AB— BA (2.42)

oua,p e’
La formule de Glauber est donnée sous la forme suivante :

edeB = eAtBealAB] (2.43)

2.2.12 Opérateurs nul et identité:

Ils sont notés souvent 0 et 1 respectivement , tels que

Aro=A
A0 =0A =0
A=A (2.44)
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Avec le temps, 'opérateur identité est noté 1 ou meme omis lorsqu’il est
multiplié par des constantes, comme dans ’expression:

(2, 9] = il — [#,p] = ih. (2.45)

2.2.13 Opérateur adjoint :

L’opérateur adjoint de A est celui qui va agir dans l’espace des bras (espace
dual) pour transformer le bra correspondant a un ket en le bra correspondant
au ket transformé. Il est noté A" donc formellement défini par:

A ] = <A¢‘ = (| A" € B~ (2.46)

On obtient alors facilement la représentation de cet opérateur en fonction
de celle de A. La matrice associée a Afest hermitienne conjuguée de celle de
121, c’est-‘a~dire qu’on prend la transposée de[A,,,| puis le complexe conjugué
de chaque élément. Ainsi, on a la relation :

Al = (0alAT|60) = (G| AT|60)* = AL, (2.47)

Cela est transparent lorsqu’on | ecrit avec les notations de Dirac :

(Dl AT|Gm) = (ABn|dm) = (Dl Adw)™ = (G| Aln)” (2.48)

2.2.14 Relations de fermeture :

si I'on étend le sous-espace précédent a toute une base orthonormée de
I’espace d’Hilbert, on obtient que le projecteur est 'identité. Cela s’écrit
sous la forme suivante

D o) (dal =1 (2.49)
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2.2.15 Les Représentations:

L’opérateur du spin % agit sur un espace d’Hilbert de dimension 2, corre-

spondant aux deux états de spin orthogonaux : les kets |+4) (spin up 71) et
|—i) (spin down ) forment une base
orthonormale, compléte, de I'espace d’Hilbert de spin :

S, |s) = sg |s) ( s|s") = Oss Z |s) (s] =1 s={+,-} (2.50)

Dans le cas de 'opérateur de position X , le spectre est continu :

X|z)=zxl|z),z€eR (2.51)

que chaque point x correspond a un état quantique de position |z) différent.
Les conditions d’orthonormalitéet de complétude de la base s’écrivent alors:

( 2l2’) = 8z — o) /ﬁﬂmcu:1 (2.52)

ol la somme a été remplacée par une intégrale est ce delta de Kronecker
par celle de Dirac.

- Un état [¢);) dans l'espace d’Hilbertd’une particule dans un potentiel,
peut donc s’écrire comme superposition des états |x), de la base position :

) = / drlz) (zld)  { 2lp) = P(a)eC (2.53)

ou les coordonnées 1(x) sont les amplitudes de probabilité ou simple-
ment, la fonction d’onde de la particule dont la valeur absolue au carré donne
la densité de probabilité de la position .

2.2.16 La fonction Delta de Dirac:

d(z) est une disrebution centrée §(z) selon la relation :

1 € €
= pour - <z <3
0x)=14° 2 2 2.54

(@) {O dans les autres cas (2:54)

d(z) est vérifié les propriétés suivantes :
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/5(:5 ~ o)dr =1

/f(x)cS(x — xg)dx = f(xp)
1

TFS(z) = NeT (2.55)

2.3 La probabilité quantique:

Lorsqu’on mesure la grandeur physique A sur un systeme dans 1’état normé
|1}, la probabilité P(a,) d’obtenir comme le résultat de la valeur propre a,
de 'observable A

correspondante vaut:

Plan) = 3 Kl = 31ChP (2.56)
car [0) =3, 520" Cifu,)

gnest le degré de dégénérescence de a,.

{luid}(i=1,2,...... , gn) €st un systeme orthonormé de vecteurs propres
associé a a,, sous-tendant le sous-espace &,.

Si g, = 1 (le spectre discret est non dégénéré), alors :

Py(a,) = |<un|¢>|2 = |Cn|2 (2.57)

ol |uy,) est le vecteur propre normé de A associé a a,,.

Si le spectre est continu et non dégénéré : La probabilité P («) d’obtenir
un résultat compris entre o et o + da vaut :

dP(a) = |(va|t))|* ot |vg) est le vecteur propre correspondant & la valeur
propre « de l'observable A associée a la grandeur physique A.

Autre écriture de P (ay,,) :

P(a,) = (Y| P|) (2.58)

ou P, est le projecteur sur le sous-espace &,.
gn . .
Py= " Jui,) (ul| (2.59)
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2.4 Relation d’incertitude en forme générale

La relation inégalité qui liée entre Az et Ap elle a établi par Heisenbegpour
déterminer relation, nous utilisons la fonction suivante :
on a :

¢(x) = (z + ikp)y(z) (2.60)

ou k est un parametre réel donc :

(6l6) = / b (2)(x)de (2.61)

maintenant on remplace la derniere relation on obteint :
(016) = [0 @)a — ihp)(a + ikp)o(o)de (262)

- /(;5* () [ZL‘2 +ikap — ikap + k2p2] Y(x)dx (2.63)

= /@/}*:ﬁzp(x)dx + k2 /@b*(m)p%/;(m)dm + ik /*7,0 [z, p]Y(z)dz  (2.64)

(¢lo) =k (p°) +i ([z,p]) k + (2%) (2.65)

(6lo) = (P*) k> +i ([, p]) k+ (%) >0 (2.66)

parce que le produit scalaire (¢|¢) est positif ou nul .
cette derniere relation est une équation de deuxieme degré, quand on la
résoudre, ont obteint comme suit :

(p*) k* +i [z, p]) k + (%) = 0 (2.67)

Dans ce cas, selon le signe de déterminan A nous avons trois cas :
-1cas A = 0 :on a une solution doublée réelle.
-2Mecas A ) 0 : on a deux racines complexes conjuguées.
- :on ution réelle.
3m¢cas A (0 : on’a pas de solution réelle

. . . ) . ’ .« o e
L’incertitude de relation d Heisenberg est réalisé pour le troisieme cas

ounA{(Oona:
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A=—{[z,p)* -4 (p*) (z*) (0. (2.68)

= —([z,p))* — 4 (p*) (=) (0.

= —4(p*) («*) ([=,p]) (2.69)
= —[4(*) (2*)| = [z, 2]} (2.70)
— () ()] = )P (2.71)
Ona:Aw=/(z— (@)= (" = (As%)= ") .
) Ap=+/(0—P)? =™ = (&p)=(?.
= ™) ()] = 71w pDF (2.72)

Et ainsi que nous avons :

2

(AA) = A — (A) = (AA) = 0 = (AA) =0
<(AA)2> _ <A2 ~92(AA) + <A2>>

donc

(Az) = <x'2> = <ZB2> et (Ap) = <p’2> = <p2> (2.73)

I
IS
I

[ V)
\/
|
—
N
S~

(V)
I
S
I
[ V)
\/

on remplace la derniére relation (2.79) dans ’équation (2.78) on trouve
la relation d’incertitude comme suit :

(A7) (Ap) > 2 |{fz,p])] (27)

Cas particulier: dans ’espace ordinaire:

(Ax)(Ap) = (2.75)

DO | St
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2.5 Opérateurs de créations ¢ et d’annulations
a dans I’espace régulier:

Etats cohérents de l'oscillateur harmonique:

Dans cette partie, le concept d’états cohérents sera introduit. Tout
d’abord, nous allons étudier 'oscillateur harmonique en MQ). Il s’avérera que
les états cohérents représentent les équations du mouvement de 'oscillateur
harmonique classique. Les quantités suivantes sont appelées opérateurs d’échelles

1
2hmw

1
it =4/ —i 2.
a ST (—ip + mwx) (2.77)

Ici Vopérateur a™ est appelé opérateurs de créations et a d’annihilation
sont des opérateurs mathématiques qui ont des applications répandues dans
la mécanique quantique, notamment dans I’étude des oscillateurs harmoniques
quantiques et des: systemes a particules nombreuses.

Le commutateur d'un @ et at peut étre calculé directement & partir de
leur définition:

(ip + mwz) (2.76)

Q>
I

la,a*] = % [p,a] =1 (2.78)

on rappelle que dans 'espace ordinaire, les opérateurs de position Z et
d’impulsion p dans le cas de I'isolateur harmonique sont donnés en fonction
des opérateurs de créations a* et d’annulations a par la formule suivante:

h

Ao /\+ A
T=5 (a* +a) (2.79)
. fhmw
p=i\—5— (at —a) (2.80)

m est la masse de particules [39] .

a™ est 'opérateur création, il fait passer le systeme d’un état |¢)) d’énergie
E, a un état |1,,1) d’énergie E, + hw.
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a est l'opérateur annihilation, il fait passer le systeme d'un état |¢)
d’énergie E, a un état |i,,_1) d’énergie E, — hw.

Les mathématiques pour les opérateurs de création et d’annihilation pour
bosons sont les mémes que pour les opérateurs d’échelles de 'oscillateur har-
monique quantique d’un systeme de bosons identiques en nombre indéterminé.
On introduisit deux opérateurs a; et a; associé a 1'état |u;) de la base de H.
Leur action sur un état de la base nombre d’occupation de n; est définie par:

|n1,n2 > VALZES| |’I’L1 ng,..... ni+1> (281)

CLZ |n1, no.. > \/E |’I’L1 No, ..... TZZ‘_1> (282)
Ainsi, 'opérateur compte le nombre des particules dans 1'état |u;)
N; = a; a (2.83)

L’opérateur de nombre total des particules est donné par:

N=> N=> afa (2.84)

On peut également établir les relations de commutation:

Dans la derniere de ces équations, on a sous-entendu dans le membre de
droite l'opérateur identité de I’espace de Fock Hyoco . Ces relations de com-
mutation sont caractéristiques d’une assemblée d’oscillateurs harmoniques.

Pour calculer les relations de commutation de 'opérateur nombre de par-
ticules avec les créateurs et annihilateurs, on utilise I'identité suivante, ou
A,B et C' sont trois opérateurs:

[AB,C| = A[B,C|+[A,C]|B (2.85)
On déduit les relations:
(N.af) = [afana ] => (6% [aa7] + [af 6] a;) =&  (2.86)
J J

Cette relation de commutation avec l'opérateur nombre de particules N
est caractéristique d’un opérateur qui augmente le nombre de particules d’une
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unité Pour I'opérateur a;, qui diminue le nombre de particules d’'une unité,on
obtient:

[N,a;) = —a; et [N,af] =af (2.87)

2.6 Equation de Schrodinger :

L’équation de Schrodinger a été proposée de facon inductive par Erwin
Schrodinger en 1925, et été publiée dans quatre articles en 1926 un peu apres
la mécanique des matrices de Heisenberg (1925) et s’est développé d’abord
dans le but de décrire les petits objets (atomes) constitués d’une seule par-
ticule située dans un certain champ de force (I’électron au sein de 'atome
d’'Hydrogene, par exemple). L’objet central de la théorie de Schrédinger,
nommée aussi mécanique ondulatoire, est une fonction w(ﬁ, t) valeurs com-
plexes, appelée fonction d’onde.
Cette fonction satisfait :

0
ot

L’équation (eql) est une équation aux dérivées partielle du premier ordre
par rapport au temps et second ordre par rapport aux cordonner de 1’espace
ordinaire, cette équation jouent un role fondateur en mécanique quantique
par analogue a 1’équation de Newton en mécanique classique et les équations
de Maxwell en électromagnétisme.

En mécanique quantique, 1’évolution au cours du temps de 1’'état d’'un
systeme quantique (atome, photon) est d’écrite par I’équation de Schrédinger.
Comme les équations de la mécanique classique, I’équation de Schrodinger
est une équation aux dérivées déterministe. Parfois, en mécanique classique.

- Cette équation est postulée (tout comme, par exemple I'équation de
Schrodinger). Sa validité est prouvée par les conséquences que 'on peut en
tirer.

- L’équation de Schrodinger est une équation au premier ordre par rapport
au temps. la connaissance de 1 (r,t = 0) suffit pour déterminer 1’évolution

de ¢(r,t) .

ih=—1p(7 1) = {—%W + v(r)} W(T,t) (2.88)
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En effet, dans 'approche probabiliste de Borne, ¥ permet de trouver la
probabilité de trouver la particule de r en tout temps. La connaissance seule
de ¢ (r,t = 0) doit donc suffire pour déterminer 1’évolution.

- Les équations de Schrodinger dependent du temps sont des équations
différentielles du premier ordre.

- L’équation de Schrodinger est homogene est linéaire. si 1) et 1y en
sont des solutions, alors

¢3(T7 t) =« 1/}1(7"7 t) + 6 ¢2(T7 t)

Ys(r,t) Est aussi solution de I'équation de Schrédinger.

- La fonction d’onde est dite normalisée si :

o0
/ Er =1
—0o0

Les solutions de I'équation de Schrodinger d’un systeme quantique sont
appelées les fonctions d’ondes, elles peuvent étre considérées comme un pos-
tulat quantique qui décrit 1’état quantique d’une particule et contient tout
les informations qu’on veut connaitre du systeme. Cette fonction satisfaisait
les conditions suivantes :

- Elle doit étre normalisée. Cela implique que la fonction d’onde en
approche a zéro comme r approche a l'infinie ¢’es-a-dire :

/¢*¢d3r:/w\2 d*r =1

C’est la condition de normalisation, cette relation montre que 1 (r,t) est
interprétée comme une amplitude de probabilité de présence d’une particule
a la position r a I'instant ¢t . La probabilité de trouver la particule dans tout
I’espace, a 'instant t, est égale a I'unité.

Avec|y)(r,t)|* est la densité de probabilité.

- La fonction d’onde et sa dérivée doivent étre continues dans tout 1’espace.
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Chapter 3

Solution de ’équation de
Schrodinger de la particle libre:

Nous allons traiter probleme de résoudre I’équation de Schrodinger selon la
dimention de I'espace 1-D ou 2-D , et aussi selon le choix du potentiel vectoriel
V (x) pour 1-D ou V (z,y) pour 2-D.

Dans ce chapitre on va résoudre ’équation de schrodinger dans diffirentes
cas selon le dimention de I’espace ordinaire . Nous avons pour le premier cas ,
nous traitons le probleme dans le cas le potentiel véctoriel est nul, ¢’est-a-dire
la particle libre avec 1-dimension (1-D), et pour le deuxiéme cas nous traitons
le probleme dans le cas le potentiel véctoriel est nul dans 2-dimensions (2-D).

3.0.1 La particule libre pour 1-D ou (V(x) = 0)

On pose dans cette section (h=c¢=1)
Dans le cas de la particule est libre, , 'Hamiltonien H est défini par la

relation suivante:

~ p
H=— 3.1
2m ( )
ol
d
D= —1— 2
p=—i (3.2)

On a I’équation deSchrodinger comme suit :
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Hip (x,t) = By (2,1) (3.3)

On introduit le formalisme précédent réel.(3.1), (3.2) , on obtient comme
suit:

%@u (x,t) = B (1) (3:4)

Pour simplifier les calcules, on choisit p* = p2 et ainsi qu’on introduit le
cas stationnaire suivant: en posant:

) (x,1) = ¢ () exp (—iE) (3.5)

Dans ce cas, on obtient sur I’équation différentielle selon la formule suiv-
ante:

2

dz?

Cette équation différentielle est deuxieme d’ordre et linéaire, la solution
générale est donnée par la formule exceptionnelle suivante:

(x) +2mE¢ () =0 (3.6)

¢ (x) = Crexp(ivV2mEx) (3.7)

ou (' est la constante de normalisation.

Pour calculer le spectre d’énergie on choisit la condition suivante:

¢(x = m) = 0, maintenant on remplace cette condition dans la solution
précédente, on trouve:

Acos(V2mET) 4+ 1Asin(vV2mET) = Acos(n + %)7‘(‘ (3.8)

On déduit le spectre d’énergie F,, dans ce cas comme suit:

1 1\?
E,=— - 3.9
om ("+2> (3:9)
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3.0.2 Equation de Schrodinger de la particule libre
pour 2-D ou (V(z,y) = 0)

Dans le cas de la particule est libre , I’'Hamiltonien H en 2D est défini par
la relation suivante:

o ~2 | ~2
7 D 2 +py
H= = Y 3.10
2m 2m ( )
On a l'equation de Shrodinger comme suit :
HY(x,y,t) = BV(z,y,1) (3.11)
et ) ) )
P P’ + Dy .d
—v t)=|———| VU t)=i—V t 12
Lt = B ey = G0t G2

si on utilise le cas stationnaire , on a :

U(z,y,t) = O(z,y,t)e " (3.13)

donc :

]3;2 + ]3;2
2m

1 O(x,y,t) = E®(z,y,t) (3.14)

nous avons aussi :

5 = —in
{ %:_zh% onpose h=c=1, (3.15)
~ .9
Pz = _Za_
- 9 3.16
On remplace la relation (3) dans eq.(2) , on trouve comme suit :
0*  0?
{@ + 8_y2} O(z,y) = —2mEP(z,y) (3.17)

Pour résoudre ’equation (4), nous utilisons la méthode de séparation des
variables :
On pose

O(z,y) = f(x)g(y) (3.18)
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Donc,

(3.19)

02 (x, 02 f(x
[ s

o a0+ 5@ T ) + 2B @ate) =0

Il est sufisant on écrit comme suit :

L 4 (mE =) f(x) = 0
déig’(y) (3.20)
Ty H(mE+XNg(y) =0
Les deux équations sous la forme ,
Y +ay =0 (3.21)

alors,

P(z) = Cexp {z [(M)x + (my} } (3.22)

ou C est la constante de normalisation de la fonction ®(z) .
Par calculer le spectre d’énergie , on choisit la condition suivant:

S(r=my=m) =0 (3.23)
apres les calcules on obtient le spectre d’énergie selon la forme suivante :

1 1 1
E=—m+z)’+

= — 3.24
4m 2 m(n + 3)? (3:24)
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Chapter 4

L’équation de Schrodinger avec
la présence le Potentiel
Véctoriel

Dans ce chapitre on va résoudre I'équation de schrodinger dans diffirentes
cas selon le potentiel choisi ou l'agebre choisi. Nous avons dans premier
cas on va résoudre 1’équation de schrodinger dans 1’éspace déformé ou le
potentiel véctoriel V(z) est linéaire dans (1-D), et dans la dernire séction
on vas traiter le meme probleme mais dans l’espece non-commutative avec
le potentiel véctoriel V (z,y) est linéaire dans (2-D). Dans ce contexte on va
présenter les formalisemes des algebres utilisé dans notre calcules

Formalisme algebrique utilisé

Dans cette séction, nous présontons les formeles algebrique qui nous al-
lons utilisé dans notre calcules, nous avons dans le premier cas ’algebre de
généralistion de l'incertitude de Heisenberg (GIH) avec les parametres de
déformation de I’éspace.

dans le deuxieme cas nous présontons les formeles algebrique de 1’éspece
nos commutative qui construit de généralisation de 'opérateur de position

X .
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4.1 Representation (GIH) dans I’espace d’impulsion

On considere 'algebre associative de Heisenberg engendrée par x et p obéissant
a la relation de commutation suivante:

[X, 15} = ih (1 + Bp) (4.1)

with 8 )0
La relation d’incertitude correspondante est

AXAP > g [1+B8(AP)* + B(P)?] (4.2)

L’incertitude de position minimale est

AXpin ((P)) > Ti/B\/1+ B (P)’ (4.3)

Le produit scalaire definie par :

“+oo
Wol= [ T 0o ) (14)

Le produit scalaire des états propres d’impulsion p est :
(P PY=(1+8)6 (P~ P) (4.5)

pour 'algebre de (341) dimensions, le développement du domaine de
recherche lié au probleme du minimum d’incertitude pour les systemes quan-
tiques relativistes et non relativistes a été principalement réalisé par [11]
qui ont établi des relations de commutation généralisées selon les dimensions
de I'espace de représentation des impulsions. La généralisation 3D du QM
introduite dans la sous-section précédente par rapport a la relation de com-
mutation de I'algebre de Kempf déformée en trois dimensions prend la forme
tensorielle suivante [10] :
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[Xi, X;] = —ih[28 — B+ (28 + B)BP?]eiu L, (4.7)

[P, Py] =0, (4.8)
ot 5, f'et v sont de trés petits parametres non négatifs.
A partir des relations de commutation généralisées au-dessus des opérateurs
de position et d’impulsion dans ’espace des impulsions, on définit la forme
suivante

~

p 0
+ 5 Pz’pj% + vpi] , Pi=np;. (4.9)
J

X; =dh[(1 + BPQ)([;Z)'

L’opérateur de moment cinétique est donné dans cette représentation par

Li=(1+ 5P2)_1€iijij 1=1,2,3. (4.10)

Le (2.93) satisfait la relation de commutation bien connue comme suit

Nous pouvons exprimer la forme modifiée de GUP (2.75) comme
h /
AXiAP > S[1+ 3B(AP)* + 8 (AR)?. (4.12)

Comme pour la relation d’incertitude minimale généralisée en 3D (2.79),
I'incertitude minimale de la position est isotrope

(AX)min((p)) = A/ 38+ 5. (4.13)

La relation de complétude (2.86) dans l'espace des impulsions devient

_ [ d*p / | |
I /_Oo ([1—(6+5’)p2]1‘21?') | p)(p | (4.14)

Enfin, le produit scalaire dans (2.85) devient

+oo 3
<wu»=/ i (D)o (D). (4.15)

L= (B+ )
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4.2 Algebre de Heisenberg généralisé (AHG)

Dans la mécanique quantique, le premier a été proposé cette algebre par
A Kempf pour modification la relation d’incertitude de Heisenberg. Cette
algebre est définié comme suit [10)]

[XZ-, ]5]] =1ih [(517 + 513251']' + ﬂ,ﬁzﬁ]] (4.16)

O les parametres /3, 5 sont paramétres positives .
selon la relation 4.16 la relation de commutation entres les opérateurs de
position X;, X; est définé par :

20—B)+(28+8)80% o A o
(ﬁ B)l—l_(ﬁ]i 5)5}7 PX; — PX, (4.17)

les opérateurs de position X; et impulsion P; sont réprésenté dans ’espace
d’impulsion par la formule suivante:

X %] = in

{ X; = in [(14 Bp?) By, + B'pip;Op, + B'piv; + 1pi] (4.18)
P =p; '

4.3 Representation Algebrique dans 1’espace

Non-Commutative

Les espaces non commutatifs peuvent étre réalisés comme des espaces ou
I'opérateur de coordonnées z#* satisfait les relations de commutation

[zt 27] = 0" (4.19)

ol 07 est un tenseur antisymétrique et est de dimension spatiale (length)?.
L’algebre commutative des fonctions avec le produit usuel f(z)g(z) est
remplacée par le *-produit Algebre de Moyal.

(F0)(0) = exp | 30,001,0,| 1)) s (4.20)
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Dans le cas ou [p;, p;] = 0, la mécanique quantique non commutative est

H (p, ) x4 (2) = Ey (%) (4.21)

réduit a ’habituel et décrit par

H (p,)¢ (&) = By (2) (4.22)
Where
~ 1 ~
Xi=x; — %szpj ., Pi=p; (4-23>

Les nouvelles variables satisfont les relations de commutation canoniques
usuelles :

[iﬁi,l"j] =0 ) [piapj] =0 ) [ﬂfi,pj] = 1ho;; (4-24)

4.3.1 Algebre non-commutative utilisé et sa propriété:
Dans cet espace, il y a deux cas selon notre choix , on a ’espace de position

et 'espace d’impulsion.

Dans I’espace d’impulsion:

A partir de la relation de commutation dans I’espace non-commutative [)A(l, ]5]] =

thd;; et dans I'espace d’impulsion, les opérateurs X et P sont donnés comme
suit [18] :

>

P = p;
N h

>

e 17 IN 9 . . . s s, ’
Considérons 'algebre d 'Heisenberg associative générée par les opérateurs
X et P, satisfaisant a la relation de commutation :

(X0 | = (20, 55] = indi (4.26)
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Dans P’espace de position

on va définir pour I’espace de la position dans le cadre du principe d’incertitude
généralisée nous avons:

> ><>
=,
Il

i =1 (D) (4.27)

ol Z est p sont les opérateurs habituels de la mécanique quantique vérifiant
la relation de commutation suivante:

(X | = (20, 5] = ini (4.28)
et f (p) est une fonction injective qui se choisie (ou vérifie notre algebre

[XZ-, lf’J] = [2;, p;] = ihd;;) selon la forme suivante :

f(B) = i+ S (4.29)

et aussi les opérateurs X et P vérifiant la relation de commutation suiv-
ante:

X ] = ihoif ) (4.30)

En tenant compte du fait que :
[Xi,z%} = ihdy (4.31)
Ce choix actuel convient a une longueur minimale. Et selon les rela-

tions (2.120) et (2.121) on choisit les deux opérateurs X et P selon la forme
suivante :

~

. h
P =pi+ 5#?;‘@' (4.32)

ou j1;; est un parametre de ’espace non-commutative.
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Relation d’incertitude dans ’espace non-commutative

L’incertitude d’Heisenberg AzxzAp dans notre espace déformé est calculé selon
la maniere suivante:
a partir de la relation d’incertitude d’Heisenberg généralisée suivante:

1
(Az) (Ap) 2 5 [z, p])] (4.33)
et dans notre espace déformé on a :
[X’,P} —ih (4.34)

on remplace cette derniere relation(4.34) dans ’équation (4.33) , on ob-
tient comme suit:

AxAp >

g (4.35)

ot Ap =p — (p).

4.4 L’équation de Schrodinger avec I’algebre
de Heisenberg généralisé (AHG) :

on va étudier l'oscillateur harmonique & une dimension (1 + 1) est constitué
par une particule de masse et potentiel vectoriel linéaire V' (z) ou:

Vi(z)=mX (4.36)

L’algebre de Heisenberg modifie est donnée par la relation de commuta-
tion suivante :

[XZ-, 15]] =ih [(515 + 5]52(51']' + B,ﬁzﬁ]] (4.37)

N N / \ oy
ou les parametres (3, 5 sont parametres positives .
cette modification de ’algebre de Heisenberg est donnée le nouveau com-
mutateur entre les deux opérateurs de position X;, X; comme suit :
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20—B)+(28+8)BP% o A o
(28 5)1+(5§2 B) Bp PX; - PX, (4.38)

les opérateurs de position X; et impulsion P; sont réprésenté dans ’espace
d’impulsion par la formule suivante:

X %] = in

{ X; =ih [(1+ Bp?) O, + B'pip;iOy, + B'pip; + Vpi] (4.39)
P = p; '

Dans le cas particulier on va choisir § = 3 = 0, dans ce chois 'algebre(4.39)
est modifie comme suit :

P = p; .

ou, on change thy par A c’est-a-dire thy — —A
L’équation de Schrodinger a une dimension (1 + 1) est définié comme
suit
Ce qui donne :

Hipy () = {5—; +V (X)} Py (x,t) = i%wl(x,t) (4.41)

on introduit ’état stationnaire suivante:

U (z,t) = ¢35 (v) exp (—iE?) (4.42)

On obtient sur I’équation indépendente du temps comme suivante:

[;’_m a1 (@ = )| 02 (0) = B 2) (4.43)

Maintenant, on remplace 'algebre (4.40) dans Eq.(4.43), on obtient une
equation diférentielle ordinaire de deuxieme ordre comme suit :

(02 — 2ia;Amd, — 2aymz + 2mE] ¢3 (z) = 0 (4.44)

pour résoudre I’équation différentille Eq.(4.44), on utilise la formule suiv-
ante :

o3 () = f3(v) exp {Biz} (4.45)
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Cette formule Rel.(4.45) permete d’élimination la partie imaginaire dans
I'éq (4.44), et pour cela apres de remplacer cette formule Rel.(4.45), on ob-
tient comme suit:

[8:% + (2B1 — 2ia1Am) 0, — 2aqyma + (31)2 — 2iac AmBy + QmE] fa(x)=0
(4.46)
On fixe le parametre By par la condition suivante : 2B; — 2iacc;Am = 0

donc la valeur de By est

Bl = ial)\m (447)

si on fixe le parametre By, I’équation (4.46) trouve la forme suivante:
(02 + —2cuma + &) f3(x) =0 (4.48)
olt & = 2mE — (a Am)* + audm

qour résoudre Eq.(4.48) , on fait le changement du variable suivant:

<x - 2Offm> (4.49)

apres de remplacer ce changement du variable Eq(.4.49), on obtient comme
suit :

Wl

z = (—2a1m)

02+ 2] f3(2) =0 (4.50)

La solution de I’équation différentielle Eq.(4.50) est la fonction de Airy ,
ou la fonction f3(z) est donnée selon la formule suivante :

f3(2) = C14; (=z) + C2AB; (—=) (4.51)

Nous avons les fonctions A; (—z) et B; (—z) sont fonctions de Airy ho-
mogenes (The homogeneous Airy functions), mais la fonction B; (—z) est
approché au infinie quand le variable z) 0, dans ce cas on choisie Cy = 0

alors eq .(4.51) est

f3(2) = C1A; (—2) (4.52)
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ou ('] est la constante de normalisation, cette constante est déterminé par
la condition de normalisation d’énergie pour la fonction d’onde est continue
ou :

“+00

B@fi(€)d=0(p-F) (453)

apres les calcules, on obtient C = /—2a1m
la fonction f3(2) est donnée en fonction z par la formule suivante :

(93 - QOffm)} (4.54)

et ainsi que : f3 (z) = C14; [— (—2a1m)% x + an]

W=

f3(x) = vV—2a1mA; [— (—2aym)

Pour calculer le spectre d’énergie, on utilise la proprieté suivante:
A; (x =0) = A; (a,) , apres de remplcement et simplification, on obtient
la relation de spéctre d’énergie comme suit:
1 1 1

E,= 504?)\2771 — §a1)\ ~ 5 (—2a;m)

W

an (4.55)

Cas limite: pour déduire le spectre d’énergie dans I'espese réguliere, on
calcule la limite suivante :

wiN

1
limFE, = —5 (—2acq4m)3 ay, (4.56)

Pour calculer la fonction d’onde ¢5 (x) , on utilise les relations Rel.(4.45)
et Rel.(4.54) , on obtient comme suit:

W=

o3 (x) = v/ —2a;m [exp {icy Am}] A; [— (—2a1m)3 z + ay, (4.57)
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4.5 Equation de Schrodinger dans I’espace non-

commutative :

I'équation de Schrodinger pour (2+1) dimensions est définié par (on pose
h=c=1)

P, + P, _d

On va choisir dans cette section le potentiel vectoriel V' (z,y) est linéaire
comme suit V (z,y) = a; (X +Y
Nous avons 'algebre dans I'espace non-commutative est définie par

~

S ¥ -
{ Xz sz Azeljpj (459>
Pj = p,
Oui,j=1,2
dans le cas stationaire

On remplace le potentiel V' (z,y) et les relations Rel.(4.59) et (4.60) dans
I'equation Eq.(4.58), on obtient comme suit:

2l . Py alf .
{f—m + %pz ozt ot - %py + aly} ¢3(7,y) = Eds(z,y) (4.61)

Pour résoudre 1'équation Eq.(4.61), on utilise la formule suivante :

¢s(z,y) = F (z,y) exp {ialgm

(—x+ y)} (4.62)
Si on remplace la rel. (4.62) dans 1'éq.(4.61) on obtient comme suit :
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(a19m)2

{83% — 20nmz + 9, — 20nmy + + ZmE} F(x,y)=0  (4.63)

Maintenant on utilise la méthode de séparation des variables comme suiv-
ante :

F(z,y) = f2(2).92 (y) (4.64)

Si on remolace la rel (4.64) dans 'équation Eq.(4.63), on obtient sur le
systeme de deux équations indépendentes comme suit :

[82 + asx + bQ] f2 (33) =0
(02 4 azy +bs] g2 (y) =0
Nous allons traiter ce systeme, et ce sera en résolvant chaque équation

séparémant comme suit :
le premier equation :

(4.65)

pour trouver la solution analytique de cette équation, on utilise le change-
ment du variable suivant:

r— = [(ag)_%] u— b (4.67)

a2

ce changement du variable est transfromé 1'équation Eq.(4.66) vers un
équation suivante:

102 +u] f2(u) =0 (4.68)
La solution de 1’éq.(4.68) est une fonction Airy A; (—u), ou fy(u) =
O1AZ' (—U) + CVQBZ (—U)
selon la condition de convergence de la fonction Airi B; (—u) ou (Vo )0 = B; (—u) — 00)
alors

fa(u) = C1A; (—u) (4.69)
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selon la relation de normalisation de la fonction d’onde on a: C; =

v —=2a1m

Pour calculer le spectre d’énergie, nous utilisons la proprité A; (z = 0) =
A; (a,), apres les calcules on obtien la relation de spectre d’énergie comme
suit :

(a10)? A Y —2am
g+ LY

E, =— n 4.70
4 m m ( )
Dans l'espace réguliere le spectre d’énergie est:
A V=2
limE, = +- — Y1, (4.71)
6—0 m m

Selon la relation (4.69), nous avons calculé la fonction d’onde qui est
donnée comme suit :

fo(x) = V—2010m4; (— [(az)%] T+ an> (4.72)

Pour la deuxieme équation en fonction y on a suivé les mémes étapes, on
obtient le spéctre d’énergie E, et la fonction d’onde g2 (y) comme suit :

2 3/
E, = —‘(alf)—m A v_iam, (4.73)
m m

Dans l'espace réguliere le spectre d’énergie est:

. A =2a1m
limFE, = —— — ———a,,
0—0 m m

La fonction d’onde qui est donnée comme suit :

92 (y) = V—2a1m4; <— [(%)%} Y+ an>

Selon les deux relations (4.70) et (4.73), on déduit le spéctre d’énergie de
systeme comme suit :

(a10)2m N ai _ V2a0m

E,=—-
4 m m

an (4.74)

ouoc = +1
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Dans I'espace réguliere le spectre d’énergie est:

A Y2am
limE, = o~ — Y=, (4.75)

0—0 m m
La fonction d’onde de systéeme est donnée comme suit :

1

b4 (2,1) = (—20nm)® A; (— [(@)ﬁ] z+ an> A (— [(@)%} Y+ an> (4.76)

43



Chapter 5

Conclusion

Dans ce travail de mémoire de master 2 physique théorique, nous avons traité
le probleme de I’équation de Schrodinger dans différents cas : dans le cas n°1,
nous avons résolu I’équation de Schrédinger pour (1 — D) et (2 — D). Dans
les deux cas (1 — D) et(2 — D) (espace régulier): le spectre d’énergie E,, est
déterminé en fonction de n et la fonction d’onde ¢ (z) (1 — D) et ¢ (x, y) pour
(2— D)) est déterminé avec une forme exponentielle c’est-a-dire la forme
périodique.

Pour cas n°2(espace déformé): le spectre d’énergie FE,, est proportionnel
avec les parametres a, et ainsi que A, la fonction d’onde ¢ (z) est exprimé
avec les fonctions de Airy A; (—x) .

Pour cas n°3(espace déformé): dans ce cas, le spectre d’énergie F,, est
proportionnel avec les parametres a,, et ainsi que 6, la fonction d’onde ¢ (x, )
est exprimée avec les fonctions de Airy A; (—z) et A; (—y) . Le cas limite
pour le spectre d’énergie E, est déterminé dans les deux cas n°2 et n°3 .
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Chapter 6

Résumé-Abstract

6.1 Résumé:

Dans ce travail nous avons présenté les traitement les problemes de résoudre
de I’équation de Schrodinger dans différents cas, et pour cela nous avons forni
les outils fondamentaux de formalisme de la mécanique quantique relativiste
basé sur le principe d’incertitude d’Heisenberg généralisé, Nous intéressons a
I’espace non-commutative. cet espace non-commutative qui est consacré de
résoudre les équations relativistes par exemple 1’équation de Klein Gordon,
Dirac, Oscillateur harmonique, équation de Schrodinger... etc .

nous avons traité de probleme de résoudre de I'équation de Schrodinger
dans deux cas essential suivants :

Premier cas: la particle libre, nous avons résolu I’équation de Schrodinger
dans I'espace ordinaire avec ’absence le potentiel véctoriel V' ()

pour 1-D et V (z,y) pour 2-D, dans les deux cas le spéctre d’énergie
est calculé E, et aussi la fonction d’onde corréspendante ¢ (x) pour 1-D et
¢ (z,y) pour 2-D.

Deuxieme cas:la présence du potentiel V' (z, y), nous avons résolu I’équation
de Schrodinger avec la présence le potentiel véctoriel V' (z) I'espace déformé
dans (1-D) et V (z,y) pour l'espace non-commutative dans (2-D), dans
les deux cas le spéctre d’énergie est calculé FE,, et aussi la fonction d’onde
corréspendante ¢ (x) pour l'espace déformé et ¢ (z,y) pour 'espace non-
commutative, finalement les cas limites ont été extraits.

Mots-clés :
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Mécanique Quantique, équation de Schrodinger, espace non-commutative
(non commutatif).

6.2 Abstract

In this work we have presented the treatment of the problems of solving
the Schrodinger equation in different cases, and for this we have provided
the fundamental tools of formalism of relativistic quantum mechanics based
on the generalized Heisenberg uncertainty principle, We are interested in the
non-commutative space. this non-commutative space which is dedicated to
solving relativistic equations for example the Klein Gordon equation, Dirac,
Harmonic Oscillator, Schrodinger equation...etc.

We have dealt with the problem of solving the Schrodinger equation in
the following two essential cases:

First case: the free particle, we have solved the Schrodinger equation in
ordinary space with the absence of the vector potential V(z) for 1-D and
V(z,y) for 2-D, in both cases the energy spectrum is calculated F, and also
the corresponding wave function ¢ (x) for 1-D and ¢ (z,y) for 2-D.

Second case: the presence of the potential V' (x, y), we solved the Schrodinger
equation with the presence of the vector potential V' (z) the deformed space
in (1-D) and V(z,y) for non-commutative space in (2-D), in both cases the
energy spectrum is calculated F),, and also the corresponding wave function
¢ (z) for the distorted space and ¢ (z,y) for the non-commutative space,
finally the limiting cases have been extracted.

Key-words:

Quantum mechanics, Schrodinger equation, non-commutative space.

50



+ ugadla

ASH 1S e AT Al ) 5aY) Liadd 3] 5 cdilide Alalae Ja (KL dadlaa Liad Janll 124
e Aaludloda Dol ye elailly (¢ gaign (a5 ¢ & i led anmall S fase (ulal e dpl)
a_m.\.‘ud\ ¢ Aﬂ\‘)ﬁd (NEEEPEES u.ajks Ualza d\ld\ d...u...u ‘;.c w\ Y aleal) d;l iaiadll -‘»\ﬂh\_u]\
CE) L il Aol ) gl

s Ol il el e g g Aalee o AlS Ul gl 8]

asidl agall (e pe galall gliaill & jaia s b Alales Glls 381 ¢ jall asaall V) Al
V(X)

A iy En Al cab Glea o4 ol UK 4« D-2 JV(X,y) 5 D-14) 4l
.D-2 JQ(X,y) sD-1 J Q(x) Altaall dx sall
daluall V(X)  4siall deall dga g aa paiag pb dlalaa Jag B (V(X,Y) 29 AUl AW
AUl Cada e Qi cpillall WIS 8 o D-2 8 Aol Aalie uadV(X,Y) 5 D-1 8 s gl
il 5 Al e daluall Q(X,Y) 548 sial) daluallQ(x) dbliall da sall dls &I 5 En
LVl 2 A
s daalide Gilalg

Al e daluae i g b Aalea ¢ WS clilSie

51



