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RESUME

Niotre travail est basé sur la conception d'un programme numénique qui
permet de déterminer les fréquences et modes de vibration appliqués a une aile
Lavion, Paile étant assimilée 4 une poutre, comme premire approximation dans
notre étude pour but de comparer nos resultats du programme avec ceux des
solutions exactes concernant guelques exemples.

En premier lieu on donne une présentation de l'aile, ainst quelques organges
qui la constitues.

La deuxiéme partie et consacrée a la méthode des éléments fims. l'étude
essentiel concerc la discrétisation du domaine par la méthode des éléments finis
ainsi nous moentrerons la convergence des éléments finis.

Un des mérites de cetre étude est d’6tablir de fagon précise, un eritere clair
cur le choix de discrétisation, ce résullat est important au niveau éconotnique car le
temps de calcul dune aile est proportionnel au nombre de neeuds choisis

Aprés avoir présenté la methode des éléments finms on a aborder les
différentes méthodes pour Panalyse modale, dont la méthode ditéradon mverse est
détalllée vu son cfficacité de convergence dans le cas des problemes de grandes
dimensions .

Par la suite , nous donnons la formulation générale du probleme de flexton
dune  aile davion, afin d'attaquer les méthodes de stockages .

A la fin nous conchirons notre travail avec des remarque que nous avons
jugés nécessaires 4 Citer.
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GENERALITES SUR L'AVIOIN

Les dléments essentiels dun avion sont la cellule (composée du fuselage, des
ailes, des empennages), le groupe motopropulseur, le train d'atterrissage, les
équipements de pilotage, de géadration de puissance et de sécurite.

Le fuselage

Le fusclage comprend le poste de pilotage et les aménagements nécessaires au
transportt de passagers ou de fret. Afin de limuter la consommation de carburant et
d'augmenter ['autonomic, la plupart des avions volent 4 haute altitude, catla résistanee
de l'air v est moindre et le rendement des réacteurs meidleur, Pour la sécunté des
occupants, il est donc nécessaire de pressuriser lintérieur du fuselage, lequel, 2
11 000 m d'altitude, doit résister 1 une surpression de 'ordre de 60 kPa. Le fuselage de
section circulaire est celui qui offre le meilleur compromis entre resistance maxtmale
et poids minimal des structures, ainst que dexcellentes qualités acrodynamiques. l.e
plancher (ou pont) est disposé de fagon quast diamétrale afin de maximiser le nombre
de siéges de front et d'optimiser I'habitabilité, tout en réservant un volume important
aux soutes, situées sous le plancher, Le fuselage est réalisé par l'assemblage de
plusicurs troncons constitués de structures (ou couples) annulaires reliées par des
lisses. Tls sont renforcés par des longerons et revéus de panneaux cxtémeurs et
intérieurs, le pont contribuant i ngidifier l'ensemble. La partie arriére du fuselage cst
rclevée afin de permetrre le cabrage de l'apparcil lors du décollage et de lattertissage;
le hez est trés court afin d'offrr le meiflleur champ de vision possible durant ces
phases.

Les ailes

Les ailes (ou voilure) constituent le systéme sustentateur principal de l'avion.
Leurs qualités aérodynamiques, qui dépendent essentiellement de leur posttion par
rapport au fuselage, de leurs caractémstiques geométriques (forme, surface, profil) et
de Teur état de surface, sont fortement influencées par la vitesse de 'avion et la densitc
de l'air. La solution wéale, mais compliquée, des atles a geométrie variable n'étant pas
envisageable pour l'instant sur les avions commerciaux, les construcreurs, afin de
limiter la consommation de carburant, définissent la partie fixe de 'aile en fonction de
la vitesse de croisicre (alle en floche pour les avions subsoniques, aile delta pour le
Concorde) et lui associent des surfaces mobides destinges a adapter son profil aux
différentes conditions de vol.

Les ailerons

Des ailetons prolongent le bord de fuite (partie articre des ailes) et pivotent
vers le haut ou vers le bas en opposition de phase sur chacune des ailes afin Jinchner
"avion lors des virages selon l'axe longitudinal (contrdle du roulis). lls sont divisés en



deux groupes, les atlerons basse vitesse (ou extérieurs) et les alerons grande vitossc
{ou intérieurs), situés respectivement i l'extrémité de l'ale et i proximite de son
emplanture.

Les contraintes subies par les ailes

La recherche d'un rendement aérodynamique optimal n'est pas la seule
préoccupation des concepteurs. La voilure est en cifet un élément structurel
fortement sollicité qui doit présenter d'excellentes caractéristiques de résistance
meécanique tout en offrant un volume suffisant pour contenir le carburant amnsi gue,
sur ceftains avions, des systémes comme les atterrisseurs. Les forces de propulsion, de
réaction du sol lors de l'atterrissage, et les charges aérodynamiques dans un
envitonnement turbulent {rafales de vent, trous d'air) engendrent d'importantes
contraintes de cisaillement, de torsion et de flexion, cette derniére pouvant entrainer
en hout d'aile une déformation absolue de 5 m. Aussi la conception de l'ade est-¢lle
arientéc vers la recherche d'une élasticité en tous points maitrisée. Sa structure interne
est une poutre de type caisson formée sur l'envergure de deux ou trows longerons.
Ceux-ci sont reliés par des nervures sur lesquelles sont fixés les panneaux de
revétement. Unc grande partie du caisson est utilisée comme réservoir de carburant.

Les empennages

Situés sur la partie arricre du fuselage, ils jouent un role fondamental dans le
pilotage et le maintien de la stabilité de 'avion. L'empennage vertical est consttuc
d'une partie fixe, la dérive, et d'une partie mobile qui lui est rattachce, la gouverne de
direction. L'empennage horizontal est formé par les stabilisateurs, sur lesquels sont
articulées les gouvernes de profondeur. Aux grandes vitesses, ces derniéres sont
verrouillées et l'ensemble plans fixes-gouvernes de profondeur peut pivoter vers le
haut ou vers le bas,

Le train d'atterrissage

Tl est composé de deux (ou quatre) attersisseurs principaux fixés sous les ailes ct
d'un atterrisseur auxiliaire logé sous le nez de l'appateil. Leur fonction principale est
d'absorber l'énergie dimpact au sol et de créer une suspension durant le roulage. Sur
les atterrisseurs de type dircct, les plus répandus dans l'aviation commerciale, elle est
assurée par un élément unique, la jambe, qui se comporte comme un AMOCHSseUr
oléopneumatique. Chague alterrisseur comporte plusicurs roues qui répartissent la
charge sur la piste. Elles sont équipées de freins a disque trés puissants et peuvent ctre
otientées lors des manceuvees au sol. Afin daméliorer l'aérodynamique, les
atterrisseurs sont escamotables. Sur les avions-cargos, 1 est possible de modifier la
position en hauteur dc la ccllule en faisant varier la longueur de jambe de chaque
atterrisseur, ce qui facilite les opérations de chargement.



Les organes de propulsion

les avions commerciaux utlisent des turbopropulseurs et surtour des
turboréacreurs. Les réacteurs, dont le diamétre est inféreur 4 celut des moteurs a
hélices, offrent l'avantage d'une plus pgrande liberté quant au chox de leur
emplacement. Contenus dans unc nacelle, 1ls sont généralement suspendus sous l'ale
par l'intermédiaire d'un élément structurel, le mir réacteur. Les téacteurs sont équipés
d'inverseurs de poussée qui participent au freinage de I'avion en déviant le jet de gaz.
Un méme avion peut recevoir, au choix de la compagnie, I'un ou 'autre des moteurs
disponibles sur le marché sans modification structurelle majeure. Sur cerlams
biréacteurs les motcurs sont fixés 4 l'arriére, de part et d'autre du fusclage, et, sur les
triccacteurs, le troisieme est logé dans la dérive ou dans la pointe arnere du fuselage.

Les systémes de pilotage

Le poste de pilotage centralise Iinstrumentation nécessaire 2 la navigation, les
commandes de vol, les systémes de communication hertzienne, les commandes et
instruments de controle des autres systémes. Les progres réalisés dans la conceprion
de ces équipements convergent vers une plus grande précision, une sécurite accrue,
une réduction du poids, mais surtout vers unc meilleure assistance au pilotage et un
plus grand confort. les commandes de vol €lectriques remplacent la traditionnelle
timoneric mécanique et contrilent, grice a des scryvocommandes, les moteurs ot
vérins hydrauliques des éléments maobiles (gouvernes, allerons, train datterrissage...)
ainsi que la poussée des réacteurs. Les ordres de pilotage, tout comme les données
fournies par d'innombrables capteurs, sont traités numériquement par des ordinateurs
affectés 3 des fonctions spécifiques (commandes de vol, navigation, ctc.). Ceux-ci
assistent le pilote et, 2 sa demande, prennent en charge le controle de l'apparedl
(pilotage ou aterrissage aulomatiques sans visibilite), le pilote pouvant a tout moment
reprendre Ja main. Des écrans multifonctionnels en couleurs remplacent de nombreux
cadrans et offrent une grande souplesse d'utilisation ainsi quune grande nchesse de
présentation (écriture de texte, schémas fonctionnels, cartographie...).

Les systémes auxiliaires

IIs générent I'énergie électrique et hydraulique, et assurent la pressurisation er le
conditionnement de 1'air. Pour des raisons de sécurité, différents circuits mdépendants
coexistenr pour chague fluide. Tls ont pour source principale les moteurs, pout source
secondaire unc turbine 4 gaz logée dans le cone arnére du fuselage, le groupe auxiliaire
de puissance. Au sol, ce dernier permet le démarrage des réacteurs par envot d'aif sous
pression, assute le conditionnement de lair, et fournit 'énergie clectnque grice a un
alternateur. En vol, les réacteurs entrainent des alternateurs et des pompes
hydrauliques et fournissent 'air de conditionnement via les systemes de pressurisation.
Fin cas de panne, ils sont relayés par le groupe auxiliaire et, en dernier recours, des
circuits électriques de secours fonctionnant sur batterics entrent en service.
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ARCEITECTURE DE L'AILE

Lz constution Somenraize de 1o vodlure esc Bide a la eésistance des matéHaux

of au fype davien gue le consmrEcicnT veut ¢ie,

Une aile ext constituée généralement ds 3 parme
¢ e bord @atrague, géndralement, est aminagd pour le passape des commandes,
des conduites diverses. des ciblages dectnique, des disposinds
hynersostentatenss; ¢ic.,

¢ L plan centeal «ou poutre d'zles est chargé de transmettre les efforts les plus
wnportants, of ser géndralernemi de reseryiir pour le carburant

Longeron arriere

e e .

Nerviira
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Figure (1.1) « Structure générale d'une aile
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Le bord de fuire termine 1= profil 11 ¢xi constiué, souvent. par les ailerons ou les volets
Lypersustentateurs avee devant cos demiers log spuilers ou les agrofieing
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.1, LS DIFFERENTE TYZ2ES DES AILEG

I.1.1. AILE MONO-LONGERON A REVETEMENT
TRAVAILLANT :

1a structure du bilongeron n'atteint pas le rendement maximum, car les deux
longerons, ne peuvent pas €tre a la fois an point ou I'épaisseur est maximum sur la
voilure, leur inertie n'est pas plus grande valeur possible .

Tandis que dans la voilure mono-longeron, le longeron qui supporte la totalite
de la flexion est placé au voisinage ou I'épaisseur est maximum sur le profil, figure (1.2}

Tigure (I.2) : Aile mone-longercn & reveétemernt
travaillanc

[.1.2. AILE BILONGERON A REVETEMENT NON TRAVAILLANT

Une aile bilon-geron & revétement non travaillant est une construction ancienne,
I'aile eomporte deux longeron, des enfretoises qui set a mamntenir I'écartement et un
P

croisillonnage intéricur dans le plan de I'ade figure(1.3) "
¢ L

I-Dewx longerons. 2

2-Fntretoise. /’ .
I-Haubanage de trainée, . 9 \\J '

4d-Nervures.
S-Revétement.

%

Figure (1.3) : Alle E-longercn 4 revélement non
travaillan:
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I.1.3. AILE A REVETEMENT TRAVAILLANT EN TORSION:

(Pest la solution la plus répondue pour la construction des votlures evidemment,
mais aussi pour les empannages hortizontaux et verticaux.

Flle est catactérisée par la présence de deux longerons sttués de parf et d'autre
du maitre-couple du profil réunis entre eux par des parois de revCtement raidis

longitudinalement ,figure(l.4)

Un développement de cette construction est la voilure multi-longerons .

W  Raidissenrs transversaiix

—

»  Raidisseurs longitudinaux

(/ J_,,TI RS = s v s S
et T N I R {!_JLJ.LTL

\
e
L > Raidisseurs fongitudi &)
T M seurs fongitudinaux parailéles an
T i MRS 4 longeron
|. ------- :‘:_T':"'\.:‘::_-H-._
L—-._u.---.-—a-_..--f-h——.:‘::‘_"'h..___
L e T

Figure (I.4) ; Alle bi-longeron & revétement
travaillant en torsion

1.L4. AILE A CAISSON PUR :

S dans la construction bi-longeron avec caisson mnter-longeron on augmente
beaucoup le raidissage du revérement en diminuant simultanément Iimportance des
semelles de longeron jusqua en fare de simples corniéres d’assemblage, tous les
efforts de flesion ot de torsion sont encaissés par le revétement . celu-cl doit avoir une
épaisseur importante et peur étre forrement raidi pour ne pas flamber sous 1{"action des

contraintes de flexion.



Chapitre I : Architecture de l'Aile

[a structure est dite dans ce cas @ structure caisson. figure (1.5)

Epaissevr dut revétemeant
3 mmy A extrémité].00 mm au fuseau moteur

ama t:wimg]dgmm
|

'ﬁ:r’U"lJWWU/ULF
\_h_,r__mﬁnnnnn%
d \

i § ame
Epaisseur des raidisseurs ; |mm

caissan plr

Dimenszion des corméras
environ : { 40x4 04 mmy’

Figure {I.5) : Aile & calsson pur

le caisson ne comporte que deux ime mais cn diminuant les contraintes de
cisaillemnent dans le revétement on peut utiliser Ames , ces construction Sont appelies

« cellulaires » ou a ames multiples.

1.2. ANALYSE DES DIFFERENTS ELEMENTS CONSTITUANTS LA

VOILURE

Une afle d'avion est constituée de longeron, scmelles, imes, nervures, raidisseurs
et le revétement qui recouvee notre aile, nous allons les expliquer en détal dans ce qu

suit
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1.2.1, LES LONGERONS

Le longeton principal est Pélément robuste de Paile, il encassse la majorité des
contrainte en flexion, ¢’est une poutre placée dans le sens longitudinal qui va de
Pemplanture 4 Pextrémité de Paile.

a) Longeron tubulaire :

pour des raisons d'économie et de facilité de construction ils sont Fabord
utilisés comme longeron des tubes de différentes formes fournss par la métallurge, le
seul probléme dans la construction de ces profiles cest qu Sls ne résistent pas i la
torsion (figure 17)

O NVAvS

Figure (.7 : Profl d'aile avec longeron thibulairs

b) longeron compuosé
actuddlement ce gente de longeron remplace les longerons tubulaires dans lequel
Putilisation des piéces séparément adaptées 4 Ia fonction qu'elles doivent remphir
permet une économie de poids appréciable (fgurl.8)

|| -

£

B3]

igure (L8]  Profil & loncercn composa
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1.2.2. LES SEMELLES ET LES AMES

Les semelles supportent les efforts de flexion horizontale et les efforts de
cisaillement du & cette flexion et des efforts de cisallement g proviennent de la

torsion.

Les éléments principaux qui entrent dans ces longerons composés sont les ames et les

semelles.

a) LES AMES

pour la construction des longerons on utilises deux types d'ames qui sont

- AMES SIMPLES :

Ce genre PAmes est unhsé i cause de leur facilité de constructon, Une ime
simple ou mince d'ou Iépaisseur peut varier environ de 0.8mm a 1 suivant les efforts a
encaisser. Ces faibles épaisseur peuvent étre admis, car le couplage d’une ime dans une
certaine limite n'entraine pas sa détérioration. Néanmoins ces ames dotvent étre raidis
par des raidisseur qui sont placés verticalement, assemblés par rivetage et disposcs soit
d*un seul cote de celle ci, soit de part et d’autre. dans ce dernter cas , on utilise souvent
une ligne de rivets pour la fixation de deux raidisseurs (figurel.9)

N

% T.:*-—
! LB <+

-
i . Ruidisseurs
Ruidisseurs 5
T ————— Raidisseurs dispasés
'y senl citd %

arme

(Figure 1.9) Fixation des raidisscurs sur les ames.
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- AMES DOUBLES

= s longerons métalliques comportent deux dmes et is sont appelés « longerons
catssons » figure (1 .10

1
Raidissenrs fixds par uns
senle raneée de rivets

Figure (I .10): Fixation des raidisseurs
sur une imes double

[.a liaison entre deux ames est réalisée par deux facons différentes :

Lorsque les deux dmes sont trés rapprochées, on place entre elles des entreroises
consistées soit par des cales massives en métal trés 1éger, tel que le magnesium, soit par
de petits mbes d’entretoises traversés par un boulon de serrage. figure(1.11)

i — y——— Remfom

_Il Semclle
|

I

.
o Lritretoise avec
boulon d'assemblage
|
= 3 ]

Figure(I.11) : Assemblage des dmes doubles
rapprochées
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lorsque le longeron est large , on remplace les entretoises par des diaphragmes a
bords tombés espacés régulicrement 4 Pmtémeur du longeron et disposés soit
vericalement , soit selon un schéma en N | ces diaphragmes sont partos fortement
ajourés par trous d'allégement. figure (1.12)

Diaphragm

Figure (1.12): Assemblage des dmes doubles éloignées.

La figure suivante nous montre le mode de construcrion d’une dme en tredllis qui
a pour avantage de faciliter les visites dinspection.

Figure (I.13): Longeron muni d'unc 4me en treillis

¢) LES SEMELLES.

Les semelles de longeron qui encaissent des efforts important peuvent étre
fabriquées en acier v'il s'agit d'appareds de gros tonnage, mais pour les appareils de
= faible et moven tonnage, I'alliage de Duralumin est le plus employer
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15 existe deux sortes de semelles :
-SEMELLES PLATES

Les semclles sont soit un cmpilage de téles planes, soit une tole plate comme
Pindique la figure (1.14), mais la difficulté réside dans la fixation des dmes aux semelles
qui nécessite Femplois des piéces intermédiaires de laison{ cormiéres) qui, plus ou
moins bien solidarisées avec la sernclle, ne participent que peu a son travadl et sont une
cause d’alourdissement, on préfere donc généralement accepter une légere complication
de la forme de la semelle qui permet la fixation de I'ame sans Paddition d’aurres

cléments.

Carnidre Fis PARKER

Figure (I.14): a) Corniéres b) Sans adjonction

- SEMELLES DE FORMES

Semelles de forme pour 4me double :Ce genre de semelles a une forme étire 2
hords tombés, en forme de U ou d'omegaQ

Pour les structure fermées, il est difficile de faire le nvetage, st les ames sont
ajourées, le rvetage est facile car on peut accéder facilement aux tétes intérieures des

rivets mais, pat contre st le longeron est assez étroit, on peut utiliser les mémes nvets
pour les deux dmes. figure(1.15)

&b N N

I

(a) (b)
Figure(1.15) a) : Semelle de forme avec Ame double ajourée

Figure(L.15) b) :Semelle de forme avec dme double étroite
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'l s'agit d'un longeron- caisson 4 dmes plemes rops écartées pour étre rivers
simultanément, on est obligé pour fermer le caisson, de reporter les rivetages @

I'exténeur.

. SEMELLES DE FORMES POUR AME SIMPLE :

$il s'agit d'un longeron a une ame unique, on  peut adopter différent
dispositions qui nous permettent de fixer facilement 'ame 4 la semelle. Lorsque les
semelles sont fabriquées a partit de la tole, on peut les réaliser a partir d’'une piece en
urilisant un profilé 2 bords tombés qui s¢ referme sur 'ame . lorsque les semelles sont
constituées par un profilé, massif, plusieurs solutions sont possibles .

_,—-\I Embout
On divise la semelle en deux parties en utilisant | %7 facile d introduire pour un
des cormiéres (figure 1.16) [ point d'attache

Figure(l.16) a) Semelle et ime en une seule
piece |

b)Assemblage par rivetage _
ér. Tube d'acter Polygonal

soit la faire d’une seule piéce en lui donnant la forme d’un profilé en T et en
fondant la barre verticale de maniére a v introduire Pame figure(L.17).

Charniers

]
“JEJ-_-'-'.'_.--' FiAd :.]:_PM

+
S )

Revétentent du caisson de

il
Kemelle Frard d'atfague

drte

Figure (1.17) : Semelles en T
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1.2.3. LES NERVURES

Ce sont des éléments transversaux de la voilure qui ont pour butr role de
transmettre les efforts aux longerons et de donner la forme an porfil.

Lllcs suppottent des efforts locaux importants, en conséquence, o envisage
deux types de nervures

. Les nervures courantes assurant le maintient du profll et la ogidité géncrale.

Echancrement pour fisses i
reviterient

Raidizssage

Figure (I.18): Forme d’une nervure

- Les nervure fortes placées aux points d’introduction d’efforts locau.

HIRWURE gu [mvnp IHOEROHT 4% §] 0%

RLLL LR =TT R S0

HFAWSRE 31 FUTER nMGs maui b+ I 3

Figure(1.19) : Forme de la nervure forte
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Les nervures sont constituées de 2 semelles — chapeaux et d’une ame en tole
ermboutie, ajourée, quelquefors raidi transversalement.

e < iy PP

Figure (1.20): Eléments constituants une nervure.

Les nervures fortes ont des semelles usinées ou forgees et unc ame raidie ou
forgee,

Les nervures etanches ferment les extrémités des réservotrs structuraux ou
intégraux, l'intéricur de l'atle constitue le réservoir par lut méme.

Marwuze farre Elxa-ien nacells

Figure (I.21) : Autres exemples de nervures
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I.2.4. LES RAIDISSEURS

Les raidisseurs sont des pourre dans les cchancrements des nervures, elles ont le
méme sens que les longerons, de l'emplanture au bout daile, elle servent a réparnr les
charge et A fixer le revélement

| es raidisseurs peuvent étre dirigés perpendiculairement & I'enverure, c’est 4 dire
parallélement aux nervures. pour que la tole participe 4 la flexion de la voilure on dor
placer les raidisscurs parallelement 4 l'envergure de Paile.

Les lisses ou raidisseurs ont des formes varés sur les avions modernes le
raidissement longitudinal est assuré par les lisses rapportées (rivés, soudes, collés) ou
bicn des lisses intégrées par usinage( fraisage A longue course) dans I'épaisseur du
revetement figure (L22)

Lisses plides Liszes profifdes

Lisses rapportces Raidissgoe intéerale

Figure (1.22) : Les différents types de raidisseurs
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1.2.5. LE REVETEMENT :

Sur tous les avien modernes le revétement participe partiellement ou rotalement aux
efforts, les revérement extrados travaillent i la compression et les revétement mtrados a

la traction en vol

Il est constitué d’un matériaux  épaisseur variable, croissante de Pextrémité d’alle vers
l'emplanture et de nature différente entre l'intrados (alliage léger au cuivre) et Uextrados
(alliage léger au zinc) le revétement métallique est généralement rivete, parfos collé.

Tl existe des revetement constitués de panneaus pour former des raidisseurs intégrés
qui donnent une tgdité et une résistance car lorsque ce revetement travaille au
cisalllement sous les effort de trainée et de torsion, les toles claquent ct ces raidisseurs
sont nécessaire pour résister aux efforts de compression que la tole ne peur en CAISSCE .

I.3. IDEALISATION DES STRUCTURES

Les composantes actuelles des structures d'avions sont trés complexes, i est
nécessaire de faire quelques simplifications & condition que le degré de complicité soit
déterminer avec précision, la limite de sa simplification a une trés grande importance
car la solution finale doit étre proche de la réahté.

Les stracture semi-monocoques sont idéalisées par un modcle de structure
simple de telle sorte que la répartitinn de toures les forces seront presque comme sur la

srructure réclle.

Dans la figure (1.24), les raidisseurs longitudinaux et les semelles porctent les
contraintes directes ou longitudinales par contre le revétement effectif résiste aux
contraintes de cisatllement et parfois les contraintes directe .

Nervure ! ﬁ Reviterment

Yermefle

dme =

Figure (1.24) : Eléments principaux de Paile. _

Raudtsseur
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Il est simple de faire une idéalisation des structures 4 sccon caisson, ou les
raidisseurs et les semelles portent les forces ditectes, le revétement eyt les ames portent
les forces de cisallement .

—_J Boam

Figure (1.25) : Idéalisation des raidisseurs

roldissEnr

La figure (1.25) reptésente ce type de composantes ou les raidisseur sont idéaliser
par des cercles représentés comme des booms. )

-  définition d’un boom :

Clest une surface concentrée sur le revétement, les valeurs des contraintes
dirsctes sonr calculées au centre de ces surfaces et sont supposées constantes i travers
la section transvessale et les forces de cisaillement sont uniforme A travers I’épaisseurs

du revétement et les ames .

[ ’idéalisation est basée sur la conservation des parametre SULVATILS

les moment d'inernes.

la masse.

I a surface du boom doit étre égale 4 la surface réelle du raidisseur.

La position du raidisseur.

Dans notre étude on a assimilé T'ade 2 une poutre encastrée libre, en vu de
dérerminée les modes et fréquences propres de vibration, avant d'atsiver a se stade
Faisant un apercu générale sur le phénoméne de vibration en posant l'exemple d'une
poutre en flexion. Ce travad est représenté dans le sous chapitre suivant
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1.4, PRINCIPES FONDAMENTALES DE LA MECANIQUE
VIBRATOIRE

1.4.1. HISTORIQUE

Tes phénomeénes vibratoires jouent un role déterminant dans presque toutes les
branches de la physique (mécanique, élecrricité, optique, acoustique, ...ctc), malgré
leurs grande diversite, Us sont régis, en tout cas dans le domame linéaire, par les mémes
lots de comportement et peuvent ctre ¢tudies au moyen du méme outil mathématique.

]'homme s'est inicress¢é aux phénomenes wibratoires lorsqu'il 4 construit les
premiers instruments de musique. Les musiciens et les philosophes cherchent les lois
de la production du son ct les appliquérent a la construction des instruments de
musique. Par exemple, Pythagore (507 582) 4 prouvé expérimentalement que si-deux
cordes sont tendues, les tons qu'clles produisent differes d'un octave, quand la longueur
de I'une est le double de Ia longucur de "aulre. Malgr¢ les connaissances acquises par les
anciens, il faut attendre le début du 17°™ siécle pour que Galilée (1564 1642) démontre
que le ton d'un son est déterminé par la fréquence des wibrations. 1.e phénoméne de
battement fit mis en évidence par Sauveur en (1653-1716) a la fin du méme siecle.
Clest Bruck 'laylor (1685-1731) qui 4 pour la premiére fois, retrouvé par vote
mathématique les résultats expérimentaux de Galilée et d'autres chercheurs. Plusieurs
mathématiciens renommes ont etudiés le probléeme de la corde wvibrante. Citons
Bernouli (1700-1782), Yalembert (1717-1783), Tuler(1707-1783), Lagrange (1736-
1813) et Fourrer (1768-1830)). Leurs &études ont montrés quiune corde peut vibrer
latéralement de différentes fagons appelées modes de wibration. Le premter mode
correspond 4 la fréquence la plus basse. La déformée de la corde correspond 4 une
demi sinusoide. [.e second mode correspond 4 une fréquence double de celle du
premier et a une déformaton smusoidale de la corde qui presente un naeud en son
milieu. Sauveur donna le nom de fondamentale a la plus basse fréquence et celu
d'harmonique @ la fréquence la plus Clevée. La superposition indare des harmoniques
fit proposce pour la premmeére fois par Bernouli. Tinfin Fourder présenta en (1822 son
mémoire célebre sur la théorie des séries harmoniques; D'alembert établissait vers
(1750 l'équanion dufférentelle régissant les vibrations d'une corde. On a reconnus plus
tard le caractére ondulatoire de cette équation qui porta des lors le nom d'equation
d'onde. a partir de la lni de Hooke (énoncé en 1676), Duler et Bernouli ont étudics les
vibrations des poutres. Leurs caleuls étaient basés sur la conservation de I'énergie. cette
méthode a ¢t¢ développée plus tard par Lord Rayleigh (1842-191Y) et porte depuis son
nom.

['érude des vibrations des plaques et des membranes 4 été abordé beaucoup plus
tard, en particulier par Khirchoff (1842-1887) et Potsson (1781-1840).
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Parmi les chercheurs contemporains, mentionnons Stodola (1859-1943) qui a
établi une méthode d'analvse des vibtations des poutres lors de ces travaux sur les
vibrations des aubes de turbine.

Au cours des derniéres décennies, le développement rapide des ordinateurs ainsy
que les méthodes expérimentales @ permis des progres importants de la mécanique
vibratoire. 1l est maintenant possible d'aborder I'érude des systemes complexes soumis
i des sollicitations quelconques, déterministes ou aléatorres.

Dans ce domaine l'apparition des calculatcurs électroniques, dans les années
(1950}, 4 autorisé le développement des méthodes numériques a la puissance colossale,
tel que la méthode des éléments finis. Celle ci est aujourd’hui d'un usage courant dans
Iindustrie pour I'étude des structures dont la complexité rend vaines les méthodes de la
résistance des matériaux classiques. Clest ainsi que la conception de la plus part des
structures "que se soit les constructions fixes du génie civile, du genie nucléaire ou du
génie océanique, les machines ou parties de machine, les constructions a¢ronautiques,
automobiles ou navales” exige a présent la déterminaton de leurs réponsc aux
sollicitations de nature dynamique qu'clles sont amené 4 rencontter au cours de leurs
existence. Or le comportement dynamique d'une structurc est trés [réquemment lié a
des phénoménes yue ne peut permettre de prévaloir la seule conswdération des
chargements statiques ou pseudo- statique auxquels sont souvent assimilées les
sollicitations dynamiques rencontrées dans la réalité: le tristement fameux pont de
Tacoma, ou la rupture d'unc aile d'avion par flottement aéro-élastique constituent des
exemples heureusement extrémes de tels phénomenes.

1.4.2. JUSTIFICATION DES ETUDES DE VIBRATIONS

Tl faut rappeler ici quon désigne couramment par vibraton, les petits
mouvements dun systéme mécanique, autour d'une position d'équilibre ou dun
mouvement permanent. Ces petits mouvements induisent généralement :

1- des petites contraintes au semn du matériau qui peuvent occastonner des ruptures
de fatigue,

7. des frotrements qui peuvent occasionner des usures de matériau,
3 des choes gui peuvent détériorer Jocalement le matériau,

4~ des bruits qui sont émis 4 l'extérieur et qui posent parfois problémes importants
d'environnement.
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Mais dans certains cas trés particuliers, des mouvements de fortes amplitudes
peuvent apparaitre, en entrainant la ruine rapide des structures. Ces mouvements ont
pour ongine des mécanismes d'instabilité,

Les vibrations touchent toutes les branches de I'industrie : aéronaunque, chemin
de fer, automobile, industrie pétrolicre,...ete. L'industrie acronautique n'¢chappe pas a
la régle du fait de considérations d'environnement, de vitesse, de taille des structures.
Un aspect particulier de I'industric aéronautique réside dans les impéraufs tres strictes
des régles de sécurite. La préwvision des sques vibratoires en fonctionnement doit €tre
effectuée avec un soin particulier. De plus ces régles imposent d'envisager un certam
nombre de situations accidentelles. Signalons enfin que les vibrations sont un domaine
de recherche largement ouvert et les méthodes de prévisions actuelles demandent
encore de nombreux perfectionnement,

1.4.3. NOTION DE CONDITIONS AUX LIMITES :

Toutes les opéravons de réduction des variables de déplacement ayant cte
cffcctuces, 1l faut se poser le probléme des conditions aux limites du systéme
mécanique. Ceci revient, dans la pratique, 4 savoir o arréter le systéme et préciser les
connectons avec les partics que l'on ne considére pas. Cette opération souvent délicate
est évidemment trés dépendante de la nature du probléme a trater.

1.4.4. NOTION DE DEGRE DE LIBERTE

|.e mouvement d'un systéme mécamique est défini par un ensemble de vanables
de déplacements indépendantes, ces variables sont appelées degrés de liberté du
systéme, 1ls sont ¢

- soit sous la forme d'un nombre fini de fonctions du temps (problemes de corps
solides, de masses localisées, discrétisées en éléments finis),

- soit sous la forme de fonctions de l'espace et du temps (problémes continus
mono -, bi -, ou tridimensinnnels), satisfaisants les conditons aux limites a la
frontiére du domame de définition du systeme.

[.4.5. CARACTERISTIQUES DYNAMIQUES D'UNE STRUCTURE
(iénéralement 'étude des wibrations est basée sur la détermination des
caractéristiques dynamiques de la structure. Ces caracl:érisdquas peuvent ctre enoncees

comme suit ;

- les fréquences propres - les modes propres - les facteurs d'amortissement.
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a) Fréquences Propres :

Pour un systeme libre et non amort, les fréquences propres ou bien (fréquences
naturelles) sont les fréquences dans lesquelles le systéme est susceptible de vibrer sous
l'effet de son inertie seule. La détermmation des fréquences propres est nécessaire lors
de tout projet d'étude de wibration des structures a cause surfout des graves dommages
que pourrait causer le phénomene de résonance.

b) Modcs Propres :

Cest les modes de base sous lesquels la structure libre et nom amortie, cst
susceptible de vibrer, sous l'effet de sa propre inertie chacun de ces modes se
caractérise par sa "déformée”, et sa fréquence de vibration propre équivalente. Tors de
I'établissement de l'avant projet, dés que la défimtion structurale est achevée, les modes
propres de wibration sont calculcs. Tout mode de wibration quelconque de ecette
structure peut étre considéré comme une combinaison linéaite des modes propres de

vibration.
c) Facteur D'amortissement :

[Dans les cas téels, on a toujours une dissipation d'énergie pendant la vibration de
la structure, lorsque cette énergie est néglireable, "analyse d'une structure peut étre faite
sans temr compte de l'amortissement. mais quand ce dermier cst significatif, son effet
doit étre inclus dans l'analyse, particulierement quand l'amplitude de vibration est
detnandée.

Il faut rappeler ici que notre étude sera surtout basé sur les caractéristiques (2) et
{b) ; () étant supposée négligeable.

1.4.6. SOURCES D'EXCITATION ET TYPES DE CHARGEMENTS
DYNAMIQUES

Pratiquement n'importe quelle structure est suscepuble de subir pendant sa
durée de wie un chargement dynamique sous une forme ou une autre. D'un pomnt de
vue analytique, on peut subdiviser les chargements dynamiques donnes :

- Chargements pénodiques

- Chargements non péﬁodiqu es
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1.47. ORIGINE DES VIBRATIONS DES STRUCTURES EN
AERONAUTIQUES

Les wibrations qu atfectent parfois divers éléments des structures ont en
géncérales trois sources principales :

1) ILes vibrations d'ongme mécanique,
2 Tes vibranions d'ongine aérodynamique (aéro-vibraton),
3) Le phénomene de flottement (flutter).

1) Vibration d'origine mécanique :

L'équilibrage mmparfait de certains cnscmbles mécamiques, constitue - une
premicre cause d'excitation dont l'effet sur les divers éléments dépend naturellement
des caracténisnques vibratoires propres a ceux-cl Les vibrations qui en résultent sont
souvent damplirude asscz faible (micro-vibration} et elles n'ont en général d'autres
inconvénents que daugmenter le niveau du bruit a I'intérieur de la cabine. Cependant
dans quelques cas particuliers, clles peuvent provoquer par fatigue, des criques sur les
téles msuffisamment raidies ou meme exceptionnellement, ¢t cela peut-Gtre alors trcs
grave (des ruptures de pieces trés importantes).

2) Vibration d'origine aérodynamique (Aéro-vibration) :

les sillages et les décollements aérodynamiques peuvent constituer des
excirations qui provoquent des vibrations communément appelées "buffeting”. Les cas
survants se rencontrent assez fréquemment

- Les tourbillons liés aux pales d'hélices peuvent faire vibrer aussi bien les tdles du
fusclage dans le plan des hélices que l'empennage situé en arriére de I'hélice et
dont la fréquence propre serait voisine de la fréquence de passage des piles.

- L'ccoulement twrbulent dermicre un  "karman" mal dessiné ou  une
hypersustentation trop braguée, peut provoquer des vibrations en arrivant sur
une gouverne.

- L'apparition des vibrations sur un profil donné dépend souvent de I'incidence,
mais parfors ausst du nombre de Mach (décollement de la couche limite). Le
caractére non stationnaire de tels ccoulements peut dans certains cas étre
suffisamment violent pour compromettre le controle de l'appareil.
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3) Le flottement (flutter) :

Le flottement est un phénomene wibratoire qui n'existe que par suite de la
souplesse des structures davions placés dans certains conditions de vol (vitesse et
altitude). On peut alors le décrire comme une auto exatation dynamique d'une
structure élastique par des forces aérodynamiques. En effet, une déformation de l'aile
en torsion engendre unc vanation de la portance de cette demiére, donc un effet de
flexion, de meme, 1 le centre de grante dune section de l'aile n'est pas placé sur l'axe
elastique, toute vibranon de flexion engendre par mertie une vibration de towsion. On
it quiil ¥ a couplage, car les deux vibrations ne peuvent exister 'une sans l'autre. pour
que ces wibrations deviennent dangercuses, 1l faut qu'elles s'amplifient, car elles sont
généralement amorties par tous les frottements intemes. L'amplification suppose un
apport d'énergie par le vent relatf (la witesse). En effct la vibration de flexion vort sa
fréquence croitre avec la vitesse, alors que celle de torsion vort sa fréquence dimmnuer
dans les mémes conditions ; lorsque ces vibrations ont la méme fréquence, elles
peuvent alors s'entreterir, voir méme samplifie. On dit que l'on est dans des
conditions de vol critique et qu'il ¥ a flottement (Autter). La vitesse a laquelle se produit
ce phénomeéne s'appelle la vitesse critique de vibration ou vitesse de flottement.

[.4.8. PHENOMENE DE RESONANCE ET SON EFFET

Comme on I'a ddja précisc auparavant, 1l est nécessaire d'analyser les vibrations
des structures afmn de predire les frequences naturclles ou propres et la réponse a
lexcitation envisagee. Cecr parce que si la fréquence de la force excitatrice ou
perturbatrice coincide exactement avec la fréquence de vibration libre du systéme
structural, on aura le phénomene de résonance qui se caractérise par de trés hautes
amphitudes de vibration. Le phénomeéne de résonance peut avoir des conséquences
facheuses, notamment lorsque la structure subit en certams cas plusieurs centaines de
cycles de contraintes de fatigue. Pour cela dans plusieurs situations d'étude de structure,
il n'est pas seulement nécessare de considérer la résistance a la fadgue sous une charge
statique donnée, mais il est ausst important de déterminer la capacité de ces
composantes structurale. La structure peut étre analysée seulement en dehors de Ia
plage de fréquence d'excitation ou la résonance peul éwre évitée. 11 n'est pas Louours
nécessatre de trouver toutes les fréquences naturelles de la structure. Cear parce que
plusicurs de ces fréquences ne seront pas excitées et dans n'importe quel cas, elles vont
donner des amplitudes faibles de résonance. La structure devient de plus en plus rigide
a la déformation a mesure quon attemt les modes de vibration propre correspondant
aux fréquences propres supéricures de wvibration. Fn conséquence la fréquence
fondamentale est souvent d'un plus grand intérét que les f[réquences supéricures,
puisque sa réponse forcée dans la plus part des cas la plus large.
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1.5. VIBRATIONS TRANSVERSALES DES POUTRES ELANCEES

[.5.1. INTRODUCTION

Parmi les ¢lément constrtuent une structure on trouve fréquemment des élément
de poutre, de plaque, de cogue, les solutions analytiques permettant de détermner leur
comportement n'existent que rarement, dans le cas la recherche de solution analytique
est trés pénible, il est preférable dutiliser systématiquement des méthodes numenques.

L.5.2. POUTRE EN FLEXION :

y 4 '3+¥dr
(2 g
: ‘ |
< T+£:Er

:
i i o
[} 1
Podx |
e
L
Figure (1.26)
¥ : fleche.
i :pente due au moment fléchissant.
i & -effort (ranchant .
L : moment Aéchissant .
Tex :force exténeure par unité de longueur.
T s mertie de section .
a  facteur de forme de Pordre de I'unité pour des sections usuelles.

L’application des théorémes généraux de la dvnamique condust a:

2 AT
oSt YT T de e T
or o

13 :
Al =0 4 O~ T
2 ox
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soit apres simplification

A :.=_E+Ta (11}
e 7, A ~
PRI &

Par ailleurs, entre T, (, v, w les relations classique de la résistance des maténaux

sont les survantes |

dy ¢

Y % 3

& EJ (1.3)
I & -

V7 usG 10

2

2

£ : : .
Les termes of et —— sont les effet secondaires de flexion. Le premier est

Peffet d'inertie de rotation |, le second est Ieffet de cisallement, pour une poutre ou les
cffets sceondarres ne sont pas pris en compte les équations deviennes:

¢ty of
= —_—— _?1
= i "
Lt (L.5)
X

Par éhiminauon de 1, C, w entre les quatre équations précédentes 'équation aux
dénvées partielles du mouvement :

82 : 621; - ﬁlz.y
g et N L e .
ox? \ f:?xz) Y i (-6)

CL pour unc PGI.!th de section constante

L0ty L&y
Ef —-+a5 3 I =0 @7

ox
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L'équation est utiliser dans le cas ou 1l n'y a pas d'efforts extérieurs (lex=0), les
sccuons droites des poutres sont supposées constantes et les équations du mouvement
libre sont tésolucs par la méthode classique de séparation de vanables,

Posons :

Hxe)=X()1{) (1.8)

qui reportée dans (7) entraine:

d*X(x)

4

dT)

ET —

0 (L9

() + p$.X (x)

la séparation de la fonction de la variable d'espace et de celle du temps :

M Ay T
L1 4 ‘t{x_}: 1 +';"r j}” =cte =m* (L.10)
oS X(x) &'  T() d*

alors ¢

)
41O | erey=0
elt”
drX(x) o8
3 —gﬂ'ﬁm{i’(r]'—ﬂ (1.11)
la solutton de (11) est:
T(t) = Asin @f + Beos wr (1.12)

La solution de 12 est obtenue en posant:
X(x) =X ™ (1.13)
Et 'equation caracténstique:

g BT
g

]
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1 COMIMe Tacines -
= Jg?_.lg:ljﬁ:_jﬁ

avec

(pSe? (1.14)

="

A partir de (14) et des quartre valeurs de 1

X(x)=Csin fr + Dcos fix + Eshfic + Fehfix (1.15)

les pulsations de résonance @, sont déterminées par l'application des conditons aux

limites, les plus courantes sont:

Libre (1.) : IT=0 , C=0
FEncastrées (F):  w=0 | Y(fléeche) =0
Appuyée (A} : C=0 , Y(fleche )=0
Dans le cas dune poutre encastrcée libre et  en supposant que l'extrémite
encastrée soit a = 0 et l'extrémité libre 4 x= L on a compte tenu de (16) et(15)
D+F =1
(1.18)
C+E=10

—sin Bl — Dcos BL+ Lshfl + Fehfil =0
—ccos AL + Dsin AL + Echfl + Fshv =0

Les solutions autre que les solutions identiquement nulles impliquent que le
déterminant du systeme (18) soir nu, alors tous les caleuls effectuées:

L+ cos BL.chSL =0 (1.19)
en écrivant les solutions de cette équation sous la forme:

Al=X,

.-z (1.20)
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les pulsations de résonance, compte tenu de (8) et (12), s'écnivent :

X (e
s s Sl e (I1.21)
L2\ g8 '
l.e tableau ci-dessous donne les premucrs valeurs de X de la soluton exacte
pour les condiions aux lmates les plus courantes .données par les programmes

SLUVAMLS:
X7 X2 X! X X!
EL |[1+chx cosx=0 ___3.5'115 22.03 61.69 12{}.:‘3’ 199.8
EL ! 1- ch x cos x =0 |22.37 61.67 120.9 199.8 298.5
EA |Tex thx 15.41 49 96 1042 178.2 2720

Il existe en plus une fréquence nulle dans le cas A-L ET deux dans le cas L.
les relations (16) et (2D)permettent de déterminer les modes qui sont représentés ci-

dessous:
El.:
= [ b
'\._.-
ST o U . r_»‘r p
== —& i . y 3 i
R i e
EE | | - { | -~
%\

RELATION D’ORTHOGONALITE :

A partir de (6) on a en mouvement libre :

& (B2 pSary 122
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et puisque cette équation est vérfice pour les couples @, yet@y,ys ¢

{Fr’ ) P’y (1.23)
Bl S, 1.24)

[n intégrant deux fois par parte et dans le cas conditions aux limites courantes : libre,
appuyée, encastree, 1 vient :

Py &
jEerx— j' Sy yidx (1.25)
i L

By
!’ EI%‘&T’&:@F! pSyiysdx (1.26)

ce qui permet de déduire les conditions d'orthagonalité

L

j Efﬁgﬁzjdrﬂ (1.28)

de méme on démontre que :

IEI(%} Ity
' i (123)
J Syt

Les mtégrales Kret 1 sontles rudeurs et masses modales du mode ¢ .



Chapitre 11

LA METHODE DES ELEMENTS FINIS



Chapitre IT : La Méthode des Eléments Finis 28

LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

I1.1. INTRODUCTION AUX METHODES MODERNES DE
CALCUL DES STRUCTURES

Ies techniques de caleul des structures ont connu ces trente dermniéres années
un développement considérable, motivé par les besoins des industrics de pomnte ot
soutenu par les progres cffectués dans le domainc des ordinateurs. Ainsi que la
méthode des éléments finis (en abrége M.E.F) estelle communément uulisée
aujourd’hui pour I'analyse des structures dans de nombreux secteurs de Pindustrie
aérospatial, nucléaire, génie civil, construction navale, mécanique, techniques
offshore, etc.. ..

Par ailleurs, il est intéressant de remarquer que la M_E.F. appliquée au caleul des
structures est une technique récente, i caractére pluridisciplnaire, car cle met au
ceuvre les trods connaissances de base |

- la mécanique des structures : Elasticité, résistance des matériaux, dynamique,
plasticite, etc....

- Tanalyse numérdque: méthodes dapproximation, résolution  des  systémes
linéaires, des problémes aux valeurs propres.. .

- Pinformanque appliquce : techniques de developpement ct de maintenance des
grand logiciels.

On se propose, dans cette présentation géncrale, d’introduire les notions de
base nécessaires a la compréhension de ces méthodes et de faire le point sur leur état
acmel dPavancement. Pour cela il est utile d'en faire un bref historique.

I1.2. HISTORIQUE

Les bases théorques de la M.E.F. reposent d'une patt sur la formulation
énergétique de la mécanique des structures et Qautre part sur les meéthodes
d*approximation.

[ ce qui concerne les théorémes énergétiques de P'élasticite, leur formulation a
&te offectuée au sigcle dernier : en 1819, NAVIER définit une méthode détude des
systémes hyperstatiques basée sur Papplication des conditions d'équilibre et de
compatibilité, puis MAXWELL en 1864 et GASTTGLIANO en 1878 établissent de
facon compléte les théoremes de I'énergie. Cependant, les applications dc cette
[ormulation au calcul des structures complexes ont été pratiquement mexistantes a
cause de Pindisponibilité de moyens de calcul. 11 faut noter, en 1932, I'é¢tablissement
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par TLCROSS d'une méthode rendant possible Panalyse de systémes de poutres avec
les mavens de caleul de I'époque. Cependant, ces technmiques ne permcttaient pas
usquialors la résolution de problemes de milicux  continus rendue possible
uniquement par la discrénsation du probléme continu 2 Paide de méthodes
d’approximation adéquates.

(Pest au début du 207 siécle quont £té acquis des résultats fondamentaux dans
le domaine des méthodes d’approximation sous Pimpulsion de RITZ en 1908 et de
GAITRKIN en 1915. puis, en 1943, COURANT érablit les bases de Ia MELF. en
montrant que la résolution de certains problemes de milieux eontinus est possible en
effectuant une discrétisation spatiale du domaine tout en utilisant les méthodes
d*approximation varationnclles.

Aprés la deuxiéme guerre mondiale on assiste, dans Pindustrie aéronautique, au
développement de méthodes matricielles permettant de traiter des problémes de
structures asscz compleses avec les caleulatrices de burcaux disporubles alors. Parmui
les contributions les plus importantes, citons celles de LEVY en 1947 et GARVEY en
1951 pour la méthode des forces et LEVY en 1953 pour la méthode des
déplacements. En 1954, D HNKE systématise la méthode des forces. LCnfin, en 1935,
ARGYRIS présente une approche umifice des méthodes des déplacements et des
forces, puis Pannée suivante TURNER et CLOUGH publient une présentation
systématique de la méthode des déplacements. Ces deux publications sont
particulitrement importantes et rcprésentent véntablement le debut de la ME.F.
comme technique de caleul des structures complexes. Fn effet, ces publications, grace
i Pintroduction du concepr d’élément fini, ont apporté unc unification des méthodes
marricielles employées jusqu'alors pour les structures discrétes et des méthodes de
tésolution de problémes de milieux continus.

A partit de 1956, la M .LF. va connaitre un développement intense Sous
Pimpulsion de Uindustrie aérospatiale et grice a la dispombilitc des premiers
ordinateurs. La méthode des déplacements va étre choisie de fagon quasi universelle
comme technique de résolution matricielle de préférence 2 la méthode des forces
malgré la mise eau point de procédures de rrattement automatque des meonnues
hyperstatiques par ROBINSON ET DENKE. Dx¢s lors, on assiste au développement
de nouveaux cléments tels que membranes, plagues, coques, €léments de volume et i
Pérablissement de nouvelles formulations relles que les formulations cquilibre ou
mixtes (FRAFJS de VEUBEKE, PIAN). Par ailleurs, le domaine d’application de la
MTLE. Limité au début 4 la statique linéaire s'étend progressivement i la dynamique
linéaite sous limpulsion notamment de ARCHER et HURTY au flambement
linéarisé (stabilité initiale) el plus récemment a T'analyse non-linéaire avec 00nN-
linéanités géométriques et constitutives sous Iimpulsion de ODEN, MARCAT,
GALLAGER.
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Cet historique serait incompler st o omertait de mentionner  le
développement de programmes genéraux d'analyse (encore appelés codes généraux) a
partit des années 60. Ce phénomeéne a &t€ particuliérement important parce quil a
wéritablement abouti & Faire rentrer la ME.T. dans la pratique industrielle. 1l est certain
que, dune part, la ME.F. sc préte bicn i la programmation sur ordinateur, et que
Jautre part, la MEF. sc caractérise par son universalité et son adaptabilité au
traitement des problémes les plus divers ;d'ou Tidée de développer des codes
généraux. Clest ainsi que vers 1965 on assiste en Lurope et aux [LS.A. au
développement mtensif de tels programmes sous Pimpulsion d"universites, d'agences
gouvernementales, et de groupes industriels. Parmi les codes actuels les plus
imporrants, citons : NASTRAN, ASKA, MARC, STARDYNE, ANSYS, SAMCEF,
SYSTUS, ABAQLS...

I1.3. MILIEUX CONTINUS ET STRUCTURES DISCRETES: LE
CONCEPT D’ELEMENT FINI

Tes structures complexes que Pon érudie couramment sont constituées de sous-
cnsembles aux géométries les plus diverses : barres ou poutres, plaques et coques
minces ou épaisses, partics massives. Pour chacun de ces constituants, on dispose de
la formulation de la théone d’élasticité ou de modéles théoriques qui cn, sont derves
(théorie des poutres, plaques et coques). Dans le paragraphe précédent, on a pu voir
que clest 2 des assemblages de poutres que le concept de structure discréte a eté
appliqué tout d’abord. En effer, cette notion de modéle discret est évidente pour de
telles structures car

on dispose d'un modéle théorigue simple 4 une dimension  (théorie des
B

poutres),

- la notion d’élément est intuitive et Pon peut caractérisé d'une fagon simple le
comportement de chaque €lément,

- les interfaces entre éléments sont stmples @ ce sont les nreuds de Passemblage
»

- les conditions de compatibilité et d'équilibre aux neeuds se formulent d'une
facon simple.

Cependant, d est bien dautres types de structures ou lopératon de
discrétisation n’est pas aussi immédiate ; pour les problemes de coques ou de plaques
par exemple. Tl faut alors utiliser des techniques d’approximation approprics. Dans le
cadre de la M.[LF. on étudie un modéle discret du continuum, Ce madele est basé sur
une subdivision du domaine continu en sous-domaines de forme géomeétrique simple
quion appellera ¢lément find’ interconnectes en des points temarguables appeles
‘neeuds’. De plus, on définit dans chaque élément une approximation adéquate de la
solution permettant de résoudre le probleme cn fonction uniquement des valeurs de la
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solution aux neeuds. ,par le probléme de Pouverture circulaire dans une plague
rectangulaire sollicitée en traction uniforme. On y voit que les noeuds et les ¢léments
nont pas forcément de signification physique particuliere mais son basés sur des
considérations de précision de Papproximation. On voit que le concept d’élément fini
permet dunificr le traitement des problémes de milieux continus les plus divers.

On peut classcr les différents types d’éléments finis survant leur géometrie,
Plusieurs classcs d’éléments peuvent étre distinguees :

- les déments unidimensionnels (1D): barres, poutres rectilignes ou courbes
utilisées de facon individuclle ou associées a des plaques pour modéliser les
raichisseurs |

- les éléments bidimensionnels (2D) : élasticité planc [déformation ou contrainte
plane (plaque ou membrane)], plaques en flexion, coques courbes, de forme
rriangulaire ou quadrangulaire 5

- les éléments trdimensionnels (31)) : éléments de volume ou cogques épaisses ;

- les éléments axisymétriques qui constituent une classe bien particulicre : tores a
section trangulaite ou quadrangulaire, coques coniques ou méridienne coutbe
avec éventuellement un traitement en séries de FOURITR swvant la
coordonnée circonférencielle.

I1.4. FORMULATIONS MATRICIELLES NIVEAUX
ELEMENTAIRE ET GLOBAL

Nous avons vu précédemment comment la M.EF. permettait de ramener les
problémes de milieux continus a des problemes discrets i un nombre fini de
paramétres inconnus qui sont déterminés par application de critéres énergetiques. Ces
paramétres sont de nature différente sclon la methode employée. On peut distinguer
deux classes de méthodes matrnicielles

- la méthode des forces dans laquelle les parametres mconnus sont les
contraintes ou les forces résultantes dans les elements ;

- la méthode des déplacements dans laquelle les paramétres inconnus sont les
déplacements (et éventuellement leurs dérvées) aux naeuds.

Lorsqu'on utilise ces deux types de méthodes ou ces techniques matriciclles,
an est amené successivement a s'intéresser a deux niveaux de formulation :

- la fommulation élémentaire au niveau de 'élément fini,
- la formulaton globale au niveau de la structure complete.
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EXEMPLE

Pour expliciter ces deux niveaus, nous prendrons I'exemple de la méthode des

déplacements.

avec o

avec

| a formulation Eémentaire consiste a rechercher pour chaque cléement des
expressions matriciclles des énergies (de déformation et cinétque) et du travail
des forces appliquées en fonction des inconnus élémentaires, ici deplacements
aux neeuds de Pélément. Cea nécessite le caleul de matrices caracteristiques de
I'élément : matrices de ripidité, de masse, vecteurs de forces équivalentes. On a
par exemple (fig.) dans le cas de Ianalyse statique, les expressions sutvantes en
fonction du vecteur g des déplacements aux neeuds de Pélément :

énergie de déformation :
4 K'q (1.1
travail des forces appliquées

T, =q F° (11.2)

K matrice de rigidité élémentaire,
T vecteur des forces équivalentes élémentatres.

La formulation globale consiste a rechercher pour la structure compléte
Pexpression matricielle des énergics (de déformation et cinétique) et du travail
des forces appliquées en fonction des déplacements inconnus en tout les
neeuds de la structure. Cect nécessite Passemblage des  caracteristiques
élémentaires (matrice de rigidité, de masse, vecteurs forces équivalentes) pour
tous les éléments. Dans la cas de lanalyse statique, on a  fg(IL4) pour la
structure compléte les expressions suivantes en fonction des vecteurs de
déplacements aux neeuds de la structure complete

énerme de déformation ;
|
I = E.q‘ Kq (T11.3)

travail des forces appliquces

s R (I.4)

: K matrice de ngidit¢ de la structure complete,

H vecteur des fotces équivalentes, pour la structure complete.
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Ces expressions permettent d’obtenir par application directe du principe des
travaux virtuels, le systéme des cquations d’équilibre des neeuds. On a .

ol =ar
Yég = 0 (IT.5)
g Kg-o6q F
Do
K.g=F (11.6)

La résolution de ce systéme linéaire des équations d’'équilibre permet de
déterminer le vecteur g des déplacements meonnus.

On peut récapituler les considérations precédentes en concluant que la
formulation globale consiste d’une part 2 obtenir les caractéristiques énergétiques
globales a partie des caractéristiques élémentaires et d'autre part a deéterminer les
inconnues du probléme (déplacement aux nauds) par la résolution des équations
d’équilibre (ou du mouvement dynamique).

I1.5. CLASSIFICATION DES TRAITEMENTS

Nous avons vu précédemment comment le concept d'élément fini et
Putilisation de méthodes matriciclles permetrait de ramener le probléme continu 4 un
systeme d’équations @ un nombre fini d'inconnues de déplacement Faxaminons
maintenant les grandes classes de problémes de caleul des structures ct les types de
traitement numérique qui en resultent.

11.5.1. LES PROBLEMES LINEAIRES

Tls peuvent se subdiviser en : voir fig{IL.5)

e« PROBLEMES STATIQUES

- Analyse statique linéaire

Clest le probléme le plus simple. Il consiste a déterminet déplacements et
contraintes dans une structure i comportement linéaire sous Finfluence de charges

statiques ou 4 varation lente, Ce probléme se ramene 3 la résolution du systeme

lméarre :

Kegq=F (IL7)
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- Analyse de stahilité initale

\ous inclutons ce cas dans cette classe des problémes statiques lin€artes, I
s'agit dans ce cas d’étudicr la possibilité de bifurcation d’état d’équilibre a partir d'un
état de pré lambage linéaire.

Ce type d'analyse correspond a I'étude du flambage d’Fuler pour les poutres. 11
ne permet d’obtenir une prédiction convenable des phénoménes de flambage que
pour certains types de structures (poutres ct plaques). Dans ce cas on sc ramene ala
gésolution dun probléme aux valeurs propres du type suivant:

K - K, =0 (11.8)
Avee : K matrice de rigidité géometrnique.

Les solutions propres du systéme homogene ci-dessus sont respectivement les
patamétres de charge critique L et les modes de flambage correspondants x'™,

e« PROBLEMES DYNAMIQUES

Lanalysc dynamique linéaire consiste i dérerminer les déplacements
{éventuellement vitesses et accélérations) cl contraintes en foncoon du temps pour
une structure i compottement linéaire sollicitée par des forces dynamiques. Dans la
méthode des déplacements ce type de probléme se raméne i la résolution du systeme
différenticl du second ordre des équations du mouvement, soit :

M g+ Cq+ Kq = B(t) (11.9)

avec : M matrice de masse
(7 matnice d'amortissement.

Les différentes sortes d’analyses dynamiques sont les suivantes |
- Analyse modale ou recherche des modes propres dc vibration

Le cas le plus simple (modes réels) se raméne ala résolution d'un probleme aux

valeurs propres symétriques :
[K - aMk = 0 (11.10)

Tes solutions propres du systéme homogene ci-dessus sont respectivernent
pour le mode K
he = wi  careé de la pulsation propre

; i
1 forme propre associee
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- Réponse dynamique

[.a résolution du systeme différenticl des équations du mouvement, soit

M g+ C g+ Kq = Flt) (IL.11)
peut s’envisager de deux facons différentes :

a) la méthode de superposition maodale.
b) La méthode d'intégration directe pas a pas.

11.5.2. LES PROBLEMES NON-LINEAIRES

Les éventuelles non-linéarités dans le comportement des  structures
appartiennent 4 Pune des deux classes survantes : )

- Non-linéarités géométriques

Flles interviennent lorsque les déplacements et éventuellement les
déformations sont suffisamment importants. Dans ce cas, les caracténstiques de la
scrucmure sont non-hnéaires.

- Non-linéarités constitutives

Elles se produisent dans les cas ol le comportement du matériau ne peut plus
étre considéré comme élastique Linéaite. citons, 2 titre d’exemple, la plasticité et le
fluage.

On peut aussi classer les problemes non-hnéaires en problemes statiques ¢t
dynamiques.

e STATIQUE NON-LINEAIRE

Dans le cas de variation lente des charges, 'analyse non-linéaire se ramene a la
résolution de systéme non-linéaire d’équations algébriques. On utilise pour cela des
mérhodes incrémentales ou  itératives (type Newton-Raphson) ou encore uné
combinaison des deux. Remarquons que, a chaque palier de charge, peut se poser le
probléme d'unicité et de la stabihité des érats d'équilibre.
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Deus sortes de phénoménes de flambage peuvent se produire :
- la bifurcation d'¢tat d’équilibre,
- TPinstabilité par point limile ou effondrement.

e DYNAMIQUE NON LINEAIRE

Dans le cas de varation brusque de charges, le probleme se raméne a la
résolution d’'un systéme non linéaire d’équations différentielles. Cette résolution 2
Iaide de schémas d’intégration pas 4 pas est souvent délicate.

Un tees grand nombre de prcblu:,mes LENCONtres en pr'mquL (analysc des
contraintes, calculs dynamiques) peuvent etre résolus avec unc précision suffisante a
Slaide de méthodes linéaires. E,cpf,ndant, certaines classes de problemes ne peuvent
étre analysées correctement qua I'mde de méthodes non-linéaires ; citons, a -hitre
d’exemple, la stabilité des coques minces et le comportement des clastomeres. Ces
méthodes, nécessairement basées sur des formulation théoriques non-linéaires, sont
de mise en euvre délicate ; elles sont encore en pleine évolution en dépit d'un début
d'utilisation industrielle.
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I1.6. APPLICATIONS

1 est intéressant d'lustrer ce chapitre introductl par des cxemples
d"application a caractére industricl. Les excmples présentés ci-prés appartiennent au
domaine aéronautique et spatiale. On pourra trouver de nombreux aufres Types
d"application dans la littérature specialisee.

11.6.1. ANALYSE DYNAMIQUE DU RADIOMETRE METEOSAT

Les applications de la MILT dans le secteur aéronautique sont multiples ; les
deux exemples présentés ant été choisis parmi les études réalisées ces dernicres années
dans le département Etudes Géncrales de la Division Avion de PAérospatial
Toulouse.

- Analyse dynamique d’un avion civil type Airbus A320 -

L’élaboration du modéle éléments finis d'un avion est obtenue par assemblage
des modéles élaborés par les différents partenaires industricls du programme Asrbus a
Paide de leur code propre (MSC/NASTRAN, SAMCEF, ASELE). Chaque industrcl
réalise ses modéles que des transcodeurs permettent de transcrire dans le code de
PAérospatiale afin de rcaliser Passemblage global de I'avion, ce modele final (fig.), de
Pordre de 100 000 d.dl pour PA320, est alors condensé a quelques milliers de d.dl.
afin d’étre associé 4 un modele de masses et ainsi de permettre une analyse dynamique
de I"avion entier, en particulier pour les études de flottement.

- Analyse statique d’un aileron en carbone / Epoxy-Sandwich de ’A340

l.e concept structural nouveau retenu pour les aflerons a nécessité un modele
éléments finis tres détaillé (fg) de chacun des deux ailerons : 3000 ncuds, 17 000
d.dl. les éléments utilisés sont spécifiques des matériaux composites @ plaques
composites orthotropes 3 8 neeuds er 5 ddl par neeud; plaques sandwich
orthotropes de 3 couches a 8 nuds et 5 d.dl. par neud. Ces modeles ont permis
d’atteindre les objectifs survants :

- analyse prévisionnelle des déformations des ailerons et détermination de la
forme de fabrication des ailerons afin qu’en vol de croisiére le bord de fuite des

ailerons déformés soit aligné avec cehui de la voilure.

- Analyse des contraintes dans les éléments de la structure, revétements,
longerons, nervures, dans les différents cas de charge de vol et cas d'essass.

- Détermination des marges de sécurité a travers la corrélation caleuls d’essass.
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I1.6.2. APPLICATIONS SPATIALES

1 utilisation des éléments finis pour Panalyse des structures spatiales a
commence au début des années soixante dix. Deputs, cette technique est devenue un
cutil de base utilisé couramment dans l'industric spatiale, tant pour les études
structurales de lanceurs que de satellites.

- Analyse statique ct dynamique du satellite SPOT 1

Les Eléments finis ont tété utiliscs de facon intensive pour les etudes
structurales du satellite SPOT 1. ce projet a ét¢ a l'origine d’exigences nouvelles en
matiére de techniques de modéhsation :

e I ’architecture modulaire du satellite liée a Ja spécification de réutilisation de la
plate-forme pour différentes missions dune part, le découpage mdustriel du
projer dautre part, ont pratiquement IMpose Iunlisation d’une technique de
sous-structuration 4 plusicurs niveaus,

o les exigences de stabilité dimensionnelle ont conduit au choix de maténaux
composites de type carbone / époxy pour les nombreux cléments structuraux
de la charge uole,

o Limportance de la masse d’hydrazine embarquée a conduit a une modélisation
appropriée des réservolrs avec prse en compte des effets dinteraction fluide-
structure.

Au miveau de chague sousstructure, des modéles ont été élaborés par les
industricls a Paide de leurs codes propres (MSC/NASTRAN ou ASKA). Des analyses
strucrurales préliminaires ont éé réalisées pour veénfier le respect des specifications de
dimensionnement (statique, dynamique, éventucllement stabilité dimensionnelle).

Ces modéles ont éré assemnblés aprés transcodage pour constituer le modele
complet du satcllite. Ce modéle est représenté en (fig), en configuration de vol,
assemblé au modéle du satellite suédois VIKING. Ce modéle a été exploté par le
CNHS pour les analyses structurales du sarellite au niveau systéme en particulier en
vue de

- la création d'un modéle condensé pour les analyses couplées ; lanceur-satellite
et la vénfication des sollicitations dynamique de lancement, resultant de ces
étudces,

- la prévision des esss dynarmques,

- la vérification des exigences de stabilité dimensionnelle.
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Cer exemple illustre bien le réle des éléments finis dans la conception et la
vérfication des structures de satellites.

I1.7. LA METHODE DES ELEMENTS FINIS

les méthodes matriciclles nous permettent d'analyser des structures discrétes
constituées par des éléments simples (barres, poutres) de signification physique
évidente ¢t que I'on pouvait caractériser a l'aide de solutions analytiques. Cependant,
les structures sont souvent constituées par des milicux continus (plaques, coques ou
Elasticité 3D) aux géométries les plus diverses pour lesquels on ne posséde pas de
solytions analvtiques et que les méthodes matncielles traditionnelles ne permetlent pas
d'analyser. Dans ce cas, il faut avoir recours a des techniques numecriques basées sut
des méthodes dapproximations adéquates pour discrétiser ces continua. La M. F.F. est
parmi ces techniques la plus utlisée car elle érend les possibilités des méthodes
matricielles 2 un trés vaste domaine d'application ct permet ansi I'analyse des
structures complexes. J

11.7.1. LES METHODES D'APPROXIMATION
I1.7.1.1. NOTIONS GENERALES
Le probléme général de l'approximation consiste a chercher la malleur

approximation d'une fonction w(M) 4 domaime de défnition 7 de mamére a savsfaire
au micux les lois physiques auxquelles clle obéit. Pour cela, on définit une

approximalion wen posant :
M) =3 a, ¢, (M) (I1.12)
i=1

les & (x.y,z) sont des fonctions choisies "a priori” et constiment une base
fonctionnelle, Les coeflicients inconnus a, sont appelés coordonnées généralisces.

On appelle a}(M}, approximation de # dans la hase fonctionnelle ¢ . On peut

encore écrire on utlisant la notation matricielle -

u=lpl la] IL.13)

Les fonctions dapproximation dotvent satsfairc certaines conditions
continuilé, conditions aux limites et completude.
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- Définition

Une base fonctionnelle cst dite complete si elle permet de représenter

n'importe quelle foncton arbitraire, u(M) dans D, en augmentant le nombre de
coordonnées géneralisées, soit !

lim &= 11rrltu M) - iaf.qﬁf(ﬁ»ﬂ“ =0 (T1.14)

N = .
=k

Les fonctions polynomuales, trigonométriques, les polynomes de Tchebyshey
sont des exemples de bases fonctionnelles completes.

Le principe des méthodes d'approximations consiste 4 remplacer la résolution
d'un prohléme continu i un nombre fini d'inconnucs : les coordonnées geénéralisees a.
On détermine les coefficients inconnus a, définsssant la "meilleure” approximation en
minimisant un eritére d'erreur, ou encore en exprimant les conditions d'orthogonahite
de l'erreur avec des fonctions de pondération données,

Les méthodes dapproximation peuvent se classer en deux catégorics
principales suivant la formulation du probleme. En effet les lots physiques peuvent

s'exprimer des deux maniéres suivantes .

- Sous forme locale : cest-a-dire sous forme d'équations aux dérvées partielles
avec des conditions aux lirmutes associées.

- Sous forme globale : ou vanationnelle (énergétique) c'est-a-dire sous forme de
conditions de stationnarité de fonctionnelles (ou énergies potentielles).

T.es méthodes d'ﬂpprm{madmn se calassent donc en

o Méthodes Universelles : utilisables dans le cas d'une formulation locale du
probléme (méthodes de Galerkin, moindres, carrés, collocation,. . etc.).

e Méthodes Varationnelles : utilisables dans le cas dune formulation
varationnelle du probléme (méthode de Ritz, Kantorovitch, Trefftz,.. LD,

11.7.1.2. METHODES D'APPROXIMATION UNIVERSELLES

Soit 4 résoudre le probléme aux limites gouverné par I'équation aux dérvies
partielles [(u)=0 dans D avec les conditions aux limites assoctees.

Soit u(M), I'approximation de u dans 1a basc fonctionnelle ¢,(4):
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(M) = iar. M) WM(x,p.2) (IL15)

Les fonctions ¢, devront constituer une base complete et satisfaire toutes les

conditions aux himutes

On définit une fonction errcur dans £ par la relation
E(M) = I_F{M)J (11.16)

Cette foncton crreur est évidemment une fonction non nulle. Dans ce cas, le
probléme d'approximation consiste a chercher les coordonnées généralisées les plus
satisfaisantes sclon un certam critere :

- soit sous forme de nunimum d'une norme,

soit sous forme de conditions d'orthogonalité de la fonction erreur avee
certaines fonctions de pondération données #,(M).

Aunsi, les differentes méthodes d'approxumation appartenant a cetre categorie
peuvent étre considérées comme variantes de la méthode de pondération de l'erreur :

[Ew]= [E@)w, M)y i=1. N (IL17)

Les différentes méthodes se distinguent par des choix particuliers des fonctions
de pondération. On a ansi :

e Méthode de Galerkin

W, (M) = (M) > [E@)g, (M)av=0  i=1__N TL18)

Ces N conditions d'orthogonalité conduisent 4 un systéme linéaire s
lopérateur L est hinéuire, le sysiéme linéaire est symetnque s1 L est auto-adjoint.

¢ Méthode de Miklin (moindres carrés)

(M) = 2 (IL.19)
ca.
[E(m) Ej=l  il.N (11.20)
e ml
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s Méthode de collocation par points
Dans le cas d'un probléme i une dimension, ona:

W, =8{x—x,) (fonction impulsion de Dirac) {I1.21)

[E()s(x - x Jabr =Elx, ) - 0 i=1._N (11.22)

Parmi toutes ces méthodes, la méthode de Galerkin semble la plus intéressante
de par sa plus grande facilité de misc en ceuvre .

11.7.1.3. METHODES VARIATIONNELLES : METHODE DE RITZ

Dans certains cas, les lois physiques peuvent s'exprimer sous unc forme
varationnelle, cest-i-dire sous la forme de conditions dextremum dune
fonctionnelle. Clest le cas de la mécamque des structures. En effet, la solution du
probléme de mécanique des structures pouvait étre caractérisés par la statonnarité
dune fonctionnelle : énergie potentielle totale  Flw,], énergie  potentielle
complémentaire Vclﬂ'r}-] ou fonctionnelle de Reissner Jglu,,o,| suivant 'approche

tetenuc.

Il existe des méthodes d'approximation adaptées a de telles formulations
Variationnelles. Parmi ces méthodes, la méthode de Ritz est certamement la plus
simple ¢t la plus généralement utilisée. Clest également la plus importante car elle
constitue généralement le fondement des méthodes aux éléments finis utilisées pour
l'analyse des structures. Des variantes de cette méthode ainsi que des méthodes
Vadatonnelles différentes existent également. Citons parmi elles la méthode de
Kantorovirch et la méthode de Trefftz. On va i présent présenter le principe de la
méthade de Ritz dans le cadre de la formulation déplacement.

e PRINCIPE DE LA METHODE DE RITZ
T.a solution exacte du probléme variationnel et celle qui, appartenant a 'espace
des fonctions admissibles sanisfaisant les conditions aux limites cinématiques, rend
extrémale 'énergic potentielle totale, cest-a-dire :

SV =10 W cinematiquement admuissible

avedc.

- m
Viul= jF[Jg%,.. ;:Jdv (11.23)
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Soit m l'ordre de cette fonctionnelle c'est-a-dire, dans ce cas, l'ordre maximal
de dérivation des déplacements apparaissant dans lexpression du potentiel du
déformation. On dit gue la soluton est caractérisée par un extremum absolu,

Dans la méthode de Ritz, on cherche la medleur approxmmation appartenant au
sous-cspace de dimension finie Nde fonctions cinématiquement admissibles
engendsé par les fonctions base 8, (M):

u(M) =Y a.4,(1) (11.24)

Les fonctions base doivent étre cinématiquement admussibles, clest-a- dire
continues ct satisfaire les conditions aux hmites cinématiques.

La meilleur approximation est celle qui appartcnant @ ce sous-espace ainsi
défini, rend extrémale ['énergie potentelle totale V_u}:V @] Cetre solution
approchée est donc caractétisée par un extremum relatif. On peut cxprimer I'énergie

totale V sous forme algébrique en fonction des a. La meilleure approximanion est

donc caractérisée par les N conditions de stationnarité de ¥ par rapport aux a,, soient :

i ;
oo i=1...N (11.25
fa,
Cu encore sous forme matricielle
v,V =0 (11.26)

Si I'énergie potentielle totale peut se mettre sous critére quadratique (forme
quadratique par rapport aux a}, les conditions de stationnarité¢ précédentes condutsent
2 un systéme linéaire que l'on peut considérer comme le systémes des équations
d'équilibre généralisées. En effet, on peut écrire dans ce cas

5 i g .
V' =—ada-a'b a1.27)

e

D'ou les conditions de stationnarité

V. .V=4da-b=0 (11.28)
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Si I'on choisit pour coordonnées généralisées les déplacements aux neeuds de Ia
structure, on peut ecrire

- ]E.q'_ﬁ.’.q— P F (IIL.29)

Do les conditions de stationnarite |

V- Kg-F=0 (IL.30)
11 est intéressant de mentionner la valeur du minimum de I'énergie potentelle
totale:

I:’ =gt F=g F= g (I1.31)

La méthode de Ritz converge de facon monotone en énergic si les fonctions
base de l'approximaton satisfont des conditions de complétude et d'admissibilité. En
effet 1a méthode de Ritz 1 la proprété remarquable d'assurer une convergence
monotone de 'énergic potentielle totale soit :

lim Py =1 (11.32)

Avec V' énergie potentielle totale correspondant 2 la solution exacte, P (= i)
énergie potentielle totale cortespondant @ une solution approchce défime par
W fonctons de base. De plus, la propriété de minimum absolu de I'énergic potentielle
totale correspondant i la solution exacte, on peut déduire l'inégalite suivantc :

Jo s (T1.33}
D'ou d'apres le eelation (111.20) :

e

q;ﬂ!}. = ;}'W it 0134}

On peut ¢a déduire que la méthode de Ritz conduit a des modeles approchés
de structures qui sont plus tigides que ne l'est la structure reelle.
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« CONDITIONS DE CONVERGENCE
1. COMPLETUDE

les fonctions ¢,(M) doivent constimer une base compléte, de mameére a
pouvoir évaluer correctement les états de déformation constante et en particulier les
états de déformations nulle et done les modes rigides. Tl est donce dangereux d'exclure

de I'approximation les premiéres fonctions base permettant de représenter ces états de
déformation constante. La lroncature de la base fonctionnelle doit toujours sc fare en
excluant les termes d'ordre éleve .

2- ADMISSIBILITE
Les fonctons hase doivent étre admussibles, c'est-a-dire

a) Satisfaire les conditions de continuité requises par le probleme, conditions qui
dépendent essentiellement de 'ordre mde la fonctionnelle.

b) Satisfaire les "conditions aux limites rigides” du probléme varatonnel, c'est-a-
dirc les conditions aux limites "cinématiques” dans le cas d'unce formulation

déplacement.

Dans le cas de la mécamque des structures, deux cas peuvent se rencontrer
dans le cas d'une formulation déplacement

Tecas m=1 qui est le cas de tous les problémes d'élasticite.
On a cn effet :
1= [wle, tv—[ faav— [ g ds (11.35)
v [ S-r

Avec:
1
i E(”:'. i _";-..-} (I11.36)

Le cas m=2 qui se présente dans les problemes de flexion de poutres, plaques
ou coques ; on a en cffer, pour une poutre en flexion :

I-’[P]'— iE.f . j p{x).v{x)_a;fx (11.37)
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I1.7.2. LE CONCEPT D'ELEMENT FINI
I1.7.2.1. DIFFERENTES FORMULATIONS

La méthode de Ritz est limitée a des géométries relativement simples ; en effet,
il r'est pas toujours possible de trouver des fonctions base qui conviennent a des
péométrics complexes. Cect limite le domaine d'application de la méthode de Ritz. La
M.E.T. est une extension de la méthode de Ritz, et qu permet 'analyse des structures
complexes par la méthode des deplacements .

Le principe de base de la MLEI. consiste 2 subdiviser la structure en sous
domaines de forme relativement simple appelés éléments finis. On va alors définir une
approximarion de la solution (deplacements et /ou contraintes) non pas pour
l'ensemble de la structure mais pour chacun de ces éléments constitutifs. Le choix,
comme coordonnées généralisées de paramétres physiques, permet alors d'exprimer
simplement les conditions de continuite de I solution entre éléments adjacents ainsi
que les conditions d'équilibre mnter élements et finalement de résoudre le probleme a
l'aide de la méthode des déplacements. On peurt donc considérer que la M.E.F. est une
méthode de Ritz par sous-domaines ou "par morceaux”.

1l v a plusicurs sortes de formulations d'dléments fius en mécanique des
structures.

1°) FORMULATION DEPLACEMENT dans lacquelle on se donne une
approximation du champ de déplacements, le critére wvariationnel étant celm de
I'énergie potentielle totale.

2°y FORMULATION CONTRAINTES ou équilibre dans laquelle on se donne
une approximation soit sous forme de champ de contraintes en équilibre ou soit sous
l1 forme dune fonction de contraintes, le crtére varationnel utilisé est cehui de
I'énergie potenticlle complémentaire.

3°) FORMULATIONS HYBRIDES (par cxemple la formulation hybride de
type contrainte) dans lesquelles le plus souvent on définit la soluton en terme
d'approximation d'une part du chamnp de contraintes internes cn ¢quilibre, d'autre part
des déplacements sur la fronticre de I'élement. Le critcre variationnel unlisé est une
variante de I'énetgie potenticlle complémentaire .

4°) LES FORMULATIONS MIXTES dans lesquelles on définit la solution cn
termes d'approximation de champs indépendants, généralement le champ des
déplacements et celui des contrainies. Le crittre variationnel utilisé est alors
généralement basé sur la fonctionnelle de Retssner .
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Tl faut enfin mentonner que la démarche fondamentale de la MLE.F. n'est pas
nécessairement associée aux méthodes dapproximanon de type Ritz mats peut
également s'appliquer avee d'autres méthodes d'approximation. de plus, la MLE.F. bien
que développée imtialement pour l'analyse des structures peut etre egalement avec
succés 4 d'autres domaines de la physique.

I1.7.2.2. LE MODELE DEPLACEMENT

[Dans la démarche fondamentale de la M.E.F, 1 faut distinguer trois aspects que
nous allons détailler ci-apres dans le cas des modeles déplacements :

- La discrétisation de la structure en éléments,

- Le choix d'une approximartion pour chaque élément,
- Le choix de coordonnées généralisées "physiques” (déplacements nodaux) pour
chaque elément.

[1.7.2.3. PROPRIETES DES ELEMENTS DE TYPE DEPLACEMENT

Il y a des propriétés qui sont nécessaires ou tout au moins souhaitables au niveau de
I'élément afin d'obtenir de "bonnes" solutions au niveau de la structure compléte. En
particulics, les conditions de convergence de la MLE.F.,, qui a été présentéc comme
une méthode de Ritz par morceaux, se déduisent des conditions de convergence de la
méthade de Ritz, c'est-a-dite complétude et compatibilité,

¢ COMPLETUDE

Un élément fini est dit complet quand 1 permet la défininon d'un champ de
deplacements complet au sens de Ritz, c'est-d-dire quand l'approximation de la
solution dans I'élément permer de représenter a la limite n'importe quelle valeur des
déformations quand on diminue la taille de I'élément. ce cntére s'applique d'une part
aux états de déformation nulle, c'est-i-dire aux modes rigides, et d'autre part aux érats
de défprmation élastique ; on peut done déduire les deux critcres suivants :

- Représentation des modes rigides
Quand on preserit aux déplacements nodaux des valeurs correspondant a un
déplacement d'ensemble, on doit trouver un etat de deformation nulle dans I'élément
et donc des forces nodales nulles.
- Représentation des états de déformation constante
Quand on preserit aux déplacements nodaux d'un élément des valeurs

correspondantes a des états de déformation constante, on doit effectivement trouver
cet état de déformarion i l'intérieur de I'élément
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Ces deux critéres mnduisent une condition sur le degré minimal des p lynomes
utilisés pour l'appmximatiun des déplacements.

Pour les problemes d'ordre 1, clest-a-dite les problemes d'élasticité,
l'approximation des déplacements doit comporter au moins un polyndme complet du
premicr degré. Ainsi, pour les problemes délasticite  plane, I'approximation
"minimalc” correspond a l'expression suivante des déplacements

”{I-:.]'") =y ¥y T8 N
B (11.38)
V{I,}'} =y T4 T Y
FEn effer, les six coordonnées généralisées permettent de representer

correctement :

- Les modes rigides :

w=a =C*

v=g, =" (11.39)
G Ow
rj.f N E. =ay—a,=C"
&y ox

i
£ =— o

&

ov )
E»‘ T aﬁ (:.[I-4U)
TR
[.-'lu G v EFR
28, =—+—=a,+a, =(
: oY ox

Pour les problémes d'ordre 2, c'est-a-dire les problémes de coques avec flexion
dans le cas le plus général, le tespect des crtéres précédents est plus difficile, en
particulier la représentation correcte des modes rigides de 'éément. dans le cas
particulicr des plaques en flexion avec les hypothéses de Kirchofl, le respect des
critéres de complélude nécessite une approximation du déplacement transverse
comportant au moins un polynéme complet du deusieme degre SOt

w(r?y) =g, ~a,x+ayta,x taxy+ay (11.41)

Les six coordonndes genéralisées permettent la représentation
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- des modes rigides :

w,=a,=C" (11.42)

- des états de courbure constants :

M= i =
W, =2a,=C" (11.43)
W, —a, ="

¢ COMPATIBILITE )

Un élément fini est dit compatible quand il permet la définidon dun champ
compatible au sens de Ritz (déplacement continu), de par le principe méme de la
MH.F_ cette condidon de contnuité s'applique a l'inténcur des éléments ct aux
nterfaces inter-éléments,

Cette notion de compatibilité s'explique 2 la fois par des considérations
mathématiques ct par des considérations physiques assez évidentes. En effet, on peut
montrer que la compatibilité est requise si l'on veut exprimer l'énergie potenticlle
totale de la structure compléte comme la somme des énergies  potenticlles
clémentaires :

y= v (I1.44)

wlements

Ou sous forme développée

IEI cedv- _l'fru.dv - J'p‘rﬂ_ai-; : ¥ IL-_T cet dv- jf""'u“ v — Jprrr"ds (I1.45)
" v 2 o g 5,

l:.-f

Fafin on peut noter que pout un type d'élément, la compatibilit¢ aux interfaces
est assurée 2 la fois par le choix d'une approximation, et par celui des deplacements
géncralisées aux noeuds.
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e CONVERGENCE

|es conditions de convergence de la M.EF., se déduisent de celle de Ja
méthode de Ritz : les éléments finis type dcplaremem convergent en Cnergie s '1s
satisfont les conditions de complérude ct de compatibilité présentées precédemment.

Fn dautres termes, 'éncrgie potenticlle totale des modéles tend vers sa valeur
exacte de minimum absolu lorsqu'on augmente ainsi le nombre N de d.dl, ou 2 qu1
est équivalent dans lc cas d'un chargement ponctuel les déplacements conv ergmt 'par

le bas”.

« INVARIENCE GEOMETRIQUE

Les éléments ne doivent pas avoir de direction prt,fucnhell:. ou ¢tre sensibles a
Jeurs numérotation propee. Les édéments qui satisfont ce critére sont dits NVariants.
Llinvariance cst une qualité souhaitable que I'on doit s'efforcer de rechercher.

L'invariance implique I'utilisaton de polynémes complets pour la défintion de
I'approximation dans le cas ou I'élément est dev cloppé en utilisant un systeme d'axes
locaux particulicrs.

Synoptique des formulations de la MLE.F. pour la mécanique des structures J

Théoréme de 'énergle Modeles METHODE DES
potentielle totale p| déplacemen DEPLACEMENT
Vu ]=0 t S
Principe de Ressner Modéles
&J_,{lur,cr“ ]: 0 [ | moixtes,
hybrides
Théoreme de l'énergie Modeéles METHODE DES
potentielle | | équlibre > FORCES
cnmn!émei:ntairﬂ
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[1.7.3 MISE EN EQUATION DES SYSTEMES

La méthode des éléments finis peut dtre présentée simplement. les étapes en
sont les sutvantes

La structure cst discrétisée en élément de dimensions fintes appelés ¢léments
finis qui sont réunis en des points appelés points nodaux ou neeuds, situés sur leur
contour.

A partie d’hypothéses raisonnables sur le vecreur déplacement d'un point de
| “élément 1, on caleule Pénergie cinétique 11, I'énergie potentielle Ui er la fonction
de dissipation D1 de I'élément 1.

Si la structure est composce de N élement alors

I=>T

=]

il
=) U (11.46)
=
i
D= Di
1=l

Les fonctions généralisées sont déterminées en exprimant le travail virtuel des
forces extérieurs,

L’application des équations de Lagrange permet dobiemr le  systéme
d*équations dilférentielles traduisant le comportement dynamique de la structure. Afin
de simplifier la présentation de la méthode il est supposé dans ce qui sut quiil n” y 2
pas de dissipation d’énergie .

11.7.3.1 DISCRITESATION EN ELEMENT FINIS

On choisie le type d’¢élément a utiliser compte tenu de la geométrie et du
comportement de la structure. la discrénsation en éléments finis, c ‘est a dire e
maillage , est en grande paruc alfaire dexpénence.

1l faut en particulier tenir compte des discontinuités géométriques, discontinuités dc
matéraux, des conditions aux hmites, du type de forces.
[Dans un calcul de contramtes, ou au voisinage de discontinuitcs,
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11.7.3.2 ENERGIE POTENTIELLE - MATRICE DE RAIDEUR

Dans ce qui suit par souci de simplification d'écnture, I'indice 1 correspond au
™ élément cst omis. Alors pour cet élément :

U:—H &'odt (IL.47)

Le vecteur déplacement d d'un point est relic au vecteur & regroupant fous les
déplacement nodaux par I'intermédiaire d'une marrice N, résultat dune hypothésc
raisonnable sur les déplacement , ceal donne une relation du type:

d=No (IL.48)
A partir de 3 il vient par dédvanon :
e=Bo (I1.49)

Relation qui relie les déformations et les déplacements nodaux.
Dans la mesure ou il n’y a pas de contraintes mitiales, les contramtes ct les
déformations sont reliées par

o=De¢ (11 50)
ou 1D est une matrice carrée symétrique dont les termes dépendent des
caractéristiques mécaniques des matériaux, cn général le module de Young E et le

coethicient de puismn I

en utlisant (5)et (4) , (2) devient

U=$](BOY BD&d (11.51)
U=36¢[B* DBdrS (11.52)

qui peut se mettre sous la forme |
U=3o'K5 (11.53)

aveo
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K= j‘ B'BDdr (1154

Matrice raideur de I'élément | elle est symcétrique car 1D est symetnque et B7DE
Pest donc ausst .
THustrons par Pexemple de la poutre en flexion la techmgue de détermination

de U et donc de K, I'élément teprésenté sur la figure 1 2 deux noeuds et deux degres
de liberté par neeuds = la fleche y la pente . les effets secondaires sont négligés .

le vecteur des déplacements nodaux s'éent

eVt 2wl (11.55)
av
Yo
A
|
! & figare 01
F N T 'K]
V) @ V2
Ll Vo d

z

Comme il v a quatre déplacements nodaux Ia fonction de déplacement choisie est
F=m+a:X +aa X +@mX? (11.56)
et la pente a cOMME EXPTESSION :

w=a+2am X 43 X? (T1.57)
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les constantes aaanas sont déduit ¢s des valeurs de Vet de g aux naeuds (1)et (2).

En x=0
Fl=a,
(11.58)
wl=a;
En x=1.
FR=a+a@:l +alP+anl?
(I1.59)

p2=a+2al 1 3aud?

les équations {13},(14) permettent le calcul de @.a2.@.a4 en foncuon de

V1wl 1242, tous les calculs effectués -

_ : 1%
I 2 %7yl 3kl 2xd ol xd i
i 7 el .
=l j";-l- E S T EIeEE Fre Jil'..z| |'E;'.!‘ {:“ Elﬂ'j
|

et cette relation correspond a la relation (3).

[D’autte part une poutre en flexion a la matrice 1D se réduit au scalaire F, et

o=0:=Eer=E¢ (IL.61)
Avec
’}2 i
z:=—y5:,-Iz— (11.62)

X
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A partir de (15),(17) devient :

Wi
612, 4,606 126 2 6x! lya|
= ,J AN F R I_|I_'|I/E (T1.G3)
w2
En reportant B de (18) dans (7) , i vient:
vl 6L -12 6L|R
Tl |6f  4L* —6L 20I®
v S - (I1.64)
w,| |61 2L —6L 452||w,
[t la matrice de raideur K a donc comme expression
(12 6L —12 6L ]
5 EI| 61, 41* -6L 2I°
T |-12 -6L 12 —6L ¢169)
(61 217 -6L AL?|

Cetre matrice est deux fors singulicre ; cect est du au relations d'équilibre de
Iélément Afin d'améliorer la matrice de raideur d’un élément , des fonctions
supplémentaires peuvent étre utlisées dans la définition du déplacement d'un pomt .

dans ce cas (3)s’éenit :
d=No+NsoOs (11.66)

oud représente le vecteur des inconnues supplémentaires. En désignant par Fle
vectenr des forces extérieurs agissant aux neeuds de Péément et en mimmisant

Pénergic potentielle totale de Pélément :

ko kS| |F
K k18| |0 (n.67)
Relation qui se décomposc en :
K6 +K5, =F (IL.68)
(TL69)

Kid+Kyb, =0
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A partir de25ona:

5, =Ky K58 A1.70)
Qui, reporté dans (24}, donne:

F=K6-K.K.KL5 (A1.71)
cest a dire:

F=(K-KK)K)S (11.72)

la matrice de raideur améliorée K s'écrt :

K =E-KE K KL {1173}

11.7.3.3. ENERIGIE CINETIQUE -MATRICE MASSE
Par défininon:
r==[pbde (IL74)
2 A
En général : I =4 et compte tenu de (3)
e NS (IL75)
En reportant (75) dans (74):

e I fap el ol 1 »p 5
i —Ej'pmaj: N&'dr =28 | PN Nedzs (11.76)

Qui peur se mettre sous la forme:
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T =8 ms° (11.77)
Avec

M = [ pN" Ndz (IL.78)
Matrice de masse symétrique.

Dans le cas de 'élément de poutre en flexion , en utlisant la matrice N défine
dans (15) , T s'écnt:

v (156 227, 54 —13L|
CpSLlwy | {220 412 131 -3L%) )
Cs40|pr| | 54 3L 156 —2204¥]

II.fI; |—13L —-31 —22F  4fF g,r;

(IL79)

Et la matrice de masse a donc comme expression:

156 224 54 13l
_ pSL|22T 4Lr 13L -3l
T 420| 54 13% 156 -220
_137, —31F —221 412

(11.80)

enfin on utlise trés souvent une expression de l'énergie amétique et donc une
matrice de masse , obtenue en concentrant les masse aux neeuds des élément. Cect 4
l'avantage de faciliter la construction des matrices et surtout rend la matrice de massc
diagonale.

Dans le cas de la poutre en flexion I'énerge cinétique des masses concentrées a
COMME CXPIESSIOn:

=l | pey (11.81)

a0

d'ou la matrice de masse concentrée

1 o 0 O

oSLI0 0 0 0 N

Mme. = 2000 1 0 (ILSA}
00 0 0
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11.7.3.4. ASSEMEBLAGE

Les énergie de tout la structure sont la somme des energie des cinétique et
potenticlle de chaque élément . apres applhcation des ¢quadon de lagrange, on obuent
le systéme classique.

Mg+ Kg=r(1) (11.83}

Ces matrice sont symélriques, bandes, définies ou semi-définies positves, les
vecteurs & et F(t) regroupent ici tous les déplacement nodaux et les forces généralisées
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LES METHODES D’ANALYSE MODALE
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METHODES D’ANALYSE MODALE
II1.1, INTRODUCTION

L’analyse dynamique d'une structure peut sc ramener a la résolution dun
systéme équations du second ordre. Deux approches fondamentales  somt
envisageables pout cette résolution : P'une d'entre elles consiste @ résoudre ce Systéme
différenticl par intégration directe, Iautre méthode consiste 2 définir la solution dans
I2 base des modes propres de vibration de la structure. Cette méthode qui est appelée
méthode de superposition modale est la plus largement utilisée en analyse dynamique
linéaire lorsque le contenu fréquentiel de Pexcitation correspond au spectre basse
fréquence de la structure.

Dans la cas de structures faiblement amortes, le plus fréquent pour de
nombreux domaines d'applicarion et, en particulier celui des structures acrospatiales,
la méthode de superposition modale utilise les modes propres réels de la structure non
amortie. On se raméne donc, dans ce cas, a 'étude des petites oscillations libres
(analyse modale) de la structure non dissipative associée, cad i la résolution du
probléme au valeurs propres general.

Kx=wMx a11.1)

avec : I matrice rigidité de la structure, symétrique définie positive dans le cas
de structures iso- ou hyperstatiques extéricurement, sermi-définie posttive dans le cas
de structures libres,

M matrice de masse symétrique généralement définie positive pouvant etre
semi-définic posttive dans le cas de degrés de libertés affectes de masse nulle.

e systeme homogéne (1) de dimension n a n soludons propres " permettant
de définit les déformées modales de la structure et n valeurs propres associces, carrés
des pulsations propres w?. La difficulté principale de résolution du probleme (1)
réside dans son ordre clevd s en effet, les modélisations par éléments finis entrainent
couramment des nombres de ddl de quelques milliers, voire quelques dizames de
milliers. Méme avec les ressources informatiques actuellement disponibles, unc
résolution satisfusante dapres le eritére ¢conomique n’est possible qu'en utilisant des
méthades performantes, particuliérement adaptées a ce type de probleme.

Dans ce qui suit on va patler des méthodes d’analyse modale, c.d.d. aux
méthodes de résolution des problémes aux valeurs propres (1) de grande taille qui
résultent de Iapplication de 1a méthode des ¢léments finis, A I'analyse dynamique des
structures complexes,
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[11.2. METHODES DE RESOLUTION DES PROBLEMES AUX
VALEURS PROFPRES

[11.2.1. GENERALITES, CLASSIFICATION DES METHODES

Dans la résolution des problémes dynamiques par superposition modale, c'est
la recherche des solutions propres qui constitue la phase de caleul la plus difficile et
qui nécessite le plus de temps de calcul. Généralement on s'intéresse aux premuiers
modes propres correspondant 2 la partie basse fréquence du spectre. Deux stratégies
de base peuvent étre utilisées pour la résolution des problémes de grande taile
résultant de modélisation par éléments finis : les méthodes de condensation et les
méthodes de résolution directe.

La premiére classe de méthodes, celle des méthodes de condensation, consiste
i réduire la tallle du probléme ininal tout en n'alterant pas son spectre de basse
fréquence. Iin général, on choisit la taille du probleme réduit (ou condensé) de
maniére i permettre une résolution en mémoire centrale. La premiére méthode de
condensation utihsée i été celle de la condensation statique des rigidités associée a
Putllisation de masses concentrées. Au contraire, la méthode de condensation de
Guyan procéde par condensation paralicle ct cohérente des rigidités de masses ; c’est
la méthode la plus utlisée malgré I'importance du temps de calcul nécessaire et le
caractére déterminant pour la précision, de la qualité du chotx des d.d.]. retenus pour
la condensation. La matrice de masse résultant d'une condensation étant pleinc, on 4
souvent recours A certaines méthodes permettant de ramener le probléme aux valeurs
propres condensc 4 une forme standard, en calculant une matrice de flexibilité
dynamique par décomposition de Cholesky de Ia matrice de masse ou de rigidit¢. On
procéde 4 la résolution de ce probleme aux valeurs propres en mémoire centrale en
utilisant des méthodes classiques, méthode d'tération directe, si on s’intéresse
seulement 4 un petit nombre de modes, méthodes de transformanion  de
ransformation si Uon désire tous les modes du probléme condensé. Parmi les
méthodes de transformation usuelles citons celles de Jacobi, de Givens ou la méthode
de householder généralement considérée comme la plus performante. Ces méthodes
consistent A transformer la matrice concernée, en une matrice diagonale (Jacobr) ou cn
matrice tridiagonale (Givens, ITouseholder) dont les valeurs propres sont déterminées
par fuctorisations successives d’apres Ialgorithme QR ou QL. Les vecteurs propres
cottespondants peuvent étre obtenus par 1€ration 1NveLse avee décalage.

Ia deuxiéme stratégie envisageable pour la résolution du probleme aux valeurs
propres imtial de grande taille correspond 4 une organisation dominante hors
mémoire centrale. Si lon ne dispose pas de possibilité de résolution de grands systéme
linéaires hors mémoire centrale, la scule méthode envisageable est celle de
minimisation du quotient de Rayleigh pat gradients conjugués ou par relaxation. Cette
méthode est simple de mise en ccuvre mas tres peu petformante comparée aux
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méthodes survantes. La plupart des méthodes sont basées sur 'utilisation repitée dun
module de résolution de systémes linéaites & organisation hors mémoire centrale et
sur la propriété des surtes de Sturm, elle consiste a evaluer directement les racmes de
Péquation det(K — M) =0dans une bande de fréquences prescrite cc qui nécessite
une factorisation LM de la matrice (K —pM)pour chaque valeur de décalage
spectral. Des valeurs approchées des valeurs propres sont évaluées en utidisant une
technique de bissection ct les vecteurs propres correspondants sont calculés par
itération inverse avec décalape. On voit que la méthode peut tirer avantage du
caractére bande ou creux de la matnce de ngidité cependant, elle n’est performante
que pour de petites largeurs de bande, la méthode d'itération mverse peut étre
considérée comme une variante hors mémoire centrale de la méthode classique
Fitération. dans cetre méthode, la valeur propre la plus basse et le vecteur propre
associé sont obtenus en itérant sur un vecteur de départ en résolvant un systeme
linéaire 4 chaque itération. En utillisant la techmyue du décalage spectral, on peut
obtenir la valeur propre la plus proche de la valeur de décalage spécifice ainsi que le
vecteur propre associ¢. Cette méthode est peu economique en temps de calcul guand
on sintéresse & un grand nombre de modes ct connait des difficultés de convergence
dans la cas de valeurs propres multiples. La méthode d’tération inverse sur sous
espace ou sa varante, la méthode Jitération simultanée est basée sur des it€rations
inverses effectuées en paralléle sur un groupe de vecteurs de depart. Cecr permet la
définition Qun probléme aux valcurs propres dinteraction qui permet la séparation
des solutions propres et dont la résolution peut sc faire en mémoire centrale en
utilisant une des méthodes classiques de transformation. Ia méthode de Lanczos-
Grandall est basée sur la transformation du probléme aux valeurs propres initial en un
probleme de dimension réduite sous forme standard avec une matrice trdiagonale.
Cette méthode peut étre considérée comme une mcéthode de condensation
auromatique plus fiable que celle de Guyan. Par ailleurs, de récentes améliorations
appottées 2 la méthode de base ont rendu pratiquement mnsensible a P'instabilite
numérique. Flle est avec la méthode d'itcration invers¢ sur sous espace la méthode la
plus efficace pour la résolution des problemes aux valeurs ptopres de grande raille.

11.2.2. METHODES DE CALCUL DES VALEURS ET VECTEURS
PROPRES

Résoudre un probleme de valeurs propres consiste a trouver des cou les
; P
A {r.} qm sansfont la relation :

(&1~ kv ) =03 (Im.2)

ot :[K] est la matrice mgidit¢ de la strucrure
[Af] est la matrice masse
{7} est Ic vecteur des déplacement de Ta structure définissant le i mode
propre de vibration
A = w* est le carré de la pulsation correspondante
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[11.2.2.1,. METHODE DE RITZ

[a méthode de Ritz permet de transformer un probléme de valeurs propres de
prand dimension en un probléme de dimension plus rédwt.

Nous contraignons chaque vecteur propres du systeme (1) a sexprimer sous la

forme d'une combinaison linaire de P vecteurs indépendant §;  dit vecteur de Ritz .

(r.}-alg}ralg}s .. +a,lg,) 111.3)

‘a |

by

a,

(a*1).... (1" P‘L------,[-P *1)

On cherche les coefficients fu} tel que le vecteur {7} soit aussi proche que
possible d'un vecteur propre de systéme (1) , pour ccla cherchons a rendre
stationnaire le quotient de Rayleiygh.

(@R} (Kl
R} = {X}[M]{X}_z Eﬂ}lfg ) (11L5)

k|- o7 [k]e] |
b7]=foF o] g

La condition de stationnarité § R =0 pour tout (da) s'¢erit :

(|- 2|3 Y} = 0 (T11L.7)

(lctte cxpression définit un probléme de valeurs propres de dimension P, dont

les P vecteurs propres {4} est valeurs propres A, vérifient |

[€]41- (b1l ) (L)
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)= [ Sl | 7 | (119)

i
Les valeurs propres 7 constituent des approximations des valeurs propres du

systéme (111.2)

Ces approximations sont d’autant meilleurs que les vecteurs de Ritz generent
un Sous espace qui content les vecteurs propres cherchés .

Dec plus les valeurs propres approchee Ay et exactes " ’1.* vérifient la relation
A SA A S A Ap<ip <in (111.3)

De maniére a obtenir rapidement les valeurs propres , nous pouvons chossir
comme vecteur de Ritz |, les solunons de : .

& Rg, = iFi} (T110)

ou: §, Isont des vecteurs unitaires qui sollicirent les degrés de hibertc §
0
0

(F.}={ jbe——ligne j aTL.11)

Les vecteurs propres approchés de systéme (1) sont obtenus 4 partir des
vecteurs {4} grice 4 (15),

111.2.2.2. METHODE DE SOUS ESPACE
Cette méthode est tres largerent utldiser pour calculer les P premiers valeurs
proptes d’un systéme  de grand dimension | elle consiste a appliquer plusieurs fois la

méthode de Ritz en améliorant les vecteurs de Ritx par itératon inversc.

La méthode de Ritz force {¢}  a rester orthogonaux entre eux , alors que
Iitération inverse ajuste la base vectorielle de Ritz, de maniére a assurer la
convergence vers les vecteurs propres correspondant.

La méthode du sous espace enchaine les opérations suivantes :

- Chensir P vecteur tnifiaux
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= [}l

- Dxécuter une ftération inverse pour calculer simultanément les n vecteurs de
Ritz {g } en résolvant :

Kl }=[MKx. } =14}

1 =1.2,

Ko=)

- Appliquer la méthode de Ritz pour chercher les vecteurs propres dans le sous
¢space de Rirz

(IK]— Ir [Mr]}“r } =
£ |= ol []le]
7] lef (el
e j=lof |

- On teste la convergence des 4, et refaire les opérations b, ¢, d

[11.2.2.3. METHODE DE JACOBI

Cette méthode permet de caleuler les n valeurs et vecteurs proptes d’un
systéme de dimension limitée(n<100 ) dont les matrices sont symétriques et définies

pOositives
Elle consiste 3 transformer les matrices [K] Et [M] On des matrices diagonales

cn uthsant des translomuahc‘ms SLICCESSIVE,

KL |=[m]
EK] [O‘IK lo'lbr]-lo' b Te] aTL12)
e ol T Jor |-l T e o)

Les matnces, et lM ¥ 1| tendent vers des matrices diagonales [k ].et [M] lorsque
k tend vers les valeurs er vecteurs propres sont alors :

KM T ou A’:ﬂ, J (111.13)




Chapitre [T ; Méthodes d'analyse modale 03

ﬂr}]

I a1

Chagque matrice oF J est choisi de maniére a ce qu'un terme (1, §) non diagonale
ct non nul de lK’: }HL"H ""I sit nul aprés transformation de (16) , la matrice k)‘ ala
srructure suivante :

lo*|= ' (ITT.15)

Les coefficients a , b sont calculés en écrivant que
Kit=M;"=0 (111.16)

Soit , en supprimant par simplicité I'indice K+1 sur les termes de chaque
mattice

ak,+(1+ab)K,, +bk, =0

f -
aM, +(1+ab)M,, +bM , =0 LT
Dans le eas particulicr ou
Kﬁ Kﬂ' Kl,
= 111.18
M, M, M, (I11.18)
Les valeurs a , b sont:
g =14
(1T1.19)
KE‘
b=
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Dans le cas général :

lLorsque [M] est défni positive, le coefficient [r%w +C,C, est positif lorsque
LA /

d =0, 2 et b sont données,

- CONVERGENCE

La vitesse de convergence de P'itération inverse est proportionnelle a 77, ou
A, est la premiére valeur propre supéricur a /4, elle peut devenir tres fatble
lorsque et 4, sont proche , un décalage « a » améliore 1a convergence 51 ¢

>
A -a A

(111.20)

Le décalage «a» peut étrc ¢gale au rapport de Rayleigh | R[ﬁ"’“}]ceci
accélére beaucoup la converpence mais exige la triangulation de (K ]—AL[M] a
chaque itération.

111.2.2.4. METHODE D’ITERATION DIRECTE

La méthode d’itération directe appelée encore méthode de la puissance directe
convient plus particuliérement pour la résolution des problémes aux valeurs propres
sous forme classique, lorsqu’on s'intéresse 4 un petit nombre de solutions propres. Le
principe de Valgorithme est exposé s1 apees :

Considérons le problémes aux valeurs propres classiques

Dx=Ax avee A= (I11.21)

i

g

dont les solutions propres sont :
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A A2 A (111.22)
Soit y,un vecteur de départ donné. A la premiére iteration, on calcule le

VCCTeur
3, =Dy, (111.23)
On itére ensuite le vecteur y de telle manicre que :

Yia =Dy (111.24)

Tout vecteur de départ y,peut se¢ décomposer dans la base des vecteurs

propres ¥, soit ;

=2 85" =0p (111.25)
i=1
de: y_ =Dy, ontire:
vy =03
d'ou
[ i
X _Zﬁﬂ X _Z‘ﬁjﬂp (111.26)
“?: _If_
Ou E€NcOIc |
o e |
¥ =44 BN+ B, 7 | A (111.27)
| i=2 !

Silon suppose que 7 A n valeurs propres distinctes, on a :

L<]l pour j=2.nm (111.28)

|

Ainsi, lorsque le nombre d'ucrations i devient grand, les iterés successifs

deviennent colinéaires au vecteur propre x

y, = A gx" (111.29)

de plus, on a:

M;” = (1L1.30)

[
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ot le résultat fondamentale suivant -

Dans la méthode de la puissance directe, les itérés successifs y, convergent vers

le vecteur propte x'''correspondant a la valeur propre la plus dleveée, donc vers lc

mode fondamental ; le rapport des normes de deusx itércs successifs converge vers

L

cette valeur propre 4, donc vers la fréquence la plus basse (avec 4 =— ).
@
On saffranchit de la croissance ou de la déeroissance excessive des

composantes en normant le vecteur y, apres chaque itération. IY’ol 'algonthme de la

méthode de la puissance directe

2, =Dy,
& (T11.531}
J
Dans ce cas, lorsque le nombre d'itérations devient grand, on a .
lz] = 4 (111.32)

Obtention des modes s érieu ar déflation orth nal

Pour obtenit la valeur propre J et le vecteur propre correspondant x*/, 1l faut
imposcr aux iterés successifs y d’appartenir au sous-espace des vecteurs otthogonaux

a "V soit:
W y=0 (1T1.33)

Soit en exphcitant les composantes des deux vecteurs :

iy, +Z xf i y. =0 (IT1.34)
=1
SOt
" xll.
=3k, (I11.35)
pose s 3
O définit alors une matrice de déflation ou de projection orthogonale §, tel
que :
[ xB % (i
§=° _F_ e 4 (T11.36)
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On 3 de facon évidente, la proptiété suivante : si pest un vecteur quelconque,

alors § y est orthogonal 3 <,

En effet :
i 1 - i
e .'I"}J_I'—|
R
|r_r
Sy=| - (111.37)
; |
.
[Dou:

w

xl:]'y_é'_}" s IVE:’:_I;]:I-’}}J + xijl:'.}ll 4= +I:'I[}.._.r'ﬂ = [}

:Illl'

Le processus d'itération converge vers le vecreur propre x'*'si on itére sur la
matrice 1.8, soit:

(TT1.38)

(e procédé de déflation orthogonale peut étre généralisé par récurrence de la
facon suivante. Supposons connues les & valeurs propres les plus clevées et les
vecteurs propres correspondants. On dott alors projeter les itérés successifs ¥ dans

un sous-espace orthogonal aux vecteurs propres x'", ¥, ¢, soit :

T y=0 avec i=1_k

Ces conditions d'orthogonalité peuvent s’écrire de fagon matricielle :

By ~=Cy, =0
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[ i) 1} ] i (53]
X X e Eom X {‘:::—! R T R B X
ﬂ = { -
)
[
e k3 (%] I 1%} 161
5 T X LX X

Les sous-vecteurs ¥, et ¥, étant definis par:

M
e | L e Ll 111.39
’ |:jf2:| Fiy I: J
| Vs
d'ot:
" (T11.40)
Ceci permet de définir une matrice de déflation telle que:
0 —-BC
S =[ I1.41
o 3] (.41
i yest un vecteur quelconque alors S,y est un vecteur orthogonal a
B R )
Lin effet:

B = o o | - )
Sk.y=rj ? "ﬂ "TJ:[ B C«"Iw (111.42)
o 1 [ln ¥
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D'ou:
y _t?] "
i ey rag [£] I.l
FT Sy =T BCy, +x y, avec =] ;‘— =| S (IT1.43)
LA 1 | %=
Mais par ailleurs, si 'on pose
A=0'C (111.44)
{dna:
BA=C ou A" B =CT
Do
AT Hl:'_..._rf"‘:J: I.I;H....I._l','t:'l (I11.45)
O
A7) = || pour =1k
Do
T e =[] (111.46)
Et:

J..|:|':|? ."1-5 _}.I - G

Ainsi le processus ditération va convetger vers le vecteur propre x*

valeur propre A, si on itére sur la matrice 1.5, précédemment définie.

ct la

- Convergence

Comme pour de nombreuses méthodes numériques en dynamique, il est utile pour
¢rudier la convergence des méthodes d'itération de se placer dans la base des vecteurs
propres.
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Soit le vecreur de départ

ﬂ1 .:
=@ f avec @= [x':]:',_____:":"':'lﬁ = . (IT1.47)

5.

Les itérés successifs peuvent séenre sous la forme suivante:

¢

i i
2= AB8¥. 1 V=0V avec: ! = l% %J %L’“J (T11.48)

iren

ia 4
_].!
[}Z

Au bout dun nombre d'itérations suffisamment grand, on a: ¥, e =

Ainst la convergence de p, vers e, caractérise la convergence de y, vers x), Par
souei de ssmplification, choisissons un vecreur de départ, tel que:

-3 S I (e 1]
({On a dans ce cas:
i) R
?’I = L(T: Fratity [ ‘x IfTII-dng:]
WA i |

Le taux de convergence est caractérisé par la limite du rapport des normes
euclidiennes du vecteur écart

fim Jri-ah _4 (111.50)
it |!:'ri—‘. —& 4

B
Fa

Ainsi la ennvergence est linéaire ct le taux de convergence est de (4,/4). Clest
done le rapport des deux valeurs propres les plus élevées qui determine la rapidite de
convergence vers le vecreur propre x". Ce résultat peut etre étendu au cas de la
convetgence vers les modes supérieurs. En ce qui concerne la précision rclative sur les



Chapitre 11 : Méthodes danatvse modale 73

fréquences propres, on peut montrer que le nombre r diérations nécessaire pour
I'obtention d'une précision de s chiffres sigmificatifs:

Soit pour:

A —h

] < 1

F=1]

[ist obtenu par l'expression approchce:

)

log—

2|

,_?‘-‘

Ainsi la méthode d'itération dircete a un taux de convergence qui dépend de la
séparation des valeurs propres. La convergence est tres mauvaise dans le cas de
valeurs propres trés voisines.

111.2.2.5. METHODE D'ITERATION INVERSE

Ia méthode d'itération inverse encare appelée méthode de la puissance inverse
convient pout la résolution des problémes au valeurs propres saus forme generale:

Kx=o'Mx
Lorsquon s'intéresse 4 un petit nombre de solutions propres. De plus, elle
s'adapte bicn 4 la résolution directe hots mémoire centrale du probléeme non
condensé. Son principe est exposé ci-apres:
- Principe
Soit i résoudre le probléme aux valeurs propres général :

Kx=AMx avec Ai=w (111.51})
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dont les solutions propres sont:

A< <. =A

K FE ,..,J.’r":]

[.a méthode de la puissance inverse consiste 2 itérer sur un vecteury de telle
sorte qu'a litération. /, on ait  résoudre le systeme linéaire |

Ky=My, (I-” D2)

‘l'out vecteur de départ y, peut se décomposer dans la base des vecteurs

propres ¥, o1t

Vo= B,a (I1L53)
=

Jd'od en unlisant (111.52) :

Ky =My, =38 M (111.54)

i
mais on
KxW =4 Mx\

d'ou:

y, = Zf el (111.55)

Ce résultat peut étre étendu a 'itération i, d'od:

\Iz'
X (111.56)

.
o s

O ENCOre;

.f_IT i o ’1‘\1 i )
¥i= | =9k + ﬁ{— B (II1.57)
L’H; ;Z—: A

F
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Dans le cas de n valeurs propres distinctes, on

r;_l\| y
K ‘J‘J' o

Ainsi, lorsque le nombre ditérations devient grand, les itérés successifs
deviennent colinéaites au vecteur propre x*

| %] Bxl (1I1.58)
el

e

De plus, ona:

178 _

!|}': || Z

D'od le résultat fondamental suivant : Dans la méthode de la puissance Mverse,
les itérés successifs y. convergent vers le vecteur propre x" correspondant 4 la valeur
propee la plus petite 4 ; le rapport des normes de deux itérés successifs converge vers

1

A

On saffranchit de la croissance ou de la décroissance excessive des
composantes des itérés en normant le vecteur y, apres chaque tération,

D'oi I'algorthme de la méthode de la puissance inverse:

Kz, =My, ,
T z:
7Tl

Dans ce cas, aprés un nombre suffisant d'équations:

1
- e
= i

On peut remarquer que la méthade ne nécessite pas le passage a la forme
standard du probleme aux valeurs propres ce qui est un avantage mportant
Cependant, clle nécessite 4 chaque nouvelle itéradon la résolution d'un systemc
linéaire. lle se préte bien i une organisation hors mémoire centrale. I'obtention des
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modes supérieurs s'effectue par la méthode de déflation orthogonale ou celle du
décalage spectral.

- Convergence
Les propriétés de convergence de la mérthode de la puissance myerse sont
identiques i celles de la méthode de la puissance directe, alors en udlisant une

démarche similaire, les itérés successifs s'expument dans la base modale sous la forme
suivante:

gl br . Ry (111.59)

avec

A bout d'un nombre d'itératons suffisamment grand, on a:
grand,

|
ﬂ ]
y e =10
0
| 0]
Ainsi, pour un vecteur de départ tel que A= . . . 1], onaura:
T Y
yh = {1. 4 ] (ij 1 (T11.60)
| -l"«.ji \.‘Aﬂ I

Le taus de convergence de 7, vers e, qui caractérise la convergence de 3, vers
Ms'exprime sous la forme survante:
fim 2%k A (I11.61)
il =8, |'.z 4
Ainsi le taux de convergence vers le mode fondamental est de (4/4,). Ce
résultar peut étre étendu aux modes supérieurs. La methode d'itération inverse
présente donc des propriétés de convergence mauvaises dans le cas de valeurs propres
voisines. Le nombre ditérations r requis pour lobtention d'une précision de s
chiffres significatifs sur les valeurs propres :
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Soit pour;

est obtenu par l'expression approchée :

p—" (I11.62)

I il_
[“gfaJ

Ainsi, par exemple, 'obtention d'une erreur telative de 107sur les valeurs
propres nécessite plus de 60 itérations pour des valeurs vosines de 10% pres
(fréquences votsines a 5% pres).

- Itération inverse avec décalage spectral

On utilise souvent la méthode de la puissance mnverse en effectuant un decalage
du spectre des valeurs propres dune valeur 4, donnée, ce qui permet I'obtention des

valeurs propres proches de 2, et l'amélioration du taux de convergence de la
méthode. On a:

A=l+u (111.63)
Le probléme aux valeurs propres devient alors:
[K - A M= M x (TI1.64)

I'algorithme de la méthode de la puissance inverse appliqué a l'équanion
précédente, devient alors

[K—AMz =My, (11L.65)

y, =
=]
Dans ce cas, la méthode va converger vers la valeur propre u, =(4, —4,) de

telle sorte que |4, — 4| soit minimum ct vers le vecteur propre correspondant. On

ohtient ainsi la valeur propre 2, la plus proche de 4, .

L'utilisation de la méthode de la puissance invetrse avec décalage spectral est
intéressantc quand on dispose d'une valeur approchée de la valeur propre recherchce
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obtenue préalablement par une autre méthode par cxemple, la méthode du
déterminant (suites de Sturm); clle permet alors avec un nombre tres faible d'itérations
de raffiner cette valeur approchée et dobremr le vecteur propre carrespondant.
Cependant, on rematquera quc la méthode nécessite une décomposition de la matrice
[& — A,M] pour chaque valeur de décalage ce qui peut étre coliteux en temps de caleul.

Pour étudier la convergence, cxprimons les itérés dans la base des vecteurs
propres, soit:

¥, =@y, (111.66)
On montre facilement lexpression suivante de y):
e : S S T A f-!
(A [k Ak (32) -

Ay — Ay Ug*z i~ Ay E'l.\'?‘iq_‘in "“i'\j'rr_‘ﬂh

Avec 4, valeur propre la plus proche de 4,. Au bout d'un nombre su ffisant

Jd'ttératons, on a:

y,oe =1k (IIL.68)

TYon le taux de convergence:

e S (11L69)
A=A

e,

lim =
?‘ l_EJi:"*:l it

=

Ainsi, les itérés successils convergent vers ¥ avec un taux de convergence qui est le
plus grand des deux rappotts:

IAk—iu‘

A = Ay
—e——r 5 "
"]‘J:—i_!{'l}‘ |’1'.E,--|_’i1:
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ETUDE THEORIQUE

Le but de ce chapitre c'est de présenter le cheminement est les différentes
érapes de discrétisation, assemblage jusqu’a ou on arrive 2 l'obtention des matrices[M]
et rigidité [K] de la structure étudiée. Les schémas généraux étudiés concerne une
poutte encastrée libre présentant une aile ou une pale d'hélicoptére en vol comme le
montre la figure suivante

N

Pl

M

FIGURE :schémas générale de la structure étudiée

La section de I'aile peut avoir différentes formes. Cirons a titre d'exemple,

les profils NACA, RAE,...
La forme générale de la section de l'aile est préseatée par la figure suivante:

C/»\

Pigure 2 section dune aile.

Si le profile est plein, il peut étre utiliser pour les pales d'hélicoptéte ou
méme pour les aubes d'une turbine. Si le profile est creux, il peut étre utiliser pour les

ailes d'avions.

La premiére étape consiste 4 décomposer la poutre en pefites morceaux
ce que l'on appel des éléments finis et faire la numérotaton des élément et les neeuds .
q P
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1 2 3 4 5 6 7 N-1
L & s = L & L ]
2 -1 i i+1 5 T N

la numérotation des éléments est faite par des cercles ou on note ici par :

NN : nombre de noeuds.
NE : nombre des éléments finis

51 la discrénsation content NN nceuds, alors le nombre des élément finis est données
par _

NE = NN Lossmmonssanamiviras i 1

L'ordre de numérotation des éléments finis ne pose aucun probléme sur la
fiabilité du programme de calcul, ce qui est n'est pas le cas pour la numérotation des
neeuds que doit étre de l'ordre bien choisi surtout si les matrices[M] er [K] sont
considéré comme des matrices bandes, le probléme de numéroration devient séreux
s1le rang des matrices devient de plus en plus élevé.

On auta:

0,
[ 3 9
i i+l

— |

s1la diseretisation est uniforme chaque élément fini & une longueur

h-ﬁ 195 NE

Avec L longueunr total de la poutre.
Chaque élément fint 4 son propte caractéristique mécanique et géométrique alors, ici
pour I'élémentiona:

Module de young: E  Moment d'inertie : 7  Masse volumique :
Aire da la section : 4
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Concernant le moment d'inertie T utilisé dans le caleul, 1l faut prendre celui qu
mtervient ,pour la flexion considérer dans le caleul

Les matrices [M] et [K] de cet élément typique on a:

[ 156 —221} k] - E{[ 12 —ﬁ[}

I
e} = 22 _221  4fF -6 4L

420

Notons ici, que le déterminant de la mattice [K] est égal & zéro pour tous les
éléments finis et ce n'est pas le cas pour les masses.

Rematquons bien que, pour avoir les mattices [MEdK] de tous les éléments
finis, il faur connaitre les caractéristiques de chaque élément finis, pour cela, il faut
décaler des vecteurs nommés par E(NE)AINE).RO(NE).etd(NE)de dimension égale au
nombre de neeuds NE et décaler encore de mattice AME{4.4)et AKE(4.4) pout
stoker respectivement les matrices masse et rigidité des éléments finis. Ici on
remarque que la taille de ces matrices est de l'ordre 4x4 parce que, chaque élément fini
condent 4 inconnues au total, deux par nceuds, ces inconnues sont
Un déplacement vertical v (pour la flexion vertical) et une rotatdon comme le montre

la figure suivante:

G f fﬂ jé‘.ﬂ

i+l

le vecteur de déplacement de cet élément fini est donné par :

%
{q}: Y+l
1]
Notons il que la présentation et I'écriture des matrices [M]et [K] dépendent
de I'écriture du vecteur de déplacement.

Maintenant, pour artiver 4 la détermination des matrices Mler [K]globale de

toute la poutte, i faut assembler les matrices élémentaires [M]et [K] des éléments

Hnis.
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La poutre est une structure conmnnue, elle contient une infinité de degre de
liberté. L'érape de la discrétisation rend le nombre de DDL fini, mais assez grand,
alors les rangs des matrices [M]et [K] globales sont égaux.

Rang=2*NE

Plus le rang est grand, plus la taille des matrices est grande et plus le probleme
de mémorisation devient delicat.
Notons ici, quelle sont des matrices symétriques et bande, vu la numéroration des
neeuds choisis.

Durant le calcul, et vue des deux propriétés on a utliser une technique avancé
permettent de stocker uniquement une partie de chaque matrice(partie supérieure)
vue la symétrie, sans les zones qui se trouvent 4 l'extérieur de la bande. La structure de
la matrice [M]et [K] est considérer comme un vecteur. :



Chapitre V

LES METHODES DE STOCKAGE



Chapitre . V : Méthodes de Stockage LES

LES METHODES DE STOCKAGE

Cette parte du projet est comsacrée a la résolution du probleme
numériquement. On a réalisé un programme en langage Fortran dont les annexes A
et B présentent les résumés de histing de chaque patties du programme.

V.1. REMARQUES PRELIMINAIRES

¢ Lc progtamme proposé est congue spécialement surtout pour un cadre de
discrétisation élevée.

e [’élément fini unlis€é dans le programme est un éément de poutte deux (2}
nceuds.

e ILe travail a été limiré pour des matrices [K] symétriques et bandes. Ces
deux propriétés nous ont conduit a stocker la partie supérieure ( ou
inférieure ) de la matrice en éliminant les zéros qui se trouvent i lextérieure
de la bande, dans un vecteur wuni colonne ( ou uni-ligne ), qui donne
Péquivalence des cases pour la matrice [K] dans le vecteur {vk} qui
représente la matrice de rigidité fictive.

La méthode de calcul est simple et consiste a donner a chaque fois qu'on tombe
daas une case d'une marrice K(i, ), sa positon dans le vecteur {vk} i partir d'une
certaine formule qui vare avec la facon de stockage .

Si une fois on tombe dans une case K(i, j) au dessus de la diagnnale (dans la
partie supérieure) mais 4 lextérieure de la bande, le calcul sera ignoré puisque cette
case est réellement nulle et elle ne présente aucun changement de résultat d’addidon,
puisque on connait au départ, sans calcul, le résultat des opératons (d'addinom,
soustraction, multiplication, division et autres opérations de fonctions ) d'un nombre
quelconque avec le zéro.

51 une fois on tombe dans une case K(1, j) au dessous de la diagonale (dans la
partie inférieure), il suffit uniquement d'utiliser la propriété K{i, jj=K(, i) (puisque
dans le programme on a choisi le stockage de la partie supérieure) et le traitement se
fait comme une case K(1, j) avec les deux cas précédants.

V.2. METHODES DE STOCEAGE SOUS FORME DE VECTEUR

Considérons une matrice [K| d’ordre (NxN) symétrique et bande avec la
latgeur de la demi bande est B. Le probléme est de savoir stocker les cases de cefte
matrice dans un vecteur {vk}. Il est parfois plus difficile de faire une équivalence
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entre une case de la matrice [K] et la case de vecteur {vk}, ce qui a supposé plusieurs
formes de stockages (ou méme infini ) sous la forme de vecteur. Ces formes de
stockages sont différenres suivant la maniére de stockage et la formule de récurrence.
On va proposer cing (05) formes de stockages en prenant une matrice [K] d’ordte
(7% 7) symétrique et sa bande B est égale a 4 ct ccla pour fix¢ les idées.

V.2.1. STOCKAGE EN COLONNE

La méthode de stockage choisie est représenté par la dircction des fleches,
c'est-a-dire, colonne par colonne, comme le montre la figure (V.1) :

V] 0

v

LR T

Sym

Figure (V.1) Stockage en colonne

vk(1)=K(1,1)
vi(3)=K(2.3)

vk(2)=K(1,2)
vk(6)=K(3,3)

vk(3)=K(2,2)
vk(M=K(1,4)

vk(4)=K(1,3)
vk(8)=K(2,4)

vi(9)=K(3,4) vk(10)=K(4,4) vk(11)=K@2,5)  vk(12K(3.5)
vk(13)=K(4,5) vk(14)=K(5,5) vk(15)=K@3,6)  vk(16)=K(4,6)
vk(17)=K(5,6) vi(18)=K(6,6) vk(19)=K@4,7)  vk(20)=K(5,7)
vk(21)=K(6,7) vk(22)=K(7.7)

On peut remarguer pour cet exemple, que la dimension nécessaire du vecteur
{vk} est égale 2 22, C'est & dire NN = 22,

Maintenant si on veut généraliser 2 une matrice [K] d’ordre (NxN) symétrique
avec largeur de la demi bande égale 4 B, la dimension du vecreur {vk} doit etre égale
a4

NN=1+2+3+.......... +B + (N-B)-B

+B-(N-B)

1 ]
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.
comme $Ti= B_(]32_+_I) suite arithmétique de raison unité, aloss :
i=]
NN = 55-“;—“7’ +(N-B)-B
dong Ny =B ENZB+D V1)

On peut vétifier la validité de cette formule pour Fexemple précédant :

NN =
B=4 2

jl'N=? 5 4(2x7-4+1) _ 5

On procéde maintenant a la déterminadon de la formule de stockage des
léments de la matrice K] ( les éléments de la bande supérieure uniquement ) dans le
vecteur {vk}, c’est-d-dire, I'équivalence d’une case de la matrnice [K] dans le vecteur

{vk}.
Pour trouver la formule de récurrence, on divise la matrice [K] en deux blocs.

* Pour une case K (i, j), telle que j < B, son équivalence (position) dans le vecteut
{vk} est vk(L) avec :

L=1+2 %3+ ... +|[j-1}+i.-.ij_;}j+i

alors L=-

+i si j<B (V.2)

on peut remarguer que le nombre (] - 1) ) est un nombre paire.

* Pour une case K (i, j), telle que j >B, son équivalence (position) dans le vecteur

{vk} est vk(L) est donnée par : _
L * - . H o i

L=14243+-+B+(j=-B-1)B+i-(j-B) = 1—]+i—B+—ZJ)

2

B¢l-B+2j
)

-

alors L=i—j+ ) > B (V.3)
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- Pour la formule (V.2), le compreur ‘1’ vanede 1=i<].

- Pour la formule (V.3), le compteur “1’vame de j— (B-1)<i <]

- La foncdon L{ , j) est continue au point j = B, c'est-a-dite, pour | = B on peut
appliquer n'importe quelle formules (V.2) ou (V.3).

- Pour les formes suivantes, on va seulement donner les formules de récurrences de

stockage sans dérailler les calculs [5], [ 7 ].
V.2.2. STOCKAGE EN DIAGONAL

La matrice [K] (les éléments de la bande supérieure) sera transférée
diagonalement dans le vecteur {vk} par [ 5]:

vk(l) = K@, ])

telle que :
e S - J o ss = .
L= 3 (N+1-B ti=Zei-1 (N-j+i+l) + i (V.4)
p=1 £
{j=1,2.3,----+,B "j=B+1, B+2, -+, N
avec i et - g Z :
i=j,2,3,~,B i=j=B,j-B+1, -, ]

I ’exemple suivant pour une mattice d’ordre (7 x 7) illustre schématiquement le
transfert des cases entre la matrice et le vecteur correspondant.

= !"“'--\_\ 08 [ W) 0 1

‘ D P o 2

| \\\ | 3
=7 Svm ! \'\\& > 5 s 2
?I?I ¥ ] 1\“\_‘3 ]

l - L

‘ B |'.\'IN

Figure (V.2) Stockage en diagonal
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La dimension nécessaire du vecteur {vk} est donnée toujours par la formule
(V.1). Si on applique la formule (V.4) a cette matrice d’ordre (7x7) et B=4 pour bien
éclaircir le procédé de stockage, on trouve les résultats suivants

vk(1)=K(1,1) vk(2)=K(2,2) vk(3)=K(3,3) vk(4)=K(4,4)
vk(5)=K(5,5) vk(6)=K(6,6) vk(T)=K(7,7) vk(8)=K(1,2)
vk(9)=K(2.3) vk(10)=K(3,4) vk(11)=K(4,5)  vk(12)=K(5,6)
vk(13)=K(67)  vk(149=K(1,3) vk(15)=K(24)  vk(16)=K(3.,5)
vk(1T)=K(4,6)  vk(18)=K({,7) vE(19)=K(14)  vk(20)=K(2,5)

vk(21)=K(3,6) vk(22)=K(4,7)

V.2.3, STOCKAGE EN LIGNE

La matrice [K] (les éléments de la bande supérieure ) sera transférée ligne par
liene dans le vecteur {vk} par [5]:

vk(L) = K{1, )

telle que :
L=(-1)B +ji+l i {izl‘?”g"""m‘g (V.5)
=11~ +]1 51 :
” fed ds e, deBed k
B 1 ; i=N-B+1,-,N
L== (2ZN- B+1}——('\—1)[\—1+1} N+j si e V.0)
2 e oy O £ CREEET |
] > | 1
S B 5
> 3
K] = 2 — vk} o
Sym =
TxT = ®
— @
| > NN

Figure (V.3) Stockage en ligne

La dimension nécessaire du vecteur {vk} est donnée toujours par la formule (V.1).
Si on applique les deux formules (V.5) et (V.6) a cetre matrice d'ordre (7%7) et
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B=4, pour bien éclaircir le procédé de stockage, on trouve les resultats
swvants :

vk(1)=K(1,1) vk(2)=K(1,2)  vk(3)=K(1,3) vk(4)=K(1,4)
vk(5)=K(2,2) vk(6)=K(2,3) vk(T)=K(2,4) vk(8)=K(2,5)
vk(9)=K(3.3) vk(100=K(3.4)  vk(ID=K@3.5  vk(12)=K(3,6)
vk(13)=K{@44)  vk(14=K@5  vk(15=K(4,6) vk(16)=K(4,7)
k(AT)=K(5,5)  vk(18)=K(5,6)  vk(19=K(5,7) vk(20)=K(6,6)

k(2D=K(7)  vk@)=K(@.7).
V.2.4. STOCKAGE EN LIGNE DE SERPENT

La matrice [K] (les éléments de la bande supéricure) sera transféré ligne par ligne
alternativement dans le vecteur {vk} comme le présente la figure (V.4) [5]:

' = 1
< ! 2
] > [ s
[K] = < ——> vk} e
TxT Sy > ¥
e *
— [ INN

Figure (V.4) Stockage en ligne de serpent

Pour une mattice [K] dordre (NxN)ona:

vk(D) = K@, )

telle que :
o A ot
L=¢i-bhB+¢ -1 l 1(j—i+1) + [l+l—21ﬂti lD(HH)
% +2 (V.7
. {izls 2,,N-B i
51
j=i,i+Ll,i-B-1
et

L :%{EN—BJJ] *%{N-—h [T\'—i+l';—N+j4[i+1-21m(%)](N—2j+i}

i {i:N—B+1,----,N
8

(V.8)
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avec Int (x): Veut dire la partie entére d'un nombre fractionnaite.

De méme, la dimension du vecteur {vk} est donnée parla formule (V.1) .Si
on applique les deux formules (V.7) et (V.8) 4 cette exemple pour N=7, B=4, pour
bien éclaitcir le procédé de stockage, on trouve les résultats suivants :

E=K@,1)  vk@=K(1,2) vk@)=K(13) vk@=K(@14) vk(E=K(2.5)
Kk(@©=K(@24)  vk@=K23)  vk@=K22) vk®=K33) vk(10=K(34)
EAD=K(.5) vk(12)=K(3,6) vk(13)=KA47) vk(14=K4,6) vk(15=K(4,5
k(16)=K(4,4) vk(I7)=K(5,5) vk(18)=K(5,6) vk(19)=K(5,7) vk(20)=K(6.T)
vk(21)=K(6,6) vk(22)=K(7,7)

V.2.5. STOCKAGE EN ESCALIER

Le schéma de transfert des éléments de la matrice [K] se fait comme
indique La fipure (V.5) suivante pour N=7 et B = 4 :

Rl 1
! 2
— 3
K] = =] ™ B [vk} o
Sym \ _ N = —
Tx7 N3 o
T

Figure (V.5) Stockage en escalier

Pour bien voir le transfert des ¢léments |, voici la correspondance :

vk(1)=K(1,1) vk(2)=K(1,2) vik(3)=K(1,3) vk(4)=K(1,4)
k(5 j=[<.{2,5) k(6)=K(3,6) vi(T)=K(4,7) vk(8)=K (2,2
vk(9)=K(2,3) vk(10)=K(24)  vk(11)=K(3,5) vk(12)=K(4,0)
vk(13)=K(5,7) vk(14)=K(3,3)  vk(15)=K(34) vk(16)=K(4,5)
vk(17)=K(5.,6) vk(18)=K(6,7)  vk(19)=K(4,4) vk(20)=K(5,5)
vk(21)=K(6,6) vk(22)=K (7,7

Pour une matrice d'ordre (N xN) avec une bande B, le transfert des éléments se

fait par la formule de récurrence suivante :

vk(l) =K{,j) par:
N_ _ i=1,2,3,-.B )
(2 . 1) < (V.9)

L=({i-1 S
= ' li=hitle, B
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er
_ i i=1,2---,N
L=(E‘:.—_j+i—1){2N B+) 1}+j si { ) (V.10)
2 j=B+1,B+2,i+B-1
Remarques :

La méthode de stockage des matrices bandes sous forme de vecteur nous fair
gagner en espace mémoire ordre suivant :

Pour une marrice |K] d'ordre (NxN), symétrique et bande, ona:

NDCE = NxN—NN=N>-BEN-B+1)
)

avec NDCE : Nombre De Case Eliminés

Au Heu de stocker N° cases dans la  mémoire de lordinateur, on stocke
uniquement NN cases. Pour voir un ordre sur les valeurs de NDCE et NN, on
propose les exemples suivants :

e N =100
B N? NN NDCE Pourcentage des cases
gagnées
100 | 10000 | 5050 4950 ~ 49,50 %
7 10000 4585 5415 ~ 54,15 %
35 10000 2005 | 7095 a 70,95 %
10 10000 335 0045 = 90,45 %
2 10000 199 9801 =~ 98,01 %
s N= {
B N* NN NDCE Pourcentage des cases |
I B gagnées |
480 | 25000000 | 2285040 | 22714960 = 90,85 %
270 | 25000000 | 1313685 | 23686315 = 9474 %
150 | 25000000 [ 738825 24261175 ~ 97,04 %
70 | 25000000 | 347585 | 24652415 | =~ 98,60 % |
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® = )
B N* NN NDCE Pourcentage des cases
gagnées
480 | 10" 47885040 | 9952114960 = 9952 %
270 | 10® | 269636685 | 9973036315 « 9973 %
150 | 10" | 14988825 | 9985011175 = 99,85 %
70 | 10® | 6997585 | 9993002415 ~ 99,93 %

Il cst bien clair daprés ces exemples que plus la largeur de la demi b
est petite_plus le nombre des cases gagnées augmente rapidement, ce qui veut
dire que, durant la numérotadon des nceuds du maillage généré, il est important de
choisit celle qui donne la bande minimale, ce que F'on appelle par numérotation

Dptl_mal

Onremarque bien que le nombre de cases gagnés dans les cas les plus
défavorables dépasse 90% de la méthode dassique de stockage complet. Donc on a
bien vu Pintérér pratique de la technique de la matrice bande. Aprés avoir résolu le
probléme de stockage, on va procéder maintenant i la description qualitadve des
méthodes de résolution d’un systéme adapter pour des matrices bandes, stockées sous
forme d’un vecteur.

V.3. ALGORITHMES DE RESOLUTION DIRECTE DE SYSTEME
D'EQUATIONS

On est amené a résoudte le probléme aprés avoir rempli la marrice de ngidité
[K] globale et le vecteur {F} afin de déterminer le vecteur {u} de soluton 4 un
svstéme d’équations suivant :

K] fu} = {[} (V.12)

On a choisi deux méthodes pour la résolution numérque de ce systéme d’équations.
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V.3.1. METHODE DE KHALETSKI

Supposons dans la premitre étape que la matrice [K] est catré mats pleine
et guelconque [ 10]. Aprés avoir présenté lalgorithme de résolution [1 0], en essaye
de faire Vextension vers une marrice pleine mais symétrique, er dans la derniére étape
en déduit I'algorithme de résolution pour une matrice symeétrque et bande.

K] matrice carré pleine quelcongque
Mettons la matrice [K] sous la forme d'un produit de deux matrices

triangulaires inférieure [L] = [L;] et de la marrice triangulaire supérieure [T1] = [H;] a
diagonale unité, c’est--dire :

K] = [ [H] (V.13)
ou :
I L'll i Hu Hgg 8 5 Hn\; ]
Ly, Ly, 0 1 123 EZN
m=|. - et [H]= o
. 0
Ly - - LhN_ | 1 |

Les éléments L, et FI; se calculent d'aprés les formules suivantes [10]:

K
= _ _ i
LH_KH > Hlj_[__ i=2,3,., N
11
£ 1 r.14
Lo == % B H i=1,2.3,..,1 i (V.14)
g u m=1 m - Iy '
i eop=2 N
H —L(K __mi!]__. H b s Hoom i N |
-Ij . Lii I Ij m=| j.ﬂ'.l. TI"I-j '-l tl k] maany J

(On aura par suire deux systémes d’équations i marrice triangulaire
[K]-{ui={F; > [L]-[H]{u}={F}
on pose [H]-{ul={y} (V.15

alors [L]{y}={F| (V-16)
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La résolution de systéme (V-16) en suite (V-15) se tair par les procédures suivantes :

K
b _L_
s (V.17)
1 (Mg -
,i_L—[FI % L :.rm] i=2,3,.,N
Uy =Y
et (V.18)

z H u i=N-1, N-2,...,3,2.1

m=i+|

[K] matrice carrée pleine et symétrique :

St la matrice [K] est symétrique, cest-a-dite, st ij = Kj1 ce qui est le cas. Alors,

on peut démontrer que [10] :

E
H. —rL (V.19)

La proptiété (V-19) nous a permer de ne pas déclarer la martice [H] dans la
mémoire de Pordinateur et de calculer uniquement les éléments de la matdce [L], ce
qui engendre un gain d’espace mémoire en plus.

L’algorithme présenté par les formules (V.14), (V.17) et (V.18) se simplifié a :

L, =K
m=j-I L i=2,3;..,N (V2O
- B jm s _ . youlpiiaey J

1. =K mzzl L T2 e
mim

F1

Y= E:
T T (V.21
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et substituons I'équaton (V-19) dans Péquation (V-18), cette derniere devient :

Uy =¥N
r:ﬁu:l'_ﬁz:,

=N
Gi=yi— S Lyt I=N-LN=2,..3,2,1
Ly s m

[K] matrice carrée symétrique et bande :

Comme la marrice |K| de notre probléme est symétrique et en plus elle est
bande, nous essayons a partit des algorithmes (V.20), (V.21 et (V.22) dextraire
Palgorithme pour des matrices symétriques et bandes ct cela en éliminant les

opérations sur les Zéros [3], [6].

La matrice [K] posséde la forme genérale suivante

- K, .
Kun K
Ki1  Ks Kas
: : Sym
Kpi  Kn
0 Kgaz
[K]= 0 Kaig Kij (V.23)
KI:H]—I,I
00 0 0 £ |

N : L'otdre de la matnice

avec :
B : La largeur de la demi-bande.

Pour voir exactement la forme interne de la matrice (V.23), considérant les

deux exemples suivants
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Exemple 1: N=12 ; B=5

KTI
KZI K‘ﬂ
K ch KSE J K'_’E-

._,1541 Ky | Ky | Ky

K

51

[K]=

Sym

K
Kﬂ‘i KBS Kﬂ{a Kﬁ? KEH
K“E’S K‘E‘L‘u K‘T" K‘}E K‘Q‘J
O Klﬂ.ﬁ I<:II:ZL'?" Kﬂ-‘.ls K‘lllﬁ KID.H]
I{11.'-' Kn.& K‘li,& Klt.lﬂ Klt.t‘l
lC;!I"'_.l‘p KE.'J Z10 KV’_H Ku.u

Figure (V.6) : Exemple de la matrice bande de Péquation (V.23)

KH
Ky | Ky
K | Ky | Ky
Ky | Ko | Ky | Ky Sym
Ko | Ky | Ky | Ky
[K]= | K | Ky | K | K
Koo | Ks | Ky | K
O Kes | Koo | Ky | Ky
Ko | Koy | Ko | Ky
| Koz | Kios | Kios | Kian
Figure (V.7) : Exemple de la matrice bande de ’équation (V.23)
Remarque :

® La matrice [L] qui vienr de la décomposition de la mattice |K] posséde la méme
structure que [K] sauf qu’elle est tnangulaire. Aprés éliminadon des opéradons
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sut les zéros (les éléments 4 Pextérieure de la bande), la formule de décomposition
(V.20) devient [ 5]:

r=j-I j=1.2.3 B
_ ir Do B L
Lij_Kij- Z LirL__ ;.= i
r=L - J 2,31_””91 I:-T'.I:r .}4}
- r=j-I . L, {i:H+I,B+Z,.,.,N )
§ § r=i—-B+l ir Ln j=i_B+1?‘“-"i

De la méme maniére les formules (V.21), et (V.22) deviennent respectivernent
de la forme sutvante :

l:'|1
Yi=1
L]I
r=1—1
g B Ligw 1=23...B (V.25)
Lll =1
= Ele T ] i=B+l,..,N
:J"rl Lﬂ"k 1 |-=1?‘[i..-'[ |f}rr L] s

Ly =¥y
r=MH
ek 4’“1:3)’5'%' ;E—‘ﬂur i=N-1, N-2,..,N=B+1 (V.26)
u I=
] r=irB-l :
u =y, —=— > Lyu, i=N-B,N-B-1,..,3,21
L T Ly oS .

V.3.2. METHODE DE CHOLESKY

Dans le cas d’une matrice indéfinie, la matrice [K] symétrique peut étre
décomposée sous la forme suivante [2], [3] :

(K]=[L}[D][LT (V.27)
avec :
L] : Matrice triangulaire inférieure (les ¢léments au-dessous de la diagonal sont
non nuls) avec diagonale unité.
[D] : Matrice diagonale avec les éléments Pivots dy # 0
[L|” : La transposée de la marrice [I]
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Le déterminant de la matrice [K] est obtenu par ;

=N
det [K]= Hdi-. (V.30)
Remarque :

Si la matrice [K] est symémique et définis positVe, on peut décomposet la
martrice [K] sous la forme suVantc :

[K]=[L]"[L] (V31)

Dans ce cas, la matrice [L] est triangulaire supérieure (les éléments au-dessus de
la diagonale sont non nuls) et sous la forme matricielle posséde la structure suivante ;

[ Ly Lz Lz - Lin
Lz Lz -+ Ly
[L]= Lz -+ Lax
0 S
L Lyw |

® Algorithme I1:

Cet algorithme est congu spécialement si la matrice de rigidité est défini
positive. L’algorithme qui donne la factorisadon de [K| pour ce type de matrice est le
swivant [2], [4] et [5]:

K
g
Lpn=+JK; LIJ:FE‘ 1=2,3,.,N
11
r=p—I 3 ] e
F.32
L =JKM,— XL, P (Va3
. v p=23,..,N
t e ,
LM—LFF[KP]— 2 Lp Ly j=p+l.p+2...N
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2
i=N
Le déterminant de la matrice [K] est obtenu par det [K | = [ [IJ_.H]

Les éléments de la diagonale de la matrice |K] sont tous positifs et non nuls.
Concernant les algorithmes (V.29) et (V.32) pour la méthode de Cholesky, on
n’a pas le probléme de division pas zéro.

La division par d,, dans Palgorithme (V.29) ne pose aucun probléme de division
par zéro, puisque d;; =K;; er on a dir que: Ky >0 i=12.3..,N. La
division par d; (1=1,2,3,...,N) dans lalgorithme (V.29) ne pose pas encore
le probléme de division par zéro, puisquon a : det[K] # 0 (La soludon de {u}
exIste marhématiquement) et d’apres (V.30), il faut
quesd; #0 i=123,...N.

Concernant Palgorithme IT de Cholesky présenté par les équations (V.32) ne
pose pas de probléme de division par zéro puisqu’on a : det[K] #0. La solution

de {u} existe, et comme det rK]=L1;I.LEHnL233....LLN. Alors ils faut que les
L;
Le probléme de la racine d’'un nombre néganf de lalgonthme (V.32) pour
déterminer les éléments diagonaux de la matrice [L] ne se pose plus, puisque la
condidon supplémentaire que doit vérfier la matrice [K] pour que Palgorithme
11 soit applicable est que la matrice [K] soit définit positive.

Les mémes remarques présentées pour l'algorithme de Cholesky sont valables
pour l'algorithme de Khalerski.

la détermination du vecteur soluton {u} par Palgorithme de Cholesky ne
différe pas beaucoup par cehui de Khaletsk.

i=1,2,3,....N soient tous différents de zéro.
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RESULTATS ET DISCUSSION

Apres la mise en ceuvie de la méthode des déments finis, er la résolution
numernique du probléme de vibration libre des poutres en flexion, et la programmation
de la méthode des itérations inverse, on arnve au stade de la présentation de quelques
résultats numénques déterminés par le programme. En premier lieu on a réalisé un
programme répondant 4 la résolution de ce probléme.

I"application de la méthode des cléements fines 4 permet dobtenir les résultats
numeriques tels que : Passemblage des éléments finis pour obtenir les matrices masses
[M] et rigidicé  [K] de la poutre, les pulsations propres de résonance, ansi que la
deformee associée et la véntication de Porthogonalité des modes propres.

Afm de valider et mterpréter cos résultats, nous avons entamé la résolution
analytique du modéle mathématique pour le cas le plus courant.

La comparaison entre les résultats obtenus par la programmarion de la méthode
des éléments finis et les resultats analytiques du phénomeéne est ainsi faite.

La valdit¢ de nos résulrats est justifiée en faisant augmenter le nombre des
cléments finis et pour chaque cas, on a exécuté le programme et on a fat la
comparason avee les solutions analytiques.

V.L. ORGANIGRAMME

On a réalise un programme informatique en langage Fortran exécuté sur un
micro ordinateur Pentium IIT, 650MHz, et 64 Méga de Ram.
Le programme est présenté dans l'annexe B.

V.2. EFFET DE LA DISCRETISATION SUR LA CONVERGENCE DU
PROBLEME

On a considéré ici plusieurs approximations, en augmentant le nombre des
clements finis et de déterminer pour chaque cas la premiére fréquence propre de
resonance et le vecteur propre associc ct faire la comparaison avee les solutions
exactes. L'exemple qu'on a pris est le cas le plus courant concernant une aile
cncastree, de section constante en plen vol,
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On a considéré la présentanon des résultats de facon adimensionnelle, afin de
les rendre valable pour n'importe quelle ale de section constante sans faire recours
aux proprietés mécaniques tels que @ la masse volumique, le module de Young, et les
caracterishiques géometnques comme { et /.

On a pos dans notre étude le cas d'une poutre homogéne ayant les valeurs de
g8 4 constantes.

L'aile est considére ict comme étant une poutre encastrée - libre, comme Pindique la
figure ( V.2) présentee ci-dessous

o
W

Figure (V.2) Adle encastrée libre

Dans le cas geénéral, nous somme en présence de deux flexions, Pune
honzontale due a la présence de la trainée acrodynamuque et de la poussée, Pautre
flexion est appelé flexion verticale due a la présence du poids de laile et la portance
ac¢rodynamique.

On i consideére quatre exemples ; chacun a une discrétisation spécifiée

Lxemple 01: Considérons la poutre avec un elément fin

Avec NE=1 ;alors AN =

I~

f=1; 4=1 ;1l=1m
=1 E=1

W + vl *-'ET wﬁj
|
e

b7

L
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Les matrices de ogidité et de masse sont les suivantes :

Ef|l 12 -6L | 156 —-22L
[K]:?{—ﬁ,{ 4}}} ct [M]=fll:—0l—’?2£ 4!}}

Les pulsations propres associces sont représentées dans le tableau suivant :

Calculé par le programme exact ]
@, 3.532 3.516
- a, 22.058 22.036 "
6, | 61.712 61.6590
1
1815
. J i 3302
Ie premier mode ainsi déterminé par le programme est: {8, }= a2 eagd
6,0376
12.77164)
r 21
6
5
4
K|
| /
1 -
g Loz . o
0 1 2 3 4

Figure donnant I'allure du premicr mode
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Exemple 02 : conswdérons la poutre avec trois élements finis,

Les matrices de rigidité |K] et de masse [M] sont les suivantes :

(312 0 54 13 0 24 0 -12 6 0 0
o 13 -3 0 0 8 =& 2 0 a0
Ll 34 13 312 0 54 -13 q Ei-12 -6 24 0 -12 6
e e Bl o P _
4201-13 -3 0 K E: — 2 L i &} 2 U 8 =8 2z
) 0D 54 13 186 -22 o 0 =12 =6 L& =
00 -13 -3 -22 4 no0 6 2 -6 4
Les pulsations propres associees sont representées dans le tableau suivant :
B Calculé par le programme exact il
e, _ 3.516 13.516
o, i 22.10 | 22.036
W, | 62.47 61.690

Les modes ams détermngs par le programme sont

1= 1821 33422636 6.0412. 2779
.}=|L-0.7446 08810 -05683 1344 3561 |

1=l 09966 07179 -1.672 -1.695 —2.704
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Les valeurs de E’ortlmgcnﬂlité du trotsieéme mode

X v T ;

6, K 87 =66.64 % gy M, =1342 p51

2.

B -

5

4]

3

21

1 __..-"”/

S il : :

[B] 1 2 2 4

15 .
1 :l
0.5 /l \\
0+~ ' \‘\\ ' 5
|
05 0 1 2 \ 3 4
4 \
A5 - \\‘
T,
L'allure du dewzneme mode
2 - AT
.-'fl-".
1 T
D il T A x T = ",“::z_
40 2 4 N8 S8
\“m s
_2 H
28

I'allure du troisieme mode
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Exemple 03: considérons la poutre avec sept cléments finis.

Avec:

NN=R ; I=1
NE=T; p=1, E=1

A=1; L =3m

O @ 60 @ O e O

2

4

5

4] f: 8

Les matnices de rigidité et de masse sont les survantes
la mammce M=

Qoo 000 000 0.00 000 000 000
0.00 000 000 0.00 0.00 000 000 000

356.57
{10}
6171

.00
.00
| 0.00
RALT
0.00
0.00
0.040
0.04
(3,
(.06

1608 Q.00 -5.04
WAk
| <8.04
.59
LRELY
0.00
0.0
.00
0.0
{100
0.0
{00
.00
.00

.00
11.54

(.00

(0 -

R
(il
0.00
0.00
(.00
(.00
0.0u
(.00

7.00
-4.59
L5
(.00
.00
(.00
(.00
(100
Q.00
0,00
0.00
0,00
IRRII]

6171 -16.98
1698 48
16.98 356.57

-LADE 448 0000

LLEND
{LIHD
{100
ALK
0.00
0.00
0.00

-4.39
146.08
0.00

-FL ik

4.39
{(rO0
0,0
{301}
R
{1.00
(.00
(.00
{000

(.00
(.00
{00
{1.4K)
(.00
.00
00

4,59
L.73
.00
T
4,59
1.75
000
i
000
(.00
(L0
(A0
000
.00

(.0
(1,00
00 61.71
1194 1698
61.71 1698 356.57
1698 448 (.00
(LO0  0.00

61.71

(.00
.00
(.00
LE A
.00
{100

RN

-16.98

0.00 00

0.00  0.00 000 000 0.00

448 000 000 000 000 000 0.00 (.00
61.71 -16.98 0.00 0.00 000 0.00 0.00
1194 1698 -448 000 000 0.00 0.00 000
1695 35657 (.00

1698 -4.48

(.00
0.00
(.00
.00
0.00
0.0

.00
(.00
-804

-4.59
608

(00
B4
4.50
.00
4,06}
ARHLI
.00
0,060
0,00

0

(1)
(1Y (M
4.59
1.75 (L)
.00
T
4.59
195 000
.00
.00
£
1040
(.00
0,00

(.04}
61,71

-16.98

0.00
[IRV]
.00
11,00

Tt mt

11.594

01.71 -16.98 0.00 0400 000

1698 448 0.00 0.00 000

1698 356,57 000 61.71 -16.98 (.00
448 000 11.94 1698 -448 000
0.00 61.71 1698 356.57 000 61.71
000 -16.98 -448 000 1194 1698

0.00 O
0.00 0.

rice kK=

000 0.0

3o 0

oog 000

{1.40)

-8.04  4.39
59 175
LE.0E LI

ERLY

-804 -4.59
459 175
(.00 0.00
(.00 .00
0.00  0.00
0.00 000

00 000 6171 1698 178.29
00 000 -1698 -4.48 -28.73

0.00 000 000 000 D00
000 000 000 oo 0.00
0.00 000 000 000 000
oo 000 000 000 040
0.00 000 000 000 0.00
.00 000 000 000 0.00
-804 459 000 000 0.00
-459 175 .00 0,00 00D
16,08 0.00 -8.04 439 0.00
goo o 00 459 175 0.00
HO4 459 1608 0.00 -8.04
459 175 000 700 -459
000 000 -8.04 -459  8.04
000 D00 459 173 459

G

.06
.00
000
0.00
(LXA]H]

2,00
0.00
.00

{00

.00
16.98
-4 48
-28.73

507

0.00
(.00
.00
(00
(.00
0.00
.06
.00
0.00
0.00
4.54
1,75
-4,59
3.50




Chapitre VI: Résultats et Discussions

I

les pulsations propres assaciées sont représentées dans le rableau swvant :

| Calculé par le programme Exacrte
@, 3.51678 3.516
@, 220355 22.036
@, 61.6752 01,690

[.e premier mode amnsi déterminé par le programme est :

£ 1000000000000
1,68867503812482
3,72028605257513
3.01133756247866
7.74747891732210
3.97862078527772
12.6884758819848

4 4 616337T3471387 >

18.1908486444944
4.97058377339926
23.9679810060298
5.11085968467080
29,8271539932291

\5.13213520541193

Les valeurs de l'orthogonalite du premier mode :

& K. g = 416680

M $r=27.36495
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Exemple 03:

Discrétsation avec un nombre élevé des éléments, alors on va trater quelques
exemples avec une discrétisation asscz élevée, mais on présente uniquement les
résultats des résonances du premier mode propre sans procéder a la présentauon des
matrices de masses ¢t de ngidité respectivement [M] [K] , vu le rang élevé On
abourir au résultats représentés dans le ableau ci-dessous ¢

~ Discrédsgtion Caleulé | Exacte Erreur’o

NE=20 3.51679 3.51689 0.0028

50) 351681 3.51680 . 0.0025

80 . 3.516820 3.51689 ; 0.0019

TG 3.51684 351689 | 0.00158

= 150 3.51686 351689 0.00083
200 3.51688 | 3.51689 0,.000284 -

Le tableau suivant représente la convergence vers la solution exacte de la premiere
pulsation propre w, de résonance calculée par le programme.

On remarque bien que plus la structure soir discrétisée que Ia méthodes des élements
finis est Lecs puissante avec un nombre de neeuds égale i cing neeuds (NN=5), on
obtient une erreur de (LO093%
- Plus le nombre de neeuds est éleve, plus la valeur de la pulsation propre w, tend vers
la solution exacre. Qui est Pexemple pour la discrénsation pour NE egal a 200 on
remarque Perreur est de Pordre de (L.000284%, quu est une erreur tres sansfasante ; ce
qui montre encore Vefficacité du  programme élabor¢ ainsi que la methodes des
itérations mverse emplovée dans notre travail.

Avec 12 méme discrédsation, le tableau suivant montre les valeurs de orthogonalite
des premiers modes propres avee les matrices [M] et [K], on a alors :

Diserérsation & K4 F_f ¢ Mg oSL
i
3 416700 27.36507 )
5 416618 2736409
[ 10 4.16620 27.36417
20) 416649 27.36425
: 501 416637 | 2736425
100 4.16649 | 27.36445 i
150 4.16698 27.36495




CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

Les problémes vibratoires des structures demeurent préoccupants malgré les
progres réalisés ces derniéres années dans leur conception. Les wvibrations
transversales des ailes en sont une cause des plus importantes.

I.'¢tude bibhographique met en évidence 'intérét de développer un programme
en élément finis adapté aux structures en nombre de discrétisation dlevé  permettent
transiroire,

Les principes du programme  sont développés dans la deuxicme partie. Dont
le but est de présenté le cheminement et les différentes etapes de discrétisation,
assemblage jusqua ou on arrive a Pobtention des matrices masses [M] et les matrices
[K] élémentaire, puis les matrices globales qui ont pour proprctc d'étre bandes et
H}'IlléLtiqUE .

En second lieu on a développer une technique puissante par deus méthodes
afin de stoker ces matrice en vecteurs

Ta résolution du probléme aux valeurs propres est  calculées a Tade de la
méthode des itérations inverses, méthode choisie pour son efficacité ef sa factlitce de
rHse en euvre

Des simulations de calculs  sont réalisées en augmentants le nombre des
déments finis et de déterminer pour chaque cas la premiére fréquence propre de
résonance el le vecteur propre associé et faire la comparaison avec les solutions
exactes

Ces tésultats montrent que plus le nombre des éléments discrétiscs est elevé
plus lc résultat converge vers la solution exacte

1l serait mntéressant , pour  étre plus réaliste, de s'attaquer 4 des structures
moins classique que les poutre ou les plaque, et d'essayer d'aborder des cas de
structures  plus  complexes  touchant  directement  au domaine aéronautique,
notamment en ce qui concemne la nature et la géométrie des matériaux, d'une part , ct
d'autre part la nature des chargements dynamiques et des condiions aux limutes, les
structures en coque taidies par exemple, ou celles en matcraux compaosites, devratent
constituer d'intéressants sujets d'¢tude.

Notre grand souhait est que ce modeste travail puisse €tre un outil de base unle
pour tout travail fatar sur les problemes de vibration des structures en aéronautique.
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Annexe A : Programmes des solutions exactes

#*‘ﬂ'*f"'w**wﬁwl’*t**-ﬁr*#*********##********x+bdrdririr******i—*“d- T LR R R i R R

##i’*******ﬁi'ﬁ'\’r****ﬂ-'ﬂ"ﬂf*?*******‘-*********--#ﬁ TR A R e R S

Programme qui détermine la solution exacte pour une poutre

engastrée libre
4o ow ok okow J.--_vrir-k-k**-lc-\k*i-**‘*Jr*k:lr'.lcir-*Jr*-lr**'Jr*'Rﬂf*++*+*i*’*i*t***t‘kr#*'!r*‘*‘#'k'l‘ttk

*r*r**w*wt***ﬁ*i++*****kk*w+w*+w+kw&w++w*+r****k++#*#w**r****wk*

TMELICIT LOUBLE ERECISION (A-H,0-2)

—_

TROD=Y1*YZ
IF [PRCT.LE.O.0) GOTS 20
Wl=x2
Y1=%2
zoTo 10
Lo 30 E=1,200
=N I+E2) /2
YI=F (X3
PROD=¥1*¥3
IF(PROD.LE.C.C) THEN

HE=%3

¥I=Y3

ELSE

H1=%3

YT1=¥3
EMLIE
CONTINUE
WRITE (*,*) HK3I**2,¥3
I=T+1
HI1=w32+0.01
Y1=F X1}
IPIILE:E) G070 ID
STOE
END

[k
=

(L)
o

DOUALE PRECISION FUNCTION F{X]
IMPLLCIT DOUBLE PRECISION (A-H,C-E!
F=l-CosH X 03X

REETURN

EID



Annexe A : Programmes des solutions exactes

PO S I S SR S A R R R R T ok ok e o i e T S o R R R R R R R

xxxx-"r{--.'r*,r**d.J.--J.#*********#******************+#bb##b*wtw***********##'H'F"'F*"TWT***T*
Programme qui détermine la sclution exacte pour une poutre
encastrée appuils

**+W*I*+r****w*r**f***{qhiﬁ#ﬁk*it*#*w*?****T*#**Hk*ﬁ*****w********

**T**#*,**#**x*r**x*w**w+x*+1+*x*w*x**,+wkwww*++r+n++w*+*ilxk#-k#*

IMELICIT DOUALE PRECISICMN [(A—H,D=4}

T=1
®l=0.0
T1=7(%1)]

10 XI=x1+3.5
YE=THE)

PROD=Y1*Y?
IF{PROI.LE, 0,0 GOTO 20
X1=x2
¥i=v2
GoTR 17
20 DO 30 K=1,130
X3=(X1+¥2) /2
¥3=F (%3]
PROD=Y1*Y3
[F{PROD.LE, 2. 2} THEK
RR=¥3
¥2=¥3
L5E
X1=x3
Y1=¥3
ENDTF
50 CONTINUE
WRITE(*,*) X3~*2,Y3
I=I+1
¥1=%3+0, 01
Y1=F{X1)
IF(I.LE.12} coTO 10
aTop
END

DOUBLE PHECTSTION FUNCTION EIX)
TMPTLIZIT DOUBLE PRECISION(A-H,O-Z)
F=[rI'an (X] ~DT2NH (K]

EETUEN

EWD
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PRSI R ST E T S S PR R R R S R RS S R S RS R LR R A R R R ettt

*********Lﬁ*********+*************i*+++**++**??******wwrffrfww****#W*+*#**wr*wrr

Programme qui détermine la solution exacte pour une poutre

encastrée encasztrés
T+***T*#*¢V****,***L‘**w****,+,****,w**+1k+*w++***k**w+***+ek****k

T*w**xew*iqpk***fk*w+wt*t*qr**k*v*w**+w***7*w7pb*xkkikw*dwbé*&*w*w#+v+

%]

IMPLICTIT DOUBLE PRECLSION (A-H,D0-L)
I=1
X1=0.0
Yl=F %1}
il ] Ho=®1+D.5
wI=F (H2)
PROD=Y1=¥Z
IF{PROD. LE.O D) oMo 20
¥1=x3
¥i=¥3
GOTo 10
20 Do 30 K=1, 150 B
Xi=(x1+Rz1 /2
TI=F (X3}
SROD=Y1+13
IFIPROD.LE.O. 0y THEM
HE=u3
DYl
ELSE
x1=¥3
¥1=¥3
ENDIF
40 CON'LHUE
WEITE(*,+) B3F¥2,.73
I=I—1
¥i=w3-0,01
vi=p(xl!
IPTTOEE S6) GOTO )
STOP
END

DOUJBLE 2RECISICN FJNCTION FUHE)
TMPLICIT DOURLE PRECISICON (A-H,O0-F)
f=1=-COSH (R 1008 (4]

RETURN

LI
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Amnexe B : Le programme numerique 1

,,,+w***1w***+++¢******+++¢+h****++++++++#w#ww&kwwwr*******#H#whr****+*i*#***+++

ek ke kb ke ok e o e ool e e e ok e e e ok o e o e e e e e e o ok o o o ke o e e ke e ke e e e e e i i e ok o el ke e e

Programme gqui détermine les modes et fréquences propres de vibratien d'une aile
par la méthede des itérations inverse

wLkkk*********#k****************t?**?Pwvf************xtkkkrrfrr*******lﬁﬁ**?w*w*

[ R A T AR T TR R R R R R Y Y T o R IR U S S E R P I R U S Rk o o B kR S

TMPLICIT DGUBLE PRECISION (A-H,Q-2)
COMMOH fBELS BEE
ComMMoY SBEZS AME
CoHMMON FBE3S RO, A, AL, E,AL
DOUBLE SRESISTON RE(200,200) ,AM{200, 200]
DOUBLE BRECISION YE(202:, YA(2000,2(200),BI220)
DOUBLE DPRECISTION AL(Z00, 200),¥Y {200 , ALAMBDA(LDD)
DOJBLE PRESCISION 202000 ,RO(Z000,&a1 (2000 (ALONG(200) , {223
CIBLE PRECTSION AKE(4,4) ,AME(4,4)
C
OPEN {UNIT=1,FILE="DON3 MCOE.DAT', STATUS="UNKNCWN'|
o RERD{1,*] WN,NMZDE
= BERGIZ,*)
lH=4 =
NMODE=Z
%
ME=NM-1
write(=,=) 'ME=',NE
M=2*MN-2
e
ALEOUTRE=3.00
U
Do §8%1 I=1,NHE
ATONG{1)=ALPOUTRR/HNE
AII)=1.00
AI{TI=1.00
E{I)=1.00
RO{I)=1.040
HEY1 CONTINUE
)

r Remplmissage ces matrices AK et AM

-
L.

po 1728 I1=2,NEB
CALL K ELEM{I}
GALL M _ELEMI{I)
IFCS=2+I-1-2
i
Do 1850 -5=144
Lo 1893 K=1,4
DX (IP08+T=1, IPO84K=-1)=RK (1 PUS+J-1, IFUE+E-1) TAKE (J, K}
AM{IPOS+o=-1, TEO5+K-1)=RM{IFQS+J-1 , IPO5S+KH-1) +AME (I, K]
1899 CONTINUE
C
17588 CONTINUE
I"

CALL X ELEM{I]
CALL M_ELEM(I]
AXL, 1y=RE11l, 1) HAKE{2,3)
AK(1,2)=AKil,3)-RKE(3,4)
AR {2,1)=AK(Z, L} +RKE 4,3
DE(2,2)=AK(Z,2)1REL(4,4)
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(5=

o
AMI1,1)=RM{1,1]+AME (3, 3)
AMil,21=AM{1l,2)+AME (2, 4)
AMIZ, 1 )=AM{Z, 1) FAME (£ 3]

{2, 2)=PMIZ, 2] tAME {4, 4}

22

g BC0S I=igN

WEITE (*, 10%6) (AKII.Jd) Jd=1.N)
MECE CONTINIGE
1088 FOEMAT(3X,1C12X,FE.20)

pause
C

IMopE=1
1 ITEF=1
Do 20 I=1,K
¥E(Ii=1
CONTIKUE

[

ado 31 i=l.n
writTe (¥, *1 (BK(1ysJ0),7=1,0]
contirue
do 32 1=l,n
write (*,*] (BM{i,3),3=Ll,mn)
2 continue
pause

Ll
=

MULTIPLICATION IE LA MATRICE M EAE LE VECTEUE YF PCUR CHTENTR LE VECTEUR {3}

R T I O S Y T i R T e T VY

n

o 43 T=1,K
SOME=0, 0
g 40 J=1,N
SOME=S80MT+AM T, J)*EZ (T
CORTIKLE
B{I)=50ME
CONTIKLUE
write (*,*]
do 44 i=1,n
w:’ite:_*,*] "Bt 1 TY="5001)
cortinue
pause

N
[}

fak

REsQLUTION DU SYSTEME [RK] {8} = {¥F]

L AR A i T O R O 5 B~
FN
.

Do 45 I=1,K
AL{I,1)=AK{I,1)
CONTINUE

(471

i

SOMF=7.1
o0 70 kK=1,J-I
ACUME=SCME+AL (I, YAL (J, K /AL (K, &)
e CORTILUE
AL1T, G =RAE (I J) =50ME
&0 COKTINUE

¥¥ (13=Bi1} AL (1,1
A 80 I=2uN

SCME=0.0

Lo 99 E=1,I-1
SCNE=SCME+AL (I, Kl *YY (K)



Annexe B : Le programme numerique

1] CONTINUE
YY(I;=(E{IE—SOMEﬁFALiI.I?
a0 CONTINUE
ZINI =YY {N)
oo 100 I=N-1,1,-1
EOME=0.0

Dy 110 ¥B=I+1 N
SGHE;SOME+A-[K,I:f&L[Z,::*Z(K?
CONTIMNUE

ZL}=YY(I}-30ME

CONTINUIE

]
o
L

Lo ]
o

writs(*, *!
de 101 i=1l,n
weiceadw, *) TR 4, VisT BT

i
L
=

continus
pause

LS O T o T L O O

I DETERMINATION LE MCDULE {E;

i1

AMODUL £=0.0
Lo 120 I=1,M
HHDDUL_;FHHGDUL_;IZiI]*Z[:]
120 CONTIHUE
AMODUL_Z=DSQRT (AMODUL_Z)
amocul ==Z{1;
pauss -

OETERMINATICN LE VECTEUR {YA}l
pg 130 I=1,H
YAIL)=E(I}/PAMCSDUL Z
130 CONTINUE

IS Ea R

DETERMINATICN LE MODULE DES VECTEURS (YAl et {¥E2]

(11

MMODUL ¥A=0.0

IMODUT, ¥P=0(.0

na 140 I=I,N

AMODUL YA=AMODUL_YA+YA(I} *¥A(T)

AMODUL,_YP=AMUDUL_YE+YF (I) *YB{I)
140  CONTINUE

AMCDUL YP=33QRT {AMODUL_YF)

AMCLUL YA-LSCRT (AMCDUL YA]

C
C TCETERMINATION LA VALEUR LE RTAMETA
33
ALPMEDH[IHDDE)=1IAMEDUL_Z
i
¢ AFFECTATION EIKTRE TEECELENT ET ACIUEL
oo 150 -=1,NK
¥YP(Il=YAIZ)
150 CONTINUE
C
ITEE-ITEE+]
I7{ITER.LE.130} CCTQ 35
L

IF [IMODE.GE.2) ALANWELR (TMODE ) =2TAMBDR (IMODER) +ALAMBLA {IMODE-1]
WRITE {* *] ' ATANMEBLA (Y, TWCDE, ") ="',ALEMECR (IMCDE)
WRITE (*,™]
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pause
DETEEMINATICN LE MODE SUTVANT

DETERMINATION LA NOUVELLE MATRICE [AK]

Lo T T o R B |

OO 170 I=1 W
Do 170 J=1,4
AK{I,J]=RE{K,JJ'1RLRMEEA{IMDDEJ+ﬂ.lﬁ*EHi:,Jj
] CONTINUE
do 191 i=1,.n
write{*,*) {(AK{i,3).9=1,1])
continue
pauss
IMODE=IMOLE+]
TF | IMOLDE. LE.HMODE) GOTO IH
STaP
END

i
-1
=

=]
i

Iz
i Matrice de rigidite elementaire
L
SUBROUTINE K _BLEM(I}
IM#LICIT DOUBLE PRECISION (A-H,C-Z)
COMMON fBE1/ AKE
SoMMON SBE3S RO,A AT, E,AI
DOUBLE TRECISICHN REE(4,4)

DOTBLE PRECISION RO{Z00) ,A(Z00),ALONG (Z200),8(200) AL (200}

ARE 1, 2)=22.100
LXE(1,2)=8*ALONG (1]
AKE[1,3)=-12.00

AXZi1,4)=6*ALONG{I}

3]

AKE(2,1'=AKE11,2]

A¥E (2, 2)=4*ALONSG{T) *ALONG (T}
AKF (2, 3)=—-8*RLONG(T)

BEE (2,4} =3*ATONGIT) *ALONG 1)

AKFE (3, 11=REE (1, 3}
AEE(3,2)=AKEIZ,3]
AEE( 3, 31=12.00
AEE(3,4/=-8"ALCHKG | I]

AXE 4, 1)=REE{1,4}
AKE'4,2)=REE (2,4}
AEE!4,3]=AKE{3,4)
AKT 4, 4)=4*ALONGIT! *ALONG (T]

Do 5 J=1,4

DO 5 K=_,4

AKE(T, K =E[I)*AI [I)/ALONGI{I}**3I*AKE!J, K
CONTINUE

RETURY

END

En

Ma-rice de maasce clementaira

r 1 0

SUSAQUTIND M ELEMII)

IMPLICIT DOUBLE PRECTEICON (A-H,0-1]
COMMON [S3EZS AME

COMMONW BRI ROVALALLELAZ
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HOUELE PRECISION AME({4, 4]
AOUBLE PRICISION RO (200)  A{200) ,ALONG (200, 21200 ;AT (200)

ME(L,1)1=156.0

AME(L, 21 =22*ALUNGIT

AME1l,3)1=54.0

AMEIL, 41==13, GO*ALONG( L)

AME (2, Li=AMIT (L, 2]

AMELZ, 2 =4 Y ATONG (L) *ALONCG (I <

AME 2,31 =13, 0*ALONG{I]

AME(2, 4y =-3, C*ALONG{ I} *ALONG{ I}

AME (2, 1) =npMT0T, 3]

AME (2, 21=AME (2, 3]

AMEC 3. 3)=158.0

AVE(3,4)==12, CO*ALONG{ T}

AME (4, L) =AME{1 4]

AMEL, Bl =AM 2, 4]

AMI (4, 31 =AME {3, 4

BME (4, 4) =4+ ALONG T *ALONG(T)

Do 5 J=1:4

O 5 =1 .4

AMT{J, KI=ROII]*A{I)*ALCKG(L) /420, 0 ME (T, X)
5 CONTINUE

RETURN

=MD
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