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RESUME

D’une maniere générale, nous définissons deux types de formalismes de la mécanique
quantique. Le formalisme standard (ou canonique) basé¢ sur la quantification canonique des
observables physiques en association avec 1’algebre des opérateurs, et le formalisme des
intégrales de chemins de Feynman.

La base du formalisme de Feynman est une certaine entit¢ nommée Propagateur (ou
Kernel) qui véhicule toutes les informations concernant le systéme physique étudié.

Mais il se trouve, que dans la majorité des cas, un calcul analytique exact du Propagateur
n’est pas évident. D’ou le recours a des techniques d’approximation pour contourner ce
probléme. Récemment, et en continuité a des travaux initiés par Feynman et Kleinert : une
méthode dite: méthode des perturbations variationnelles pour matrices densités a
convergence systématique (théorie VPT), a été mise au point par Bachmann et Kleinert.

D’autre part nous avons une catégorie de potentiels, nommés: Potentiels Non
Polynomiaux, jouant un role capital dans différentes branches de la physique et qui sont
pratiquement impossibles a étudier par des méthode analytiques directes.

On se propose, dans ce travail, d’étudier ces potentiels par la théorie VPT.



ABSTRACT

Generally, we define two types of formalism of quantum mechanics. The canonical
formalism based on the canonical quantization of physical observables in partnership with the
operators algebra, and the formalism of path integrals owed to Richard Feynman.

The basis of the Feynman's formalism is a certain entity called Kernel which conveys all
information concerning the studied physical system.

But an exact analytical calculation of the kernel, and that in the majority of the cases, is not
obvious. For this reason, we need to recourse to techniques of approximation to circumvent
this problem. Recently, and in continuity with the work initiated by Feynman and Kleinert a
method known as: variational perturbation theory for density matrices with a systematic
convergence (VPT), was developed by Bachmann and Kleinert.

In addition we have a category of potentials, named: NonPolynomial potentials, playing a
capital role in various branches of physics, are practically impossible to study by exact
analytical method.

One proposes, in this work, to study these potentials using the VPT theory.
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INTRODUCTION

La physique théorique est définie comme un ensemble de formalismes mathématiques
permettant une modélisation des problémes physiques réels. C’est ainsi que d’une maniere
générale, nous définissons deux types de formalismes de la mécanique quantique ; le
formalisme standard (ou canonique) basé sur la quantification canonique des observables
physiques en association avec I’algebre des opérateurs, et le formalisme des intégrales de
chemins de Feynman.

C'est donc a Richard Feynman, que revient le mérite d’introduire la quantification par
les intégrales de chemins [1]. Ce fut la concrétisation d’un réve récurrent d’une
¢lectrodynamique classique formulée sans le champ électromagnétique et qui — ainsi
débarrassée de I'infinité de degrés de liberté associés a celui-ci — devrait étre exempte des
infinis (I’énergie propre d’une charge ponctuelle par exemple) qui 1’affectent
habituellement. Cette idée, suscitait 1’espoir qu’elle puisse permettre de résoudre les
difficultés analogues dans 1’¢lectrodynamique quantique proposée par Paul Dirac [2]. La
premicre partie de ce programme est achevée par Wheeler et Feynman a 1’automne de
1940, sous le nom de théorie interactive du rayonnement (le champ électromagnétique est
remplacée par I’interaction entre les charges). Dans cette description, les charges
interviennent a des instants différents, ce qui interdit toute formulation hamiltonienne et
conduit Feynman a une formulation variationnelle de la théorie au moyen d’un principe
d’action stationnaire. La conversion a une théorie quantique — qui s’aveére beaucoup plus
difficile que prévu — doit alors étre possible grace a une ancienne idée de Dirac permettant
de construire un modele quantique d’un systéme a partir du lagrangien du systéme
classique analogue.

La thése de doctorat de Feynman, soutenue en mai 1942 [3], est consacrée au principe
de moindre action en mécanique quantique pour des systemes non relativistes. Dans celle-
ci, Feynman montre que les amplitudes de transition calculées au moyen d’intégrales de
chemins permettent une formulation plus efficace que la notion de fonction d’onde
lorsqu’on traite un systéme a plusieurs particules en interactions mutuelles. Dés cette
époque, il réalise que les solutions des problémes de physique statistique peuvent aussi

s’exprimer en termes d’intégrales de chemins. L’abandon de la fonction d’onde le conduit,



par ailleurs, a une interrogation plus fondamentale sur la signification des opérations de
mesure en théorie quantique. Enfin, sa conception de la théorie physique se dégage: une
théorie est I’énoncé complet et précis d’un algorithme de calcul. Les intégrales de chemins
représentent, a cet €gard, un moyen particulierement efficace, autant pour les calculs de
mécanique quantique et de physique statistique que pour I’interprétation méme de la
théorie quantique. A partir de 1945, Feynman se consacre a des questions soulevées a la
suite de sa these, sur la thermodynamique des systémes en interaction électromagnétique et
sur la description d’une particule de spin 1/2 relativiste (particule de Dirac), au moyen
d’intégrales de chemins. Tout ceci est couronné en 1948 [1] par la fameuse publication
dans laquelle Feynman finalisa le formalisme des intégrales de chemins. Ce dernier est
basé¢ sur le postulat suivant: L’évolution de la fonction d’onde entre deux points de

I’espace-temps (q,t) et (q’,t’) est définie en calculant une entité nommée "Propagateur" (ou

" Kernel ") a partir de la fonction de phase de exp[iS / h], ou: S= _[ L(q,q,t)dt est I’action

classique, L(q,q,t) le Lagrangien et 7 la constante de Planck. L hypothése centrale de ce

nouveau formalisme fut donc D’introduction de la notion de "Propagateur", celui-ci
contiendrait toutes les informations dynamiques concernant le systéme quantique
considéré. L’idée d’un noyau calculé a partir de ’action classique fut déja proposée par
Dirac en 1933 [2], mais au moment ou ce dernier préconise de ne considérer que le chemin
dit classique (vérifiant le principe de moindre action), Feynman reconsidéra ceci en
postulant que tous les chemins possibles, entre les deux points (q,t) et (q’,t"), contribuent a
’action donc au propagateur. Cette nouvelle approche de la quantification a eu plus tard
un énorme impact en promouvant notre compréhension des interactions fondamentales qui
régissent la dynamique des constituants de la maticre. Il s'agit d'une méthode basée sur un
puissant concept qui relie directement la mécanique quantique a la mécanique classique.
Ce principe représenterait, dans un sens, un point de départ didactique approprié pour la
discussion de la physique quantique car il permet de contourner la complexité
mathématique qui caractérise l'approche canonique [4-7] basée sur 1'équation de
Schrédinger. Un exemple ou ceci devient particulierement évident est la quantification de
l'atome d'hydrogene par les intégrales de chemin.

D’autre part il se trouve que dans la majorité des cas, I’information concernant un
systéme physique ne peut étre obtenue que par des méthodes d’approximation. Ceci est dii
au fait que les équations décrivant les phénomenes physiques ne peuvent étre résolues

analytiquement que pour une minorité de problémes. C’est ainsi que différentes techniques



d’approximation ont ¢€té développées pour traiter ce type de situations. Ces méthodes
peuvent étre classées en deux catégories: les méthodes numériques et les méthodes
analytiques. Les méthodes numériques ont prouvé qu’elles sont de puissants et fructueux
outils pouvant décrire les scénarios physiques les plus compliqués, a un tel point que la
« computational physics » est devenue une branche de la physique totalement indépendante
[8]. Cependant les méthodes analytiques, non moins puissantes que les précédentes,
offrent en plus 1’avantage d’étre basées sur des principes physiques.

Dans le cadre de la théorie des intégrales de chemins, et bien que la quantification par
ce formalisme se soit révélée étre d’une grande efficacité [12-15], le calcul analytique
exact du propagateur n’est possible que pour des systémes dont 1’action, exprimée en
variables canoniques, est quadratique [16,17]. C’est ainsi que les propagateurs de la
particule libre et de l’oscillateur harmonique sont facilement déterminés par un calcul
exact. Pour des potentiels plus compliqués, mais qui peuvent étre ramenés a des formes du
type oscillateur harmonique, par une reparamétrisation des variables spatio-temporelles
[19], le calcul exact est toujours possible. Le reste des cas, nécessite le recours a des
techniques d’approximation. Dans la catégorie des méthodes analytiques, Feynman et
Kleinert proposerent dés 1986 [20-25] la méthode variationnelle, celle-ci a fait plus tard
I’objet de maintes améliorations [26-33] et applications [34-40], pour aboutir en 1999 a la
théorie des perturbations variationnelles pour matrices densités (théorie VPT) de

Bachmann et Kleinert [29,30].

Dans ce mémoire on se propose d’utiliser la théorie des perturbations variationelles pour
matrices densités pour la détermination de 1’énergie de 1’état fondamental d’une classe de

potentiels rationnels ou oscillateurs non polynomiaux [45,56].

Dans le chapitre 1, nous donnons un apercu du formalisme des intégrales de chemins, en
définissant le propagateur et en montrant son réle en mécanique quantique. On fera ensuite
la jonction avec la physique statistique via I’introduction du temps imaginaire. L approche
variationnelle de Feynman-Kleinert est présentée d’une manicre plus détaillée. A la fin du
chapitre nous introduisons la théorie des perturbations variationnelles comme conséquence

de I’apport des corrections systématiques a I’approche variationnelle.

Dans le chapitre 2 nous développons la théorie des perturbations variationnelles pour

matrices densité.
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Le chapitre 3 : décrit de 1’application de la théorie des perturbations variationnelles pour
matrices densité pour la détermination de 1’énergie de I’état fondamental de classes de
potentiels rationnels. Les résultats obtenus [57,58] seront comparés a ceux donnés par la
littérature [55,56] dans les cas unidimensionnels et bidimensionnels. Une généralisation

sera faite pour le cas tridimensionnel.

La dernicre partie de ce travail sera consacrée a la conclusion et a la présentation des

perspectives qui en découlent.
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CHAPITRE 1
FORMALISME DES INTEGRALES DE CHEMINS
ET THEORIE DES PERTURBATIONS VARIATIONNELLES

1.1 Formalisme des intégrales de chemins

1.1.1 Introduction

Durant les années vingt, E. Schrédinger et W. Heisenberg, ont développé d’une maniére
plus ou moins simultanée la formulation standard ou canonique de la mécanique quantique
[4-7]. La principale caractéristique de cette formulation est qu’elle est basée sur une
conception différentielle des équations dynamiques de base de la théorie quantique ; ceci
est du a ’origine Hamiltonienne de ce formalisme.

En 1933, Paul A. M. Dirac a émis I’hypothése suivante [2]: I’Action classique S

(définie par:S = J.:z L(x,x;t)dt, L étant le lagrangien du systtme donné par

1 .. . . .
L(X, )'(,t)=5m)'(2 -V (x,t)) qui joue un role crucial en mécanique classique, peut étre

utilisée en mécanique quantique, pour reformuler cette derniere dans un cadre Lagrangien.
Il faudra cependant attendre jusqu’a 1948 [1] pour voir R. P. Feynman développer I’idée de
Dirac et en tirer une troisiéme formulation de la mécanique quantique : celle des intégrales

de chemins.

1.1.2 Le Propagateur

Considérons 1’équation de Schrodinger a une dimension pour une particule soumise a
un potentiel externe V(x) :

2 2
i.hg‘P(x,t)= LG

p v ¥(x,t)+V(x)¥(x,t)=H

¥, (1.1)

X

notons qu’il s’agit d’une équation aux dérivées partielles, du premier ordre en t et second
ordre en X, dont la solution est déterminée si la fonction d’onde est connue a 1’origine,
disant a t’ [4,7]. En outre, cette solution dépend linéairement de la fonction d’onde a

I’origine, ce qu’on peut exprimer sous forme intégrale par :
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¥(x,t)= jK(x,t; XX, 1) dx (1.2)

K(X,t; X',t') est nomme¢ propagateur (noyau) [1,4,12,13], il indique comment la fonction
d’onde “’ se propage’’ dans le temps comme le montre 1’équation intégrale (1.2). Ce

propagateur satisfait d’autre part a 1’équation
(ﬁx _ ih%}K(x,t; X 1) = —ins(x — )t - t), (1.3)
il est ainsi lui méme solution de 1’équation de Schrodinger .

Si ’Hamiltonien est dépendant du temps, le propagateur peut aussi s’exprimer en termes

d’énergies et de fonctions propres de la maniére suivante :

K(x,t;x',t")=">"exp[-iE, (t - t)]¥, () ¥, (X"). (1.4)

Ainsi, le propagateur est un outil contenant toutes les informations dynamiques concernant

le systeme quantique considéré.

1.1.3 Méthode des intégrales de chemins de Feynman

Considérons I’hamiltonien d’une particule de masse m se déplagant dans un potentiel

\ (q) indépendant du temps :

p2
H(p,q)=—+V(q), 1.5
(p.q) m (a) (1.5)
Les fonctions d’onde du systéme considéré, aux points : initial (g,t) et final (q’,t'), sont

a) et w(q.t')=(q"t'|a),

respectivement données par : w(q,t) = <q,t
ou |a> est un état quantique normalisé a 1’unité, c'est-a-dire :
(a'|a)=0o(a’'-a) , [daja)(a|=1. (1.6)

Dans le formalisme canonique, on exprime I’évolution du systéme considéré, de I’état

initial & I’état final, a I’aide de 1’ « opérateur d’évolution temporelle » donné par :
—iHt
U(t)= exp[Tj, (1.7)
dont les ¢léments de matrice dans I’espace des configurations sont donnés par :

U(q',t';q,t)=<q’|exp(#)lcw. (1.8)
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C’est cet élément de matrice U (q',t’;q,t) exprimant I’amplitude de probabilité pour que la
particule aille du point (q,t) au point (q’,t"), qu’on nomme propagateur et qu’on note

K(q't';0,t).

K(a’t;a,t)=(q’

exp(#t’_t)jkw . (1.9)

1.1.3.1 Postulat de Feynman

Décomposons I’intervalle de temps T =t"—t en N intervalles & infinitésimaux tels

que €=t -t :% (Figure I.1), ce qui permet de réécrire 1’expression (1.9) sous la

forme :
T My, He _He  _iHe
Kla.tsa.t)=(a'le * |a)=(a'le "= [a)=(a'le " e " e "|q). (110)
qA qi+n
.

q ,7

' qi+1 P d < |

i oF ,’ i Oy

N L

t t t ty

i+n
Figure 1.1 : Discrétisation d’une trajectoire entre 1’état initial (g,t) et I’état final (q’,t’).

En insérant la relation de fermeture (1.6) écrite dans 1’espace des configurations, pour

chaque intervalle ¢ , I’expression (1.10) devient :

iH ¢

_He _He
K(q',t';q,t) =<CI' e ’ jqu—1|qN—l><qN—l|e ’ jqu—2|qN—2><qN—2|“'J-dq2|q2><q2|x




14

e e
e " [da|a,)ale " |a)

iH ¢ iH ¢ iH ¢

=[da,da, ---day, (a'le " [ay,)-(a, e " [a)ale " [a)

:J.dqldqz “.qu*I KQN~QN71 KqN—l’quz KQz,% quaqO > (11 1)

ou nous avons posé : ¢, = et gy =Q".
En insérant la relation de fermeture N fois et en faisant tendre N vers I’infini, on couvre

toutes les trajectoires possibles entre 1’état initial et 1’état final (Figure 1.2) :

AN
e

Ve

S

x."
I/I\
i, ot ot 1 t t

Figure 1.2 : Trajectoires possibles entre 1’état initial (q,,t;) et 1’état final (qf Wt )

L’écriture condensée de 1’expression (1.10) donne :

K(q,’t,;q’t): Z Kchemin ° (112)

tous les che min s
allant de gaq’

on a donc :
t |Zr:‘E~ quldq2 ...day, . (1.13)
allant degaq’
et:
Keremin = Koy av, Kavans -+ Koo Ko, (1.14)

Calculons le propagateur K, = sur un intervalle de temps infinitésimal : & =t;,, —t; (les

il

calculs sont faits au premier ordre par rapporta &) :
iH ¢

in+1~qi = <qi+1 |e77|qi> ~ <qi+l |qi>_%<qi+1 H |qi>+ 0(82)‘ (115)




15

Le premier terme du membre droit de (1.15) représente la fonction delta de Dirac :

_ B dp. p;
(0| o) =0(a,, —a;)= S ( (0., - qi)), (1.16)

Insérons la relation de fermeture (dans I’espace des phases) dans le deuxiéme terme du

membre droit de (1.15), nous obtenons :

e [ 2 vi@ [ 22 e )= io] 2l 2oy o (o)

——nj [—' q.H)Jexp( P (G~ qi)j-

(1.17)

En introduisant la variable G = %(qi+1 +0,) dans la représentation du point milieu [13,14]

et en combinant les expressions (1.15) et (1.17), nous obtenons :

d =G -
q.+1q._J.2:h e q){l_'g[;‘n V(qi+l)J+0(82):|

dp. (G- igH(p-,ﬁ-)
| BLALGIE Y} 118
I27zh GXP[ 7 (1.18)

L’expression (1.14) devient ainsi :
d N—
K chemin —JH 2 exp{ Z p.d, —H(p..q ))}- (1.19)
i=0

On déduit alors le propagateur écrit dans I’espace des phases :

K = jdqldqz ~-'qu—1 Kchemin

N—

[ {Tea [T 22 el 250 - (o0 |- 020

=0

p’

L’introduction du terme énergie cinétique o et du terme énergie potentielle V(Gi) de
m

I’hamiltonien, ainsi que I’intégration par rapport a dp, donne 1’expression du propagateur :

Tdp | P, m
I = e , 1.21
Izﬂhex{{pq' ZmH 2rine (-2

—00

et le terme restant correspond au lagrangien classique discrétisé.
Le passage au cas continu impose le remplacement de la somme discréte par une intégrale

par rapport au temps t, ce qui donne :
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’% N-1 P N-1 <2
= ie &3 ma o
_(27zih§] “:[dqi exf{;izo( 2 —V(qi)ﬂ- (1.22)

Soit 1’élément différentiel formel suivant :
Da=[]-—. (1.23)

ou A estun coefficient a déterminer.

Ecrivons alors le propagateur sous la forme :
(@)

i (o) i
K(a’t5a,t)= _[DQ(t)eXP{% [t L(q,Q)}= | Dq(t)exp{gs[q(t)]}- (1.24)

() (a)
On constate que toutes les trajectoires allant de (q,t) a (q°,t") contribuent au propagateur
K(q',t';q,t) avec un poids égal a I’exponentielle complexe de son action. Le postulat de
Feynman consiste a :
- introduire dans I’intégrale du propagateur le lagrangien classique,
- identifier le coefficient A, au propagateur d’une particule libre.
Pour terminer on remarque que, dans la base des fonctions propres de I’Hamiltonien, le

propagateur prend la forme :

iH(t’ -t iH (-t)

a)= §<QI6 " [n)nla)

_IE, ()

D XZCIZACIIIE. (1.25)

K(g'.t5a.t)=(a'le

ce qui permet de déterminer les niveaux d’énergies E et les fonctions propres v, (q) de

I’hamiltonien en connaissant le propagateur.

1.1.3.2 Equivalence du formalisme de Feynman avec la formulation de Schrodinger

On peut montrer qu’il y a équivalence entre le formalisme des intégrales de chemins et
la mécanique ondulatoire [5,12-14], ceci permet de lier le propagateur a 1’équation de
Schrdodinger.

Supposons que la fonction d’onde a (q,t) est connue, alors a I’instant t+ & ona:

w(a,t+e)=[daK(g,t+8a,)p(at), (1.26)
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on pose : y =

le lagrangien est donc donné par :

2 ’
L:m(lj —v(‘“q ,tj, (1.27)
2 ¢ 2
’action classique sur le chemin est approximée par :
s-MmZ v(‘“q tjg, (1.28)
2 ¢ 2
ce qui conduit a la fonction d’onde :
w(gt+¢)= Id;(e””‘z exp[—%gV} (9" = z.1). (1.29)

Le développement en série de la fonction y/(q',t +5) et I’exponentielle du potentiel au
premier ordre en & suivi de l//(q’ - ;(,t) au deuxiéme ordre, donne :

! 2 2 '
l//(q’,t)+€ J.d (1_ J e2h£ |:l//(q',t)+/’{al//(q"t)+l_a l//(q ,t) '

aq 2 0q”

(1.30)

Les intégrales en puissances paires de y apportent une contribution non nulle a I’intégrale
et il est clair qu’on peut identifier la constante de normalisation C(g) au propagateur de la

particule libre

m
C(e)= e (1.31)

En intégrant sur y, puis en égalisant terme a terme, on obtient I’équation de Schrédinger :

L op(aht) _ n? d%w(dht)
i7 at TR TE +V (gt (q',t), (1.32)

Ceci montre 1’équivalence entre la méthode des intégrales du chemin et la mécanique
ondulatoire. L’équation de Schrodinger n’est qu’une approximation au premier ordre du

résultat exact obtenu a partir de 1’équation (1.26).

1.1.3.3 Limite classique
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Il existe une infinité de trajectoires possibles entre les points de départ ((,t) et
d’arrivée (q',t"), mais les seules qui contribuent au propagateur sont celles pour lesquelles

I’action est stationnaire. Ceci est du au fait que dans le cas classique’ — 0, la fonction de
phase % du propagateur (1.24) devient trés grande et I’amplitude de probabilité oscille

rapidement, éliminant les contributions de la plupart des chemins. Seules les contributions
des chemins pour lesquelles I’action S ne varie pas, méme quand on change de chemin,

subsistent, c'est-a-dire : les chemins correspondant a I’action stationnaire [4,12,13].

1.1.4 Mécanique statistique et intégrales de chemins

Une intéressante et trés utile jonction peut étre établie entre le formalisme des intégrales
de chemins et la mécanique statistique en considérant I’expression du propagateur d’un
coté et celle de la fonction de partition de 1’autre.

Nous savons qu’un systéme quantique statistique [9-11] en équilibre thermodynamique a la

température T est décrit par I’opérateur densité :
A 1 [ A ]
PB) = expl- P (1.33)

ou Z est le facteur de normalisation donné par: Z =Tr exp[—,BI-AI ]J et f= ﬁ,
B

k; étant la constante de Boltzmann.
La fonction Z est la fonction de partition, laquelle regroupe 1’essentiel des propriétés

thermodynamiques du systéme considéré, et dans la base des | X> elle est donnée par

~+00 R
Z= Idx<x|e‘ﬂ'H X) . (1.34)
En considérant les équations (1.2), (1.8) et (1.9) définissant le propagateur comme ¢lément
de matrice de
I’opérateur d’évolution

K (x,t; %, ) = (x|exp|-iFi (t =t /71| x)
pris entre les états

|X',t'> et

X,t> , on écrit alors :

(1.35)

avee t>t a  Utt)=expl-iHt—t)/a] définit 1’opérateur d’évolution.
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Le lien entre les équations (1.33) et (1.35) peut se faire en substituant [12,13] :
t—t" et —inf (c-a-d enposant t = —iif ett’ =0) ; ensuite en appliquant la rotation
de Wick (Figure 1.3) : t=—ir

Imt &
! Ret
_iﬂw__,—’/
Figure 1.3 : Rotation de Wick
Ceci nous permet d’écrire :
X(hp)=x"
(%, x) |exp[ A)x) == K(x.n8:x0)=  [Dx®)] exp[—%s x]} (1.36)
X(0)=x
On déduit alors 1’expression de la fonction de partition :
Z = | dx'.| D[x(t)]ex ——S D|x(t)|exp| — —S|[x 1.37
J.J.[()P[h}§()]P{h[]} (1.37)

—00 X'

avec la formule (1.12) il suffit d’utiliser I’énergie libre d’Helmholtz F donnée par :

Z =exp[- fF], (1.38)

pour déduire 1’énergie du systeme pour T — 0.

1.2 La théorie des perturbations variationnelles

1.2.1 Introduction

Bien que la quantification par le formalisme des intégrales de chemin se soit révélée
étre d’une grande efficacité, son application par un calcul analytique exact du propagateur
n’est pas toujours faisable, et ceci malgré les différentes améliorations apportées dans ce
sens : I’introduction du parameétre temps [19] et la reparamétrisation du chemin. Il a fallu

donc recourir a des techniques d’approximation. L’idée d’appliquer de tels procédés dans
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le cadre du formalisme des intégrales de chemin remonte déja aux années cinquante [18]. 11
a fallu cependant attendre I’année 1986 pour voir Feynman et Kleinert mettre au point la
méthode variationnelle [20] : il s’agit d’une procédure d’approximation convergente,
permettant de calculer [D’intégrale de chemins euclidienne a une température
finie. L hypothese de base de cette théorie est I’approche variationnelle. L’introduction de
corrections systématiques [26,27] a permis, plus tard la synthése de la théorie des

perturbations variationnelles systématiquement convergente.

1.2.2 Méthode des perturbations variationnelles : Développement [13.20.27]

Pour une particule de masse M soumise a un potentiel V(X), la fonction de partition

quantique, exprimée dans le cadre du formalisme des intégrales de chemin, est donnée par :

Z=e”F =[DXr exp{ jd{zz(f)w( X(z ))ﬂ. (1.39)

Dans I’expression (1.39), on reconnait I’action euclidienne définie par :

Bh
1
AlX(7)] = I [E Mx* () +V(x(r))} dr. (1.40)
0

En considérant le développement en série de Fourier de la trajectoire X(r):

x(r)=x0+2(xmei”m’+c.c), (1.41)
m=1
avec les notations : X\° =Re X, , X" =ImX,, , @, _2zm et B = 1 :
y/j kgT

I’expression de la fonction de partition prend la forme :

Re ﬁh
Ay Ay }xp[ ﬁMZa) X[ ——jv x(0))dz |. (1.42)

2= [ el 11

Effectuer les intégrations sur les composantes réelles et imaginaires de X, (pour m=0),

nous mene a une intégrale simple par rapport a X, de la forme :

expl- AV (x, )], (1.43)

J 1/2;rh ﬂ/ M
ol on a introduit un nouveau potentiel noté :V - (XO) appelé : potentiel effectif classique

du systéme. Il tient compte des effets de toutes les fluctuations quantiques.
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Quant a la variable d’intégration X,: elle coincide avec la position moyenne du chemin

fluctuant, dans I’intervalle de temps {O, p= IT} , elle est donc définie par :

B

X, Ex:ﬁ [4rxC). (1.44)

Le potentiel effectif classique, introduit plus haut, est défini par son intégrale de chemin de

la mani€re suivante :
exp[ kl v el } ij X, )e " (1.45)
b

avec : 6 (X—x,)=+/27 mB*IM S(X - x,) est la fonction delta de Dirac modifiée qui

permet de restreindre les trajectoires au chemin moyen X,

1.2.1.2 Cas du potentiel harmonique

L’oscillateur harmonique est un cas particulier pour lequel le calcul exact du potentiel
effectif classique est possible.
Dans la formule (1.42), le facteur de Boltzmann prend, pour un potentiel harmonique, la

forme :
% B
exp{—ﬁMZ(a); +a)2)|xm 2} ? . (1.46)
L’intégration, pour le calcul de Z, sur x° et X'™ donne le résultat :

> (1.47)

o’ M@’ X
j1/27zh 2B/M [a) + o’ je

J donne [43] :

ﬁ( “n )z hﬂ%k . (1.48)
m=1 a)é+a)2 sinh[hﬂ%}

on définit alors la fonction de partition locale par :

2

Le calcul de H (a)—

a)+a)
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hpfw
Z% / 27 (1.49)

’ smh[hﬂ a/} ’

ce qui permet de réécrire I’expression de Z :

=

j (1.50)
Jzyzh ﬂ/ |v|
Le potentiel effectif classique correspondant prend la forme, en posant £ = ﬁ:
B
V;ﬁ “ (Xo ) = iln Smh[}f h/a;/Z] +V (Xo )
p o phe (1.51)

1 ho 1 _Bho
- —Eln(ﬂh )+T+Eln(1 e ")V (x,)
La fonction de partition compléte et exacte, incluant tous les effets quantiques, est obtenue
a partir de I’intégrale (1.40) :
3 1
 2sinh[gro/2]

(1.52)

Des résultats obtenus pour le potentiel harmonique, et en considérant le cas des basses
températures, on peut faire deux remarques importantes :
1. Le potentiel effectif classique de 1’oscillateur harmonique tend aux basses températures

vers la somme du potentiel classique évalué a la position moyenne X, et d’une constante

Y dépendant de la température et qui n’est autre que 1’énergie du niveau fondamental de

I’ oscillateur harmonique. Ce qu’on peut illustrer mathématiquement par :
v (xo)%%ww( X, ). (1.53)

2. Alors que la fonction de partition compléte exacte est réduite a la limite des basses
températures au facteur de Boltzmann dont 1’exposant est le rapport entre 1’énergie

thermique donnée par kT et I’énergie du niveau fondamental de 1’oscillateur harmonique

donnée par : hw/2 ; ce qui s’exprime mathématiquement par :

Z—Bhw e-ﬂ’“"/zj g MO — g pol2 (1.54)

1/27zh ﬂ/M
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1.2.2.2 Fonction de partition d’essai de Feynman-Kleinert

Le calcul exact du potentiel effectif classique V" (XO) est pratiquement
impossible pour la plupart des problemes physiques. Cependant, il n’est pas difficile de
trouver une approximation simple et assez bonne du potentiel V' (XO). Cette

approximation, est obtenue en comparant l’intégrale de chemins en question avec
I’intégrale de chemins d’essai bien définie. L’intégrale de chemin d’essai consiste en une
superposition d’intégrales de chemins de 1’oscillateur harmonique local centré autour d’une
position moyenne X, arbitraire, ou chaque oscillateur a sa propre fréquence d’essai

Q’ (X0 ) Les coefficients de la superposition ainsi que les fréquences sont choisies de telle

sorte que le potentiel effectif classique du systéme d’essai coincide avec la borne
supérieure optimale du potentiel effectif classique exact.

L’action d’essai locale pour un oscillateur harmonique centré en un pointX, est donnée

par :

Bh .2 2
Al = J.der:X?-kQZ(XO)%}, (1.55)

ou Q(x,) est une fréquence d’essai locale indéterminée. La fonction de partition d’essai

locale correspondante est :

Zxoz_[DX X X)e AQ%
2l dxpdx -
S B D R e
L’expression (1.56) est évaluée de la méme maniere que (1.47), cela donne :

W BhQ(x)/2
2 sinh(B7Q(x,)/2) (1.57)

Le potentiel effectif classique de I’oscillateur harmonique est par conséquent égal a

I’énergie libre locale :

R | w 1 sinh(87Q(x,)/2)
v (x, )= FJ = ﬂlogZQ—ﬂln{ anat)2 | (1.58)

Sachant que la valeur moyenne locale d’une fonction arbitraire F[x(z)] a I'intérieur de

I’intégrale de chemins harmonique (1.56) est définie par :
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FIXED =[22 ] [ox0)5 (- x,) Fixe)] e 4 (1.59)

La formule (1.59) permet d’exprimer le potentiel effectif classique par :
expl- v (6, )22 = [ox)3 (e x,)
~ [ Dx(2)& (% ~ x, Jexp[- A% /nJexpl- (A/n - A% /n)
=[z ] (exol- (a/n— a3 /n)])". (1.60)

L’utilisation de I’inégalité de Jensen-Peierls permet une majoration des valeurs moyennes

de (1.60), ce qui donne :

(exp|- (/- A% /2)]) > exp(~ (A/n - A% /n)) " (1.61)

L’inégalit¢ de Jensen-Peierls est une conséquence de la convexité de la fonction
exponentielle. Elle impose que la valeur moyenne de la somme des deux exponentielles de
deux nombres différents est toujours supérieure a 1’exponentielle de la valeur moyenne

arithmétique de ces deux nombres (Figure 1.4) :

X +Xy

2 (1.62)

e e
- >

D S I,

x |
N

Figure 1.4 : Illustration de la convexité de la fonction exponentielle e, imposant

<e7x> > e™™ quel que soit X.

La propriété de la convexité de la fonction exponentielle peut étre généralisée au cas

des fonctionnelles exponentielles. Soit O[x] une fonctionnelle arbitraire dans I’espace de

la trajectoire X(r), et
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(O[x]) = j D u[x]O[x] , (1.63)
est la valeur moyenne considérée dans cet espace. La mesure d’intégration ,u[x] est

supposée normalisée. La formule (1.62) est ainsi généralisée a :
()= e (1.64)

Pour obtenir le résultat (1.64), il faut tout d’abord considérer que I’expression (1.62) reste
vraie en passant des variables X,, X, & des fonction arbitraires O(X) ce qui donne :
e_o(xl) +e—O(X2) _M
2

>e 2 . (1.65)
L’inégalité¢ (1.65) est ensuite généralisée, en utilisant une mesure d’intégration ,u(x)
positive et normalisée a I’unité, c'est-a-dire Id ,u(X) =1, pour écrire :

Idy(x)e’o(x) > gl 90000 : (1.66)
ceci implique directement :

J'Dy[x]e‘o(x) > gl 9bdow : (1.67)

ot u(x) est donc une mesure fonctionnelle positive arbitraire avec la normalisation

ID,u(X)= 1.

Le résultat (1.61) nous permet de majorer supérieurement le potentiel effectif classique :
eff . Xo 1 %o Xo
Vel (x, )< B +E<A/h—AQ/h>Q. (1.68)

Du moment que les énergies cinétiques des deux actions A et AY sont égales, I’inégalité

(1.68) est explicitée par :

VA (1, )< B +ﬁTdr<{V(x(r))— M 200 ) - x0)2}> e

La valeur moyenne du membre droit de I'inégalité (1.69) se calcule facilement. Apres

X,
avoir déterminé en premier la largeur locale des fluctuations <(X(r)— X, )2>§z , on introduit

la décomposition en série de Fourier de la trajectoire x(r) (1.41), on obtient ainsi :

Xo

((e)-%, )" :<;|xm|2 - Sxpespl-ilo, o, )r]> | (1.70)

Q
Utilisant la décomposition de la fonction de partition locale de (1.56), on calcule la valeur

moyenne locale telle que donnée par (1.59), ce qui donne :
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AN V(e (S RNEIY) S RN M IR

Les fonctions de corrélations des variables d’intégration Gaussienne sont données par :

Xo 1 1
) =06, . 1.72
<mem >Q mm ﬁM a)[f] +QZ(X0) ( )

La sommation dans (1.70) sur toutes les valeurs m=m’, donne la largeur locale des

fluctuations :

((e)-x% ) =a*(x,), (1.73)

ou

oy 2L 1
a (XO)_,BM %wmQZ(XO) . (1.74)

Pour calculer la somme de (1.74) on utilise la formule (1.48), on obtient :

az(XO) 2 ﬁ (X )

ﬂM892 L
11 8 smh[h'gQ Xoé}
ﬂ_MEE 18O 04 (1.75)

:ﬂMQ% {hﬂg {h } }

Notons que le résultat (1.73) est indépendant de la variable z , contrairement a la formule

(1.70) , a cause de I’invariance par translation le long de ’axe des 7 .

Remarque : la différence entre la largeur locale des fluctuations a*(x,) et la valeur

X,
moyenne <(X(r)—xo )2>;(X) pour I’oscillateur harmonique n’est autre que le terme omis

dans la somme (1.74) et qui correspond a @, =0 :
()3 ) =) e (176
alo) AM QZ(XO)
L’existence de la propriété (1.76) est essentielle pour la qualité¢ de I’approximation. Au

moment ot la largeur locale des fluctuations a*(x, ) se rétrécit a de hautes températures en

2
ph /2'\/', le terme 1/BM Q*(x,) tend vers Dinfini. Ainsi la largeur locale des
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fluctuations mesure 1’effet des fluctuations quantiques a des températures non nulles, elle
¢évolue dans le sens inverse de celui de la température. A 1’opposé, le terme correspondant
a o, =0 évolue dans le méme sens que celui de la température : il mesure I’effet des
fluctuations thermiques.

Alors, du moment que la largeur az(xo) est finie quelle que soit la température
considérée : les effets quantiques peuvent donc é&tre estimés avec une bonne
approximation. Cette derniére est d’autant plus précise que la température augmente, donc
que a*(x,) tend vers zéro. Par contre le terme 1/M Q?*(x,) diverge aux hautes
températures et rend ainsi son évaluation faisable uniquement par intégration numérique

sur la variable X, dans I’expression de la fonction de partition classique (1.43).

Ayant déterminé a’(X, ), le calcul de la valeur moyenne <V (x(z)) >X°

o estassez simple. On

commence par développer V(x(r)) en série de Fourier :

V(x(z) = T%exp[i Kx(@)]V (k). (177)

L’utilisation de la formule (1.65) permet d’écrire :

) [Z X“] HD d;(;&x]m }exp[—ﬂl\/l mi(a)ni +Qz(x0))lxo|2}x

o0

Ig—kexp[ik [xo + i(xmei‘”m’ + c.c)ﬂV(k), (1.78)
T m=1

—00

excepté la k'™ intégration qui est facilement calculable & la fin, Iintégrale multiple de

(1.78) ne differe de I’intégrale de chemin (1.56) que par le terme ik (XO + Z(xme‘”mf + C.C)}

m=l1

de I’exposant. Le calcul de cette derni¢re donne :

[XRe_K COS @, T Jz
"Bk +Q%(x,) _az(xo)k2

_{le_m sinw,, v JZ 2
"B ol +Q%(x,)

Im
m o

exp|~ MY (2 +Q%(x,)) (1.79)

L’intégrale gaussienne sur X.° et X, est évaluée de la méme maniére que I’intégrale
(1.56), donnant un facteur Z’ qui annule le terme de normalisation de I’expression (1.78).

Le résultat final est donné par :
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w fdk | ? 2 v
)N :_J;Eexp{lkxo—%xo)k }V(k). (1.80)

D’une manicre similaire a (1.78), le terme de droite de (1.80) est indépendant de la

variable 7 . En y réinsérant les coefficients de Fourier du potentiel on a :
= [dxv (x)e ™, (1.81)
ensuite 1’intégration sur la variable k donne :

V) =V, ()= [ ———expl(xg %, )7 202 (x, )V (x;). (1.82)

N27 az(xo)

=V, (XO) résulte d’une intégrale de convolution [44] du

Xo
Q

La valeur moyenne <V (X(T))>

potentiel original avec une distribution gaussienne de la longueur a( ) Cette intégrale de

convolution permet d’approximer le potentiel original exact par un autre potentiel qui tient
compte de la statistique quantique des fluctuations. Ce potentiel d’approximation est

appelé : potentiel maculé, ou bien en anglais : Smearing potential.
Signalons que la valeur moyenne <(X(T)— X, )2>;0 calculée dans (1.76) n’est qu’un cas

particulier de la formule maculée générale donnée par :

(x’—XO)Z/ZaZ(Xo)(X' - XO )2 = az(XO) (183)

I\/Z”T

Tout ceci nous mene a 1’approximation du potentiel effectif classique d’essai :
X M
W, (x,) = Fae +V,. (%) == Q7 (%,)a* (x,). (1.84)

Lequel est tout simplement une borne supérieure du potentiel effectif classique exact,
conséquemment a I’inégalité de Jensen-Peierls, ce qui s’exprime par :

W, (x,) >V (x,) (1.85)
L’apparition de cette borne supérieure optimale est une conséquence de la minimisation de

W, (x,) via la fréquence d’essai Q(X, ).

Pour le cas du potentiel harmoniqueV(X):a)zx2 /2, le calcul du potentiel maculé

242 2
. , "X a 5 ,
correspondant conduit au résultat V,, (x,)= 5 0 +7, et I'extrémum de W,(x,)

est :Q(x, )= . Dans ce cas W,(x, ) est borné par :
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M o? x?
Wl(Xo)=FJ°+—a)2 >, (1.86)

on constate que pour I’oscillateur harmonique, Wl(xo) coincide avec le potentiel effectif

classique exact V' (x, ) calculé en (1.51).

Dans le cas ou le potentiel original est donné par son développement en série entiere par :

=ivn X" (1.87)

n=0

son développement autour d’un point X, prend la forme :

iﬂvz[] (x=x,)". (1.88)

Utilisant la formule d’intégration suivante :

IMGXP{ (X—Xo)z}(X’—Xo)k ={(k_10)”ak} pour{ k par } (1.89)

Kk impair
On aboutit alors au potentiel maculé suivant :

=ivnzn:( J X" (k—1)1a* (x, ). (1.90)

1.2.2.3 La détermination de la borne supérieure optimale via (xo)

La détermination de la fréquence Q(x,) de I’oscillateur permet de calculer la borne
supérieure optimale de W, (x, ) telle que définie dans (1.85). Pour cela on dérive W, (x,)

par rapport a Q7 (X0 ) , on obtient :

dw, (x,) _ oW, (x,) | {aw1 (%, )}

4’ (x,) 0’ (x,)

(1.91)

Le premier terme de (1.91) est :

6W1(X0)=%{ 1 (ﬂhﬂ(xo)cothﬂhi(xo)_lj_az(xo)}_ (1.92)

00 (x,) AMQ(x, ) 2

Ce terme est automatiquement nul conformément a I’expression (1.75). Ce qui réduit la

minimisation de W, (X, ) par rapport & a*(x, ) seulement, on écrit donc :

oW, (x,)
0a’(x,)

=0, (1.93)
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En utilisant I’expression de W, (XO) , donnée par (1.84), qui détermine la fréquence d’essai
Q?(x,) via la condition (1.92), on obtient :
2V, (xo): 1 oV, (x,)
M da*(x,) M ox;

Q*(x,)= (1.94)

Dans I’intégrale de Fourier (1.80) pour V , (XO) : la dérivée 2

= V. est représentée par

un facteur —k* qui est I’équivalent de Ceci nous mene a 1I’équation :

-
Xo

1 10°V., (x
Q*(x,)=— —2(0) . (1.95)
6XO 2_,2

a’=a’(x,)
On note que la dérivée partielle de (1.89) est effectuée pour a® fixée, ce dernier est pris,

en fin de calcul, égal a a’(x,).

Le potentiel W,(x,) constitue, avec DI’extremum QZ(x,) associé a’(x,)de (1.74),

I’approximation variationnelle de Feynman-Kleinert du potentiel effectif classique

V eff ,cl (Xo) )

Il est important de noter que : en raison de 1’annulation de la dérivée partielle (1.92) on
peut considérer Q7(x,) et a’(x,) comme des paramétres variationnels arbitraires dans
I’expression (1.84) de W, (XO). Ainsi la variation de Wl(xo), par rapport a ces deux
parametres variationnels, engendre simultanément la relation (1.75) ainsi que la condition

de minimisation (1.94) pour Q*(x, ).

A partir de W, (XO) optimisé, on déduit I’approximation de la fonction de partition et de
I’énergie libre :

_ T dx

Notons, enfin, qu’on peut facilement vérifier que la dérivée seconde de W, (XO ), par rapport

) <7 (1.96)

a Q7(x, ), est positive ; cela implique que la valeur optimisée de W, (X, ), déterminée plus

haut : est un minimum.
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1.2.3 La précision de I’approximation

La qualité de I’approximation du potentiel effectif classique d’essai W, (XO) est évaluée
de la maniére suivante : a la limite des hautes températures, et principalement en raison de
la propriété (1.76), ’approximation est parfaite. Ceci entraine la convergence de W, (XO)
vers V(XO), comme le montre la formule (1.84), de la méme maniere que le potentiel
effectif classique exact.

Par contre, a la limite des basses températures, ’intégrale sur X, dans (1.96) est dominée
par le minimum de W, (X0 ), qui donne I’approximation F, de I’énergie libre. En prenant la

limite T — 0 dans (1.78) nous constatons que :

i (x,) =V, )+ )M 2 1, ). (197

Toujours a la limite des basses températures, 1’expression (1.69) donne :

. 3 h
}_lilga (XO)—W(XO). (198)
Avec les deux limites (1.97) et (1.98) on déduit :
) hQ(x
¥1£13W1 (Xo)z j 0) +V,, (XO)
1w
=4V, . 1.99
8Ma2(x0)Jr o) (1.99)

Il est évident que le membre droit de I’expression (1.99) est identifiable a la valeur

moyenne de I’opérateur hamiltonien H donné par:

A2
=L

Y +V(x), (1.100)

Sachant que pour un paquet d’onde Gaussien normalisé et de largeur a centré en X,, la
fonction d’onde a pour forme :
1

me[%()()}

Cela implique que la valeur moyenne de de I’Hamiltonien H prise sur les états de

(1.101)

fonctions d’ondes w(x) dans I’espace des configurations est :

hZ

1
§W(XO)+V¥ (%,). (1.102)

(H), = Joxw (M w(x) -
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Soit E, le minimum de cette moyenne de I’opérateur Hamiltonien H soumis a la variation
des deux paramétres X, et a” :

E, = min (H) , (1.103)

Xo-a% (%)
alors, aux basses températures, ’approximation F, de I’énergie libre converge versE, :

limF, =E,. (1.104)

T—0

Le potentiel effectif classique approximatif W, (XO), obtenu avec 1’approche variationnelle
de Feynman-Kleinert, est plus précis que I’estimation de 1’énergie de I’état fondamental
par la minimisation de la valeur moyenne (1.103) de 1’opérateur Hamiltonien dans un
paquet d’onde Gaussien, et ceci quelles que soient la température et la valeur X,
considérées.

Et avec un potentiel effectif classique possédant des limites, qui s’averent étre de bonnes
approximations a des hautes et basses températures, il ne serait pas étonnant que cette

approximation soit acceptable pour toute température.

1.2.4 Corrections systématiques de ’approximation variationnelle de Feynman Kleinert :

Introduction a la théorie des perturbations variationnelles.

Des corrections systématiques ont €été apportées a 1’approche variationnelle de Feynman-
Kleinert [19,20], aboutissant a la théorie des perturbations variationnelles.
Pour un systeme quantique, le développement en série de I’action considérée sur le chemin

moyen X, =X :

Sx(z)=x(z)-x,, (1.105)
est donné par :
A=V(x,)+ AL + A%, (1.106)

ou Ay est’action d’essai, pour les fluctuations & X(T), s’écrivant sous la forme :
hp M
At = [de S {ox(@] + 02 (x Jox(e)F | (1.107)
0

alors que I’action d’interaction A" est donnée par :

Al = hfdr {% [x()f +%[§X(r)]3 +%‘!*[5x(r)]“ o } (1.108)
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Les constantes de couplage dépendent généralement de X, et sont données par :

g,(x)=V"(x,)-0%, ; VU(x)= diZX(iX") : (1.109)

Avec la décomposition (1.106), I’approximation (1.69), a la fonction de partition effective

classique, prend la forme :

X 1 1% \ %0
W, (x, )=V (x, )+ F.r +ﬁ<Aim>Q. (1.110)

Pour généraliser la formule (1.110), on remplace I’énergie libre locale F.° par
F' +AF™, ou AF™ est définie par analogic avec le développement en cumulant

(chapitre 03 Réf [13] ). Ce qui conduit au développement, par la technique des

perturbations variationnelles, du potentiel effectif classique :

eff cl _ Xo 1 1Xo *o _ 1 < ,x02>xo 1 < .x03>xo
v (Xo)—v(xo)"' Fo +hﬂ<Aint>Q’ 21 B Al o +3!h,b' A o + e (1.111)
en terme de valeurs moyennes connectées des puissances de I’interaction :
|X02 % _ yxoz %o 1Xo X02
) = (m (o)
w3\ a3\ o \ 20 / a2\ o X3
<Aint >Q,C _<Aint >Q _3<'A\int>Q <Aint >Q —I—2’<'A\int>Q s (1113)

Par conception de la théorie, la somme infinie (1.111) est indépendante du choix de la

fréquence d’essai Q(x, ).

En arrétant le développement (1.111) a P’ordre N, on obtient 1’approximation par

I’approche des perturbations variationnelles W (XO) du potentiel effectif classique
Ve (x,).

Du fait que la somme infinie (1.111) est indépendante de Q(XO), I’optimisation du
potentiel effectif est obtenue pour la valeur Q (x,) minimum de W, (x, ).

La valeur Q, (x,) optimale est donnée par :

GWN—(XO) =0. (1.114)
09(x,)
Le calcul explicite des valeurs moyennes de la formule (1.111) nécessite le recours aux

diagrammes de Feynman (Chapitre 3 Réf. [13]).



34

CHAPITRE 2
THEORIE DES PERTURBATIONS VARIATIONNELLES
POUR MATRICES DENSITE

La méthode variationnelle de Feynman-Kleinert a donc fait 1’objet de maintes
applications et améliorations [26,40]. C’est Kleinert et al. qui, a partir des corrections
systématiques de 1’approche variationnelle, ont développé la théorie des perturbations

variationnelles pour matrices densité [29,30].

2.1 Caractéristiques générales

La théorie des perturbations variationnelles permet d’approcher un systeéme quantique
statistique par un développement perturbatif autour d’un oscillateur harmonique avec des
fréquences d’essai optimisées pour chaque ordre du développement appliqué. En

considérant 1’énergie, il est essentiel d’accorder une attention particuliere aux fluctuations

. -1 epn . . . o\ A
du chemin moyen : X = EL X(r)dz ; ceci est di au fait que ces derniéres peuvent étre

énormes aux hautes températures [30]. Le traitement d’un tel systéme n’est évident que par
un développement perturbatif autour d’un potentiel harmonique. De cette maniere les effets
des fluctuations peuvent facilement &tre calculés a 1’aide d’une simple intégration
numérique. C’est pour cette raison que le développement par la méthode des perturbations

variationelles est effectué séparément pour chaque position X,du chemin moyen dont les
extrémités X, et X, sont fixées, aboutissant au N ordre a I’approximation W, (X,) de
I’énergie libre locale appelée aussi potentiel effectif classique V., C,( ) Il est clair qu’on
peut obtenir la fonction de partition quantique totale Z a partir de V4 (X, ) par une simple

intégrale par rapport a la variable X, exactement comme en statistique classique :

jm expl- AV (x, )] . @.1)
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En étendant 1’analogie avec la mécanique statistique classique, on détermine

I’approximation au N™ ordre de la fonction de partition, aprés avoir calculé W, (X,),

par I’expression :

B d
Zy = [ = expl- W, (%,)]. (2.2)

Signalons au passage que considérer le chemin moyen X, assure une convergence rapide a
des hautes températures a la limite desquelles W, (X,) tend vers le potentiel initial
V(x, ) et ceci quel que soit I’ordre N.

Avant de continuer avec la théorie des perturbations variationnelles pour matrices densité,
il est essentiel de donner quelques caractéristiques des chemins fluctuants. On considere

I’intégrale de chemins euclidiens prise sur tous les chemins périodiques X(z‘), bouclés par
les extrémités X(0) = x(%3), pour un oscillateur harmonique avec un minimum x,,(x,,X, )

et une fréquence d’essai Q(X,,X,;X, ), I’action dans ce cas est donnée par :

np
A% [x(r)] = jdr{%M K 0)+ 1M (o) x, )2}, 2.3)
0
la fonction de partition correspondante est :
1
Z%n =D — A x|/h = : 2.4
f Oxexpl- A% (<)) 2sinh(18.Q)2) (24)

Quant aux fonctions de corrélation d’entités locales [13,29] O, (X),0,(X)... elles sont

données en termes de valeurs moyennes par :

(0,(x(z, )0, (x(z,)..) " = . 1 X §onl (x(z, )0, (x(z, )...exp{— A [x]/h}. (2.5)

La distribution des particules évoluant dans un oscillateur harmonique est donnée par :

b >
j exp{— w:l , (2.6)

2a;

P (=003 <

27 A}

ou a;, représente la largeur de la distribution gaussienne est définie par :

a; = (%Mg)coth[hmé} , 2.7)

notons que I’indice H dans (2.6) est pour harmonique.
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A la limite des températures nulles on retrouve le carré de la fonction d’onde de I’état
fondamental de I’oscillateur harmonique de largeur :

h
& =———. 2.8
HO MO ( )

et a la limite classique/ — 0, les équations (2.6) et (2.7) donnent la formule de distribution

classique :
P 2
1 (x—x,)
P X)= eX — M/ . 29
o (%) (zﬂ a] p{ 75 } (2.9)
avec :
k,T
2 b
chl :W. (210)
Les fluctuations classiques sont décrites par 1’intégrale représentant la fonction de partition
classique :
Z.. j expl- MQ? (x—x,, )’ /2ksT ] @.11)
27 T ﬂ/ Mk, T
telle que :
expl- MQ2(x—x,, F /2k,T . (2.12)

étant le facteur de Boltzmann.

Ceci nous permet de réécrire la distribution classique (2.9) en terme de valeur moyenne :

Py (x)=(5(x = x(2))) 0" = — . I\/Zﬂh T 5(Y—X0)exp[— MQz(x—xm)z/szT].

(2.13)

Le but de la théorie des perturbations variationnelles est de supprimer la divergence de la
largeur harmonique a;, de la formule (2.10), a de hautes températures. Ceci en traitant
séparément les fluctuations du chemin moyen X . Cette moyenne est fixée a une certaine

valeur X,a I’aide de la fonction delta §(X —X, ). Et pour chaque valeur X, on introduit une

valeur moyenne locale telle que :

(0,(x(7, )0, (x(7,)..), ™" =

(03~ x,J0, (x5 0,22 ). )™
(8(x—x, )O)>™

(2.14)
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L’expression (2.6) de la distribution quantique, dans le cas de 1’oscillateur harmonique,

regroupe les fluctuations de X = X, et celles autour de X, , ce qu’on peut ré exprimer sous la

forme :
Py ()= [ dx,P,, (X=X )P (X, (2.15)

ou est pris en considération la distribution classique (2.9) et la distribution locale définie

par :
X 1 X=X, )’
P, (X)E <5(X— x(z-))>f ) _4 , (2.16)
’ 2z a; 2a;
la largeur locale afﬂ est donnée par :

hQ 2kgT
% —ai a3 = cotho o - =L, .17)

’ 2MQ 2k, T 7 Q

Ceci garantit une convergence a T — oo et permet d’avoir a cette limite W, (x, )=V (x,)

quelle que soit la valeur de N.

Avec ce choix de la séparation du chemin moyen, la fonction de partition est donnée par :
Z= § DXExp[- A[x]/ 7] , (2.18)

pour une action globale de la particule définie par :
Ax)=[" B M)'((r)+V(X(r))}dr , (2.19)

et possédant la représentation effective classique (2.1) dont le potentiel effectif classique

est donné par :

Vo (%) = —%m{(z”ﬁl -’ )%§§ DX5(X, — X) exp[—A[X]/h]} . (2.20)

Dans la méthode des perturbations variationnelles [13,30], un développement perturbatif
du potentiel effectif classique est fait autour de xy dépendant du potentiel harmonique avec

une fréquence d’essai €2(X,), dont I’optimisation conduit a ’approximation de W (X,)

avecV 4 o (X,) -
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2.2 Matrice densité pour 1’oscillateur harmonique

La matrice densité est définie par 1’expression normalisée suivante :
1 -
p(Xb,Xa)pr(Xb,Xa), (2.21)

ou pP(X,,X,) est ’amplitude de transition non normalisée donnée par I’intégrale de

chemin :

B(%sX,) = (%, 78]%, 0)= [ Dxexp[-A[X]/ 7], (2.22)

(Xa 0)=>(Xy, B1)

sur toutes les trajectoires d’extrémités x(0)= x, et X( % T
B

)= X, fixées.
La fonction de partition est déterminée en fonction de la trace de p(X,,X,) par
I’expression suivante :

Z= f; (X, X)dX . (2.23)
On définit la matrice densit¢ non normalisée de [’oscillateur harmonique centré en
X, (x,.%,) et de fréquence Q(x,,X,;X,) avec I’action (2.3), a partir de la définition

(2.6) comme une fonction dépendante de X, et X,, ainsi que des deux parameétres

arbitraires Q(Xb,xa;xo) et X, (Xb,xa) :

o M Q MQ o e
- _ L h(HBQ)-2 ,
Py (¥:%,) \/ 27 hisinh(78 Q) exp { Zhsinh(h,BQ)[(Xb X )COS (5 Q) X"Xa]}

(2.24)
avec I’abréviation : X(7)=x(z)-x,,.
Et aux extrémités X, et X, fixées, les fonctions de corrélations quantiques et la distribution
sont respectivement données par [29] :

Q.xm 1 y
<Ol (X(Tl )02 (X(Tz ) . ‘>Xa3xb = m X § DXC)l (X(Tl )02 (X(Tz ) .. exp{— AQ’ m [X]/h} s
0 b>™a

(2.25)

P (%,7)= (X - x(@)) " = L'(T))z} . (2.26)

1 (
v V27 bl (7) CXP{— 207 ()

Notons enfin que la trajectoire classique pour un potentiel harmonique est donnée par :
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X, ()= sinh(Q7)+ X, sinhQ (1S —7)

2.27
sinh(73 Q) @27)
avec une largeur dépendante de la température exprimée par :
" hO cosh{Q(zr - % Tﬂ
b2 (r)=——{coth - o . (2.28)
2MQ kgT

sinh[h % T}

Comme le temps 7 évolue dans I’intervalle [0, hk T ], la largeur (2.28) est bornée
B

supérieurement par :

h X0
b2 (7)< tanh , 2.29
+() oma {2kBT} (2.29)

cette largeur reste alors constante quelle que soit la température.

2.3 Théorie des perturbations variationnelles pour Matrices densité

Pour obtenir une approximation variationnelle pour la matrice densité, il est commode
de développer ’action globale (2.19) en une action d’essai dont le propagateur Euclidien

est connu, et une action d’interaction contenant le potentiel original V(x) :
AX] =AY [X]+ AL [X], (2.30)

le terme d’interaction est donné par :
Bh
AulX]= [V, [X(@)ld7 @2.31)

alors que X, =(X,,X,) est déterminé par la minimisation de V(x), avec X,et X, étant les

extrémités du chemin et Q la fréquence d’essai.
Le potentiel d’interaction est la différence entre le potentiel original V(x) et celui de

I’oscillateur harmonique :
Vim(x)=V(x)—%MQz(x— X, ). (2.32)

L’intégrale de chemin (2.31) est évaluée en considérant 1’action d’interaction (2.31)
comme une perturbation, ce qui s’exprime par :

QX Q,,%

(A% Ix])

Xp>Xa

5(Xb’xa):ﬁo§2’xm (Xb’Xa)|:1_%<Aint[X]> " _"':|a (233)

+_
Xp > Xa 2h2
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ol P (X,,X,) est I'intégrale de chemin pour I’oscillateur harmonique donnée par (2.25)

et correspond donc a I’ordre zéro du développement (2.33).
Les fonctions de corrélations quantiques dans 1’équation (2.33) peuvent €tre partagées en
fonctions déconnectées [29] (diagrammes de Feynman déconnectés) et des fonctions

connectées menant ainsi aux cumulants. On peut démontrer [N] que la fonction

ln<Aint [X])izxxm est exactement égale a la somme des contributions de tous les diagrammes
b

a

de Feynman connectés. Ce qui nous permet d’écrire :

In(A, X2 = (A (2.34)

Xp»Xa

L’expression (2.33) devient :

- —Ox 1 X 1
Bl )= 77 (e ~ LA+

AL [x]) —} (2.35)

Xp »Xa3C

la série obtenue est tronquée a I’ordre N :

niA"

B (% X,) = 2 (3, xa>exp{2 CD(An )™ } (2.36)

P(X,,X,) dépend explicitement des parameétres variationnels Q et X, .

D’autre part, les premiers cumulants sont donnés par :
Oxy QX
<Ol (X(Tl ))> Xp ,an,c - <Ol (X(Tl ))> xb’xxa

(O, (X(z, )0, (X(7,))e 0« =(O, (X(7 )0, (X(7,))) 00 =0, (X(2 )5 {0, (X(7, ) o

Par analogie avec la statistique classique de Boltzmann définissant la fonction de

distribution pour un potentiel V (X) par :

1
P (szXa)=£2ﬂh2ﬂjé exp[- AV (0], (2.37)
un potentiel effectif classique est introduit pour définir la matrice densité non normalisée :
b
ﬁ(xb,xg:(z — ﬁj xpl- Aoy (%) (2.38)

et son approximation a 1’ordre N obtenue a partir de I’intégrale de chemins de I’oscillateur
harmonique 5, (X,,X,), ainsi que des équations (2.36) et (2.38) via I’expression des

cumulants, nous conduit a :



41

W (X, X, ) = 2L1n{smh hﬂﬂ M2 g 32 cosh g0 - 2%,%, ]

B hpQ 213 sinh 71502
_l 3 (_l)n n QX
ﬂZ‘ i (AXD ke (2.39)

W > est optimisé pour tous les couples de points X, et X, par rapport aux paramétres
variationnels Q° et X, , le résultat ainsi obtenu est noté W, (X,, X, ) .

Les valeurs optimales Q*(X,,X,) et X (X,,X,) sont déterminées comme extrema de la
fonction W """ (x,, X, ) par les conditions :

OW ™ (X, X,) OW 7 (X, 5 X,)
=0 et =
o3 OX

0, (2.40)

m
. s N .
les solutions obtenues sont notées Q° et X, et sont fonction de X, etX, .

Signalons que I’approximation au N °™ ordre de la matrice densité normalisée est obtenue

par la relation :

Pn (%o X )= 23 B 7 (XosX,) (2.41)

ou la fonction de partition correspondante est donnée par :

Zy = [ax 57 (x,.x,) - (2.42)

2.4 Formule maculée pour matrices densité

Pour déterminer les fonctions de corrélations connectées du développement perturbatif
variationnel (2.36) il est essentiel de trouver la formule adéquate pour évaluer les valeurs
moyennes de (2.25), quelle que soit la puissance de I’action d’interaction donnée par

(2.31)[13,29]:

e 1
<Aint [X]>Xb,xa a 50§2,Xm (Xb > Xy ) g

[ox]

Hﬂd 7 Vi (X0 ) + %, )} exp{— % A% [X(7) + X, ]} . (243)
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Le calcul recherché est faisable a 1’aide de la technique du développement maculé de la
référence [28]. Pour cela, on reconsidere le développement du potentiel d’interaction en y

introduisant la fonction delta, ce qui donne :
tda "
V., (X(z,)+x jdz V. (z, + Xm)jz—'exp{illzI fexp| - J.i/1|5(r —7,X(r)dz | ,(2.44)
—0 T 0

Soit le courant donné par [29,30] :

= Zn:i ni, o(r—1,), (2.45)
=1
I’équation (2.43) devient :
X 1
Aﬂt[ ]Q ) = ~ox 7. %
Wb = FE k)
n 0 o0 dll . Q .
jdq [dz,V,, (2, + %) [Z=explidy 2 ] [K ™ [3(z)]. (2.46)
i i s 27

Avec K [J(z)] étant le propagateur : sous forme de fonction génératrice de toutes les

fonctions de corrélations (donc de tous les diagrammes Feynman) de I’oscillateur

harmonique déplacé :
Ko [3(e)]= [ DRexp _lhfd{ﬂiz(f)+ﬂgzw(r)+J(T)y(r)} @4
z, s, 2 2

Il est facile de constater dans (2.47), que pour un courant nul, K®*[J(z)] se réduit au

propagateur harmonique euclidien donnée en (2.24) :
K aY =2 (0., ). (2.48)

Pour des courants non nuls, la solution de I’équation intégrale (2.47) est :

[ Y]
K> [3]= 52 (x,, X, )exp ——jdz‘J J.dz'J.dz"J (r)G(z,7')3(z) |, (2.49)

ou X,(r) est le chemin classique (2.27) et G®(z,7) sont les fonctions de Green

harmoniques définies par :

h coshQQr —7| —hﬂ)—coshQ(r )

GQ "N —
e7)=wa sinh(75 Q)

(2.50)

L’expression (2.49) peut étre simplifiée en introduisant la formule du courant (2.45) et

celle de la fonction de Green (2.50), ce qui donne :
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K [3(z)]= g (Xb,xa)exp[—if X, ey GZ}, (2.51)

\9)

o A=(A,...,4, ) oet X, =(x,(z,)....%,(z,))" sont des vecteurs transposés de
dimensions n, et G est une matrice symétrique nxn dont les éléments sont
Gy = GQ(fk,Tl)-

La substitution de (2.51) dans (2.46), et le calcul de I'intégrale par rapport a A,,...,4,,

donne I’expression de la formule maculée pour matrice densité d’ordre n :

n o0

(b =t S T o e o)

= Q,x
Xy, X
e Py ”‘(Xb,Xa) 1= | o 2w

M-

(2 % ()55 (2 = o »}. 252

_exp{_i
(27)" detG 2]

1

L’intégrant contient une distribution gaussienne d’ordre n décrivant simultanément les

fluctuations thermiques et quantiques autour du chemin classique harmonique X (2') dans
un oscillateur d’essai centré en X, et dont la largeur est décrite par la fonction de Green

donnée en (2.50).

Pour les chemins fermés, les extrémités vérifient la condition X, =X, , la matrice densité se

réduit a la densité de particule p(x,,x, )= p(x, ) :

plx) =0 x) = 1 f0xtx-x, o - A1 25

et la formule (2.52) est réécrite sous la forme :

00

np
'[dﬁ J-dzlvint(zl + X )}
0

i exp{—l >80y
2

} , (2.54)

n Qxy 1
<Aint [X]>xa,><a = p(s)’z,xm (Xa) L

o (27)™" deta’

ou z,=%X, et 7,=0, a’ représente une matrice symétrique (n+1)x(n+1) dont les

éléments a =a’(r,,r,) sont obtenus par la fonction de Green pour les chemins
y e . Q ’ .

périodiques G(z,7') comme :

h coshQ(|r—r'—hﬂ/2)
2MQ  sinh(rBQ/2)

a’(r,7')=—G%(r,z') = (2.55)

LA
M
Les ¢éléments diagonaux az(r,r’) représentent la largeur des fluctuations (2.7) laquelle

converge a la limite classique vers la formule (2.10), et a la température nulle vers (2.8).
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D’autre part les formules maculées (2.52) et (2.54) sont d’une grande utilité car elles
permettent de déterminer toutes les valeurs moyennes connexes harmoniques, dans le
cadre de la théorie des perturbations variationnelles pour matrice densité, en terme d’une

intégrale Gaussienne ordinaire.

2.5 Formule maculée au premier ordre

Une approximation variationnelle au premier ordre donne dans la majorité des cas une
bonne estimation des quantités calculées. Examinons maintenant les limites quantique et
classique de cette approximation. Pour simplifier la procédure, cherchons une nouvelle
représentation de la formule maculée (2.54) au premier ordre permettant d’effectuer
I’intégrale sur 1’espace et sur le temps imaginaire. Cette nouvelle représentation devrait
dépendre uniquement de la température T, ainsi nous pourrons aisément en déduire les

limites aux températures extrémes (basses et hautes).

2.5.1 Formulation alternative de la Formule maculée au premier ordre

Pour simplifier les calculs, nous allons nous restreindre au cas de la densit¢ de

particules, dans un potentiel V(X) symétrique et centré a 1’origine. Si V(X) posséde un seul
minimum a Porigine, X, est alors nul. Dans le cas ou V(X) possederait plusieurs minima
symétriques, X, ne serait nul qu’aux hautes températures [13,29] :

La formule maculée (2.54) est donnée, au premier ordre [29], par :

2, y2)a2 2
<Amt [XDZX - IdT V., )%exp{—l (Z X )aoo — 22X, 8, }.(2.56)
01

4 4
ag‘o - 2 8gp ~ 8y

En considérant la formule de Mehler [43] sous la forme :

lb2 exp{_ (x* + X'sz(tl;j))—ux’b} _ exp{—l(x Ly )}i | ()

1- 02
(2.57)

on développe la formule (2.54) en terme de polyndmes d’Hermite H | (X), ce qui donne :

(A = > 2 e [~ v, (2)e o, | 2|, @58)

5 2"n! Jz o 2ml) "\ 222 )
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Comme on peut facilement le constater, la dépendance temporelle des polynomes H n(X)

est la conséquence de la présence, dans I’expression de ces derniers, des éléments

diagonaux de la fonction de Green harmonique (2.55).

D’autre part, dans I’expression (2.58) les C(ﬁ”) sont des fonctions sans dimensions définies

par :

1 +00 a2 n

C;”) =— dr(%} , (2.59)
h ﬂ —0 aOO

et leur dépendance de la température est montrée par la Figure 2.1.

L’insertion de la formule (2.55) dans (2.59) et le calcul de I’intégrale par rapport a la

variable 1, nous conduit a I’expression usuelle des Cg') :

v a2 n sinh(hﬁg[n—kn
cm_ ! jdr(ij _ ! 5 2.Ch 2 . (2.60)
2" cosh”(hﬂzj k=0 hp Q(; - kj

2
aOO
Comme le montre la Figure (1.2), les fonctions Cg‘) de [ tendent toutes vers I'unité, a

T—>ow (c-ad: f>0):
limCl/ =1. (2.61)

L—0
Alors qu’a des basses températures (T — 0), nous avons :
. (n) 1 ,n=0
IimC ;" = (2.62)
I 2/hBQON ,n>0
D’aprés I’expression (2.39) I’approximation du potentiel effectif classique au premier
ordre est donnée par :
WA (x, )= ——1In sinh(36Q) M Q x2 tanh 722 Ly e (x ), (2.63)
205 hpQ hp 2 2

ou le potentiel d’interaction maculé a pour forme :

V2()= (A (2.64)



46

0.6

=]
1
T
e
EXal
)
s

0.0 - ' - '
0.0 2.0 40 6.0  hA &0

Figure 2.1 : Illustration de la dépendance des fonctions C(ﬁ”) de la température

Dans le but d’une discussion instructive, il est commode de séparer les cas limites f — 0
et f — oo, qui caractérisent respectivement la dominance des fluctuations thermiques et

celle des fluctuations quantiques.

2.5.2 Limite classique du potentiel effectif classique

A la limite classique intervenant dans le cas des hautes températures (/3 —)O), le

premier ordre du potentiel effectif classique (2.63) se réduit a :
WE(x,)= % MO X2 +1imV 2 (x,). (2.65)

Le second terme de (2.65) es déterminé en insérant, d’un coté 1’expression (2.10) de la
largeur des fluctuations aux hautes températures, et de 1’autre la limite (2.61), dans

I’expression (2.58), cela donne :

TV TR 0 MQ*B |G dz _pmat)s M Q?p
}}L%VaZ(Xa)—}}E};zann[\/ > XaJJ;mVW(Z)e H, 7

(2.66)

L’application de la relation de fermeture pour les polynémes d’Hermite [43] :

T T HaBOH, ()= o), .67

“~2"n!
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découlant de la formule de Mehler (2.57) pour le cas limite b — 1™ avec I’intégration sur z,

nous conduit du potentiel d’interaction maculé au potentiel d’interaction pure :

imV 2 (x, ) =V, (%) (2.68)

En reconsidérant 1’équation (2.32) avec £ — 0, il est clair que le potentiel effectif

classique au premier ordre se rapproche du potentiel classique (2.65), ce qu’on peut

exprimer sous la forme :

limW, > (x,)=V(x, ), (2.69)

p—0
ceci est la conséquence de I’annulation de la largeur des fluctuations b/ de la trajectoire

autour de I’orbite classique. Cette propriété reste valable pour des ordres d’approximation,
du potentiel effectif classique (2.39), supérieur a un. Ainsi tous les termes correctifs pour

des n>1 s’annulent a la limite des hautes températures :

lim_—liﬂ<A£t )" =o. (2.70)

Xa>Xp,C

2.5.3 La limite des basses températures

Aux basses températures, le premier ordre du potentiel effectif classique (2.63) devient :
WIQ(Xa)=%+ }jimv;}(xa). (2.71)

La limite, quand T — 0, du potentiel d’interaction maculé présent dans le second terme de

I’équation (2.64) découlant de 1’équation (2.63) est calculée en tenant compte aussi bien

des valeurs de convergence des polynomes C/(;) , obtenus dans (2.62), que de la largeur des

fluctuations (2.8). En rajoutant les considérations suivantes : H,(x)=1 et de I’inverse de la

M Q : .
longueur k = Pl on obtient comme limite :

limV 2(x, )= sz A /K—ZVim (Z)exp{— K’z }H 2rz). (2.72)
n

Lo

—00

En introduisant les valeurs propres harmoniques :
ES :hQ[n+%j, (2.73)

ainsi que les fonctions d’onde harmoniques propres correspondantes :
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1 5\ V4 .
wa(x)= M(K?] e H, (kx), (2.74)

on peut ré exprimer le potentiel effectif classique (2.71), a la limite des températures nulles

par :

W, (x, )= EF + (| V,,

ZR (2.75)
La formule (2.71) exprime d’autre part I’énergie de 1’état fondamental déterminée par la
théorie des perturbations stationnaires de Rayleigh-Schrodinger.

Pour ce qui est de la limite quantique du premier ordre de la densité¢ normalisée définie

par :

exp{— 7/1_l<Aint [x] >i2 % }

as

A,
te}
—~~
X
N—

: 2 = o (X, )= (2.76)

:[dea Py (%, )eXp{_ ;l (A, [x]> ? ] } ;

on doit commencer par calculer le développement au premier ordre de (2.76), on obtient :

CCARTEUN [E W AR S W | S

h

insérons ensuite les expressions (2.24) et (2.58) dans le troisiéme terme de 1’équation
(2.77), en considérant que 2 ne dépend pas explicitement de X, , on peut alors constater
que D'intégrale sur X, se réduit a une relation d’orthogonalité pour les polyndmes

d’Hermite, telle que :

1 +°° 2
——— |dx.H_(x, H, (x, )™ = , 2.78
2“n[\/;_'[0 a n( a) 0( a)e no ( )

avec le résultat (2.78) le troisieme terme de (2.77) devient

w 2\ 2
=[x, o8 (¢ XA XD :-ﬂjdz( j V. (D)expl-x27}.  (2.79)

Ce denier résultat correspond tout simplement au cas N =0 de ’expression (2.58) avec un
signe opposé pour éliminer la composante zéro du second terme de (2.77) (autrement on

aurait eu une divergence pour f —0).

L’ approximation au premier ordre de la densité normalisée sera donc donnée part :

PP ) 1=t e o v e ) @
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Les expressions (2.62) et (2.73) nous permettent de déterminer la forme des fonctions Cg‘)

dans le cas des basses températures :

2
1 C —_—
ym A TES- E;

(2.81)

Avec I’équation (2.80), on obtient la limite :

o 0 2
AP ) 138 o o v, G o)

(2.82)
En tenant compte des fonctions propres harmoniques (2.74), on peut reformuler 1’équation

(2.82) par:

<w§’ Vi |wo'
pl a |W0 :‘lr//(?(xaxz _2W(§2(Xa)zv/r?(xa)EQ—tEQO> (283)
n>0 n ~ Yo

Dans la formule (2.83) il est aisé de constater 1’équivalence avec la densité de particule
obtenue par la théorie des perturbations de Rayleigh-Schrodinger.

On peut affirmer que la méthode des perturbations variationnelles pour matrices densités
nous a permis de retrouver , aussi bien a la limite des hautes que celle des basses
températures, les formules obtenues via d’autres méthodes. Et qu’on peut s’en servir (via

I’expression (2.83)) pour déterminer la fonction propre y, (Xa) de I’état fondamental du

systéme considére.

2.6 La formule maculée a des dimensions supérieures a un

Dans la majorité des problémes, les systémes physiques étudiés posseédent un nombre de
degrés de liberté supérieur a un. Pour cela, on doit étendre la méthode des perturbations
variationnelles a des espaces de dimensions supérieure a un. En général, car c’est le cas des

systémes réels, on fait appel a des systémes d’essai harmoniques et anisotropiques : dans

lesquels le paramétre variationnel Q* devient une matrice Dx D d’éléments in, avec les

indices u,v=12...... D.
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2.6.1 L’approximation isotropique

L’approximation isotropique, concerne la fréquence d’essai Q7, via I’hypothése

suivante :
2 A2
Q,uv - Q 5/1v . (284)
L’hypothése (2.84) donne une grossieére estimation des propriétés du systeme considéré.

Avec cette hypothése, la formule maculée (2.54) d’ordre n peut étre directement

généralisée de la manicre suivante :

[1) fos fevzva o) — el

" deta’

avec le vecteur 7, = (Z1I s ZypseeesZy )T .

A noter que les indices grecs ,v,...=12,...,D spécifient la dimension spatiale, alors
que les indices latins k,I,...=0,1,2,...,n se réféerent aux différents temps imaginaires.
Le vecteur Z, est noté T,, alors que la matrice a’ représente la méme chose qu’a la section

24.

La densité harmonique normalisée est donnée par :

= 1 1 &
pgz (r ) = ﬁ exp{— Zl Xz} . (286)
ra =

2a;,
00

2.6.2 1’approximation anisotropique

Dans le cas de I’approximation anisotropique, et vue leur simplicité et leur réle dans les
problémes physiques, on ne considere que les potentiels a symétrie radiale V(F) :V(| F| )

Dans ce cas la fréquence d’essai se décompose automatiquement en une fréquence radiale

Q, etune fréquence transversale Q; [13,29], ce qui s’exprime par :

av 2 Xay Xav
———+ Q7 [5 ——ZJ, (2.87)

avec I, = | r, |
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Pour rendre les calculs plus pratiques, on effectue une rotation définie par une matrice U,
des coordonnées du systeme , ce qui permet d’écrire in =U X, de sorte que le vecteur ?a

soit dirigé le long du premier axe, ainsi :

= - ra 5 nZO
(F), =2, = : reu<D" (2.88)

La nouvelle matrice Q° est donc diagonale, et s’exprime par :

Q 0 0 ... 0
0 Q 0 .. 0

Q’=0 0 Q2 ... 0 |=UQ’U™". (2.89)
0O 0 0 .. Q

Avec cette rotation, la formule maculée anisotropique d’ordre n et de dimension D s’écrit :

Z D} (det a; )_1/2 (det ar )_(D_l)/z X

n

(e, - ey T e fecava

QL0 [ 7#
(7 Ly ‘ )
are Po fa) 14

exp{—% Zn: Zy (aEZ )kl Z, }CXP{_ %ZD: Zn: Z;Tzk (aT_2 )kl Z, } : (2.90)

Les composantes longitudinales et tranversales a, et a; de la matrice a’sont :

@) =allcen) o @) =al(0n) (291)
ou la fréquence d’essai Q0 de (2.55) a ét¢ remplacée respectivement par les nouveaux

parametres variationnels Q, etQ, .
Quant a la densité de particule harmonique pg* (?a), qui sera utilisée pour normaliser
I’expression (2.90), elle est donnée par :

1 % 1 ©h x> 1
QL (7)) _ _ X . & =2
& (r)‘[zﬂasﬂ [2ﬂ(aéo%j ‘”“{ ) 2l 2] ¢

u=2




52

CHAPITRE 3
APPLICATION DE LA THEORIE DES PERTURBATIONS VARIATIONNELLES
A DES CLASSES DE POTENTIELS NON-POLYNOMIAUX

3.1 Introduction

Les oscillateurs rationnels (ou non polynomiaux) ont eu un intérét énorme ces vingt
dernicres années pour leurs applications dans des domaines aussi variés que 1’optique non
linéaire (théorie des Lasers) [45,46], la théorie des champs et la physique des particules
¢lémentaires [45,50].

Les classes de potentiels non polynomiaux qu’on va étudier, ont pour expressions :

X4
1+agx® ~

V*(x):%xzig (3.1

- 1 3 4 y4
Vi, Y) ==X+ y)F +g(a x*+a,x’y*+a,y"), (3.2
(X,Y) 2( y) g(1+agx2 1+agy4) g(ay XY wY ), (3.2)
- 1 3 x4 y4 74
ViX,y,2)=—(xX*+Yy* +2))F + 4
(*.¥,2) 2( y ) g(1+0ng2 1+agy* 1+oagz*

4 4 4 24,2 2,2 24,2
+0(@uX +a,y +a,z +a, Xy +a,Xxz"+a,zy’), (3.3)

avec g et o parametres réels.

Etudier ce type de potentiels par un calcul analytique exact, aussi bien dans le formalisme
de Schrodinger que dans le formalisme de Feynman, n’a pas été réalisé jusqu’a présent, il
a fallu donc recourir a des méthodes d’approximations pour contourner le probléme.
Maintes techniques ont été alors utilisées pour déduire le spectre d’énergie de ces classes
de potentiels. Dans le cadre de ce mémoire, nous nous proposons d’appliquer la théorie des
perturbations variationnelles pour matrices densité pour la détermination de 1’énergie de

I’¢état fondamentale des potentiels (3.1), (3.2) et (3.3).
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Pour les potentiels a une et deux dimensions (3.1) et (3.2), il s’agit d’une étude
comparative, du moment que ces derniers on fait I’objet de plusieurs publications
précédentes, nous utiliserons en particuliers les travaux [55,56] pour comparer nos résultats
[57,58]. Nous nous proposons ensuite de généraliser I’application de la théorie des
perturbations variationnelles au cas du potentiel tridimensionnel (3.3) pour des couples de

valeurs de o et g déja considérés dans le cas bidimensionnel.

3.2 Application et résultats

Commengons par noter que 1’application de la théorie des perturbations variationnelles
aux potentiels rationnels et le développement des calculs qui en découlent, sans restriction
sur les valeurs des paramétres o et g, conduit a des potentiels polynomiaux en x* et y*
qui meénent a une divergence des intégrales gaussiennes. Pour éviter ce probleme de la
divergence, nous appliquons un développement en séries des potentiels étudiés autour de
(a.g)—>0, ceci signifie qu’on ne peut considérer que des couples («,g) vérifiant la
condition: g/« (1.

La deuxiéme source de divergence, mais celle-la dans le calcul numérique de 1’énergie
libre F, est ordre du développement limité appliqué aux potentiels étudi€s. Ainsi pour
faire converger les calculs on arréte, dans le cas de la parité positive le développement a
un ordre impair, alors que pour celui de la parité négative on 1’arréte a un ordre pair.
Notons qu’entre un développement limité d’ordre 3 et un développement d’ordre 13 Ia
différence entre les valeurs de D’énergie qui en découlent avoisine les 107, on se
contentera alors d’arréter les développements respectivement a 4 et 5 pour les potentiels
de parité impaire et paire.

Notons enfin que pour ce type de potentiels on se contentera d’optimiser, dans le cadre de
la théorie des perturbations variationnelles, par rapport au paramétre variationnel QZ(Fa)
seulement, car pour des raisons de symétrie le deuxiéme paramétre sera considéré nul

M= 0, et cela quelle que soit la dimension de T .

Quant aux résultats numériques ils sont donnés en unités i=m=K, =w=1.
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3.2.1 Potentiels unidimensionnels (3.1)

3.2.1.1 Introduction

Le potentiel a une dimension (3.1) a ét¢ largement ¢étudié :

- G. Auberson [49] a montré que le développement perturbatif des valeurs propres E
en termes de g, avec ¢ fixé, est sommable au sens de Borel.

- G. Auberson et T. Boissiere [50] ont calculé 1'énergie du niveau fondamental pour
une large gamme de valeurs de « et g, en utilisant plusieurs méthodes.

- G.P. Flessas [51] a étudié le méme potentiel, prouvant qu’il existe une classe de
valeurs propres et de fonctions propres exactes quand certaines relations
algébriques entre o et g sont vérifiées, avec o et g tous les deux et positifs.

- M.R.M. Witwit et J.P. Killingbeck [52] ont appliqué les théorémes de Hellmann-
Feynman et de I’hyperviriel pour calculer les niveaux d’énergie pour quelques
valeurs limitées de a et de g.

- M.R.M. Witwit [54] a calculé les valeurs propres de diverses formes de potentiels
a une dimension en employant la méthode des différences finies et celle des séries
renormalisées.

- C.R. Handy et al.[53] ont appliqué la méthode du moment propre pour calculer les

niveaux d’énergie pour différentes valeurs de et o de g.

3.2.1.2 Application et résultats

L'approximation au premier ordre de la densité dans le cas unidimensionnel est donnée

par:
Pxa) = eXP[ AW, (Xa)] (3.4)
N27p
Et la formule maculée pour le potentiel effectif est donnée par:
Wo(x,)=— jp Snh A2 PN * tanh 22 4 —( “’[x]> . (3.5)
2ﬂ R B 2 p

On prendra pour ce cas X, =0 dans la formule maculée (3.5) et on minimisera ensuite par

rapport a Q*(X,).



Nous obtenons les résultats suivants :

A) Résultats analytiques

A.1) Potentiels unidimensionnels a parité positive :

9’
—~ = __AB
Ao 16Q3a4 A, 25695 2560°a%, Sk 614407 a)? A8y
<'A\1 [X]>Q,(+) — 00 00
B PR S\ R A g’a”
393216Q9a(‘)g YT 52428800"a2 1T 2516582400 a2
Avec :

2
A, =%/3(1—Q2 +6ga’ (1+5gaal (—1+7gaal (1+9gaal, (-1+11gaa’))))

A = csc{%}z (BQ+sinh[Q)])

. o [60%2+5gaa(-3+7gaal (4+9gaal (-5+66gaal )
B, :(aoo_xo) 1-0?

A, =csc [?T (6 Q2 + 8sinh[ Q]+ sinh[25Q] )

Tgaal, x
B, = (3, — 682, X2 +x)| 1+15gaa| —1+] /9% %" |
(2+15gaal (-2+33gaal))

A, {ﬂzﬂ} (308Q + 45sinh[ Q]+ 9sinh[2 Q]+ sinh[35Q] )

B, = (—1+14ga ago(z+4Sgaa§0(—1+229aa§o)))x
(15ag0 —45a,,X; +15a5X; — Xo6)

AB;
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A = s [5_9}8(420 SQ + 672 sinh [fQ ]+ 168 sinh [248Q ]+ 32 sinh [3ﬁQ]J
! +3sinh [48Q]
B, = (1+45gaal (-1+33gaa’)) x
(105a2, — 420a¢,x2 +210a,x! —28a% ¢ +x} )

N CSC{ 5o T (30(42 SO+ 70sinh[ Q]+ 20sinh[2 Q]+ 5sinh[3 5] )j

2 | | +25sinh[48Q]+ 2sinh[54Q)]

B, = (-1+66ga a2 ) x
(9450 — 472508, X2 +3150a8,x¢ — 6308 x¢ + 4522, x5 —x')

O T (1 3860,8Q +23760sinh[ Q]+ 7425sinh[25Q]+ 2200sinh[3 3 Q]j

A= CSC[ 2 | | +345sinh[48Q]+ 72sinh[5 fQ] + 5sinh[6 5]

B, =10395a,; —62370a,0X; +51975a) X, —13860as,x; +1485a, X;

2 10 12
—-66a,,X, +X,

A.2) Potentiels unidimensionnels a parité négative :

A+—L ag+—9 ap__ 9% ,p
16Q%) 1 256Q°%a%, 7 6144Q7al2 C
3 4 3 5 4
e =|4— 9%  papg - 99 B. + g a B
AulXDi s 393216 Q%) "¢ 52428809“a§3A5 ° 25165824OQl3a02§A6 6
960{5
- 15 . 28 A7B7
140928614400 a2

_ay [-1+9Q7 +6gay, —30g°aay, +210g a"ay, —1890g a’ay,
+20790g°a*ay, —2702709°a’a;,

A = csc[ﬂTQT (BQ+sinh[pQ)])

-1+ Q% +12ga;, —909°aa,, +840g°a’a, — 94509 a’aj, ( s 2)
= d,, — X
+1247409°a*a)) —18918909°c’a,, no
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A, csc[ﬂTQ} (68Q + 8sinh[ Q2] +sinh[28Q] )

(3a§0 —6agX; + xg‘)x
—1+15gaa}, —210g°a’a,, +3150g9°a’as, —519759 aay,
+945945¢9°a’a;

BZ

A, = csc[%} (308Q + 45sinh[ Q] + 9sinh[2 Q]+ sinh[3 5Q] )

5 =(1—28ga a2, +630g°a’a;, —13860g°a’al,

1588 —45a) x2 +15a2x; — x¢
+315315g%aa}, J( 00 00 "0 00 Xo 0)

A BQT (42080 + 672sinh[ Q]+ 168sinh[2 Q]+ 32sinh[3 5Q
=CSC| —

* 2 | | +3sinh[48Q]

B, = (105a%, —420a¢,x2 +210a, —28a% X" + X )

(-1+45ga a2 —1485g%a a), +45045g°a’a, )

a s [ ﬂ—QT (1260,39 +2100sinh[#Q]+ 600sinh[2 Q]+ 150 sinh[sﬂg]]

2 | |+25sinh[48Q]+ 2sinh[54Q)]

(1-66ga a2, +3003g°a>al )x
(64520 — 472505 X2 +3150a8,x¢ — 63302, X +45a2x —x.°)

BS

) T (13860&) +23760sinh[fQ]+ 7425 sinh[28Q] + 2200sinh[3 8Q] J

A= CSC[ 2 +495sinh[44Q]+ 72sinh[5 FQ] + 5sinh[6 5]

10395a,; —62370a,X; +519755a5, X, —13860a5,X; +1485a§0x§J

B, =(-1+9lgaa,
‘ ( OO{— 662, X, + Xy’

~ V_QT 18018082 +315315sinh[ Q]+ 105105sinh[2 Q]+ 35035 sinh[3 Q)]
A= 551 | 4 9555 5inh[440]+ 191 1sinh[5 50+ 245 sinh[6 fQ] + 15sinh[7 A0)]



8 _ 135135a,; —945945a;,. X, +945945a,0x; —315315a5,x$ + 4504520 X;
" 1=3003a% %0 + 9182 x!> — 1

B) Résultats numériques

E% ¢énergies données dans la Réf.[55].

E énergies trouvées par la théorie VPT [57-58].

Tableau 3.1 : Energie Fondamentale dans le cas du potentiel V¥ (x),

pour différentes valeurs des parameétres o et g.

+ g a E i EY

+ | 0.001 100 0.5006073 0.5006222489
- | 0.001 100 0.4993900 0.4993956551
+ | 0.001 50 0.5006679376 0.5006665798
- | 0.001 20 0.4992828382 0.4992784675
+ | 0.005 15 0.503114886 0.5031904973
- | 0.005 10 0.4966047151 0.4966087615
+ | 0.001 10 0.5007294798 0.5007254007
- | 0.005 5 0.4964102209 0.4964121833
- | 0.005 1 0.4962306184 0.4962345119
+| 0.01 3 0.5067943146 0.5068174413
- | 0.01 4 0.4929543322 0.4929767052
+| 0.01 2 0.5069395835 0.5069611482
- | 0.01 2.5 0.4927008357 0.4927255763
+| 0.01 0.5 0.5071734951 0.5071981041
- | 0.01 3 0.4927881329 0.4928115402
+ ] 0.02 1.5 0.5132395699 0.5133199008
- | 0.02 2 0.4854342883 0.4855536041
+ ] 0.02 2 0.512984860 0.5130717189
- | 0.0l 10 0.49377219 0.4938936036
- | 0.02 1 0.4846543046 0.4848073751
- | 0.02 4 0.4867027 0.4868855131
- | 0.02 5 0.4872327 0.4875454819
-] 0.02 3.5 0.4864146367 0.4865604405
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3.2.2 Potentiels bidimensionnels (3.2) :

3.2.2.1 Introduction

Le potentiel a deux dimensions (3.2) a fait a son tour le sujet de plusieurs études dans
[47-53] avant que M.R.M. Witwit et J.P. Killingbeck ne I’étudient en employant la

technique du produit interne [56].

2.2.2.2 Application et résultats

Pour le cas bidimensionnel, on applique le potentiel effectif classique au premier ordre :

ey Ly, Sinh(BQ) B 1, e
W, (ra)_ﬂl 50 ﬂ(x +y2 )tanh : ﬂ(Aﬁm[r]%aja, (3.6)
L’action dans (3.6) est :
Q 1 l &
<Aint[r]>fr dTl d Zlvmt Z) 2exp{__zsz 7Iz z.Ij| (3 7)
e Tl S

ou le vecteur position Z, est donné par :

le(ZIOJZ(XI] et ZIT E(ZIO’le)z(Xl’yl)' (3.8)

le yl

Quand au potentiel d’interaction il est défini par :

_ BN
V. (Z,)=V(Z )_592212 . (3.9)

Nous obtenons les résultats suivants :

A) Résultats analytiques

A.1) Potentiels bidimensionnels a parité positive :

AO_; B. + A2 gza
1 0) 60y 256(25«':18 > 6144072 °
<Aint[r]>raira = g3a2 g I g 5
o —— = AB, - B. +
393216Q°3) 5242880§z“aggA5 57 5516582400 a 24A6 6



Avec :

1-Q% +
o 3a, +2a,
AO_IBaOO gago ayy+
+3
2(1+5gaa(-1+79aal (1+9gaal (~1+11gaal )

A = csc[?}z(ﬂmmh[m])

3 .2,8

(24g+12ga, +8ga, +12ga, )a, —180g°aal, +1680g°a’al,
—18900g*c’al! +249480g°x*a,2
B, =| +2a}(-1+0Q% +29((3+3a, +a,)x; +(a, +3(1+a,))y:))
+(x§ . yj) -1+ Q° +90g°a a;, —840g°a’ay, +9450g9°a’aj,
—1247409°a*a,,

A, = csc{ﬂTQ} (68 + sinh[ Q] + sinh[2 8Q] )

2 2,8 3 3,410

(6+3a, +2a,, +3a, Jal, —90gaal, +1260g°a>al, —18900g°a’al;
+311850g*a‘al + a2 (- 2(3+3a, +a, )2 —2(a, +3(1+a,))y )+

B, =| (1+a, )x +2a, x2y2 +(1+a, )yi

+(90g2aal, —1260g%aal, +18900g°a*a, —311850g*ar*all )(x2 + y2 )
+(-15gaaZ +210g°a’as, —3150g°a’al, +519755210g*a*a ) (x! + y¢ )

A, csc[ﬂ—zg} (308Q + 45sinh[ fQ]+ 9sinh[2 fQ] +sinh[35Q] )

B, = (-1+14gaa’ (2+45gaa’ (- 1+22ga a2 )))x
(308, — 450, (x2 + y2 )+ 1582 (x¢ + v ) (x¢ + y¢ )

8
A, = csc[%} (420502 + 672 sinh[ Q2] + 168 sinh[2 8Q] + 32 sinh[3 Q] + 3sinh[45Q))
2108, —420a8, (X2 + y2 )+ 2108 (x¢ +y¢ )J

B, = (1+45gaa (-1+33gaal ))(_ s+ 0 )+ 50)
00 \"*0 0 0 0
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A = ose| 22 *(30(42 fQ2 + 70 sinh [ fQ ]+ 20 sinh [2 Q2]+ 5 sinh [3 4Q])+ 25 sinh [4 Q]
5_050[2} + 2sinh[5 5]

1890 — 472528, (x2 + y2 )+ 3150a8, (x¢ + y? ) 630a (x¢ + y¢ )J

B =(—1+66gaa§o)(+ 45a§0(xg + yS)—(XéO + y(l)O)

A, =cscl — . ) .
‘ { +495sinh[4 8Q]+ 72 sinh[5 4Q]+ 5 sinh[6 4]

ﬁgr [13860 Q-+ 23760 sinh[ fQ]+ 7425 sinh[2 AQ]+ 2200 sinh]3 ,BQ]j
2

~ (20790a8 62370813 (x2 + yZ )+ 5197508 (x¢ + yi )-13860a%, (x¢ + y¢)
| +1485a%, (x§ + y§)— 66a,, (Xé0 + yé°)+ (Xéz + y(l)z)

A.2) Potentiels bidimensionnels a parité négative :

A-— A+ 9 ap__ 92 ,p
o) 16Q%% ' 256Q%al, 77 6144Q7a2
<Aint[r]>fa ra = g3a2 g4a3
+——=—~ _ _AB,- B
393216Q°%al¢ ¢ 52428809”a§§A5 ’
Avec :

he ﬁaOOL ga, (32, +2a,, +3(-2+10ga ay (1+79aaj (-1+9gaay ))+a, )

A = csc{ﬂTQT (pQ +sinh[8Q)])

180g°aad, —1680g°a’ay, +18900g9*a a;,

+ ago(— 24g+12ga, +8ga, +12g ayy)

+(-1+Q% —90g’ar al, +840g°a al, — 94509 *al, ) (x2 + y2 )
—2a§0(—1+Q2 +29((—3+3aXX +axy)x§ +(—3+axy +3aw)y§))

A = csc{%}é‘ (64Q2 + 8sinh[ Q]+ sinh[25Q] )
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2 2,8 3 3,410

90ga al, —1260g°a’al, +18900g°a’all +as (-6 +3a, +2a, +3a,, )
+(=1+a,)xg +2a, X, Yg + (—1+ a,, i

B, =| +(-90gaal, +1260g°a’al, —18900g°a’a% Jx2 + y?)
+a§0(—2(—3+3aXX +axy)x§ —2(—3+aXy +3ayy)y§)

3 3,46

+(159a ay, —210g°a’ay, +31509°a aoo)(xg + y(‘)‘)

A, csc[ﬂTQ} (308Q + 45sinh[ Q]+ 9sinh[2 Q]+ sinh[38Q] )

(1+14gaal (-2 +45gaal ))x
(B0ag, — 4523, (¢ +y2 )+ 1535 (x3 + vi )=(x¢ + v )

B3

A, = cs{%} (420 8Q + 672 sinh[ fQ] + 168 sinh[2 BQ] + 32 sinh[3 SQ] + 3sinh[45Q] )

B, = (~1+45ga a2 )x
(210a3, — 420, (x; +y; )+ 21045 (x; +y; )-28a3, (x§ +y§ )+(x; +y3 )

~ { ,BQT 30(42,8Q + 70sinh[ Q]+ 20sinh[2 8Q]+ 5sinh[3 8Q]) + 25sinh[4 Q]
A =995] 2sinnfsp0)]
B, =1890a/) —4725a%, (X2 + y2 )+3150a%, (x! + y¢ )—630as, (x¢ + y¢ )+ 4582 (x¢ +y*)

— ()2 +yl0)

B) Résultats numériques

E'® ¢énergies données dans la Réf.[56].

E " énergies trouvées par la théorie VPT [57,58].



Tableau 3.2.1 : Energie Fondamentale dans le cas du potentiel V¥ (x,y),

pour différentes valeurs des paramétres a et g.

a,=a,=2a,=0

+ g a EWY EQ

+1 0.001 | 20 1.0014253844 1.0014170839
-1 0.001 | 20 0.9985656731 0.9985568866
+1 0.004 | 2.5 1.0057798898 1.0057810371
-1 0.004 | 25 0.9940652946 0.9940657565
+1 0005 | 5 1.0069639610 1.0069677572
-1 0.005 | 2 0.9925557408 0.9925622227
+1 0015 | 2 1.0201141923 1.0201944500
-1 001 | 22 0.9852940133 0.9853447817
+| 0.0l | 15 1.0140306182 1.0140727282
-1 0012 | 23 0.9824733644 0.9825474031
+| 0.01 1 1.0141864797 1.0142318345
-1 0.016 | 22 0.9767438534 0.9768791154

Tableau 3.2.2 : Energie Fondamentale dans le cas du potentiel V¥ (x,y),

pour différentes valeurs des paramétres a et g.

a,=a,=a,=1

| g o Eon EY

+ | 0.001 10 1.0034374037 1.0034317140
- |1 0.001 10 0.9965089808 1.0005266411
+ | 0.001 20 1.0034042942 1.0033984447
- | 0.001 20 0.9965437910 1.0005605117
+ | 0.002 8 1.0067845189 1.0067869442
- | 0.002 8 0.9930049414 1.0011021297
+ | 0.005 10 1.0161422377 1.0161868856
- | 0.005 10 0.98265436 1.0032750611
+ | 0.005 5 1.0164760353 1.0165246456
- | 0.005 5 0.9822339387 1.0029041496
+| 0.01 5 1.0313122545 1.0314802964
- | 0.008 3 0.9707587605 1.0046086045
+ | 0.03 0.5 1.1086911740 1.0879794074
-1.0.007 | 2.3 0.9744314802 1.0038586990
+] 0.01 0.1 1.0325879019 1.0327955998
- | 0.004 3 0.9857150463 1.0021538950
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Tableau 3.2.3. : Energie Fondamentale dans le cas du potentiel V' (x,y),

pour différentes valeurs des parameétres o et g.

a, =a,=1a,=05

+ g a EWY EY

+| 0.1 0.1 1.2169627 1.22139690
- | 0.002 8 0.9935195 1.00060390
+ | 0.002 8 1.0062978 1.00629956
- | 0.003 5 0.9901941 1.00089961
+ | 0.003 5 1.0093927 1.00940653
- | 0.004 4 0.9868374 1.00121508
+ | 0.004 4 1.0124288 1.01245781
-1 0005 | 25 0.9833457 1.00146084
+] 0.01. | 2.5 1.0297046 1.02987872

Tableau 3.2.4 : Energie Fondamentale dans le cas du potentiel V' (x,y),

pour différentes valeurs des parameétres o et g.

a,=a,=0;a,

S a ES EY

+ | 0.001 10 1.0015831 1.00157501
- | 0.001 10 0.9984055 0.99864838
+ | 0.004 4 1.0061891 1.00618987
- | 0.004 4 0.9936389 0.99466252
+1 0.1 0.1 1.1248859 1.12687304
- | 0.01 2.5 0.9840703 0.98677239
+| 0.1 0.5 1.1183981 1.11787537
-1 0.015 | 2.2 0.9760921 0.98031738
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3.2.3 Potentiels tridimensionnels (3.3):

Pour le cas tridimensionnel, on applique le potentiel effectif classique au premier ordre :

R I 11RO WY SRV e

L’action dans (3.10) est :

(AITD; . = jdnjd 2,V,,, (7))

po(a

|
N | —

k,1=0

iz; ay’ zi,(&n)

exp{
Jer) deta®

ou le vecteur position Z, est donné par :

Zy, X

= =T

L =2y =Yy et Z, :(210’211’212):(Xl’yl’zl)' (3.12)
Z, Z,

Vo (2)=V(z)- Ltz (3.13)

Nous obtenons les résultats suivants :

A) Résultats analytiques

A.1) Potentiels tridimensionnels a parité positive :

AO_; B,+————AB L
00 16Q°a) ' 256Q al 7t 6144Q7a)2 U7
(A [FDe
nt r,,ra +LA B ~ g 0(3 ASB N g a A6
393216Q°%a) 11 5242880Q"aZ U 7 251658240Q7a
Avec :
a2 3a,, +2a, +2a, +3a, +2a, +3a,
A0=’H ©13-30° +2gag, ’ v
2 +(9(1+Sgaa§0(—1+7gaa§0(1+9gaa§0(—1+llgaa§0)))))

A = csc{%}z (pQ +sinh[Q])



+3742209%a*al2 +(Q* —1)(x2 + y2 + 22 )+ 30g°eal, (-9 - 289 (X2 + y2 +22))

, [18+06a, +4a, +4a, +6a, +4a, +6a,
—| +2gay

+4Sga(x§ +Yo+ zj)

(3+3a, +a, +a, )X, +(3+a, +3a, +a,)y,
330[3(921)4-49[ y 0 y w T %) o

2
+ (3 +a, +a, +3a, )zo

O

A, =csc [TT (6 Q2 + sinh[pQ]sinh[25Q])

A,

B3

A4

B4

4677759  a*al? +ak (- 23+ 3a,, +a, )2 —2(a,, +3(1+a,))y?)

+(1+a,)x; +2a,Y,2, + (1+ a, Wi+ (1+ay, )zl +2x2 (axy yl +axzz§)

+ 283SOg3a3aég(—1—11ga(x§ +y’+ zj))

v a2 (—2(3+3aXX +a, +a, )} —2(3+a, +3a, +a, )y -23+a, +a, +3a, )zjj
’ —15ga(x§ +Yg + z(‘)‘)

+45ga ag, (—3 + 14ga(— 2(x§ +y,+ zj)—Sga(xg +Y, + zg)))

N a§0[9+3a“ +2a, +2a, +3a, +2a, +3a, j

+30ga(3(x§ +Y, + Z§)+ 7906(X3 +Y, + 23))

2 ,2,8

+9459%aal, (2+ 59 (4(x + y2 + 22 )+ 11ge (x¢ + yi +2))

csc[ﬂTQ} (308Q + 45sinh[ Q] + 9sinh[2 Q]+ sinh[3 5Q] )

= (~1+14gaa’ (2 +45gaal (- 1+ 22gaal ) x

(4508, — 4588, (x2 + 2 +x2 )+ 1502 (¢ +yi + %) - (x§ + y§ +29))

= csc [579} (420 Q2 + 672 sinh[ Q] +168sinh[2 Q]+ 32sinh[3 Q]+ 3sinh[45Q))

= (1+459aa2 (-1+33gaaZ ) x
(315a§O —420ag, (xj +Yyo + z§)+ 210ay, (xg +y)+ 23)—28a§0(x§ +yo+ ZS)J

8 8 8
+(x0+y0+zo)

+567Og4a3a(1)8(—5—22ga (xj +Yo+ zj))+ 63093a2a§0(4+159a(x§ +Yo+ zj))
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A CSC[ pQ T [30(42 SQ + 70 sinh[AQ]+ 20 sinh[2 Q] + 5sinh[3 5Q]) + 25 sinh [4/39]]
’ 2 | (+2sinh[580Q]
B, =(~1+66gaaZ )x

(1890a(‘)g —4725a3, (xj +Yo + z§)+ 3150ag, (xg‘ + Yo+ zg‘)— 630a,, (xg’ +Yo+ zg)j

+45a;, (x§ + Yo+ y§)— (Xéo +Yo + yéo)

A — sl P2 (13860402 + 23760 sinh[ fQ] + 7425 sinh[2 Q] + 2200sinh [3 4Q]
© T 2| |+ 495sinn[45Q] + 72sinh[58Q] + 5sinh[6,50)]

311858 — 62370al% (x2 + y2 + 22 )+ 5197588, (x! + yi +z¢)
B, =| —13860a;, (xg +yo+ z§)+1485a§0 (xfj +ys+ z§)—66a§0 (x(‘)" +y, + z(l)")
+ (x}f +y+ zéz)

A.2) Potentiels tridimensionnels a parité négative :

| ‘o
T T
<A1m[r]>ra fa — g’ g'a’
" 30321607°a" ABy - 524288002 'a;, AB:
Avec :
3-30°
, —-3+2a, +3a,
ho=Pul ez 2a,, +2a,)+9 +39(—2+5(1+29)aa§o(1+79aa§o(—1+99“a30))j
+axx +azz

A = csc{ﬂTQT (pQ +sinh[Q)])
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+30g%aal, (3+ 69 + 28ga (y2 + g(x2 +22))+ 9450 (1 + 29)a’al;

z))}f(@z ~1)(x3 +ys +23)

~45gal(y; +9(x} +2;
- ~6+4a, +6a, +69(-2+a, +a,)
B, +2a30(4(axy +ay, )+ g(- 45ga(y? + gy(yX2 ) B
0 0 0

_ag{s(gz _1)+4[%(x3 v Jra, (v +2i) 303 (1 e, + (C1va, )zs)n

+g(3(—1+ayy)y§ +axz(x§ +z§))

-4+8
+210g3a2a§{ J

4
A, =csc [ﬂTQ} (68Q + 8sinh[ Q] +sinh[28Q] )
9450g*(1+29)e’al + g (—1+ aw)yg +2ga, Xz, +2(axyx§ + axzzoz)yj
rg (- 1ra, xi +(-1+ay)zi)
2 2 2

+45g°a’ay| 1+ 29 [1+7a(2(y0 § g4(XO : Z(:) 4 B

+590:(yO +d (xO +2, ))
+ 63Og3a2a§0(—1—2g —30ga(y§ (xj + zj)))

82 ) +a’ _2(axy +g(3g(_1+axy)+axz ))X02 _2(axy +39 (_1+ayy)+ay2)y02
" _2(ayz +g(3g(_1+azz)+axz ))Zé +15g2a(yg +g(X3 +Zg))
2(aXy +ayz)
"), g[—3+2axz +3a,, +39[_2+axx I _3?a(y4§ ol Zg))D
—7Oga(y0 + g(x0 +Z, ))
Q 6
A, =csc VT} (308Q + 45sinh[ Q]+ 9sinh[2 Q]+ sinh[3 5 Q] )

B, = (1+14gaa’ (-2 +45gaa’))
(15(1+29)a - gx¢ -y —gz8 +15a2 (i + g (x{ +2¢ ) -45a% (v2 + 9 (¢ +22))

A, =csc [ﬂTﬂ (4208Q + 672sinh[ fQ] +168sinh[2 BQ]+ 32sinh[3 Q]+ 3sinh[45Q] )

B, = (~1+45gaa’)
105(1+2g)al, + v +g (x¢ +ys)-28a2 (ye +g(x¢ +2¢))
+210a;, (yg + g(xg + zg))—420a§0 (yo2 + g(xj + zg))
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~ [ ﬁ_QT 30(428Q + 70sinh[ fQ]+ 20sinh[2 Q]+ 5sinh[3 5Q))
A=l 51 | 4 2ssinhapal+ 2sinh[5.50]
o (945(+20)ag - gx -y - gz + 453 (v + g + 23)
~630ay, (ys +g(x¢ + 25 ))+3150ag (yo +g(xi +2;)) 472525 (y2 + g (x: +2)

5

B) Résultats numériques

Tableau 3.3.1 : Energie Fondamentale dans le cas du potentiel V ¥ (x,y,z),
pour différentes valeurs des parameétres o et g.

axx =ayy =azz = a‘xy =a‘xz =a‘yz =0

¥ g a EQ
+ 0.001 20 1.50212564
- 0.001 20 0.49926913
n 0.004 25 1.50867156
- 0.004 2.5 0.49702094
n 0.005 5 1.51045176
- 0.005 2 1.49267752
+ 0.015 2 1.53029235
- 0.01 22 0.49264350
+ 0.01 1.5 1.52110949
- 0.012 23 0.49123443

0.01 1 1.52134813
- 0.016 22 1.48837592




Tableau 3.3.2 : Energie Fondamentale dans le cas du potentiel V' (x,y,z),
pour différentes valeurs des parameétres o et g

aXX=ayy=a'ZZ=a'Xy=a'XZ=a'yZ=1

+ g a EQ

+ 0.001 10 1.50588684
- 0.001 10 2.05715749
+ 0.001 20 1.50583708
- 0.001 20 2.05716154
+ 0.002 8 1.51163845
- 0.002 8 2.05735944
+ 0.005 10 1.52779139
- 0.005 10 2.05802262
+ 0.005 5 1.52829190
- 0.005 5 2.05797573
+ 0.01 5 1.55384189
- 0.008 3 2.05858154
+ 0.03 0.5 1.64831892
- 0.007 23 2.05835680
+ 0.01 0.1 1.64947489
- 0.004 3 2.05835680

Tableau 3.3.3 : Energie Fondamentale dans le cas du potentiel V ¥ (x,y,z),
pour différentes valeurs des paramétres a et g.

a, =a,=a, =1, axy=aXZ:ayZ:0.5

XX vy pod

+ g o EQ

+ 0.1 0.1 1.54919410
- 0.002 8 1.83983754
+ 0.002 8 1.51018043
- 0.003 5 1.83997601
+ 0.003 5 1.51511929
- 0.004 4 1.84011828
+ 0.004 4 1.52011402
- 0.005 2.5 1.84024752
+ 0.01 2.5 1.54815827




Tableau 3.3.4 : Energie Fondamentale dans le cas du potentiel V7 (x,y,z),

pour différentes valeurs des paramétres o et g.

a,=a,=a,=0, a,=a,=a,=025

¥ g a EO

+ 0.001 10 1.50254885
- 0.001 10 1.69638523
+ 0.004 4 1.51001637
- 0.004 4 1.69521646
+ 0.1 0.1 1.70256106
- 0.01 2.5 1.69288752
+ 0.1 0.5 1.69240579
- 0.015 2.2 1.69098393
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CONCLUSION

Dans ce travail, nous avons appliqué la théorie des perturbations variationnelles pour
matrices densit¢ [29,30] dans le but de déterminer 1’énergie de 1’état fondamental des
classes de potentiels rationnels [45-56] de la forme (3.1), (3.2) et (3.3).

Compos¢ de trois parties, ce mémoire commence, au chapitre 1 par une introduction au
formalisme des intégrales de chemins, en définissant le propagateur, en montrant son réle
en mécanique quantique et ensuite en soulignant 1’équivalence avec la fonction de partition
de la mécanique statistique. Sachant que le calcul analytique exact du propagateur n’est pas
toujours possible, nous avons présenté, dans la deuxiéme partie du chapitre 1, une
alternative : la théorie des perturbations variationnelles [27,30], qui est une extension de
I’approche variationnelle de Feynman-Kleinert [20] par D’apport de corrections
systématiques [26,27].

Le chapitre 2 a été consacré au développement de la théorie des perturbations
variationnelles pour matrices densité [29,30]. Apres avoir défini le potentiel effectif
classique de la théorie et qui est pratiquement impossible a calculer, nous avons utilisé
I’inégalité de Jensen-Peierls (1.62) [13,27,28] pour introduire un potentiel effectif
classique d’essai permettant une convergence systématique des calculs. Ceci nous a permis
d’aboutir a la formule maculée de I’action (2.54) [30] et en déduire le potentiel effectif
classique (2.55) qui conduit au calcul des énergies aux basses températures. Ce dernier
posséde les caractéristiques suivantes :

e [l permet I’obtention systématique de la convergence.

e Il tient compte des fluctuations quantiques et thermiques du systeme.

e Il permet de contourner le probleme des potentiels a singularité (potentiel de
Coulomb, potentiel de Yukawa..) [29,30].

Dans le chapitre 3, nous avons présent¢ les résultats obtenus [57,58], et nous les avons
comparés, dans les cas des potentiels a une et deux dimensions, a ceux donnés par la
littérature [55,56]. Il est ais¢ de constater que les résultats donnés par la théorie des
perturbations variationnelles pour matrices densité sont en parfait accord avec ceux

obtenus via d’autres méthodes.
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Nous pouvons conclure, en tenant compte d’autres travaux [30,31,37-40] ayant appliqué
la théorie des perturbations variationnelles pour matrices densité, que cette derniere est une
méthode d’approximation efficace permettant, d’une part I’obtention systématique de la
convergence au moment ou les autres méthodes passent par des procédés mathématiques
[41,42] pour le faire, et d’autre part, la résolution du probléme des singularités dans le cas
de certains potentiels [30].

Comme perspectives, il serait intéressant d’étendre la théorie au cas des forts couplages,
au calcul des énergies des états excités ainsi qu’a 1’étude des potentiels rationnels

complexifiés.
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