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Résume

L’objet de ce travail est I’étude de vibrations de
flexion et torsion des rotors et plus exactement le calcul
des vitesse critiques.

Parmi les divers méthodes existantes de calcul, nous
avons choisi la méthode réside dans la facilite de

programmation et un minimum d’op€ration.
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CHAPITRE 1
NOTIONS SUR LES VIBRATIONS

I.1.Introduction aux vibrations :

Les phénomeénes vibratoires et leur relations avee la mécanigue sont
relativement complexes, et de ce fail, c'est assez difficile a expliquer,
neanmoins, nous allons essaver de les schématiser.

IL ya encore années, la vibration et la marche tranquille des machines
étaient eslimés, et dans la plupart des cas, en v posant les mains ou en déposant
les picces de Monnaies, ces procédds étaient cependant soumis i un jugement
tres subjectif, ils n’étaient pas exactes, et ne fournissaient entre autre aucun
chilfre de mesure, -

Au lieu de telle mesure, il va maintenant des mesures de contréle
exactement définies ou on mesure la force de vibration des machines a 'aide
d’appareils électroniques.

Tout d’abord, il faut remarquer qu’une machine n’a jamais qu'une
vibrations harmonigue, mais toujours un mélange de vibrations partielles de
différentes fréquences , leur causes sont les différentes parties mobiles .

[’ensemble de ces efforts va produire une vibration résultante sur les
paliers, cette vibration en général est de forme complexe.

I.2. Nature des vibrations : o

Une vibration peut étre définie comme un mouvement oseillatoire

d’une particule ou d’un corps a partir de sa position de référence. ce mouvement

peut étre périodique , aléatoire ou transitoire .
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1.2.1.Vibrations périodiques :

Le signale sinusoidal de cette figure a par définition une fréquence
discréte umque qui est donnée par /T et qui s’exprime en Iz (Hertz) qui
représente le nombre de cycles par seconde, Test le temps mis par ["onde pour

effectuer un cycle complet , jusqu'a revenir au méme point .
JUEG ]

FIGURE L1 : signal de vibration harmonique simple (sinusoidale) F=1/T

Ce mouvement est périodique car il se répéte de lui-méme a un intervalle du

temps régulier (T).

-t
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Figure 1.2 ; signale de vibration harmonique simple complexe F+2F

La variation donnée (fig. 1.2.) est toujours périodique car elle se répéte d'elle 4
un intervalle régulier mais, est maintenant de nature harmonique complexe ;
(Elle n’est pas purement sinusoidale).lin effet, cet exemple est la combinaison

de 2 ondes sinusoidales.
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Figl.3 : Forme d'onde de la figure [.2. Avee scs composants

Le signale de la forme [.3.est constitué par deux composantes ayant une
fréquence et une amplitude différentes. On voit que dans cc cas (mais pas
toujours), que I'une des sinusoides a unc double de "autre et que son amplitude
est plus petit, les accélérations sont additionnées arithmétiquement pour obtenir

I'amplitude du signal compose.

LL.2. Vibrations aléatoires :
Le type vibration que 'on rencontre le plus fréquemment dans Ja vie
«courante est de lype alcatoire, c'est-a-dire continu mais pas périodique ct

contenant beaucoup de composants de fréquence de vibration.
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Fig.L4. : signal de vibrations aléatoires

On voit également qu’il contient des pics di résonances et aux
harmoniques de certaines composantes de la vibration. Ces pics sont souvent di

a la source principale des vibrations.

I.1.3. Vibrations transitoires :
Une vibration transitoire est celle qui n’est pas continue, ce type de
vibratien se rencontre lors d’un impact durant la phase de démarrage d'un

moteur .._.etc, ou par tout ou la force d’excitation n’est pas continue,

plitde &

—-—='Tenps L)
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Fig, . 1.5 : sienal d'une vibration transitoire
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Ce type de vibrations aura un speeches de lréquence avee plusicurs lobes qui
contiennent chacune toute une gamme de fréquence, la taille des lobes en terme

de gamme de fréquence dépendra de la durée du phénomene transitoire.

Bapplityde A

f
I ! .
o | L \- IL \ ! S B-Fréquans

FIG, L6 : Spectre de fréquence d’une vibration transitoire

. 1.3. Source de vibrations :

Les source les plus communes des vibrations qui se trouvent sur les

machine dont des éléments en mouvement se sont pas équilibrés. Les vibrations

e sont normalement pas souhaitables et peuvent le plus souvent étre réduite par
une conceplion soignéz ou par des modilications de structures ou par
Ieéquilibrage.

On sait que toutes machines tournantes sont soumises a des vibtrations
apres un certain nombre d'heure de fonctionnement sans interventions de
maintenance et cela est dit principalement aux :

- Mauvais linéarit¢ des composant ;
- Usure et rupture des piéces rotatives (roulement) ;
- Mauvais serrage d’accouplement et d’assemblage divers ;

- Vibrations des machines proches.



1.4 Mesure des vibrations :

Dillerentes raisons font qu'il est nécessaires de mesurer les vibration, du
point de vue d'étude , 'amplitude et la fréquence de la vibration sont connus
pour faire en sorte que les contraintes induiles ne soient pas supérieures a ce que
le matériel peut supporter ( voir le graphe).

La mesure des vibrations peut aussi montrer que certaines parties de la
machine entre en résonance a une fréquence donnée, el 'on peut souvent éviter
de faire tourner cette machine 4 la vitesse qui donne cette fréquence.

11 existe trois paramétres principaux pour décrire une vibration, le déplacement,
la vitesse ot ["accélération.

e déplacement est la distance parcourue par le point de mesure depuis sa
position neutre, la vitesse el la rapidite a laquelle se deplace le point de mesure,
et 'accélération en est la vibration de la viltesse avec le temps.

Ces parameétres se mesurent en unités normalisées de longueur, vitesse et
accélération qui sont (m), ( m/s), (m/s%).
Considerons une vibration de la fonction :
X=asinQt

Par dérivation successive de la fonction
A=asin )t a : Amplitude du déplacement enpm

On trouve la vitesse v :

V:£=a £ cos L2t a {21 Amplitude du vitesse enpin /s
il
d ¥ 3 . g F ]
b =-ﬂ;; = O all™ : Amplitude de "accélération en pm /s
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ROTOR ET NOTION DE VITESSE CRITIQUE

E_,l Introduction

Le but de ce chapitre est de finir le probléme que peut subir un
rotor :
Résonance; frottement el vitesse critiques ; en plus ¢'est rechercher
l'expression mathématique de la vitesse critique alin de retrouver les

parametres qui influent sur sa grandeur.

2,2 Notion Du Rotor

une poutre est un sysieéme continu dont les dimensions transversale
par rappott a sa dimmension longitudinale, mieux par rapport & la distance
entre deux points nodaux dun régime vibratoire lorsqu'on impose une

vitesse critique de rotation & une poutre clle devient un rotor.

FIG. 2.1 PRESENTATION D'UN ROTOR

On peut représenter les variatjons de l'amplitude du déplacement en
fonction de la vitesse de rotation d'un rotor comme c'est le cas de la

fig(2.1).
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Pour cet exemple récl, le mouvement est pratiquement sinusoidal; on note un

extermim pour 9000 tours par minute : c'est la une premiere vitesse critique
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fig 2.2 : Amplitude de déplacement de la vibration au droit du

| disque en fonction de la vitesse d’un rotor

Le graphe (1) de la fig (2) définit I'"dvolution de la fréquence du mouvement du
disque en fonclion de sa vitesse de rotation : on note une variation brutale des
que la vitesse de rotation (N) atteint 12000 tours par minute,

P Pour N> 12000 tr/min, il y a un probléme de fouettement (1;2;3) ; il s'agit d'une
mstabilité du rotor, les déformations alternées sont élevées, il peut y avoir la
rupture, et la destruction est imminente de certaines éléments ( disque ;

amortisseur; supports) .

10
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Flg 2.3 : Fréquence de Ia Vibration d’un rotor en fonction de

§4 vitesse

- 2.3 Résonance

Toutes variations si petites ; quelles soient positives ou négative de la
frequence d'excitation provoquant une diminution de [réquence du systéme, est
appelée résonance.

Cette dernitre est caractérisée par unc pulsation de déplacement qui est
donnée par I'expression mathématique démontrée en annexe (A) est donnée ci-

dessous

o 43
|Ik__2!(i |
X

W — |
Vo L 2m

(2.1} (Annexe)

E,,ﬂl Vitesse critique

Les vitesse critique sont des vitesse pour les qu'elles le déplacement

ou la vitesse de déplacement ou l'accélération de déplacement passe
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par un maximum pour un point el pour une direction donnée, Ces
vitesses critiques dépendent des points dont on analyse le mouvement.
Lxemple:

Soit un ensemble rotor définit par la fig (2.4) c'est l'ensemble adopté

par "jeffcott" en (1914) pour I'étude des mouvements.

B

A i}‘:—::]LIIHEEUl‘I 7
I i
- Y
I Disque R b
L
v o] Liaison | 2
5 2

Fig 9,4 : Ensemble Rotor—Liaisons

La vitesse critique du déplacement, ¢'est-a-dire la vitesse pour laquelle
lamplitude du déplacement passe par un maximum, est donnée par

l'expression (1) suivante

. [ Af2F
7, = - E[M] (2.2)

La vitesse critique de vitesse de déplacement dont I'expression mathématique a
¢té retrouveée en annexe (b) ; c'est a dire la vitesse pour laquelle I'amplitude de la

vitesse passe par un maximum est ;

. . % | s "\.'I “ .\:
7, FYOL Fow W .
o 4..2[_J " l'.:::“'_J LA (2.3)
W, ©6 A \ M, M
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CHAPITRE 111

NOTION SUR LES METHODES DE DETERMINATION DES
VITESSES CRITIQUES DE FLEXION

METHODES DE DETERMINATION DES VITESSE CRITIQUES DE
FLEXION

Généralités -

Ia caractérisation, au sens défini par I'article modélisation et
caractérisation n’est pas indifférente & la méthode dont elle est une partie et qui
d’ailleurs I’inspire, de ce fait, les méthodes s’appliquent sur des caractérisations.
dont la finesse est trés variable, ainsi 'application de la méthode de calcul de
Stodola supporte difficilement des liaisons 4 impedance finie alors que la
méthode de calcul des passage matricielles (transferts) s’en accommode sans
difficultes.

Les méthades expérimentales qui utilisent des maquettes n'échappent pas
aux imperfections de la caractérisation.

Finalement ¢’esl toujours par le résultat d une zetion cybernétique, qui
compare le modéle de [a réalité, que I"on peut apprécier la valeur dune méthode.
Le modele est constitué par I'ensemble des premiéres vitesses critigues.

Les objets images physiques soumis & 'expérience, peuvent fournir des
comparaisons intermédiaires qui placent I’étude dans la voie bornée par des
ccarts faibles, de ces comparaisons résulte souvent la connaissance, des vitesses
critiques avec leur incertitude , puisque les vilesses critiques réelles ne seront

connues qu’apres réalisation .

14
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3-2- METHODES DE CALCUL
3-2-1- Méthode De Stodola :
Principe

Elle considére le rotor et procéde par approximations successivas aprés
avoir cholsic une déformée initiale (rg) fig. (3.1) qui satisfait aux conditions aux
limites (appuis rigides a rotules), et unc vitesse angulaire (en général on prend
2y =lrad / 5), on détermine par les procédés classiques de la résistance des
matériaux, la deformée ry qui résulte de 'application statique des efforts
centrifuges F, = m 0% Y.

Sir est attine de 1y, dans le rapport = ( Y/ Yy) la vitesse eritique est
donnée par la relation @, = O,/

Sir n’est pas affine de ry, on reprend la délermination qui vient d’&tre
précisée en choisissant ry pour déformée initiale, et ainsi de suit jusqu’a ce que la
déformée obtenue ryyy sont affine de la déformeé r; Pratiquement deux ou trois

relations suffisantes.

Flg- <.:. METHODE DE STODOLA

rp: Déformée imitiale choisie

1; : Déformée résultante de ["application des efforts centrifuges.

._.
N



METHODE DE BOROWICZ

Elle utilise des développements algébriques et opere par
itération,

Un ensemble comportant plusieurs liaisons est assimilé a un
systeme dont le nombre des degrés de liberte est égal au nombre des
travées (pour quatre liaisons ct un porte —a- faux, le nombre de degres
de liberté est ¢gal & quatre).

Nous préciserons la méthode en considcrant un rotor sur trois( Figl1).
Comme dans le procédé de Stodola, nous adopterons une déformée
initiale ry et désignerons par

Y. : la [léche maximale relative a I’élément

R; : la résultante des forces centrifuges de ’élément.

€2y - la pulsation propre

o; ¢ un coefficient de répartition des musses,
On peut &erire : R=aygr (3.1)
Par ailleurs cn introduisant l¢ coefficient d’influence a qui détermine
la fleche sur I'élément, résultant de la force R; (d’aprés lafig. . 3.2 ¢t

peuvent prendre les valeurs 1 et 2) on aura :

-

v = R o Ry
Vi =eayafll; f?.:z”z.-"f‘:!*_l;.“x /T
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Fig METHODE DE BOROWICZ : application & un rotor guidé par trois
liaisons (appuis rigides & rotuile ) En tenenant compte de l'expression de Ri
donnee en {6) his, le systéme (7) devient :

Y= ay gy + e,

¥, = agabloy + "Q'zzﬁzﬂ-gj'!

les solutions n'existent que si le déterminant des inconnus de ce.
systéme linéaire homogeéne est égal 4 zéro; cetle condition fixe
I'équation aux pulsations propres

e € 1 06,82, |

|y L3, T 17

AVer MO, - 2MOY +1=0 ou avee M =g aa,.a, —aa,a,a,

N=1/a a +a,m,)
L'équation (V) permet le caleul de deux pulsations propres et nous ne pouvons
retenir que celle qui fixe une valeur négative au rapport v/ v (hypothése
relative & la torme de la déformée nitiale ry ).
Specilition bicn que la vitesse critique ,qui donne au rapport y,/y; une
valeur positive , ne represente pas une valcur réelle.

Avec (8), on peut calculer (y,/y;) pour la vitesse critique ¢!

( ],-]_\II _ e, {Elf)

|

|'\ Ha ) 1—-a, (El,l-, f]z

en general (v, /y,) est différent du rapport v,/ va initial, ¢t on doit reprendre le
~, 1 -:-IE pp o - ]’

calcul qui précede en considérant une déformée ry dont le rapport des fleches

14
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maximales soit égal & ( y/y,) pratiquement , le premier calcul suffit et I'initial

(|

n'est pas & cffectuer

Pour un ensemble & un éléments , I'équation aux vitesse critiques est d'ordre 2n |

=

=

et seule la vitesse critique , qui fixe au rapport des fléches les signes adoptés

pour la deformée de base | est a retenir.

. Méthode par les énergies
| Elles sont basces sur le théoréme des forces vives qui exprime 'égalité
K entre les énergie potenticlle et cinétique maximales .
? 3.2  méthode de Raylaigh.
[ I principe : considérons un rotor guidé par trois liaisons
(fig. 13) découpé en n éléments ....,i,...n,a chacun,desquels
on atfecte le poids Pj
b en adoptant unc déformée dynamique r,(nous avons considérd ici la
résistance statique déterminée par les procédés classique de la
- resistance des matériaux ) chaque éléments i est caracrisé par une
| fléche vy .

la premier pulsion propre s'éerit:
- IIIl_ u = b ]

. Q.= g py |2 Py

: )4

avec g accélération de la pesanteur.
: La méthode de Rayleigh peut encore étre utilisée en adoptant
i pour déformee dynamique de base T, une courbe quelconque

o satisfaisant aux conditions aux limites ; dans ce cas, pulsation propre.
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Méthode de Rilz - La Méthode de Rayleigh, qui suppose avoir fait
choix d une déformée, revient a introduire une contrainte dont I’effet est
de limiter le nombre de degrés de liberté du systéme,
done & augmenter sa pulsation propre ; cette augmentation ne peut étre
reconnue par compataison avec le résultat du calcul d’une autre méthode
que si les hypothéses de base sont identiques.

méthode de Ritz se présente comime une amélioration de la
méthode de Rayleigh griace & la notion do minimum de la pulsation
propre.

Pratiquement, on peut opdrer par voie analytique en introduisant dans
I'expression mathématique qui fixe la forme de la pulsation propre
[ Lh.1].

On peut aussl, dans les cas pomplexes, en partigulier lorsqu’une
expression analytique de la déforme est difficile 4 introduire, se. fixer
plusieurs déformées et caleuler par la mpthpde de Rayleigh pour phﬁgunﬁ
de ces déformées la puisation propre; la plus faible;se rapproche de Ia
vraie valeur. | |

Iia.u-"méll'mde de Rijz est peu utilises on préfere d aulres
111¢ll"q§psqui, par des calculs moins long, permettent une détermination,

pratlquement suffisante.

4
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;LJ Modélisation des lignes d’arbres

4.1.1 Caractéristiques du modéle

Le concepteur doit prédire aussi précisement que possible les réactions de

I’objet projeté aux diverses sollicitations du milieu dans lequel 1] évolue.

Préalablement a la fabrication, la connaissance de certaines

manifestations, mises en évidence par I'observation ou 'expérimentation , est

essentielle pour le constructeur.

|.’état des connaissances a un instant donné et la complexité d’une ligne

d’arbres , par exemple , conduisent a substituer a la réalité des esquisses

simplifid¢es ou modeles auxquels s’appliquent les lois de la physique , chaque

modéle exprimant 'une des manifestations de Iobjet { cf article Modélisation et

caractérisation , dans ce traité)

Ainsi il est nécessaire de créer , pour une ligne d’arbres , différents modéles

pour ;

réaliser I'équilibrage d’un vilebrequin ;

connaitre les fréquences propres des vibrations de torsion , de flexion ou
axiales ;

déterminer les amplitudes en quelques points particuliers des oscillations
forcées de torsion , de tlexion ou axiales ;

donner une image de |"état de contrainte de la matiére , etc...

Nous limiterons a la caractérisation des modéles traduisant les n premiéres

fréquences naturelles de torsion et les amplitudes des oscillations forcées . Les

éléments de ces modéles doivent satisfaire

I1 12 13 I i+l li+2
K1 K2 | k3 [ | | Ki Kitl |
i | : . s e
| | 5
ol 0 L
11 moment d’inertie du disque K1 ngidite torsionnelle du ressort

Figl.4- Exemples de modéle de lignes d*arbres
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A des régles bien connues : proportionnalité entre efforts et déformations,
conservation des masses , pour que les lois de la mécanique leur soient
applicables et que la résolution numérique des ¢quations conduise & 1'utilisation
de schémas mathématiques classiques . Ces modéles représentent une distribution
de paramétres et de degrés de liberté qui dépend de I'expérimentation.

Les lignes d’arbres qui sont essentiellement composées de coudes d’arbres
¢paulés , d’accouplement , de réducteurs et de rotors seront réduites a des
modéles €quivalents constitués de disques i d’inertie Ii reliés entre eux par des

ressorts de torsion sans masse , de rigiditc¢ torsionnelle Ki , comme indiqué sur la

figure 1
f ""- .'?‘h o '\ ) 5
PR e , ’ L{
g (i (17 “n\ &
i e T R B i - ]
==eiem | {\ '_"‘k' St U L‘* vy i g
T R T O I B o T
“ LN \ ']\ : ‘[I
l"._ II _.l,-_-:‘_b ! \ ¢ .'."] :i \
Y 4 i I = 4 lII r.'rr.'; k.
b Y ;'.-'! Eyo o'l B
! R ! II'._ X by
- A
el
Fig iy 2- Déformation d’un coude de vilebrequin soumis 4 deux f
couples
B
i Rl e e s g ]
“ & hi. ':I I'.| i
A .
II L 1'|II .-'ll|
oA 1 i |
] Fj-ﬁ (L% ‘,‘i : ' - I
. b o
-.' ;I‘I.
Fig t,3- Déformation du bras d’un coude
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ly.1.2 Modélisation des arbres coudés

1,21 Longueur équivalente d’un coude
1,210 Si I’on considére un coude soumis a deux couples opposés C (en newtons-
métres,.N,m) portés par ["axe des tourillons et appliqués a chaque extrémité , la
déformation globale en torsion est la somme des déformations :

- en torsion des deux demi-tourillons et du maneton.

- Fn flexion des deux bras.

Cela se traduit par la rotation relative des deux sections extrémes 1 et 6 du
couple d’un angle @16 exprimé cn radians , rad.
La rigidité torsionnelle k du coude est :

{_:‘
}'5 e oi=
s

Ou encore :

k ll<|‘ kh k’ﬂ

avee ki (N.m/rad) rigidité torsionnelle d’un demi-tourillen,
kn(N.m/rad) rigidite torsionnelle du maneton,

ky (N.m/rad) ngidité équivalente d’un bras,

51, dans un premier temps , nous faisons 'hypothése que les formules
simples de résistance des matériaux sont applicables aux coudes de vilebrequin ,

nous pouvons calculer la rigidité k en fonction des dimensions :

2 G,
k=

£

i .J
""llll Bt e S
s

L Eaty
" i
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Fig-44Dimensions caractéristiques d’un coude de vilebrequin

Avec E(N/m” ou pa) module d’élasticité
G(N/m” ou Pa) module de glissement

Jd o Jy(m*imoments quadratiques des sections , égaux a :

m
I 5 S
-

(.. B
o= ERE
12

Ou d; , di(m) diamétres des alésages dans les tourillons et les manetons
s’ils existent,
Dyy1,d; (m) diamétres respectifs manetons et tourillons,
Ly, b (m) dimensions de la section du bras :
d’ou

FEE f 5 = 24 R

et - g G ntdl, NG ER Y

e

1

o
La longueur L(m) de Parbre rectiligne de diamétre équivalent en torsion

D.(m) est égale a :

B GnDt o

= -
32 k
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et

oo g

Soit ;
; L. (3H

f = D: + b 2,55~ :

: dt-d', d,.-d,, EF,.b

Cette formule , qui repose sur I’hypothése contestable réduisant le coude

de vilebrequin & une suite de poutres , au sens classique de la rcsistance des
matériaux , est trés approximative .

Un coude est un systéme complexe , et seule la prise en compte des formes
réelles permet de déterminer avec précision la longueur équivalente .
De nombreux auteurs proposent des formules semi-expérimentales.

Nous avons sélectionné celles qui donnent des résultats acceptables,

4-4,%3 Formules générales
4A34 - Les dimensions (en mefres) utilisées pour calculer les longucurs

équivalentes |, dans les formules homogénes ci aprés, sont indiquces

sur la figure 4 .

1432 Formule de Carter.-On a:

£,+084E 3 g, 3 A
g==g:{J_r__Ti4__“] ]
. O -y 4 d,

- d5 E.F,,, Tl

Pl

b4 }}Fﬂrmule de Geiger.-On a :

¢ +04f0, £ +04F, R-zd,
4 = 4 (0,912

4 4 4 £
d) = o) dl, =t £, .b

g =

Avec z fonction de b/d, et de R/d,.

Cette formule s’applique aux arbres manivelles des gros moteurs.

24
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s 1
B & 4 s w B Diam)

Figys — Coefficient u en fonction de I'alésage D ¢t du rapport course |

D’aprés Geiger :

r=0pour 1.6 < bfd < 1.63et 0,92 << A/d, < 1.2,

7=04 pour b/d, =149 et R/d, = 0,84,
etz =03 pour b/d, = 1,33 et A/d, = 1,07.

#,gayFannule de ker wilson—On a:

“‘: = ‘r?r {r:h K Dl:'rll

L

[fr +0,4d, £ +04d, A-02(d+d,)
f, =0 - - o —

Formule de Seelmentt.- On a :

£, ; 0.9 ¢,
L

r
0893 R P,

¢ =D,

]

£ b

0.9 {,
e L. D8R
E:'.:' ‘b] '”:1: ™ dm: d, - ’d:‘r ¥ dﬁ" i drn

avec u fonction du rapport course sur aldsage S/D et de l'aldsage D du

cylindre (fig. 5). Cette formule est applicable aux arbres manivelles des gros

moteurs.
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H_,ﬂl-?ﬂ,b" Formule rJe Timoahenko.—On a :
(¢,+009F T, +00f 093R
[Rp— —— + LS,

AL g2t _
ff T d ol -~ g, n°

I irs Fadl

P =8

LyA. 36 Formule de Tuplin - On a :

R P+ 0,15 d, 4 ¢ .+ O 15, : 2 {,-016(d, + d,)
——— }l N A AR il & — == - g

- Ll r)

._.'“ ; A a

&t o T b" -

d.r; { Fie :’ [‘f:l [ 1 - j;-'l ) '
L & S

il, J

0,065 u’r) 4 0.016 ‘l
b. P

"t
# =t = AR b Srree

..l‘,.

Jy. 4.3.F Formule de Gironnet—Cette formule est applicable a des coudes qui ont

un recouvrement des soies supérieur ou 6gal a zbéro.

T ! u':
=203 0mth ol 1L,A—=R
{.!’: S B h.b

recouvrement des soies: intersection des deux cercles de base du maneton
et du tourillon sur un plan perpendiculaire a l'axe du vilebrequin.
L4-3-¥ Méthode du British Internal Combustion . Engine Research
Association.

Cette méthode, applicable a toules les [ormes de vilebrequins et qui tient
compte en détail de la geoméirie du coude, est celle qui, a I'expérience, nous

parait la plus proche de la réalité.

P T %

4 A 40T o dare
Palan. IR
. / \
{f S | }1:| I'. I . |l

i A Vg | ool

s ;-—F' Tl ) I_. _-,.-'rll. e '.4
. ! ! X |
RRYE ™

\ 4 Kk
= 3 A "\. . _"

(@ bras circuinire I hras ovnle i1 hras biconcave

Fightt — Formes de bras de vilebrequins




Fighti7 — Bras de vilebrequin avec dépouille

Nous donnons ci-aprés les étapes successives proposces par le BICERA
(British Internal Combustion Engine Rescarch Association).

1) Calculer:

- la longueur 6quivalente des deux demi-tourillons:

’ o’
L., = £ e p—
- la longueur équivalente du maneton:
d
|l 3 p..l."n o= EI|rr ﬁ :
o, - o,

£ 2) Calculer la largeur équivalente du bras b,.
Dans le cas d'un bras rectangulaire, nous avons immédiatement e t d'4
sans rectification b.; mais, si les bras sont circulaires, ovales 4 biconcaves comme

I'indique la figure 6, la largeur équivalente déterminée par:

1 141 1
e (,— "l )
[ 3) Caleuler, si les bras comportent une dépouille, 1'épaisseur équivalente 1 .
{ T2 "
| {l’nl'ﬁ e
. b?
-
i 27




avec J* moment quadratique de la section transversale du bras par rapport
a l'axe x'x (fig. 7).

Dans le cas de cetle figure: i

1 B 1 1 bya
SWE A ~} + —A L7+ —A, | —
Z 12 3 2

o 0

LT /A A
§ =n—(-—2+n,+—:)

12 L 4 4

E" d’ou
A .

0 2

| 0, =24 A + -7
[

a 4
= 2 .
l 'ﬂr‘o 16 | i C=-03

~22 r '. y
4 i'.‘fqlr | ; i 31_-; [ S
oo ! I -
{ 1.7 1 i :_x,}j. = g
f [ T b

' o | 1
= I
[. 38 ¢
= 064
-
o ki
L #

¥ longueur &nuivalanta o bras rectangolairs da référonce
_[. Figh8 — Détermination de 1,

= 28
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A Fi/d, 1torma correctit de longueur équivalentas
Fig9 — Détermination de A 1,/d..
R.d|

4) Calculer

at le racouvrement ralatif
ol = 't'l"a

= mree——

Et déterminer a l'aide de la figure 8 la longueur relative équivalente du bras
rectangulaire de référence L.,
5) Calculer le terme correctif de longueur équivalente Al,/d, en fonction de la

largeur relative du bras b*/d”, et du recouvrement relatif ¢ 4 'aide de la figure 9.
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A Fa/d, terma corractif tenant compte da I'écart de diamatre entre
le tourifion et la manston

Figh10 — Détermination de A lz/d.-

By of A L

e \gff ==

0F 4 e g e
C=-07% ¢ +vdr5l-~03
s L B, A . 4

e +— Ax?.;

i |
121 T __:_____-E-_ _'_'hi__.. fogz 2 3 ewen :\_\ .
ﬂ - b |

gf @3 o4 Qs as 07 a8 a2 1w
a/~

A P,3/d, terma correctif tenant cornpte de influenca du forage das
bras

Fighl1 ~ Détermination de A l3/d,.

-:-'-II‘

6) Pour tenir compte de l'écart de diamétre entre le tourillon maneton,
déterminer, en [onction de ¢ et 4 l'aide de d/d,, le terme correcuf  Alg/d; sur la

figure 10.
7) La figure 11 permet de déterminer I'influence du forage des bras en

utilisant le rapport a/R.
oua=R-—(r,+15,—¢2)

avec e excentricité de I'alésage,
et le recouvrement relatif c. On obtient ains1 Al.;/d,.
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8) L'influence des rayons de raccordement des tourillons ry ct des
manetons ry, est donnée par les termes correctifs:
Aldd, et Aldd,, lus sur la figure 12.

[a correction totale est:

i T b —+—
d, d, «

T

AP, AR, Af, {d\3
. (;rm) '

9) L'abaque 13 permet de déterminer l'influence des chanfreins arriére et des

chanfreins latéraux.

Chanfreins arriére:

- pour le tourillon. calculer:

Ir
BT ot _irls

dr
- woh,
2

et lire la valeur correspondante de Qéi'f ;

e

Tl 5 [T TN e =3
S I {iry . s [:_ 'Hr r;‘_'m
ﬁm \\\\

-0 Kayen eqcastre Kayvorr normal
— - . 1
_.q_‘[':ld" —=—iy = T ' — r e — T
g2 Q% 0f  aos # Qos e ans o0

4
Bl TR o

AP/ d, et AR./d, tarmas corractifs tanant compte de Uinfluence
g rayona de rpccordpment des tourillons ry
et dos Mmanatons 7.,

Figf{l2 — Détermination de A l./d;. et L/ d
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"{fw: {c:;';,f' "' "‘w ’J’r/ I‘/” 1 by ['j:”,*;' -, FE. ('?r/ 5)
A\ nxa duo rmanston
- . 1T Paonitcdym ou o) = 0,42
- — Chanirein arvidreae 1T P /tcd,, ou d,) = O.68

- = - chanfrain fntdonl
AP, Jdd, et AP /d, termas corractife tenant compta de Vinfluenca
des chanfreans

Figy 13 — Détermination de A L/d ou Al / dy,

- pour le maneton, calculer:

et lire la valeur correspondante ﬁjiﬂ
[

- La correction totale pour les chanfremns armere est;
) Al (AL M’ (_)

——— T i

d, f I:f,.,1 .

I m

Chanfreins latéraux: dans le cas ou les chanlreins latéraux descendent au-

el dessous de I'axe du maneton et du tounillon, calenler 1a correction:
.-*_.E”,'E_M‘ Al ( )

o o, d, e, N/

- 32



10) Longueur équivalente des bras:

[ AC,,  Af
0., = d; (E'_E'. J,‘ﬁf.: 4 ALy, +‘E,‘Lﬂ. 4 ey _5) _
d, d, d, d, d, d,
11) Longueur équivalente du coude pour un diamétre ¢quivalent:
D.=d

]-de =2 ]r.:h + lc: + lem-

t J S

/ =
e |
| — I s
Siese § T ~=x
= ! Lo
. A |
Z| ! | %
~4 ,4( i . !
i F e | i
155 12 | e

Les cotas aant ano mullmatres.

Figlil4- Caractéristiques d'un demi-coude pour calcul par la méthode du
BICERA

4. 2 MOMENT D'INERTIE D'UN COUDE

t.2.3 Moments d'inertie des diff4rents éléments d'un counde.
D'aprés la figure 4, on a:
_ moment d'inertie d'un demi-tourillon par rapport a I'axe du vilebrequin:

i I
i iy I::F:' - di ¥,
2 64
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Fig 417 — Systéme bielle-manivelle
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e

[ el

avee p (kg/m®) masse volumique du matériau;

- moment d'inertie du maneton par rapport () I'axe du vilebrequin :

Fis f.u ‘fl". dl‘ |
= BPAm O e L g2 . di2)

4 | B

m

- moment d'inertic d'un bras par rapport a l'axe du vilebrequin I,

On efleurer un découpage du bras et de son contrepoids, s’il existe, en
éléments simples. Puis, pour cheque élément aprés avoir calcule son inertie par
apport a un axe passant par son centre gravité el paralléle a I’axe du vilebrequin,
on détermine son moment d’inertie par rapport a [’axe du vilebrequin en
appliquant le théoréme de Huyghens: la somme de ces inerties élémentaires est
égale I'inertie du bras par rapport & l'axe du vilebrequin (cf article Mécanique
générale, dans le traité Sciences fondamentales).

Ipf.1; Modéle a un disque. - Le modeéle & un disque (fig. 15) est constitue par un
arbre, sans masse, de diamétre D, et de longueur |, portant un disque d’épaisseur
nulle et d’inertie T..

Ie=T+ Ly + Ly T Lz

Avec I, et I, moments d'inertie des bras 1 et 2.

Le plan du disque doil étre confondu avec le plan de syméirie du maneton,
perpendiculaire a l'axe du vilebrequin.

Les longueurs l,; et |, sont les longueurs équivalents des deux demi-coudes,
Elles sont différentes lorsque le coude est dissymétrique.

ly-£-4~ Modéle a deux disque. - Le modéle du coude (fig. 16) est constitu¢ par un
arbre, de diametre D, et de longueur I, portant deux disques de moment d'inertie
I/2, situés a une distance ly /2 des extrémités (avec l./2, longueur équivalente
d'un demi tourillon).

y.2-6 MOMENT I'INERTIE EQUIVALENT DE L'EOUIPAGE MOBILE

Pour tenir compte de l'effet de l'attelage mobile sur le systéme élastique
(vilebrequin), nous allons calculer une masse équivalente constante liée au

maneton du conde.

Lid
L

<o
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y-Z-7 Masse équivalente du piston et de son axe. - L'énergie , cinétique T, du
piston (fig. 17) 4 tout instant, au cours dé son déplacement deit étre égale a
I"énergie cinétique de la masse équivalente attachée au mouvement du maneton,
La fonction de force due & la pesanteur est identique dans les deux cas:

; 1 T (e
T = = m, [VY(B)]

Avec m, (kg ) massc du piston ct de son axe,
@B) vecteur vitesse du point B par rapport au repeére fixe.

L'énergie cinétique de la masse équivalente attachée au maneton est :

i
To= =it {F . 37 ?
b4

avec My, (o) (kg) masse équivalente du piston, fonction de I'angle de rotation
afrad) de la manivelle.

R = QA (m) rayon de la manivelle.

@ = dea/dt (rad/s) vitesse de rotation constante de la- manivelle ,

d'ou :

m—r[Wﬁi |
m e s e
RJ

o (2

_n’

La masse équivalente moyenne cherchée sera obtenue en calculant la

moyenne arithmétique de la fonction my, (&), pour o variant de O & 11

1 "
M= l' fr O - T 1
oy

. ¢-£-8 Masse équivalente de la bielle. - En se reportant a la figure 17, et en

posant;

i, (kg) masse de la bielle,

“a (rad) angle de rotation de la manivelle.

= da/dt(rad/s) vitesse de rotation constante de la manivelle .

1?": vecteur rotation de la bielle par apport a un repére hixe,
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I(b/G) tenseur d'inertie de la bielle par rapporl a un repére lie a la bielle et
d'origine G. centre de gravite,

— . i }
V*° ((G) vecteur vitesse de GG par rapport au repere lixe,
L'énergie cinétique de la biclle cst;
1 et ey | e - S
I, = o, [V ] S I P B O B
2 ' 2

L'énergie cindtique de la masse équivalente ponctuelle my, de la bielle

attachée au maneton est;

La masse équivalente de la biclle, en fonction de o, est donnée par
T'expression:

m VG + 0F TibiG) of

[z LT

m

L V|

LLa masse équivalente cherchée sera obtenue en calculant la moyenne
arithmétique de la fonction my, (« ), pour » variant de O a I1:

e [V - G Twiar T

-
Mot R m?

Remarque: pour une bielle admettant deux plans de symétrie et dont la
répartition des masses est telle que le centre de gravite est situe a un tiers de la
longueur de la bielle a partir de l'axe de la téte. la masse équivalente, en

kilogrammes, est:

avec my, (kg) masse de la bielle,
I (N.m.s*) moment d’inertic de la bielle par rapport 4 un axe paralléle a
I'axe du vilebrequin et passant par le centre de gravite de la bielle .
L= AB (m)longueur de la bielle.
if-£-3 Moment d'inertie équivalent. - 11 s'écrit :
Teq = (Mg + M) R?

7 - .
avec I, (N. m. §7) moment d'inertie équivalent,

Lak
=1
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M., (kg) masse équivalente du piston (§ 1,231),
M., (kg) masse équivalente de la bielle (§ 1.232),

R (m) rayon de la manivelie.

|'. |‘ |?
9 ] L,
k : 3
| =T
ra
- 8
;‘I”r ‘J- : ;
2
— — —_ - L- D
Fig 418 — Modéle a trois disques

L :
_ l | '
- 1
* A A = "F.-! 3 re
jt*a _ i,
- ‘E: -
Fig 4,19 — Modéle a quatre disques

I

i.2 40 MODILES D'UN COUDE ET DES PIECES MOBILES ASSOCIEES

Modéle a trois disque. - Le modeéle est identique a celui que nous avons
défini au paragraphe 1,222, Dans ce cas, le disque a pour moment d'inertie:
1=+ 1y
avec [(N.m.s*) moment d'inertic du coude,

Ieq (NL m, s°) moment d'inertie équivalent de I'équipage mobile.
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Modéle a trois disque. - Ce modele est construit a partir du modéle du
coude, a deux disques, défini au paragraphe 1,223 auquel on ajoute un disque de
moment d'inertie 1., dans le plan de I'équipage mobile (fig. 18).

Modéle a quatre disques . - Ce modéle (fig. 19) convient particulierement
aux équipages mobiles des moteurs en V, avec bielles cote a cote.

Il est construit a partir du modéle du coude, a deux disques, défini au
paragraphe 1,223 auquel on ajoute des disques de moment d'inertie I, dans les

plans des équipages mobiles.

;&

[" —

l"ll:'-‘.l"ll | ‘I:-‘.

Figh 0- Modélisation d’un arbre long

T

Fig421- Modélisation d’un arbre long encastré aux deux
extrémités
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Fig 422 — Modéle d’un arbre épaulé

;3 MODELISATION DES ARBRES NON COUDES

Y31 Arbres longs de diametre constant.

Lorsque le moment d'inertic d'un arbre par rappoirt a son axe nest pas
négligeable vis-a-vis des autres inerties de la ligne d'arbres, on remplace cet arbre
par unc séric de trongons, sans masse, séparés par des disques de moment
d’ inertie " (fig. 20). '

Soit 1 le¢ moment d’inertie de l'arbre par rapport a son axe et k sa rigidité

torsionnelle,

Le moment d'inertie I'de chacun des n disques du modéle est égal a

I/n ct la rigidité torsionnelle k' des (n+ 1) trongons est égale (n+ 1 ) k.

Ona:k= ?—

Avec K (N.m/rad) rigidité torsionnelle de I"arbre.

G (Pa) module de glissement du matériau de 1'arbre,

Lim) longueur de l'arbre,

1=T11 D32 (m") moment quadratique de la section par rapport 4 ['axe de
Yarbre,

D{m) diameétre de l'arbre.

Le comportement vibratoire du modele est pratiquement semblable 4 celui

de I'arbre réel pour n grand.

Dans la pratique, pour limiter les temps de caleul, on choisira n de telle
sorte que les inerties I’ soient égales ou supéricures a la plus petite inerties de

l'installation.
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On pourra vérifier que le nombre de disques choisi pour établir modéle est

suffisant en calculant la pulsation propre de l'arbre,

FAv ‘] J
el
.{; -If-.lr} .r‘;: ! ')Ir_""
3 re | F__1 1 i
= S
s £ 5 ;
. - = &
£ 1 ]
r ‘ -{ "__-r' Ao -
-
|/ <
Gvg= .r”f.--"'{ - '
| gemw s w g .

L1 l|'-.. _.a!:'u'

' 4

Fig24- Modélisation de la langueur équivalente d’un congé
torique

considére comme un milieu continu, & partir de I'équation aux dérivées partielles

de la rotation A de la section x au temps t.

avec a = G , (m/s) célérité de l'onde de torsion dans le milieu homogéne.
(1 (Pa) module de glissement du matériau de ['arbre.
p ) (kg/m*) masse volumique du matériau de 1'arbre.

Cf article Vibrations dans le traité Sciences fondamentales.
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Nous considérerons que l'arbre cst encastre aux deux extrémités , pour
tenir compte des raideurs extrémes (fg. 21). -

Les pulsations propres de cct arbre sont égales a:

{

Ina
== p= 153

§2, -
{

Ces pulsations propres sont obtenues avec le programme RUTHIS.
Lorsquil y a correspondance entre les deux premiéres pulsations propres
obtenues, d'une part. avec la formule ( 1) et d’autre part, par le programme
RUTHIS, on peut considérer que le nombre de disques choisi pour le modéle est

correct.

W,32 Arbres épaulés.
Considérons 1'arbre épaulé représenté sur la figure 22; la longueur |, de

Parbre équivalent, de méme raideur et de diametre D, est:

5o [ B (D, )
i" ™ {"‘ | ] I I,1:, |: : Jl
(e VB

lorsque 'arbre équivalent est dans le méme matériau que ["arbre réel.

¥l
| |
' [}
5| T . -
] T \ X
' .y
L, T
! Fig H25 — Arbre conique
P U i i - ;
;‘i‘f_.l’] f__. R | :l | e _;1.
1\ : I 1 ] E r--J
H;H:"-\- |_d—r"“ f f ! i +
T A d ‘e _
179 e o a2 -
e il i
TS TR
| 1 [ [ TR
i fusipiaaga  § =g 8
. i , e [ =
Fig 26 — Modélisation d’arbres rainurés
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4,4 EXEMPLES DE MODELISATION
D'INSTALLATIONS INDUSTI{IELLES

4:41 Modéles d'une ligne d'arbres non ramifiéc.

Nous présentons sur la figure 32la ligne d'arbres d'un groupe compresseur
compos¢ d'un moteur électrique M, d'un accouplement a grande vitesse Agy. d'un
réducteur R, d'un accouplement petit vitesse Apy. d'un volant d'inertie V et d'un

compresseur bi-¢tage C.

4.4.2. Théorie des vibrations de flexion des poutres.
Les vibrations de flexion des arbres sont régies par I'équation aux dérives

partielles suivantes :

X axe du vilebrequin

Y :fonction de x et de 1 = [{x).y(1)
E : module d” Young du matériau
I : moment d’inertic des arbres

L :longueur

M 'masse
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M :massc
: ; = oo v By
I'équation est équivalente & F o'+ —F g =0
m
W El FMJ
goit;, —=-—-—0 = B
T m |

Résolution par la méthode de séparation des varables,

Nous obtenons deux cquations différenticlles. dont ['une est fonction du temps:

g”—gl:l.‘k — I::I

Pour avoir une solution stable , il faut que & <0
Pasons alors A =’

1.’ équation différentielle en x devient :

_ 2
P 8 Moy
FIL

]
4 nwn -

s, ]
P& EIL

L' équation précédente a pour équation caractéristique : r'-s"=0
= r=1hs
f=1s

F :peut donc étre mis sous la forme :



[= A.cOS(SK)H Aq.sin(sn)Flq.eHAg.e

[' = s{-A.sin(sx) 1 Ap.cos(sK) b 8Ny eTFR)
' = s(-A,.con(sx )=\ sn{ex) A ot Ag.eX)
™ = g3} A sin(ex)- A cos(sx) b A eSN-A g e 5%

avec Me-LEL{" « T BET

Les constantes Aij seront déterminées par les conditions aux limites sur les
fleches, pentes, moments fléchissant et efforts sur l'arbre (i=1,2,3,4; j--N° du

trongons).
y.4-3 ETUDEVILEBREQUIN MOTEUR écylindrsen V.

Nous allons schématiser le vilebrequin de fagon simple par un arbre sur

quatre paliers avec deux masses aux extrémiteés,

m a2

Figure 4-Z7 Schéma de vilebrequin avec les deux masses aux extrémites
Pour chaque trongon , la fléche fa pour expression :
F=A;.cos(sx) + Asusin(sx) + Ag.e ™ A0
Pour x=0 £ (x=0)-m, @ * F(x=0)=0 effort tranchant du a la masse m,
F* (= 0)=0 moment {léchissant nul
A P"appui d'indice 1, nous avons :

Fi(x=1)=0 pas de déplacement suivant y pour le trongon 1

Fitl ( x=0)0 / I I+ )



(S

i
fi ]_."If _:l‘ _ F‘if-.-E I___tﬂl i _ : . I
! {x=h) (x=0) } continuité des pentes et de courbes a 'appui i
J -.“ -|"
b (x=h) =Fiu ) (x=0) pour les trongons 1 et 111

i

Pour le trongon 5, nous aurons ¢galement;

r pour x=l5.  f.+mymlf; =0 cffort tranchant du a la masse my

f, =0 moment léchissant nul

Nous obtenons le systéme de 20 équations a 20 inconnues.
Nous sommes amenés a étudier la configuration suivante :

1Ty Yy

B e T I S e — — e e e fy e o

100 1 (3= 1= 10 50

Figure H-ET}‘_ La configuration du vilebrequin avee les deux masses aux
extrémiteés
Ou:

La masse my; correspond au Damper . Nous la ferons évoluer de 0 4 5 Kg
La masse M, correspond aux volants , poulies , pignons ou accouplement Nous

prendrons des valeurs pour les calculs variant de 0 4 4,5 Kg
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Tableau /.1 : Variation de la déformée pour chaque valeur de W

47

Résultats
Position(x) 21 | 171 ] 281 | 326 | 390 | 431 | 464 |486

Amplitude pour . :

() 0 | -0.01 0 0.04 0 006 | 0
W=137.2 rd(s)
Amplitude pour

| 0 0 | -0.01 0 0.05 0 0.07 | 0
W=137.2 rd(s)
|

Amplitude pour

0 | 001 -0.02 ) 0.08 0 -0.11 1 0
W=137.2 rd(s)
Amplitude pour ]

0 |0.01}-0.02 () 0.08 0 -0.11 1 O
W=137.2 rd (3)

!

Amplitude pour i

0 10,01 -0.02 0 0.09 0 -0.08 | 0 |

= 137.2 rd(s) !
\




Ay

£y

Lon(mim )
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Conclusion

Ce projet nous a permis de constater que le calcul des vibrations
était indispensable, afin d’amortir les efforts transmis a la cellule de
I'avion , par conséquent une ¢tude pratique est nécessaire d’une part
pour valider et d’autres part pour parachever notre ¢tude qui rentre

dans un cadre de projet de recherche qui est la motorisation de ["avion

[éger.

Enfin ce projet représente pour moi le fruit de trois annees durant
lesquelles nous avons acquis de nombreuses connaissances,

couronnées par la réalisation de ce mémoire.
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