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Résumé : L'objectif de ce projet de fin d’étude est la modélisation de linteraction
entre une onde électromagnétique et une cible de forme simple et complexe, cette
interaction donne naissance a plusieurs phénomenes de dispersion dont nous avons
pris en compte les trajets multiples a 'ordre un et deux ainsi que la diffraction par les
arrétes. Pour modéliser ces phénomeénes, nous avons utilisé les méthodes
asymptotiques pour calculer la Surface Equivalente Radar (SER) de ces objets. Les
méthodes retenues dans le calcul sont I'Optigue Géométrique (OG), I'Optique
physique (OP) et la méthode des Courants Equivalents (MCE). Les cibles ont été
modélisées par un ensemble de facettes triangulaires. Le modeéle a été évalué via des

simulations et des comparaisons avec les résultats publiées dans la littérature.

Mots clés : Surface Equivalente Radar (SER), Optique Physique (OP), Optique
Géométrique(OG), Méthode des Courants Equivalents (MCE)

Abstract: The objective of this final year project is the modeling of the interaction
between an electromagnetic wave and a target of simple and complex form. This
interaction gives birth to several phenomena of dispersal the multiple routes in the
order one and two as well as the diffraction of which we took into account by stop
them. To model and take these phenomena, we used the asymptotic methods to
calculate the Radar Equivalent Surface (SER) of these objects. The methods held in the
calculation are the Geometrical Optics (OG), the physical Optics (OP) and the method
of the Equivalent Currents (MCE). Targets were modeled by a set of triangular facets.
The model was estimated via simulations and comparisons by using results published

in literature.




Keywords: Radar cross section (RCS), Physical Optics (OP), Geometrical Optics (0G),
Method of the Common (Current) Equivalents (MCE)
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Introduction générale

On désigne sous le nom de radar (Radio Detection and Ranging) un systéme qui
illumine une portion de I'espace avec une onde électromagnétique et recoit les ondes
réfléchies par les objets qui s'y trouvent, ce qui permet de détecter leur existence et
(sauf exception rare) de déterminer certaines caractéristiques de ces objets. Ces
caractéristiques sont variables : il peut s'agir de la position horizontale des objets, de
leur altitude, de leur vitesse et parfois de leur forme, la détermination de ces données
permettant au radar de renseigner |'utilisateur, mais aussi d'éliminer un grand nombre

d'objets indésirables pour ne conserver que les « cibles » intéressantes.

Le systéme radar est utilisé dans plusieurs champs d’application, notamment dans le
cadre de la surveillance maritime la présence d’un objet et sa distance (avion, bateau,
réflecteur, pluie). La surveillance maritime (caractérisation et détection des navires)
est de plus en plus exigeante en termes de connaissance précise de la surface maritime
et les objets se trouvant sur cette surface. Le probléme donc de la détection intervient
lorsque les objets sont de formes complexes .De nos jours avec I'évolution des
technologies et les différentes configurations et méthodes, les scientifiques ont tenté a

pallier ce probleme.

Pour calculer la surface équivalente radar (SER) ou pour le calcul de bilan de puissance
entre le dispositif d’émission et celui de la réception nous avons étudié et simulé la
surface équivalente radar dans deux configurations qui sont :
» Cas Bi-statique I'émetteur/récepteur radar se localisent a différents endroits
par rapport a la cible observée.

» Cas Mono-statique I'émetteur/récepteur se situent sur la méme plateforme



Organisation du mémoire

Le Travail présenté dans ce mémoire consiste a estimer la surface équivalente Radar
(SER) d’objets simples et complexes en utilisant une combinaison des méthodes
asymptotiques tels que I'Optique Géométrique (OG), I'Optique Physique (OP) pour la
modélisation de phénomeénes de trajets multiples et la méthode des courants
équivalents (MCE) pour la prise en compte de la diffraction par les bords. La réalisation
de tels calculs nécessite la mise en ceuvre d’outils logiciels performants. L’étude
décrite dans ce mémoire porte donc sur le développement d’'un moyen de calcul
informatique pour simuler la SER.

Cette étude est organisée en trois chapitres :

Le premier chapitre présente de facon générale le Radar en donnant ses notions
fondamentales puis les généralités sur la surface équivalente radar (SER) et les
différents logiciels de calculs utilisés de celle-ci.

Le deuxieme chapitre quant a lui montre les méthodes de modélisation de I'interaction
entre I'onde électromagnétique et une cible dans le but de calculer le champ total
diffusé et en déduire la surface équivalente radar (SER).

Enfin Le troisieme chapitre donne les différents résultats de calculs de la surface
équivalente radar (SER) d’objets simples et complexes obtenus et leurs interprétations
puis une comparaison entre les résultats de la simulation sous MATLAB et ceux des

différents logiciels utilisés FEKO, POFACETS .



Chapitre 1 Généralités sur la SER

1.1 Introduction

Les progres technologiques dans le domaine du radar, et les différentes études
menées ont permis aux différents scientifiques de montrer comment modéliser le
calcul de la réponse électromagnétique diffusée. Aussi la forme des différents objets
affectent cette derniere. Les difficultés rencontrées dans le calcul de la Surface
Equivalente Radar (SER) peuvent étre ramenée a un calcul d’ensemble d’objets dont la
forme est simple et dont le résultat global est obtenu en additionnant vectoriellement
ceux-ci.

D’abord ce premier chapitre présente de fagon générale le Radar en donnant ses
notions fondamentales puis les généralités sur la surface équivalente radar (SER) et les
différentes méthodes de calcul de celle-ci. Ensuite les différents phénomenes de
dispersion qui naissent de la rencontre entre une onde électromagnétique et une cible
de forme complexe. Enfin ce premier chapitre se termine par un bref apercu de

quelques outils de simulation de la réponse rétrodiffusée tels que POFACETS et FEKO.

1.2 Les Notions fondamentales d’'un RADAR

1.2.1 Définition du Systéme

Le Radar est un appareil de détection qui émet des ondes radioélectrique et en regoit
I’écho, permettant ainsi de déterminer la position d’un objet (avions, bateaux...) La
localisation d’objets impose une mesure de la distance et une mesure angulaire. Les
radars se différencient entre eux par la maniére dont ils explorent 'espace a I'aide de
leur antenne. Plusieurs criteres définissent leurs performances: pouvoir

discriminateur, précision en distance, volume de confusion. Les radars integrent dans



leur technologie des chaines d’émission réception. De conception assez variée,
certaines antennes sont maintenant actives ; utilisant le déphasage et I'amplification,
elles augmentent considérablement les capacités des radars.

Le nom nous dit l'essentiel a |'origine Ranging : mesure de distance par ondes
électromagnétiques ou " Radio ". Il est entendu implicitement que c'est une technique
" active " : les ondes sont volontairement produites et non spontanément émises par
la cible, ce qui releverait de la radiométrie (technique " passive ").

Les ondes radio ont des applications multiples et bien connues. Toutes ont un point
commun : elles servent a transporter sans fil de I'information. Celle-ci est caractérisée
par son spectre de fréquences du téléphone (300 a 3 000 Hz) a la musique " Hi-Fi " (15
a 20 000 Hz), la télévision (quelques MHz) jusqu'au radar (quelques dizaines de kHz a
quelques centaines de MHz). Cette information modifie (on dit : module) I'onde qui la
transporte, qu'on appelle justement onde porteuse, et dont la fréquence est beaucoup

plus élevée [1].

1.2.2 Fonctionnement d’un RADAR

Le radar est un systeme qui permet d’extraire des informations (vitesse, distance...) a
propos d’un objet distant (véhicule, avion, bateau...), et ceci dans différentes
conditions météorologiques (Pluie, brume, neige...) et de jour comme de nuit. Ces
informations sont collectées a partir des ondes électromagnétiques réfléchies par
I'objet. Quand les ondes émises rencontrent la cible, une partie de 'onde émise est
absorbée par les matériaux constituant la cible et I'autre partie est diffusée dans
différentes directions. Les ondes diffusées par la cible en direction du radar sont
collectées ensuite par I'antenne de réception. Le principe de fonctionnement du radar

est illustré a la figure 1.1



Figure 1.1. Liaison radar [2].

Les ondes recues par le radar dépendent de plusieurs paramétres (notamment la
fréquence, position de la cible par rapport au radar, caractéristiques physiques de la
cible...), elles sont ensuite analysées pour en extraire les informations relatives a la

cible (vitesse, position, direction...).

1.3 Composition d’'un RADAR

Un systéme radar est constitué de plusieurs composantes :

Antenne Emetteur

Duplexeur

Recepteur

Figure 1.2. Systéme radar Mono-statique [2].

— L’antenne : représente la partie la plus visible du systeme. C’est I'interface entre le
systeme radar (systeme électronique pour générer et traiter les signaux électriques) et
I'espace (ou le domaine d’observation). En effet, une antenne est un élément qui

transforme les signaux électriques en une onde électromagnétique. La transformation



peut également se faire en sens inverse lorsque I'antenne est utilisée en mode
réception. Lors de la transmission, le rbéle de I'antenne est de focaliser I'onde
électromagnétique, et de concentrer son énergie dans une direction précise.

— Le duplexeur : il est utilisé dans les systémes radars mono-statique (I'unique antenne
du systéme est utilisée pour I'émission et la réception). C'est un commutateur
électronique qui alterne le fonctionnement du systéme entre le mode transmission et
le mode réception. Pendant la phase de transmission, il se charge de connecter
I'antenne a I'émetteur et de la déconnecter du récepteur. Le récepteur doit étre
parfaitement isolé de I'émetteur lors de la transmission pour éviter d’endommager les
composants sensibles du récepteur par les impulsions de forte puissance émises. Le
commutateur débranche I'émetteur et connecte le récepteur a I’'antenne pour passer
en mode réception.

— Ll’émetteur : représente tout le systeme électronique qui permet de générer des
impulsions électromagnétiques.

— Le récepteur : représente le systéme électronique qui permet de traiter les signaux
réfléchis. Il permet notamment de séparer les signaux utiles des signaux indésirables
(bruit, interférences...). Il amplifie les signaux utiles sans déformation afin de traiter et

extraire les informations recherchées (position et vitesse si la cible est mobile...).

1.4 Equation Radar et définition de la SER

1.4.1 Equation Radar

L’équation du radar traduit I'influence de phénomeénes physique sur la puissance
rayonnée, la propagation de 'onde, et jusqu’a la réception du signal réfléchi (écho).
L’équation du radar permet de réaliser une estimation des performances d’un systeme
radar. Dans le cas général, I'émetteur et le récepteur radar se localisent a différents
endroits par rapport a la cible comme le montre la Figure 1.3. Ce qui correspond a une
configuration Bi-statique. Dans le cas, ou I'émetteur et le récepteur se situent sur la
méme plateforme, 'onde est recue par la méme antenne, le radar est dit Mono-

statique.



(a) Mono-statique (b) Bi-statique

Figure 1.3. Configuration de I'observation (Mono-statique et Bi-statique).

La puissance recue par le récepteur est donnée par I'’équation radar. Cette équation

s’exprime en fonction de plusieurs termes qui sont dus a la propagation de I'onde dans

I’atmosphere, aux caractéristiques de la cible ainsi qu’aux antennes d’émission et de

réception. Son expression en Bi-statique est donnée par I’équation suivante :

_ PGy 1 1 GrA3

b

X o >
Ly 4Amr2.ly,, 4AMR{ Ly  4ATLy

Avec :
P; : Puissance émise.

G, : Gain de 'antenne émettrice
L, : Facteur de pertes a I’émission.

L, : Facteur de pertes a réception.
1, : Distance entre la cible et I'émetteur

o : SER en m?

L L ¢ Facteur de perte du milieu
R, : Distance récepteur —cible.

G, : Gain de I'antenne réceptrice.

L, : Facteur de pertes dues a la polarisation

1

L (1.1)



Dans le cas Mono-statique ou I'antenne d’émission est utilisée comme antenne de
réception, ona G; =G,., R; =ry , L; =L,,, =L,. , et L ;;; = L,;,,- L; 'expression de

I’équation radar peut se réduit a :

p — PG5 o
T and r‘tl

(1.2)

1.4.2 Notion de surface équivalente Radar (SER)

La quantité d’énergie rétrodiffusée par un objet éclairé par une onde
électromagnétique est définie par sa SER notée o. Cette surface o dépend de la
géométrie d’observation, des caractéristiques géométriques et physiques de la cible et
aussi de la longueur d’onde A de I'onde électromagnétique a I’émission. Un exemple
de SER est illustré a la figure 1.4, Son expression simplifiée (en polarisation vv ou hh)

est donnée par les expressions (1.3) et (1.4).

Figure 1.4. Exemple de SER d’un avion [3].

. . . Ej|?
Polarisation verticale : 6,,, = limg_,..4TR? % (1.3)
< ation hori : 3zl
Polarisation horizontale : gy, = limg_..4mR W (1.4)
E
¢



Avec Eg et Eé) sont les coordonnées sphériques du champ électromagnétique
La SER est définie comme la mesure du degré de réflectivité d’'un objet, ceci implique
une dépendance des parameétres propres a I'onde incidente et a la cible comme :

— La polarisation de I'onde incidente.

— Lafréquence.

— La géométrie globale de la liaison.

— La forme et les matériaux de la cible.

1.4.3 Les différentes zones de propagation

L'onde électromagnétique n’a pas les mémes propriétés de propagation dans tout
I’espace entourant une source. Pour modéliser la propagation d’une onde dans un
environnement global, il convient donc de découper I'espace en différentes zones.
Classiquement, en s’éloignant de I'antenne émettrice, on distingue quatre zones de
propagation, figure 1.5, ce qui entraine que les caractéristiques de diffusion d’une cible
sont fortement dépendantes de la fréqguence de I'onde incidente. Pour le calcul de la

SER nous nous intéressons uniquement aux trois zones.

Zone de
champ réactif Zone de Zone de
e champ proche champ lointain
{ Zone de Zone H Zone de
| Rayleigh de Fresnel { Fraunhoffer
Antenne /A ///T//

D — A

—)A
; Distance de |’antenne
W27 D=/25 2Dk

Figure 1.5. Les différentes zones de rayonnement du champ électromagnétique. [4]

-La zone de champ réactif elle se situe a une fraction de longueur d’onde de la source,

généralement entourant immédiatement la source ou la structure rayonnante < A/2m.



Dans cette zone, les ondes sont évanescentes et les phénomeénes de propagation sont
négligeables devant les phénomenes radiatifs.

-La zone de Rayleigh elle se situe a des distances de I'antenne comprises entre A/2m et
D?/2A, D étant la plus grande dimension de I'antenne. L’énergie électromagnétique est
confinée dans un cylindre autour de I'ouverture rayonnante.

-La zone de Fresnel c’est une zone intermédiaire située entre D?/2A et 2D?/2. 'onde
diverge naturellement. A la limite supérieure de la zone de Fresnel, I'ouverture vue de
I’antenne est égale a la largeur angulaire du lobe principal 2A/D. Cette régle permet de

déterminer la limite supérieure L de la zone de Fresnel [5] :

A D A A
tan(2) = 2~2-2 s
2 2L 2 D
2D?
> L= - (1.6)

Associée a la zone de Rayleigh, ces deux zones constituent la zone de champ proche de
I'antenne.

-La zone de Fraunhoffer elle se situe au de-1a de 2D?/A et elle constitue ce que I'on
appelle la zone de champ lointain de I'antenne. L'énergie rayonnée est confinée dans

un faisceau conique et les ondes sont localement planes.

1.5 Configurations des Radars

Selon I'emplacement des antennes émettrice et réceptrice, on distingue deux types de
configurations radar : monostatique et multistatique. Dans une configuration
monostatique (voir figure 1.3a), I'’émetteur et le récepteur partagent tous les deux la
méme antenne. A l'inverse, dans une configuration multistatique, le systeme peut
posséder plusieurs antennes. Par exemple en bistatique (voir figure 1.3b) nous avons
une antenne en émission et une autre en réception. Le fait de posséder plusieurs
antennes permet au systeme de collecter plus d’informations sur la scene observée. La
configuration Bistatique représente le cas multistatique le plus répandu et le plus
simple a mettre en ceuvre. Chaque configuration offre ses propres avantages et
inconvénients et le choix d’utilisation dépend principalement de I'application

envisagée. L'un des avantages de la configuration monostatique est qu’elle permet de
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réduire le cout de mise en ceuvre (ressources partagées) et elle est plus simple a
déployer. Par contre, I'information extraite est limitée car seul le signal rétrodiffusé est
exploité. D’autre part, dans un contexte de guerre, ’ennemi peut détecter et localiser
facilement le radar émetteur dans une telle configuration. Dans une liaison
multistatique, la détection et la localisation du radar sont plus compliquées a cause de
la séparation des antennes émettrice et réceptrice (probleme de synchronisation). L'un
des plus grands avantages de la configuration multistatique est le volume important

d’informations récupérées sur la cible et la zone observée.

1.6 Interaction onde cible

1.6.1 Mécanismes de dispersion

La dispersion sur un objet d'une onde électromagnétique se produit en haute
fréquence quand la longueur d’onde incidente est trés petite par rapport aux

dimensions de la cible. Ces mécanismes de dispersion sont les suivants :

a Réflexion spéculaire

La réflexion est dite spéculaire lorsque le rayon incident donne naissance a un rayon
réfléchi unique. Idéalement, I'énergie du rayon incident se retrouve totalement dans le
rayon réfléchi, en pratique une partie de I'énergie peut étre absorbée, diffusée ou
réfractée au niveau de l'interface. Dans le cas d’'une plaque, si 'onde émise est

perpendiculaire a la cible 'onde réfléchie se dirige alors vers la source.

Figure 1.6. Réflexion spéculaire.

b Diffraction aux arétes
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Elles se produisent lorsque I'onde est perpendiculaire aux arétes. Elles dépendent donc

de la polarisation de I'onde.

&T
i

Figure 1.7. Diffraction aux arétes.

¢ Diffraction par un sommet

Cette diffraction est illustrée sur la figure 1.8

Figure 1.8. Diffraction par un sommet.

L’ensemble de ces mécanismes de dispersion sont nombreux et il est tres difficile de

les prendre en compte dans les modeles de calcul de la SER.

1.7 Polarisation de I'onde électromagnétique

Le comportement des vecteurs électrique et magnétique (constituant I'onde incidente
et réfléchie), au cours de la propagation de I'onde est décrit par la polarisation de cette
onde. Cette polarisation indique les directions que prend le vecteur champ électrique
dans le plan orthogonal au vecteur d’onde E comme l'indique la figure 1.9a. La

composante normale

12



(a)Base de polarisation de I'onde incidente et (b) Réflexion et transmission d’une onde

réfléchie respectivement. électromagnétique entre deux milieux

Figure 1.9. Base de polarisation et coefficients de Réflexion

—_— T Ox—
] — ki ny
1 7 T x——>
Ik, X (kyn)ll (17)
—_—

et = kl”el”

du champ électrique au plan d’incidence est appelée la composante Transverse

Electrique (TE), ou encore composante perpendiculaire. Elle est portée par le vecteur

e, son expression est donnée par I’équation 1.7. A 'inverse, la composante du champ

électrique appartenant au plan d’incidence est appelée Transverse Magnétique (TM)

—

ou parallele. Ou ell représente le vecteur unitaire contenu dans le plan d’incidence

I

l
. - Lo T T o

formé par les vecteurs (k, ,n) et perpendiculaire a k,. e;* est un vecteur unitaire

perpendiculaire au plan d’incidence.

1.8 Outils de simulation électromagnétique utilisée

1.8.1 Pofacets

POFACETS : POFACETS est un outil de simulation électromagnétique utiliser pour le
calcul de la SER il a été développé en 2004. Le programme met en ceuvre deux taches
principales :

— Target Model Design
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e Modélisation de la surface en utilisant des facettes triangulaires.
® Les nceuds sont définis par leur coordonnées x, y, z.

e |Les facettes sont définies par 3 nceuds.

-100

-50 100
-10¢ Prirt | Vi Save |

X

Figure 1.10. Exemple de modélisation graphique.

— Calcul de la Surface Equivalente Radar
e (Cas Mono-statique ou Bi-statique.
e Utilisation de I'optique physique pour le calcul du courant sur les

facettes illuminées.

u RCS PREDICTION USING PHYSICAL OPTICS APPROXIMATION l=1E]

POFACETS

Version 4.1

S

Design Model Manually

Design Model Graphically

Calculate Monostatic RCS
Calculate Bistatic RCS

Utilities

About ‘ Close Help

Figure 1.11. Interface de Pofacets.
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Nous avons effectué un exemple de simulation. La figure 1.12 représente la SER

d’un bateau en configuration Mono-statique a une fréquence de 10GHz effectuée

avec POFACET.

target: bateao odena_ube, 017 solid: & dashed: 4§ += 0 wave [(m): 0.03
T T

RCS (1Bsr)

_a0 L L
-80 -60 -40 -20 a 20 40 [=1u] j=1u]
MMonostatic Angle, & (deqg)

“ r»l

Dynarmic Range

Folar Flot | Close

Figure 1.12. Exemple de simulation POFACET.

En utilisant la méme cible nous avons changé I'affichage du résultat. La figure 1.13

montre le résultat en utilisant un graphe polaire

150 ,,
210

'0‘1 SO0

<

Figure 1.13. Représentation polaire de la SER.

%
<R

270
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1.8.2 FEKO

FEKO est un logiciel de simulation électromagnétique permettant la résolution des

problemes de méthodes numériques ou plus précieusement les équations de Maxwell.

L'interface d’utilisateur FEKO comprend les composants CADFEKO, POSTFEKO,

EDITFEKO, SECFEKO.

» CADFEKO : est employé pour créer et mailler la géométrie, et pour définir les

arrangements de solution et les conditions de calcul dans un environnement

graphique.

o CADFEKO V140410 - RAK generic_model

cccccc Windscreen | FEXO  POSTFEKO EDITFEKO

S OB E s meT
, - el B oFemote

Figure 1.14. Interface de CADFEKO.

socvon: .+ B+ 09 -

= )
BREBE

POSTFEKO : C’est un outil de visualisation, Une fois les simulations effectuées, on le

lance a partir de CADFEKO. POSTFEKO permet de charger directement les résultats du

modele ouvert sous CADFEKO. Il est possible d’afficher sous POSTFEKO des résultats

provenant de différents fichiers. A partir de POSTFEKO, nous pourrons faire apparaitre

les résultats soit sous forme 3D autour du modele géométrique ou bien sous la forme

de graphe en 2D, comme le montre la figure suivante :

16



" FOSTREKD V40410 - RAK genercodel Bl [§3 POSTREKD 14041 - ReK gereimocel B« |

LM st 49 HEER 0 00m tesm | ere ] BOE®
VI e | Teaups G G Opar e Ret o [ o Tremuis Ry Ve Doy Tae deme Frt

7 : 2 g e 1 1@ E Orie =T gy S8

B [ B0 B g /e Ol e s BN

G s < e S M W B DG b st "

PO prec Pl [Boatier| w0, 3, - et o e s 0 g

* y fanch
ot e oo § e O [N s

s [ e
i R
Far field

Hodelronser — Farilf’
i e
EL: 16 P e ] v
l /\ ’
ot

( \ ; Independent s Horizona)
1 E
it
Fey  nGt

e Tt |3ty
Rt 1y
i ids

Feiey  Da

parawtti 0

Pi g

5 v qanty %
Beci: fad . "
= = = = = -af
Cda )i [
(2 g 1 (Co) O LuzwglL (o)
3

1§ ‘
Pae el ey . 3 ‘
2 A
~ 2
z

\ [} { e )
‘ ! J 0 i
¥ ! O ongir i

Cu oL I d

Ci#] Oss

0 ot

e LN R I R R N R O )

7 e Dedinats

Iy Tl
e — st

v
] Frquency =10 GH, Hane Ve et =€ deg;Plane ar P = 22 Phi=  dog- 4K e

m u v
0,54 s Sl o5, o 4341 s

Figure 1.15. Interface de POSTFEKO.

Il existe d’autres outils de simulations électromagnétiques telles que HFSS, CST etc.
Dans le cadre de notre étude nous avons utilisé POFACET et FEKO. Nous avons fait une

présentation sur le logiciel FEKO dans I'annexe A.

1.9 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié les généralités sur le Radar, ensuite nous avons
donné la définition de la surface équivalente radar (SER) avec une présentation des
différents mécanismes de dispersion qui sont nés lors de lI'interaction entre une onde
électromagnétique et un objet sous observation. Enfin nous avons terminé ce chapitre
avec un survol sur les différents outils de simulation de la surface Equivalente Radar

gue nous avons utilisé pour valider notre model de calcul de la SER.
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Chapitre 2 Méthodes de calcul du champ EM
diffusé

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous orientons principalement sur les méthodes de la
modélisation de la réaction du champ électromagnétique suite a la rencontre de la
cible. Llinteraction entre une onde électromagnétique et une cible semble
inenvisageable par des méthodes rigoureuses compte tenu de I'espace mémoire et du
temps de calcul nécessaire. De ce fait la mise en ceuvre de méthodes asymptotiques

analytiques s’avere étre une solution.

2.2 Méthodes de calcul de diffusion EM

Les méthodes de résolution des problémes de la diffusion électromagnétique peuvent
étre classifiées en trois catégories : analytiques, asymptotiques et numériques. Avant
tout, il est important de souligner qu’il n’existe pas une méthode « parfaite »
applicable dans tous les cas de figure. Chaque méthode a ses avantages et ses
inconvénients et nécessite une certaine analyse critique. Une méthode peut étre plus
précise mais peut prendre trop de temps de calcul ou étre moins performante voire
complétement inapplicable sous certaines conditions. Connaitre les caractéristiques
principales de ces méthodes est nécessaire avant de choisir une approche

parfaitement adaptée a notre problématique.

2.2.1 Méthode des moments

C'est une méthode surfacique, elle sert a résoudre les équations intégrales surfaciques

et est basée sur le développement de leurs solutions sur des fonctions de bases [6]. Les
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équations intégrales surfaciques sont les EFIE (Electric Field Integral Equation), MFIE
(Magnetic Field Integral Equation) et CFIE (Combined Field Integral Equation) [7]. Elles
sont tres utilisées pour modéliser le comportement électromagnétique d’objets
homogenes et de grande taille pouvant alors étre maillés de facon surfacique mais
deviennent inadaptées pour des matériaux hétérogénes et des objets complexes. En
appliquant la MoM avec des fonctions de base portes et des fonctions de test de Dirac,

les équations sont discrétisées et le systeme couplé s’écrit sous la forme matricielle :
ZX =b. (2.1)
OU Z est la matrice impédance, b est la donnée du probléme.

Le vecteur X contient les inconnues du probleme, se décomposes-en :

- [ .

Ou Xy et X, contiennent les inconnues surfaciques des courants Jy, J, des équations

(2.3) et (2.4), respectivement.

Xy =[J1(RY) . ]y (RY)]T (2.3)

N

X2 =[)2(R3) .. ]2 (RyA)]" (2.4)
Ou I'exposant T désigne la transposée et N1 et N2 sont les nombres d’inconnues des
surfaces des diffuseurs 1 et 2, respectivement. Ainsi, X; est de taille N; et X, est de

taille N,.

2.2.2 Méthode des différences Finies

Le principe de base de la Méthode des Différences Finies consiste a discrétiser le
domaine d’étude avec des grilles régulieres et d’approcher les équations différentielles
sur chaque nceud des grilles par la série de Taylor [8]. L’avantage majeur de cette
méthode est qu’aucune matrice ne doit étre sauvegardée [9]. Ceci permet la résolution
de systemes trés larges. L'autre avantage est qu’elle est bien adaptée a la modélisation
du probléme de la propagation dans le domaine temporel. Cependant, la discrétisation
de systémes par des grilles régulieres pose la difficulté de modélisation du systeme de

grande courbure comme le montre la figure (2.1a).
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2.2.3 Méthode des éléments finis

La méthode est basée sur une formulation variationnelle des équations différentielles
[10,11]. L'avantage principal par rapport a la Méthode des Différences Finies est
gu’elle est trés bien adaptée pour une géométrie complexe comme le montre la figure
(2.1b). En outre, elle présente I'avantage concernant la stabilité et la convergence de
calcul [12]. Son inconvénient est qu’elle demande plus de temps de calcul et plus de
taille de mémoire. En outre, elle n’est pas bien adaptée pour modéliser les champs

dans le domaine temporel.

PML

(a) (b)
Figure 2.1. Maillage typique (a) Méthode des Différences Finies (b) Méthode des Eléments
Finis [12].

2.3 Méthodes asymptotiques (hautes fréquences)

Dans cette famille nous retrouvons des méthodes qui établissent un développement
asymptotique du champ rayonné a grande distance (méthodes asymptotiques de
rayons), et d’autres qui se basent sur un développement asymptotique du courant
induit sur la surface de la cible (méthodes asymptotiques de courants). Dans les deux
cas, ces méthodes ont un domaine de validité restreint au domaine des hautes
fréquences. Ceci signifie que les dimensions de |'obstacle sont grandes devant la

longueur d’onde.
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2.3.1 Méthodes asymptotiques de rayons (OG, TGD, TUD)

Les méthodes orientées rayon sont des méthodes qui se basent sur un développement
asymptotique du champ rayonné sous I’hypothése que I'obstacle est de trés grande

taille par rapport a la longueur d’onde.

a Optique Géométrique (OG)

La méthode de I'Optique Géométrique (OG) se base sur le principe de Fermat, il a été
établi qu’en espace libre, 'onde électromagnétique se propage selon des rayons
rectilignes. De plus, la résolution de I’'équation eikonal et de I'équation de transport
[13], respectivement vérifiées par la fonction de phase et par I'amplitude des champs
de la solution asymptotique proposée, a permis de déterminer I'expression des
champs électromagnétiques en tout point d’un rayon dés qu’on connait le champ en

un point de ce rayon. Cette expression est donnée par [14] :

7 _ K P1P2 7
U(R) = exp (-jkr) /—(p1+r)(p2+r) U, (2.5)

r est la distance entre les points O et R sur le rayon considéré. p, et p,sont les rayons

de courbures du front d’onde au point O.

zone illuminée

source

zone illuminée

i3]

0

B

m+

Ao
h .
% R

L
=N+ TO

Figure 2.2. Rayons de I'optique géométrique en présence d’un obstacle.
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Lorsqu’un pinceau de rayons incidents intercepte une surface S, il donne naissance a
un pinceau de rayons réfléchis. Le principe de Fermat a permis de déterminer la

direction de ces rayons réfléchis.

b Le principe de Fermat

Ce principe permet de déterminer les trajectoires des rayons. Ainsi, dans un milieu
homogene, les rayons se propagent suivant des lignes droites. || permet également de
retrouver les lois de Snell-Descartes établies en 1637 qui régissent la réflexion et la
réfraction d’'une onde. Considérons une interface entre deux milieux homogénes de
permittivités relatives €, et €, et d’indices de réfraction n, =+/e; etn, =+/e, , etun
rayon incident suivant la direction n,. On définit la normale 71 & I'interface au point
d’interaction, la direction de propagation du rayon réfléchi . et la direction du rayon
réfracté n/. Ces notations permettent d’introduire les plans d’incidence, de réflexion et
de réfraction définis par la normale a linterface au point d’interaction et

respectivement le rayon incident, le rayon réfléchi et le rayon réfracté.

Lois de Snell-Descartes (1637)
Pour un rayon incident, il existe un seul rayon réfléchi et, au plus, un seul rayon
réfracté et, les plans d’incidence, de réflexion et de réfraction sont confondus [15].
Les angles de réflexion et de réfraction vérifient :
sin(6;)=sin(H) (2.6)
n, sin(6;)=n,sin(6y) (2.7)

¢ Théorie Géométrie de la Diffraction (TGD)

La théorie géométrique de la diffraction vient compléter la théorie de l'optique
géométrique (OG) en introduisant des rayons diffractés qui vont permettre de décrire
avec précision (sans étre exact pour autant car il s’agit d’'une méthode
asymptotiquement valide aux hautes fréquences) les champs électromagnétiques qui

sont présents dans les zones d’ombre, est chargée de fournir toutes les
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caractéristiques des rayons diffractés, en fonction de celles des rayons incidents et de
la nature locale de la surface au point de diffraction.

Pour comprendre comment la théorie géométrique de la diffraction mesure les
champs électromagnétiques dans le cas de I'aréte, on admet une trajectoire d’'un
rayon issu d’un point source M a un point d’observation P est telle que le chemin
optique entre M et P, avec un point Q du trajet situé sur I'aréte, est stationnaire pour

des variations infinitésimales de ce trajet.

cone
de rayomns
diffractés

rayon incident

Figure 2.3. Cone de KELLER [16].

d Théorie Uniforme de la Diffraction (TUD)

C’est un modele asymptotique uniformément valide au voisinage et sur les frontieres
de I'Optique Géométrique (OG). lls ont écrit leurs coefficients de diffraction D et DLl

sous la forme de quatre termes pour un diedre parfaitement conducteur a faces planes

[17]:
D”'J_(L, ®,Po, N) =D1 + D2 + (D3 + D4) (2.8)
Avec
—exp (—in/4) +(po-¢) B
D: - 2n./2mksinfy cot [ 2n ] FlkLa + (9o — ¢)] (2.9)
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Dz - z;j% cot [n_(;p:_(,,)] FlkLa — (¢o — ¢)] (2.10)

—exp (—im/4) TL’+((p0—q))
D3 = 2n,/2mksinfy COt[ 2n ]F[kLa + ((pO + (P)] (2.11)

—exp (—im/4)
2n/2mksinf

D, cot "2 FliLa — (9o + ¢)] (2.12)

La fonction F(x), appelée fonction de transition, désigne lintégrale de Fresnel

modifiée :

F(x) = 2ivxe™ [ —exp (—it?)dt (2.13)

I
Cette fonction joue un role indispensable dans les zones de transition : elle permet d’y

obtenir la continuité du champ total.

La variable x de la fonction de transition F(x) dépend de plusieurs paramétres : k, L, a,

k est le vecteur d’onde, L est un parametre de distance dépendant de la nature de
I'onde et a dépend de I'angle intérieur a (o = (2-n).1t) du diedre ainsi que des angles ¢g

et .

2.3.2 Les Méthodes asymptotiques de Courants (OP, MCE, TPD)

Les méthodes asymptotiques de courants sont basées sur la détermination de courant
induit sur la surface de diffusion ou de diffraction, afin de le remplacer dans I'intégrale

de radiation pour obtenir le champ total (diffusé+diffracté).

a Optique Physique (OP)

L'optique physique (également appelée approximation du plan tangent) est une
méthode asymptotique basée sur la simplification des équations intégrales de
Stratton-Chu dans lesquelles les courants sur la surface sont approximés par le champ
tangentiel de I'optique géométrique. Cette méthode traite Tout objet via un maillage
en surfaces planes élémentaires. L'équation du champ diffusé peut étre écrite en

fonction des courants [18].
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[ , —k2r2+ik N .
E=—J[ [(1 + ikr — kzrz)]S(R)]+%MS(R) AP+ (—3—3ikr +k?12)

G(R,R"
—ds (2.14)

(7. Js(R)T)]

Ou J4(R) =nfiAH(R) est le courant électrique surfacique et Mg(R) = -N”\E(R) est le courant

r

e ikr

4mtr

magnétique surfacique, G(R,R) = avec r = [[R—R’|l, représente la fonction de
Green en espace libre.n et k désignent I'impédance et le nombre d’onde du milieu de
propagation.
Le but de la méthode de I’OP est de permettre de résoudre les équations intégrales en
utilisant des hypotheses simplificatrices :
e Hypothése hautes fréquences : les dimensions de I'objet sont trés supérieures a
la longueur d’onde.
® les rayons de courbure de la surface illuminée sont trés supérieurs a la
longueur d’onde.
On peut alors exprimer les densités de courants surfaciques en fonction du champ
incident :
J5(R) =A* (H; (R) +H, (R)) = 2(R* (H; (R)) (2.15)
Ms(R) = a* (E; (R) +E; (R))=0 (2.16)

Nous avons exposé le développement des équations de la méthode OP dans I’Annexe A

7 A €, »
e I T
e

=D

Figure 2.4. Repere général pour I'optique physique. [19]
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b Théorie Physique de la Diffraction

La théorie physique de la diffraction (TPD) a été développée pour pallier a la limitation
de I'Optique Physique (OP) au niveau des arétes et les discontinuités. TPD considere
deux types de courants :

» Un courant induit sur la surface du demi-plan dit "uniforme".

» Un courant "non uniforme" induit sur I'aréte.
Donc, l'idée de base de cette technique est qu’elle considere le champ diffusé par un
demi-plan comme la somme du champ crée par les deux types de courants que nous
venons de citer. Le premier est évalué en utilisant I'Optique Physique (OP), et le
second (champ diffracté par I'aréte ou le bord d’une maniére générale) par une sous
traction du champ de I'Optique Physique (OP) de la solution exacte [20].

Les expressions du champ obtenu sont données en annexe B

¢ Méthode de Courantes Equivalentes (MCE)

La Méthode des Courants Equivalents (MCE) proposée par Millar [21], vient pallier le
probleme de passage de caustique, basée sur le principe d’équivalence qui permet de
remplacer I'objet diffractant par des sources placées sur sa surface. Le champ diffracté
est obtenu en faisant rayonner les courants électromagnétiques calculés a partir des
champs tangents a la surface, en considérant que le champ rayonné par une aréte vive
pouvait étre di a la contribution d’une ligne de courant distribuée le long de la ligne de
discontinuité. Selon la Méthode des Courants Equivalents (MCE), le champ diffracté
par un diedre est représenté par le rayonnement de courants équivalents linéiques,
électrique et magnétique, distribués sur la discontinuité C du diedre. La Méthode des
Courants Equivalents (MCE), permet de résoudre les singularités des coefficients de
diffraction. Elle est tres utilisée pour modéliser la diffraction par les arétes. La méthode
des courants équivalents fait partie des modeles retenus pour effectuer le calcul de la

SER de cibles complexes.
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté les deux principales méthodes de calcul du
champ électromagnétique (EM), a savoir les méthodes numériques et les méthodes
asymptotiques. Cette étude nous a permis d’opter pour les méthodes asymptotiques
pour le calcul du champ EM diffuse par un objet de forme complexe vu leur simplicité
de mise en ceuvre ainsi que la rapidité de calcul. Dans le chapitre suivant, nous

présentons I'application des méthodes retenues ainsi que les résultats de simulation.
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Chapitre 3 Développement et simulation

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous mettons en ceuvre les trois méthodes asymptotiques (OP, OG,
MCE) adoptées dans notre projet pour le calcul du champ EM diffusé et par
conséquent la surface équivalente radar (SER). Ces différentes méthodes ont été
présentées dans le chapitre précédent. La cible est modélisée par un ensemble de
facettes triangulaires. Avant de procéder au calcul du champ EM, on doit faire un
traitement géométrique pour déterminer la partie visible de la cible . Le champ diffusé
par chaque facette triangulaire visible est donc calculé et additionné de facon
vectorielle pour obtenir le champ total diffusé par la cible considérée. Pour le calcul de

la SER on applique la formule présenté dans le chapitre 1 (1.3 et 1.4).

3.2 Modélisation géométrique d’une cible de forme

quelconque

3.2.1 Conception et maillage d’une cible

Afin de concevoir et générer la cible, nous avons utilisé le logiciel CATIA, il utilise la
conception assistée par ordinateur (CAO) comme les autres logiciels cités dans la
littérature tels que FEKO, POFACETS, XPATCH, FISC. Ces logiciels permettent de

concevoir et générer le maillage triangulaire d’un objet de forme quelconque.
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Figure 3.1 Modele CAO d’une cible et son maillage triangulaire surfacique

Aprées avoir modélisée I'objet par un ensemble de facettes triangulaire, nous passons
au traitement géométrique de l'objet pour déterminer la partie qui contribue
réellement au calcul du champ diffusé.

3.2.2 Traitement géométrique de la cible

Cette étape est cruciale dans la modélisation et I'estimation du champ EM diffusé
par un objet de forme quelconque. En effet pour une position donnée de I'émetteur
une partie I'objet observé va étre visible et I'autre reste sombre. Pour une meilleure
estimation nous devons réaliser un prétraitement géométrique afin de déterminer

la partie de la cible qui contribue réellement a la diffusion.

Il faut donc distinguer les facettes qui sont visibles a la fois par I'émetteur et le
récepteur pour le cas Bi-statique, et pour le cas Mono-statique, le probléme devient

plus simple, parce que I'émetteur et le récepteur sont colocalisés.

3.2.3 Illumination des facettes

Pofacets utilise un test d’illumination pour savoir si une facette triangulaire est
éclairée ou non. Ce test est appliqué a chaque facette triangulaire. Il calcul donc le
produit scalaire entre le vecteur unitaire normal a la facette et le vecteur incident.
Si le produit scalaire est supérieur a 0, alors la facette est éclairée et sa contribution

est prise en compte dans le calcul du champ total diffusé. Dans notre étude nous
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avons considéré une cible discrétisée en facette triangulaire dont nous ne
connaissons pas la direction de la normale a chaque facette, ni une information au
préalable sur la visibilité. Autrement nous définissons notre modele discrétisé par
un ensemble de sommets dont nous connaissons déja les coordonnées dans le
repere global. A partir de ces coordonnées nous calculons la normale de chaque
facette, ainsi que nous utilisons un test de visibilité basé sur 'algorithme du peintre
[22] pour déterminer les facettes cachées par d’autres facettes selon la direction

d’incidence.

3.2.4 Principe de I'algorithme du peintre

Au début du programme une seule facette est prise en considération pour savoir si
cette facette est cachée par d’autre ou non. On définit un rayon qui passe par un
certain point de la premiere facette et dans la direction de propagation. L'idée
directrice de I'algorithme du peintre est issue du principe d’intersection entre un
triangle et un rayon (figure 3.2). En utilisant le premier triangle, chaque facette
triangulaire est testée une a la fois pour chaque position de I'’émetteur. Pour
réduire I'effet d’'ombrage et pour avoir une exactitude dans le calcul de la SER,
I'algorithme calcul la distance a partir de chaque facette au point d’observation, la

facette la plus proche est illuminée.

a Intersection rayon —triangle

On considere un rayon qui a P, comme origine et un triangle T appartenant au plan
P, le triangle est défini par ses trois sommets (Vo, V1, V3) (voir figure 3.2). L’équation

paramétrique du plan P relative aux trois points s’écrit sous la forme suivante :
P(s,t) =Vy + sU + tV (3.1)

Avec U =V -V, et V=V,—V,. S et t sont les coordonnées paramétriques du plan P

relative a un point d’origine V et avec deux vecteurs U et V. Un point | (s,t)
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appartient au triangle T = VoV 1V, si et seulement si les coordonnées paramétriques

vérifient les conditions suivantes :

t=0 (3.2)

La recherche de l'intersection d’un rayon avec un triangle revient a chercher tout
d’abord le point d’intersection du rayon avec le plan contenant le triangle puis
utiliser I'équation paramétrique du plan relative au triangle pour vérifier si le point

est a I'intérieur du triangle.

PI:

Figure 3.2 Intersection rayon — triangle [23]

b Exemple de validation

Dans le but de valider le test déterminant I'ensemble des facettes visibles pour une
position donnée de I'’émetteur et le récepteur pour le cas Mono-statique, dont les
facettes visibles sont désignées par la couleur jaune et les facettes cachées par la

couleur bleu, nous avons lancé le test sur I'objet représenté sur la figure 3.3.
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facette non illuminee

Figure 3.3 Détermination de facettes illuminées et non illuminées.

Apres avoir réalisé I'étape de traitement géométrique, on passe I'étape de calcul du

champ électromagnétique diffusé par une facette triangulaire dans le cas Bi-statique

3.3 Champ diffusé par la méthode de I’Optique Physique

Le but est de calculer le champ diffusé par une surface quelconque. Les expressions

des champs électromagnétiques sont données par [7] :

B =L [ (207 () - Me /K57 ds (3.3)
= —jke—jkr =15« ;5«32 > xT- TR
Hy=————] (775 (5°M) +75 J1e/K7sTds (3.4)

Ou Z, est 'impédance du vide, 7est le vecteur pointant vers un point quelconque de
I'espace, et 7, est le vecteur unitaire dans la direction d’observation. Ces équations
seront utilisées dans la section suivante pour calculer le champ diffusé par une facette

triangulaire.
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3.3.1 Modélisation du champ électromagnétique diffusé par une

facette triangulaire

Dans ce qui suit nous appliquons 'optique physique(OP) pour calculer le champ
diffusé vers le récepteur par simple réflexion. Pour cela nous avons choisi une
facette et exprimer le champ en un point Q4 qui permettra de calculer le champ
diffusé vers le récepteur. Ensuite nous formulons le phénomene de double réflexion

entre deux facettes triangulaires
3.3.2 Modélisation du champ diffusé par simple réflexion

Nous nous sommes basé dans ce qui suit sur les travaux de Filippos Chatzigeorgiadis
[24] qui a développé le logiciel POFACET. Nous avons ajouté a notre modeéle le
phénomeéne de double réflexion dans le cas monostatique ainsi que la diffraction
par les bords dans les deux cas. Nous considérons que I'amplitude du champ

incident est constante sur la surface de la facette. En tenant compte de la
géométrie représentée sur la figure 3.4, les expressions des champs électrique Ei et

magnétique ﬁi au point Q4 sont les suivantes :

Ei(Q1) = (Etel +Ellel Je/KEQ (3.5)
Hi(Q1) = (Hiel +H)le| )e/KTiE& (3.6)

La position de I'émetteur est donnée par le point E sur la figure 3.4, le point E est pris

—_
comme origine des phases, ainsi le vecteur EQ; peut s’écrire comme suit :

EQ,=E0 + 00, (3.7)
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Figure 3.4. Application de I'optique physique a une facette triangulaire.

Nous savons que lors de l'interaction de I'onde électromagnétique avec la facette
triangulaire le champ électromagnétique est égal a la somme du champ réfléchi et le
champ incident sur la surface au point Q,.Aprés combinaison des équations (3.6) et
(3.7) on obtient I'expression du champ électrique diffusé dans la direction du

récepteur (au point R) sur la figure 3.4 qui est donné par :

try)

—jke—jk > x ;2 x > xn A — 2 0
s = [ [ 207" (7 7) 7 Mle /KT iR (3.8)

Ou S désigne la surface illuminée. La position du récepteur est donnée par le point R

sur la figure 3.4. Ainsi le vecteur Q;R peut s’écrire de la fagon suivante :

Q.R = 0,0+0R (3.9)
Nous remplagons le vecteur Q; R par son expression, ainsi que les courants électriques
et magnétique par leurs expressions. Nous obtenons I'expression du champ diffusé

suivant :

= —jke—jkr

E.= e IKTSOR (70 x 7, x [7 x (H}@L+H] &} + R, HY T+ R HF&1)1] - 7; x[7

4nr

x(ELei+E)\&i+ Ry ET+ R EFE))) [ e /k0+T001 gs (3.10)

Cette expression permet de calculer la valeur du champ électrique diffusé en Bi-
statique. La valeur du champ magnétique est donnée en fonction du champ électrique

par la relation suivante :
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(3.11)

Cette expression nous a permit d’avoir le champ magnétique diffusé :

anr

. _ i, —jkr s i i

I = —jke T k7 OR <(1/Zo)f5’ X [fs’ x [ x (H+éL + H)é} + R, Hl&[ +

RLH;Léi)” +75 x [ x (Ef-éL +Eléj + Ry Elé[ + RLE%Léi)D fJ, e*sH0eds
(3.12)

A partir de I'’équation (3.12) nous remarquons que le calcul du champ diffusé par la
surface de la facette triangulaire se rameéne au calcul d’une intégrale donnée par
I’équation (3.13). Dans le cadre de notre étude nous calculerons cette intégrale sur une

facette triangulaire dans le repéere global.

=1 e Jk@S+T)0Q1 g g (3.13)

Pour se faire nous exposerons dans I'annexe C le systeme de transformation de
coordonnées qui permet le passage entre les reperes utilisés dans le développement
de notre calcul. Ce systeme permet d’obtenir le champ diffusé dans le repere global de

la cible aprés I'avoir calculé dans le repere local de la facette.
3.3.3 Modélisation de la double réflexion

Pour prendre en compte les phénomenes de double réflexion, nous avons utilisé une
combinaison entre deux méthodes asymptotiques qui sont I'OP et I'OG, cette
combinaison choisi I'OP pour la derniere réflexion et 'OG pour les autre réflexions.
Cette technique a donc besoin d’'un systeme de coordonnées locale pour chaque
réflexion afin d’expliquer les phénomenes de polarisation causés par une simple
réflexion ou par des réflexions multiples. Les phénomeénes de doubles réflexions sont
illustrés sur la figure 3.5. Avant d’utiliser la combinaison OP-OG, nous avons implémenté
un algorithme qui permet de sélectionner les facettes candidates a une double
réflexion en effectuant un produit scalaire entre la normal a la facette et le vecteur de
la direction d’incidence en coordonnées locale comme le montre la figure 3.5.

a Mise en évidence des facettes éclairées
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Apres avoir fait une sélection des facettes candidate a la double réflexion Une
projection des trois sommets de la facette éclairée par I'onde incidente suivant la

direction spéculaire déterminée par I’équation 3.14.

ksp= ki - 207 x k; )7 (3.14)

Direction Spéculaire =

-+

* Eliminnées
mmmle- Selectionnées

Rayon incident

Figure 3.5. Modélisation de la double réflexion.

3.4 Résultats de simulation

Dans le but de vérifier et de valider notre modele de calcul de la SER de cibles
complexes. Nous avons effectué des simulations de calcul de la SER en configuration

Mono-statique et Bi-statique.

34.1 Plaque carrée : premiére configuration

Cas d’une plaque carrée parfaitement conductrice figure 3.6. Pour valider notre
algorithme nous avons simulé la SER d’une plaque carrée de 1m? a une fréquence de
10 GHz, I’émetteur-récepteur est fixe dans le plan @ = /2 et nous faisons varier I'angle

0. Les résultats sont donnés sur la figure 3.7.
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Figure 3.6. Configuration de calcul de la SER d’une plaque.
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(a) (b)
Figure 3.7. SER monostatique d’une plaque carrée parfaitement conductrice de a=b=1m a
f=10 GHz.
D’apreés les figures nous observons que le maximum est obtenu pour la position 6= 0°
qui correspond a l'incidence normale notons aussi que cette valeur de la SER ne prend
pas en compte les diffractions par les arrétes de la plaque. Selon I'expression
théorique, la SER décroit en s’éloignant de cette position, cela est vérifié par nos
résultats. Notre simulation est donc en accord avec le résultat obtenu par Pofacets

(courbe en bleue).

3.4.2 Plaque carrée : deuxiéme configuration

Les objets de forme canonique sont considérés comme exemples de cibles qui sont
prévus pour avoir, en incidence normale, une SER infinie, et ceci lorsque les courants

équivalents sont introduits pour chaque aréte (bord). La plaque se situe dans le plan
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XOY, et les bords sont paralleles aux axes OX et OY. Conformément a la configuration
géométrique présentée par la figure 3.8-a et 3.9-a, la SER monostatique est calculée
pour les angles ¢ = 1°, ¢ = 30°t B = [-90°: 90°]. Les cotés de la plaque sont 5.0785A ou
A =c¢/f et f=9.228 GHz. Nous constatons bien sur les courbes présentées, que nous

avons le maximum d’énergie réfléchie dans la direction speculaire.
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RCS [dBsm]
8 & -

5

by
=
o
Z

L'angle dobsevation [deg]
(a) Configuration géométrique. (b) SER monostatique.

Figure 3.8. SER monostatique d’une plaque parfaitement conductrice pour ¢ = 1",

SER (en dBm)

L'angle d'observation 6

(a) Configuration géométrique de I'observation. (b) SER monostatique.

Figure 3.9 . SER monostatique d’une plaque parfaitement conductrice pour ¢ = 30"
Apres avoir calculé la SER monostatique de la plaque (Figure 3.8) nous avons refait la
simulation avec prise en compte de I'effet de diffraction par les bords avec la méthode
de courant équivalente (MCE). En incidence normale avec I'une des deux surfaces qui

interceptent le bord nous pouvons observer que les courants deviennent infinis et ne

38



peuvent pas étre déterminé. La combinaison OP+MCE permet de prendre en

considération les courants équivalents pour chaque aréte (bord), ce qui permet

d’obtenir le champ total diffusé et par conséquent la SER. La figure suivante montre

donc les limites de I’OP par rapport a I'OP+MCE :

SER(dB)

40

300

20-------

OoP

SR (OP+MCE)

0

30

L'angle d'observation &

60

Figure 3.10. SER monostatique d’une plaque carrée avec prise en compte de la diffraction.

Nous avons repris la simulation pour la configuration présentée dans la figure 3.9, afin

de montrer la contribution de la diffraction par les arétes de la plague (courbe bleu).

Nous avons traité le phénomene de la diffraction par la Méthode des Courants

Equivalents (MCE).

SER [dBsm]

——SR (OP + MCE)

Figure 3.11. SER Monostatique avec prise en compte de la diffraction ¢=30°.

-30 0

30 60

Langle d'observation 8
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Nous observons sur cette figure que la contribution des bords de la plaque apparait a

partir de I'angle d’observation 8 = [-90°:-40°] et 6= [40° :90°].

3.4.3 Plaque carre avec effet de bord

Nous avons calculé la SER Mono-statique d’une plaque carrée parfaitement
conductrice en considérant la géométrie de la figure (3.8.a). La contribution de la
diffraction par les arétes apparait entre 6= [-90° : —60°] et 6 = [60° : 90°]. Nous
constatons aussi que le champ diffracté par les bords n’a pas une influence sur la

SER globale de la plague en incidence normale

} 5 =[-90°: 907

-
0.165m .-~
-

0.165m

Figure 3.12. Géométrie d'observation

SER mono-statique d'une plague carrée parfaitement conductrice & =9 . 228Ghz
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;M \ 1 il'
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o ¥ “ = In \‘
! u g By o\
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i | | e

L’angle d’observation 0

Figure 3.13. SER Monostatique d’une plaque avec prise en compte de la diffraction par les
arétes.
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3.44 Plaque carré en Bi-statique

La figure 3.14 représente la SER d’une plaque carrée parfaitement conductrice en
Bi-statique avec une fréquence f=9.228GHz et de cote a=0.165m. Afin de valider le
modele nous avons réalisé deux simulations la courbe rouge représente le résultat
obtenu avec notre algorithme et la courbe bleue le résultat obtenu avec Pofacets.
Nous remarquons sur la simulation que les maximums de la SER sur les deux
courbes se trouvent bien dans la direction spéculaire donnée par 6; = -45°. Le
résultat donné sur la figure 3.14 est obtenu pour un émetteur localisé par 6; = 45° et
@; = 0°, et une position du récepteur fixée par le plan ¢; = 0° et qui varie dans

I'intervalle 85 = [-90° : 90°]. Nous remarquons aussi que les résultats sont en accord.

:g:fal:ets(!’;
8.=1-90°,90°] Iq- z? °r i
(a)Géométrie d’observation (b) SER en bistatique
Figure 3.14. SER d’une plaque carrée en bistatique
3.45 Diedre sans prise en compte de la double réflexion en

monostatique

Nous avons calculé la SER d’un diedre parfaitement conducteur pour la position du
radar donnée par ¢ = [0°:360°]et 6 = 90°, de coté 0.165 cm. La fréquence du radar est

9.228 GHz.

41



20 I I I I T T T
: : : : SRIOP)

Pofacet SR{OP) ||

SER en dB

0 50 100 150 200 250 300 350
I'angle observation &

Figure 3.15. SER d’un Diedre parfaitement conducteur en Monostatique.

Le résultat montre une comparaison entre notre simulation (courbe vert) et Pofacets
(courbe bleu), la géométrie du dieédre et le nombre de facette sont illustrés par la

figure (3.16).

Figure 3.16. Modele géométrique du diedre parfaitement conducteur 64 facettes.
3.4.6 SER Diedre avec double réflexion

La figure 3.17, présente les variations de la SER monostatique d’un diedre constitué de
deux plaques carrées parfaitement conductrices, qui est un élément adapté pour
illustrer les phénomenes de la double réflexion. Le résultat nous montre une
comparaison entre les phénomeénes de la simple réflexion (OP) courbe (rouge) et la

double réflexion (0G+OP) courbe (bleu).
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Figure 3.17. SER monostatique d’un diedre parfaitement conducteura=b=0.179m et f =

9.4 GHz.

Les variations de la SER sont présentées pour un angle 6 = 90° et ¢ évoluant dans
I'intervalle [0 : 360°], le radar est dans le plan fixé par 6 = 90°. Les résultats obtenus
montrent la contribution de la double réflexion. Nous remarquons que les réflexions
multiples entre en jeu lorsque le champ de vision du radar se trouve entre les deux
faces internes du diedre. Nous observons que les résultats sont bien en accord avec les

articles publiés dans la littérature [25].

3.4.7 SER d’un cube sur une surface plane en Mono-statique

Nous avons calculé la SER en mono-statique d’un cube qui a pour dimensions 2A posé
sur une surface plate de dimensions 8A. La configuration géométrique de I'observation

est donnée par la figure 3.18. $=0° et 8 = [0 : 90°].
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Figure 3.18. Configuration d’un cube présent sur une surface plane.
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Figure 3.19. SER Mono-statique d’un cube parfaitement conducteur posé sur une surface
plane.

Nous constatons pour la SER monostatique présentée sur la figure 3.19, que le
maximum de I"énergie réfléchie est dans la direction spéculaire définie par 6 = 0°, ainsi
la contribution de la double réflexion entre le cube et la surface plane 81 apparait

clairement entre © = 20° et © = 80°. Ces résultats sont en concordance avec ceux

obtenu par FEKO(MoM).

44



3.4.8 SER d’un cube sur une surface plane en Bi-statique

j\ 8;=-45°
: @i=0°
R Emetteur

Figure 3.20. Géométrie de I'observation

Nous considérons les dimensions et la configuration géométrique qui est illustrée a la
figure 3.20, pour simuler la SER d’un cube sur une surface plane en bi-statique. Le
résultat donné sur la figure 3.21 est obtenu pour un émetteur localisé par 8; = -45° et
@; = 0°, et une position du récepteur fixée par le plan ¢, = 0° et qui varie dans

I'intervalle 6, = [0 : 90°].

T T T T
SER,,, PO+MEC
— SER, FEKO_

SER (dB)

' I ' I I I I
o 10 20 30 40 50 &0 70 80 a0
Angle dobservation ﬂs"

Figure 3.21. SER Bi-statique d’un cube parfaitement conducteur posé sur une surface plane a
10GHz.
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Nous remarquons sur la simulation que le maximum de la SER se trouve bien dans la
direction spéculaire donnée par 6; = 45°. Nous constatons aussi que la courbe obtenue
par notre simulation est conforme a la courbe obtenue par FEKO (MoM) jusqu’a [80°;

90°] ol nous remarquons une divergence.

3.4.9 SER d’une cible complexe-modelel

a SER d’un bateau générique 1 en Mono-statique

Nous présentons un cas complexe d’'un bateau discrétisé en facettes triangulaires,
positionné dans son repere 3D. Le but est de calculer sa surface équivalente radar
(SER) en monostatique et en bistatique. La figure 3.22 représente le maillage en

facettes triangulaires du bateau considéré pour notre simulation.

Figure 3.22. Maillage en facettes triangulaires du bateau.

La figure 3.23 représente la SER mono-statique pour une configuration d’observation
définie par ¢=90° et 8 varie de -90° a 90°. La figure montre une comparaison entre
notre résultat (courbe en rouge) et Pofacets (courbe bleu) nous constatons que les
résultats obtenus sont en parfait accord dans le cas de la simple réflexion. La courbe
en vert représente la contribution de la double réflexion obtenue par notre algorithme

de calcul.
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Figure 3.23. SER Monostatique du bateau générique 1

b SER du bateau générique 1 en Bi-statique

En considérant la méme géométrie de la cible complexe nous avons calculé la SER en
bistatique pour une configuration d’observation définie par un émetteur localisé par
8, =45° une position du récepteur fixée par le plan ¢s = 0° et qui varie dans l'intervalle
B = [-90°:90°]. La figure 3.24 présente la SER en Bistatique du Bateau. Le maximum de
la SER est obtenu pour un angle de 6 =-45° pour une valeur de 48 dB. Nous
remarquons que notre approche (courbe noir) est en parfait accord avec la courbe

obtenu par FEKO (courbe bleue).

T T
— SER (O P)
— SER (FEKO)

40 ]

SER (dB)

Angle d'observation &°

Figure 3.24. SER en Bistatique du Bateau générique 1
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3.4.10 SER d’une cible complexe-modéle2

a SER Monostatique bateau générique 2

Apres avoir validé les premiers résultats, nous présentons un autre cas d’'un bateau
générique présenté sur la figure 3.25. Nous avons calculé la SER en monostatique pour

un angle d’observation défini par 0 allant de -90° a 90°, a une fréquence de 10 GHz.

Figure 3.25. Géométrie d’observation en monostatique du bateau générique 2

Nous remarquons sur la figure 3.26 que le maximum de la SER est toujours dans la
direction speculaire qui correspond ici a un angle 6 a 0°. Afin de valider notre approche
de calcul, nous avons fait une comparaison entre notre code et le logiciel Pofacets.
Nous remarquons que notre résultat (courbe rouge) est en accord avec celui obtenu

par Pofacets (courbe bleue).

80 T T T T

—OP_.
— Pofacets

60 |- 1

SER en dB

40 I I 1 1 1 I
-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80

Agnle d'observation # °

Figure 3.26. SER Monostatique bateau générique 2
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b Comparaison modélel et modéle 2 en monostatique

Nous avons fait une comparaison entre le modele générique 1 et le modele générique
2 précédent. La figure (3.27) nous montre les résultats de la SER en monostatique pour
un angle d’observation variant de -90° a 90°. Pour le modele 1 la contribution des
réflexions multiples (ordre 2) courbe en bleue apparait pour des angles allant de -10° a
—80° et de 10° a 80°. Pour le modele 2(courbe rouge), elle apparait aussi dans la méme

plage d’observation.

8ol - =

| __ ‘_

40

SER endB

ofF¥ o DR 0G-OP:Modele2 _ : / -
- OP R

| | | D R:0G-OF:Modélel | | | |

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80
Angle d'observation #°

-20

Figure 3.27. SER model 1 et 2 en monostatique (simple et double réflexion).

¢ SER Bi-statique bateau générique 2

Pour calculer la SER en Bi-statique du modele nous avons pris en compte deux

configurations.
® Configurationl : onde incidente a 0; =45° et O;varie de -90 a 90°.

La figure 3.28 présente la position de I’émetteur définie par les angles 6, = 45° phi=90°,
le récepteur évolue dans le plan ¢s=90° avec un angle d’observation variant de -90° a

90°.
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Figure 3.28. Géométrie d’observation 1

Les résultats des simulations sont donnés sur la figure 3.29. Nous remarquons que le
maximum de la SER est obtenu dans la direction speculaire qui est de -45°. Afin de
valider notre simulation, nous avons fait une comparaison entre notre résultat (courbe

en rouge) et Pofacets (courbe en bleue) qui sont en accord.

60 - Pofacets | ]|
_OPSR

SERendB

Figure 3.29. SER en bistatique du bateau générique 2 premiére configuration

e Configuration2 : onde incidente a 0; =-45° et O, varie de -90 3 90°

La figure 3.30 présente la position de I'émetteur définie par les angles 6; =- 45° et

®=90°, le récepteur évolue dans le plan ¢ ;= 90° avec un angle d’observation variant

de -90° a 90°.
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Figure 3.30. Géométrie d’observation 2

Nous remarquons le maximum de la SER obtenu dans la direction speculaire qui est de
45°. Afin de valider notre calcul nous avons fait une comparaison entre notre courbe
(en rouge) et Pofacets (en bleue) qui sont en accord. Cette comparaison montre bien la

fiabilité de notre approche de calcul.

SER
en dB

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80
Angle d'observation 98°

Figure 3.31. SER en bistatique du bateau générique 2 deuxieme configuration

3.5 Conclusion

Dans ce troisieme chapitre nous avons réussi a modéliser ['interaction
électromagnétique entre une onde et un objet dans le cas bi-statique et mono-
statique. Le calcul est effectué grace a une combinaison entre trois méthodes
asymptotiques, I'Optique Géométrique (OG), I'Optique Physique (OP) et la Méthode
des Courants Equivalents (MCE). Nous avons utilisé I'Optique Physique (OP) pour

modéliser et calculer les réflexions par les surfaces, et une combinaison entre
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I’'Optique Géométrique (OG) et I'Optique Physique (OP) pour modéliser les doubles
réflexions, la Méthodes des Courants Equivalents (MCE) quand a elle a été utilisé pour
prendre en compte la diffraction des ondes aux arétes. Les objectifs étaient donc de
tenir compte de plusieurs phénomenes de dispersions pour une modélisation fiable.
Nous avons réussi a obtenir les résultats pour les différentes configurations. Enfin une
comparaison entre les résultats de la simulation sous MATLAB et ceux des différents

logiciels utilisés FEKO, POFACETS.
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Conclusion générale

La modélisation du champ diffusé par des objets de forme complexe a 'aide de
méthodes asymptotiques permet I'analyse de la contribution de chaque phénomeéne
de diffusion, la diffraction et les réflexions multiple, phénomeéne sur lesquels nous

avons principalement mit 'accent dans notre projet.

Ce projet vise les applications tels que I'imagerie radar, la détection et la localisation
de cible radars. Vu cela nous avons choisi d’utiliser les méthodes asymptotiques pour
calculer le champ rayonné. Le point fort de notre approche de calcul était la
combinaison des différentes méthodes asymptotique pour pouvoir prendre en compte
la diffraction par les arétes et de pouvoir calculer la SER pour des émetteurs et

récepteurs délocalisés c’est le cas bistatique.

Pour commencer nous avons présenté de facon générale les notions fondamentales de
Radar puis les généralités sur la surface équivalente radar (SER) et les outils de
simulation électromagnétique que nous avons utilisé, il s’agit de POFACETS et FEKO.
Ensuite nous avons exposé les principales méthodes asymptotiques. Nous avons
choisis I'Optique Géométrique, |'Optique Physique pour la modélisation de
phénomeénes de trajets multiples et la méthode des courants équivalents pour la prise
en compte de la diffraction par les bords. Les cibles ont été maillées a I'aide des
logiciels CAO. Pour finir, nous avons fait une simulation de quelques cibles canoniques
et complexes. Nos résultats de simulation montrent un accord avec ceux publiés dans
la littérature et aussi les résultats obtenus avec les outils de simulation tels que FEKO

et POFACETS.

L’amélioration de ce travail peut se faire en tenant compte des réflexions a un ordre
supérieur, d’autre phénomenes pourraient étre inclus tels que les interactions arétes-

arétes, aréte-surface.
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Annexes

Annexe A, Présentation du logiciel FEKO

Le but de ce type de logiciel est de proposer une résolution numérique plus ou moins
exacte des équations de Maxwell. Les champs d’application du logiciel sont variés :

» Conception d’antennes

» Placement d’antennes sur des systemes

» Conception de composants radiofréquences et micro-ondes

a

Figure A.1 Quelques champs d’application du logiciel FEKO.
Le logiciel calcule :
» Les courants circulant sur les structures métalliques
» Les champs électriques et magnétiques rayonnés, en champ proche comme en
champ lointain

» Les directivités et les gains d’antennes.. ect.

Les méthodes utilisées par FEKO :
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Electrical Size

-

Complexity of Materials

Figure A. 2 Les différentes méthodes de résolution numérique des équations de Maxwell

utilisées par FEKO.

¢ Techniques et systéemes de transmission

i [ oétintion ceagéomerne |
|

‘ Définition des propriétés des matériaux |

A 4
Placement des excitations (source de tension,
de courant, champ incident) et des charges

CADFEKO
Maillage des structures

|

Configuration du calcul numérique

Paramétrage des résultats demandeés
(champ, courant, paramétres 5...)

Résolution des équations de Maxwell

FEKO

Calcul des résultats demandés

Post-processing

POSTFEKO

1
1
1
: Affichage des résultats
1

Figure A.3 Flot de simulation sous FEKO.
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Annexe B, Développement de méthodes OP et TPD

L’objectif de cette annexe est de présenter certain développement pour la résolution
des équations d’intégrales avec la méthode OP et La théorie géométrique de la
diffraction (TPD) qui vient compléter la théorie de I'optique géométrique (OG) en

introduisant des rayons diffractés.

» Optique physique (OP)

Expression du champ électrique diffusé par un obstacle :
i 3 2.2 (—k2r2+ikr) A . 2.2 A A
E, =$ffs [(1 + ikr — k27 )]S(R)]++MS(R) AP + (=3=3ikr + k?12) (F. ] (R)F

G(

RR
JEE s (8.1)
Aprés quelques développements de I'équation (2.12) et en remplagant les équations
(2.13.) et (2.14) par leur valeurs dans I'équation (2.12), on obtient une nouvelle
expression du champ électrique diffusé par un obstacle :
_ 2

Eg==[T[(1 + ikr — k2r(Aa(H; (R)) +(—3- i3k + k2r2) (7-(An (H; (R))]-5ds.

wEeE

(B.2)

Dans le cas d’une surface parfaitement conductrice on peut écrire :

{ H, (R)=H; (R) (B.3)
E; (R)=-E; (R)

Ou: (E;, H;) et (E,, H,) sont respectivement les champs EM incidents et réfléchis.

» Théorie Physique de la Diffraction

Les expressions du champ obtenu par la théorie physique de la diffraction sont

données par les équations suivantes :

i(kr+7)

Eif 34)

Es=
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l(kT'+—)
I N (8.5)

Ou f et g sont des coefficients qui dépendent des angles d’incidence et d’observation,

Hy=H;

et ils ont donnés par les équations (B.4) et (B.5).

(X-Y)-(X1-Y1) O<yi<a-n
f= X-Y)-(X1-Y1)-(X2-Y2) a-nm<yi<n (B.6)
X--(x2-Y2) nLyYi<a

(X+Y)-(X1+Y1) O<yica-n
g= (X+Y)-(X1+Y1)-(X2-Y2) a-m<yisn (B.7)
X+Y)-(X2+Y2) nLyYi<a
Avec les expressions mathématiques de (X, Y, X1, Y1, X2, Y2) qui sont données par :

Gsin §)

X= cos(%)—cos [_1/,5;1/;1'] (58
Dsin G
- cos(4) cos [¢S+¢l]
X, ——ta = (B.9)
-1 Ps+pi
Yl—? tan | > ]
X,=—tan ["’S ¥ (B.10)

-1 +pi
Y2=7 tan [wszwl]

Ou n est un entier compris entre 0 < n < 2. L’analyse de ces relations montre qu’il y a

une similitude entre les coefficients de diffraction de la TGD et la TPD.
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Annexe C, la Matrice de Passage

La représentation géométrique est une étape primordiale dans le calcul de la SER
d’une cible complexe. Dans un cas général, le systeme de coordonnées local d’une
facette triangulaire n’est pas aligné avec le systeme de coordonnées global. Pour ce la
on se place dans le repere local a la facette de telle sorte que l'origine du repére

coincide avec I'un des sommets de la facette et I'axe z; est perpendiculaire a la facette.

I A

. JFir)

Y

X P ’ Yz
X Fxz

Figure C.1 Rotation du repére locale par rapport au repére global.

La matrice de passage permettant le passage d’un repére a un autre est obtenue a partir de
deux rotations. La premiére Rotation se fait a partir de I'axe Z avec un angle a, et la deuxieme
rotation autour de I'axe X avec un angle B. Ces deux rotations facilitent la détermination de

I'intégrale I.donnée par les équations C.1 et C.2.

cosa¢ sina O

T, = —sinax cosa O (C.1)
0 0 1
cosff 0 sinf
T, 0 1 0 (C.2)
sinff 0 cosf

En utilisant ces deux matrices, le systeme de coordonnées global peut étre transformé

en un systeme de coordonnées local et vice versa comme l'indiquent les expressions

suivantes :
X1 X
Xo| =TTy |Y (C.3)
X3 VA
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X
Y
Z

= (711712)_1

X1
X2
X3

(C.4)

Cette matrice de passage permet de transformer la valeur du champ diffusé dans la

base locale de la facette triangulaire a la base globale de la cible, et par conséquent la

déduction de la valeur de la SER.

L'intégrale de I’équation C.2 a été évaluée par Dos Santos et Nilson. Son expression est

donnée par I'équation C.5.

[. = 2Se/Do {ejDo [L] — eJ/Dq [ S ] _ % }
¢ Dp(Dq—Dp) Dq(Dg=Dp)]  DgDyp

Avec :

Dy = k[(xy = x3)(w; + ug) + (y1 — ¥3) (i + vg) + (21 — z3)(W; + ws)]

Dg=k[(xz = x3)(u; + us) + (2 — y3)(v; + vs) + (22 — z3) (W; + ws)]

Do=klx3(u; +us) + y3(v; + vg) + z3(w; + wy)]

OU (x4, X2, X3) et (y1, V2, V3) et (z4, z5, 73), représentent les coordonnées des trois

sommets de la facette triangulaire dans le repere local.

(C.5)

(C.6)

Afin d’éviter les erreurs numériques qui se produisent au voisinage des singularités

(dénominateurs tendent vers zéro), on utilise un développement en série de Taylo, ce

gui nous donne quatre cas a traiter.

Cas1l: |Dp|<Lt etqu|2Lt

25e/P0 o, jDP)" [ =Co , _jD
Ic = o {—+ef aCyG (n, D
ST 2o n! n+1 oG (n, q) }

Cas2: |Dp|<Lt etqu|2Lt

Co(jDp)"(JDH™

Ic = ZSejDO Z?lozo Z%:o (m+n+2)!

Cas3: |DP|2 L etqu|<Lt
. . © jD n C,
I, = 2Se/PogiDp znzo%(—) G(n+1,Dy)

0
n+1
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Cas4: |Dp|> L [Dg|= L¢ et |Dq_D, | <L

_25efPo o, (jDp—jDH" e/Poc,

le jbg =T n! {COCg(TL,Dq) + n+1 }

Ou L; est la longueur de la série de Taylor. La fonction G est définie par :

G(ny) = fol stelrsds

Et G est évalué en utilisant la relation de récurrence suivante :

JY
Avec:
elv-1
G(O, V) - j)/
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