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RESUME

Le but de ce présent travail est d’élaborer un code de calcul pour la
simulation numérique des écoulements compressibles non visqueux dans une
tuyére convergente-divergente en bidimensionnel avec une méthode de

génération de maillage adéquate

Nous avons appliqué le schéma de MacCormak en bidimensionnel pour
résoudre le systéme d’équations d Euler aprés avoir formuler mathématiquement

le probléme pose.

Ainsi nous avons appliqué I'approche unidimensionnelle pour estimer la
position de I'onde de choc et accélérer le schéma numérique utilisé.

Afin de monirer I'efficacité et la robustesse de notre code, on a testé
plusieurs configurations des tuyéres (planes ct axisvmétriques).

Mots clés : tuyére, Ecoulement hidimensionnel, transsonigue, stationnaire,
simulation numérique, génération de maillage — viscosité artificielle .

ABSTRACT

The purpose of this present work is to elaborate a numerical approach J%r
simulate the internel invisid compressible flow in two dimensions nozzle
configuration with an appropriate grid generation method.

We have appelied the MacCormack scheme to solve the system of Euler
equationsafter the formulation of mathematical model.

In order to show the efficiency of the presente simulation, several
configurations of nozzles are tested.

Key words : nozzle, 2d, transenic flow, steady flow, numerical simulation, grid
generation, artificial viscosity.
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__ Chapitre 1 Introduction

.1 Objectifs :

Le probléme d’écoulement dans les conduites, dont le domaine
d’application est trés variée, est un sujet qui intéresse a la fois le physicien, le
thermicien et I'industriel.

Dans le cadre du présent travail, nous nous sommes attachés a simuler
écoulement interne d’un fluide compressible non visqueux dans une luycre
convergente-divergente (cv-dv) dont le but principal est de calculer les
différentes caractéristiques physiques de I'écoulement.

Une telle simulation nécessite non seulement la connaissance des €léments
fondamentales de I’aérodynamique interne mais aussi ceux des turbomachines et
leurs performances.

les tuyéres constituent, un des éléments les plus importants dans les
turbomachines et les turboréacteurs. La tuyére doit étre composée d’abord d’une
section convergente qui comprime le gaz allant de 1a chambre de combustion
jusqu’a la section la plus étroite qui est le col, ot la vitesse du son cst atteinte,
puis d’une seconde section le divergent qui forme la partie visible de la tuyere.
Sachant que le diamétre de sortie peut atteindre quatre & cing fois que celui de la
chambre de combustion, le flux rapide des gaz brilés en frottant contre les
parois de la tuyére, pose I’épineux problémes du transfert de chaleur, surtoul gi
le temps de combustion doit dépasser quelques minutes au lieu de quelque
secondes. Ce probléme cst encore plus critique prés du col ou un
refroidissement dit regénératif est souvent employe dans les moteurs-fusées qui
évoluent dans des conditions proches de celles du vide, nécessitent des tuyéres
de grande dimension pour accélérer les gaz issus de la chambre de combustion
afin d'augmenter la vitesse d'éjection 4 la sortie el par conséquence créer par
réaction la force de propuision.

1.2 Motivations @

Le développement du domaine aéronautique dans ces derniéres décennies,
ot le besoin d'atteindre des vitesses supersoniques, comme les décollages ou des
atterrigsages presque verticaux (dans le domaine militaire), requit 'utilisation
des grands rapports de pression d'oi1 le calcul des caractéristiques
aérodynamiques des tuyéres est devenu primordial. Cependant I'écoulement
dans la tuyére , plus exactement dans le convergent , la vitesse de I'écoulement
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croit inversement a la pression , puis une détente dans le divergent , c2la peut
provoguer une onde de choc diie aux changements brusques de la pression et
méme les phénoménes visqueux due & la présence de la couche limite au niveau
des parois internes de la tuyére.

Souvent, les phénoménes physiques rencontrés en mécanique des [luides
sexpriment sous forme d'équations différentielles aux dirivées partielles en
utilisant  différents types des variables : conservatives, primitives  ou
caractéristigues.

Notre étude consiste a résoudre le systéme d'équations d 'Luler gouvernant
le probléme non visqueux en tenant compte les différantes conditions aux
limites et initiales imposés par la nature du phénomeéne physigue considére.

Cependant, avant de résoudre un tel probléme par des méthodes
numériques, il faut générer le maillage. Ce dernier peut €tre réalisé par
différentes méthodes basées sur les schémas aux différences finies en résolvant
des dquations aux dérivées partielles qui se different par leur caractére:
elliptique, hyperbolique ou parabolique.

Une autre méthode de génération de maillage dite "algébrique™ est souvent
introduite pour générer le vecteur initial utihisé dans les méthodes numériques
relatives a4 la génération de maillage peut étre satisfaisante s'il s'agit des
configurations simples.

Le premier article londamental sur la C.F.DY ( Computational  Fluid
Dynamic ), & été présenté en 1910 par L.F.RICHARDSON a la 'Royal Society".

L'une des premiéres résolutions pour un probléme d'un écoulement non
visqueux bidimensionnel a été formulée par LAX ¢t WENDROFF et ¢tendue
i un probléme axisymétrique par BURSTEIN.

Durant, les années 1960, les méthodes numériques ¢taient ¢ meilleur
moyen et un outil essentiel dans le domaine de l'analyse des contraintes. Car
dans la méme année, la méthode des panneaux apparait et devient un outil tréy
utilisable, dans le calcul des écoulements subsonique non visqueux autour des
configurations relativement complexes. Cette méthode est basée sur la résolution
des équations de LAPLACE pour le potentiel de vitesse en distribuant des
singularités (sources, puits et vortex).

1=
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Vers les anndes 1970 et afin de simuler les écoulements complexes,
I'attention est tournée vers la résolution des écoulements compressibles, dont la
méthode des dilférences finies explicite figurée par MacCormack ; elle est dite
explicite lorsqu'elie fait intervenir seulement les valeurs au lemps précédent pour
calculer celles du futur, mais clles est simple ct directe. Cependant elle utilise
des pas du temps petits vue que les schémas explicites sont conditionnellement
stable et le processus vers I'état stationnaire devient long. Contrairement aux
schémas implicites dérivés par la factorisation de I'équation non lincaire obtenus
par Holst et Baker , sont inconditionnellement  stable, ce qui permet d'utiliser
des pas des temps grands.

Le probleme de localisations de l'onde de choc a été traite de différentes
facons. J.Me.Guirk et G.j.Page ont proposé une méthode numérigue appelee "
pressure correction method " . Parameswaran utilisé un algorithme développe
pour des écoulements stationnaires et incompressibles, quand 4 Patankar et
Spalding ont propose une méthode analytique qui permet de determiner la
position de l'onde de choc en monodimensionnel.

13 Plan du mémoire:

Notre travail, consiste en une étude numcrigue, du comportement d'un
fluide compressible et non visqueux le long d'une tuyére supersonigue,

Le mémoire est devisé en cing chapitres. Dans le premier chapitre nous
avons cité limportance des tuyéres ainsi les objectifs principaux avec les
motivations de notre travail.

|.e deuxiéme chapitre est consacré a I'¢tude théorique des tuyéres y' compris
en détail celle relative  'approche monodimensionnelle des fuyeres.

1'établissement de modéle mathématique qui sert a gouverner le phénomene
physique d'un écoulement compressible non visqueux est le sujet de chapitre 111,

" La résolution numérique du probléme, ainsi que la représentation du schéina
numérique utilisé sera développé dans le quatriéme chapitre.

Enfin, les principaux résultats et leur interprétation seront présentés dans le
cinquiéme chapitre.
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Finalement, une conclusion résumera les prmupam résultats auxquels nous

avons aboutit dans cette étude avec quelques perspectives ultérieurs sera tirée.
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Chapitre 11 Etude théorigue des tuyércs

11.1 Introduction :

Une tuyére est un oigane mécanique passif qui met en communication
deux réservoirs a des pressions différentes et dont le profil doit permetire un
écoulement adiabatique réversible (au moins théoriguement).

Si la pressian par exemple varic dans la tuyére de la valeur py & une valeur
nulle dans le sens de I'écoulement, il faut que le profil soil convergent, puis
divergent et que la section de sortie soit infinie, la section d’entrée sera elle-
méme infinie si la vilesse d'entrée est nulle,

11.2 Econlement unidimensionnel dans unc tuvere :

Liudions la forme & donier aux tuyres de détente destinées a transformer
en énergic cinétique, I'énergic de pression d'un fluide compressible. Nous
admettons que I'écoulement se fait sans dissipation, ¢t nous formulous quelgues
hypothéses qui sont les suivantes :

Ecoulement adiabatigue 3Q = (o0 Q cst quantité de chaleur)

e Fcoulement sans dissipation 3f=0 (ol £ st la force de frottement donc
’écoulcment est isentropigue ).

e Fcoulement unidimensionnel.

s Ecoulement horizontal d7 0.

o La tuyére est ixée.

B =t Y ; " ——— SRS AT S, PR

Fig.I1.1: Une tuyére simple

] ]
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a) L'équation de continuite :

L’équation de continuité §'écrit -

M - pu.A=Cste (11.1a)
Ou hien sous forme différentielle :

apy il 28 (1L.1b)
Fe. M A
ou .
p: la masse volumique du fluide
u : la vitesse

Al section 5

b) L'équation de quantité de mouvement :

Dans  Iécoulement monodimensionnel, 'équation  de quantit¢  de
mouvement s éeril
dp
el +—— =10 (12)
4 '

¢} L'équation d’énergie :

(n peut écrirc |'équation de I"énergie dans le régime monodimensionnel
sous  la [orme ¢

To=1+- (11.3)

ail
7;,: est la lempérature totale
Cp : capacit¢ thermigue massique a pression constante

) La célérité du son :

On peut définir la célérité du son par la relation :
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' =Ly, (sous lorme différentiellc)
l"r{'J'
S est V'entropie
a’=(plp)=yrT (1L4)

e)_Relations d"’Hugoniot :

- . A i
1 relation : L P | s (IL.5)
. 1
o ] dia o f .
24 relalion : g O ' e (1.6
A fels

On analyse la relation (11.5).deux cas sont possibles :

a) M=I: I’écoulecment est subsonique, pour oblenir une augmentation dc
vitesse (duz0), il faudra réaiiser ung dimiiution progressive de section
(dA<0) : Tuvére convergenle.

by M>1:I’écoulement est supersonique, ce sonl des augmentations
progressives de seclioi (dA0Y . (ui donnent des acCroissenicnts de vitesse

(du=0) : Tuyere divergente.

¢} M=1: Cest implique que dA=0. ce qui conduit que la vitesse du fude ne
peuit étre que cgale a la vitcsse locale du son (M 1) qui est une section oil
I'airc présente un extremum (dA-0) . Cel extremum ne peul étrg que
miiimum, puisque d apres les deux cas précédents, on e peul passer dil
subsonique ou SUPETSOIIGUE au Somque gu’cn diminuant la section.

Les conclusions tirées precédemment en partant de Manalysc faite ¢1-
- dessus constituent le théoréme d"Hugoniol

1L.3 Lecoulement dans une tuvére simple :

11.3.1 Genéralite :

Aux hypothéses énoncées dans fa paragraphe précédeint on considere cil OGTIT
que le gaz ¢st supposé parlait .
La tuyére est alimentée par un réservoir amont 0, supposé de dimension infinie,
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dont ta pression py . fa tempdrature Ty , &l la vitesse wy= O sont les conditions

génératrices.

Fig.11.2a Ecoulement dans une tuycre simple

Ille débite dans un réservoir aval 4, supposé également infini. duiit la
pression £ pent varier de fagon paramétrique.

Analyse !

écoulement élant dans un canal fixe, adiabatique, I'enthalpie totale se

conserve. Entre deux points le point @ et un point de la LUyere o i

4

fy =h 4 “_‘ — it = JEHAT (AR = CpATH
Alors
T _
u” =2CpTH ——) (11-7)
Ty

La trans formaiion étani isentropique : p/ o7 — Uste
On obtient

i
<

u=|2CpT 1= (i) {T1-8)

|

LS

On définit le nombre de Mach par : M - 1

ol
O : {4) est fa vitesse locaic duson 1’ =/ p)
Alors |
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{n obtient ©

|—2 F 2
M= | -I-‘{p.-'pu‘r —+J (11-9)

il

On définit le nombre de Laval par le quotient de la vitesse de 1"écoulement

ol la vitesse do baval w, (ou vilesse enitigue)

Fopmr (IL.10a)
dont : | .
EEP_TU
R (11.10b)
K
. k1
on A =}I"__1 (voir annexe A)
, ot 2T, =
.r]';ﬂ":;”I :—'F—tK l-'{pfpn}'

:
i, 2e.0,

(n obtient :

£zl
F=(pd py)” ‘ (1. 10¢)

lorsque le nombre de Mach M et

|
Ll

La vitesse u atteindra la vitesse du son iy,
le nombre de Laval L, (1, est une vilesse widuiie) attcignent la valeur 1 o
pression P atioint fa valcur pr.

Le rapport de pression correspondant, appel¢ rapport de pression de Laval

(o) rappart de pression evitigue)
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= S
2y, 2 |7 .
— = — (T1.11a)
i Lyl
[e rapport do s tlempdrature ost danné par
- (IL11h
L I. }
Ty p+]
ainsi de méme pour le fapport de la massc volumigue :
‘..
b 2 qx
S —] (1.11c)

] 0 i
2 TR

}
(visir annexe A)

les variables au col d'une tuyére souvent appelées pression, température,
MasSsE v n'Ih....nu{_ de Tavg!

On voit que les rapports ci-dessus ne dépendent pas de la géoméirie du

canal. ils ne dépendent gue de nature du gaz ( —Cp/Cy

ation (TLRY gui donne u e

ju
==
=

1 o debit-maase ost, sclon

| e
\ AL A
M=pdAll =" Ui = ||2(‘J..'f£] L (p/p)’ W=L‘ﬂte (1.12)

atr v est le volame par onité de masse.,

T tenant compte de Méquation d&at des gaz parfails

pv=rT, et de larelation Cp = '?1 :on peut transformer (11.12) et la mettre sous

forme :
[ p-l —‘
i

Tl

A

3

N2 =

Sachant d autre part que v =V, (p/ py) : :

o
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O oblicnt apres trans formation la relation .

* [ 2:}” iy , ! _'1_

M=A.py }— —(p/pe) |1~ [P f Pn) y | =este (11-13)
V(r—Driy 1

Ce résultal fournil aussi la relation entre la section A el la pression p, pour

un régime & écoulement déterming, caractérisd par o débit-masace M constant.

[1.3.2 Régimes d’écoulement

Si on fail diminuer progressivement la pression ps de Tenceint aval au
dessous de la pression géncratiice py du réservair supposée constante, on oblient
trois régimes 4 écoulements particuliors

11.3.2.1 KEcoulement subsonigue : (p0 > p4 = pl > py)

Lorsque la pression py reste supéricure a la pression de Laval (ou critique)
pr. Pécoutement est dii subsamnigue, I éyvalution de la pression ¢l de la vilesse
u, ainsi que la transformation thermodynamique du gaz, sont représentées dans
ta figuie {11.2h}

Comme le débit masse 34 est constant, la famille des courbes de Fanno,

" " - . .rl. - i i 1 1 o T » ‘_1." [ * i o 1% r £
tracce dans Te disgramme (h-3) . domne fa relation entre la scetion A et i éla
thermodynamigue du gaz,

Au col de la tuyére, la pression py atteint la valeur minimale py et la
vitesse .y atteint une valeur maximaie,

i . : Vo e ;
En aval de la section 2. Pénergie cinélique —2  cst retransformee en

enthalpie au sein du réservoir 4, en raison de phénoméne dissipatif de frottement
VISGUULIN.

11.3.2.2 Ecoulement sonique adapté : (pd =p2 = pi)

1A E et

T orsgue la pression iy o5t descendue Jusgu’a ia valeur pp, P écoulomont osd

oy
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dit somigue adapté. Dans ce cas , I"évolution du gaz est analogue a celle

A la différence que, le point 2 atteint le point remarquable de Laval L. Au
col de la tuyere po micini fa valour mini nale pe=pn, of fa vitesse wp aticinl 4
vitesse du son a,. Fnsuite, 'énergie cinétique esl retransformée en enthalpie,
comme precCaeminein,

[1.3.2.3 Kcoulement sonique non adapté: (py < =pi)

Lorsque la pression py devient inféricure a la pression de Laval py,
Pécoutoment cst somigiae non adapié, 1. ¢volution du paz esl represeRice dany

la Beure (i.2.00

| *acoulement dans la tuyére ne subit plus aucune modification il devient

sewible 8 la buisse do da pression py el FeRle Hgoureuscment identigue &
Pécaulemeni sonigue adapié. Closile phdnomdene do blocage Stimig) e

\

Comme la pression py resic ¢gale 4 la valeur py, la détente de p=pi, @
i iy, se fait a Paval do col de la tuydre dans o reseivint py. Cette détenic fai
intervenir le phénomene bruyant et brutal d’onde de détente. Tnsuite, aussi bien

S e geousligue que encigic cindiique sont imansiormees en crihalpie

11.3.2.4 Débit-Masse :

Fxaminons maintenant la variation du débit massique A en fonclion des
sessions Pt Py uLs Fescrvoirs muent ol avai,
§i nous considérons la section A; au col de la tuycre. le débit massique M est

1 WP & 1 e LN PR R NEE R BT K
LI selon ja reiaiaon (i 1o} s

; % =]

.'W 2y Al ’7 T

T T f[ _.—"_{ = II." 7 }u-.-/ 1_{ 9 ."' ) ) P .
o T P2l Po L P2! Pa (11-14)

Cette relation montre que, pour les pressions py et pa déterminées, le débit

.l:n"'T"

e e e e gy .S
MaEssigus A S5l propofuonndi a s,
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M ;
| a variation de— — en fonction du rapport (ps /po) est donnée par ta courbe
i
d ta figure (11245

] | a" - > 1 N - L - LI " =, L
EEEINRS i.i]::il,ihj_:’_llii_lii_‘i T T o Rk i'tﬂgiijiuﬁ i= i..'u,'uiiii.'uu;_:i‘.i ijt,‘l;.i'ii;;i i,;l—{Ek'.:-i;-_-Ii_}li.'-i ]

e La branche de droite de la courbe correspond 3 I"écoulement subsomigue

o P - T e e Fype ey 4T I‘ Vs s ATl
FEGIB0 1 AL [~ 7 - { e coskrbe ayelin i A 4 i Ludi b U Sripin,

e Lc point L correspond a I'écoulement sonique adapté réalis¢ lorsque py = Pr.

2 it oduisant i rapia L de pressivi do favad dosite jrai Péguaiion (1 Ha)

1 I..i: Pl S B e 1o campges . J4 Rl NP Gy e
Clebiis o o idbidsh l;!- P b ViR DRARIILNES le sicil PiidimEiij i SRR LT A

i | 2 —l;r—l 2y | i
M, = A-py) — _—
L 3/ UL J Vi + T, {1.15)

y+1
M ;- débit maximal

La dérivée par rapport d po/py donnce par (11.14) s’annule précisément pour
le rappori de faval (py, / po) de sorle qu'au poini T, la iangenie & la courbe est
horizontale.

s hranche de ganche de la courbe donngée par la relation (ii.i4} ne
correspond A aucune réalitc physigue. Clest pourquoi clle est tracée en trails
poinliliés. Nous savons gqua pariir de T, intervieni le hlocage sonigque, de sorie
que la courbe réelle correspond a 1'écoulement sonigque non adapté st un
ironcon de droite horizonial,

135
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|
f.
Y
E=5
Uge0 ) -
| X
I tﬁ ; :"h a,
L] Q"
{7 !
4 h, = Cit

PN

A crousant

|

Fig:11.2b: Feoulement subsonique dun gaz
parfaii dans une fuyére simpie

14
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M = Cip

A tieeian|
e

Fig [L2¢ Feoulement sonique non adaptée dans une tuyere simple

1%
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Etude théoriques des luvéres

.ET_ A £coudlement Senigue
E Us = e
'{ﬂ' 4% =P .
':1 E i ?—ﬂz t‘ﬁ
L b ey e
B o
&
; Eﬂﬁ.if{!ﬂ'!mt[ Sﬂr‘&jﬂq{? W
k s <a.
7
ks Poz A 2 A
¢ { fei oy .:?mfrf‘ o 'fr’ﬂ’;}t{t}
f
¢+ Blocage sunigue
Y Limimpicniiimiania 4 — Pu
_’;-. 1 Py

Fig.I11.2d: Variation de f‘;i en fonction de ﬂ,pour une tuyere simple

Ea

2

1.4 Ecoulement dans une tuvére de Laval :

La figure (I1.3) représente un canal
sous l'appellation de "myeére de [aval

un diffuseur conigue,

convergent-divergent, qu’on désigne

", forméc d'un trongon convergent

identique a celui d’une tuyére simple, suivi d’un trongon divergent identique a
q 3 p

La tuyére de | .aval est placée entre deux réservoirs 0 ct 4.

Fig.11.3: Tuyére de

18

Laval
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Hypothéses : On utilisera les mémes hypothéses citées dans le paragraphe
précédent relatives au tuyeére simple.

[1 en résulte que les relations (TL.2L(I1.9),(11.10).(11.1{(a.b.c)) et (IL.13)
donnant respectivement : la vitesse u, le nombre de Mach M ., l¢ nombre de

F )
i

Laval L, les rapports critiques et le débit massique M (en tonction de

restent encorc valables.

[1.4.1 Régimes d’écoulement

En abaissant progressivement la pression py du réservoir aval au dessous de
la pression py du réservair amont supposée constante, on met en ¢vidence cing
régimes particulicrs d’écoulement.

I1.4.1.1 Ecoulement subsonique : pg)py = p3d s

Lorsque la pression pa reste supérieure a la pression  p; qui scra

représentée ultérieurement, 'écoulement dans toute la tuyére est entierement
subsonique.

La pression p et la vitesse u sont représentées par le graphe Fig.(11.4a) et la
transformation thermodynamique est représentée dans le deuxiéme graphe
Fig.(11.4b} par les courbes « oab ». Au col de la tuyere ( A; ) la pression p passe
par une valeur minimal (p2) el, corrélativement, la vitesse u passe par une valeur
maximale {uz).

Le trongon divergent de la tuyére fonctionne comme un diffuseur (canal
2

. . . s L .
décéléralcur){p/‘ u\' ). Ensuite, I'énergie cinétique ?3651 retransformée en

enthalpie qu'au sein du réservoir 4 comme pour la tuyere simple.

11.4.1.2 Ecoulement sonique adapté _p, = p; = m

Lorsque la pression py atieint la valeur p3 . 'écoulement cst dit sonique

adapté. 1.’évolution du gaz est représentée par les courbes « Ocd » de la figure
(I1.4). 1."évolution cst analogue & celle du cas précédent sauf que cette fois-ci, le
point 2 attcint lc point remarquable de Laval L. Au col de la tuyere, la pression

3
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p; atteint la valeur pg et la vitesse u, atteint la vitesse du son a,. comme dans
une tuyere simple Le trongon divergent travaille touwjours comme canal
decclérateur (diffuscur).

11.4.1.3 Ecoulement sonigque non adaptée : pdps = p)ps

Si on continue A abaisser la pression ps plus bas que p;, tout en la garde
supérieure 4 une certaine valeur ;" que nous définissons plus loin, I’écoulement
sera sonique non adaptée.

[.a pression, la vitesse ¢t la transformation thermodynamique sont
représentées par les courbes « ocefg » (Fig. 11.4a-b)

l.’écoulement dans le trongon convergent ne subit plus aucune
modification, 1l devient sensible a la baisse de la pression py et reste
rigourecusement identique & 1'écoulement sonique adaptée. C’est le phénoméne
de blocage sonigue.

1.’écoulement dans le trongon divergent est le siege d'un phénomene
d’onde de choe,

La détente du gaz ayant lieu dans le trongon convergent poursuit au-dela du
c¢ol el, corrélativement, la vitesse continue & augmenter de sorte  que
I’écoulement correspondant aux trongons de courbe « ce » est supersonique et
que le trongon divergent fonctionne comme un canal accélérateur,

Au cours de 'onde choe, la pression augmente brusquement en subissant
un saut dc e a £ corrélativement, la vitesse diminue brusquement en subissant
également un saut deeaf

Apreés le choc, théoriquement la pression rcmonte ct, corrclativement la
vitesse diminue, selon le trongon fg, L’ écoulement est a niveau subsonique et le
trongon divergent fonctionne comme canal décélérateur.

En réalité, les phénoménes liés @ 'onde de choc sont beaucoup plus

complexes. D’une part, il ne s’agit plus d’une onde de choc & front droit, mais
d'une onde de choc 4 front oblique. Pour une valeur de py légérement inlerieure

»
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a ps, 'onde de choc a lieu peu aprés le col, elle est encore presque a iront droite
el ne donne lieu qu'a une faible perturbation. Pour des valeurs décroissantes de
ps, Ponde de choc s’éloigne du col, elle est & front de plus en plus oblique et
donne lieu 2 une perturbation de plus en plus grande.

Fn réalité, a cause des frottements, dont nous n’avons pas tenu comple, 1l
se produit a la paror du divergent un décollement brusque de la couche limite,
avec apparition d’une zone morte d’écoulement, de sorte que la pression ne
remonic pas ct la vitesse ne diminue pas exactement sclon la théornie simplifiée,
car I'écoulement ne peut plus étre unidimensionnel.

L33

11.4.1.4 Ecoulement supersonigue adapté : py= = p;

Lorsque la pression py est égale & la pression p; , "écoulement est dit
supersonique adapté. [évolution du gaz est représentée par les courbes
« och »,

[’écoulement dans le trongon convergent est toujours rigourcusement
identique a I'écoulement sonique adapte.

Dans le trongon divergent I'écoulement est maitenant entiérement

supersonique et ce trongon divergent fonctionne totalement comme un canal
accélérateur. e phénomeéne d’onde de choc a disparu,

11.4.1.5 Ecoulement supersonigue non adapté : p,(p; = p;‘

Si on continue a abaisser py plus bas que le niveau p3°, 1'écoulement sera

supersonique non adapté. L'évolution du gaz est encore représentce par les
courbes « och ».

[.’écoulement dans I'ensemble de la tuyere de Laval ne subit plus aucune
modification, 1l devient insensible 4 la baiss¢ de la pression py est reste
rigoureusement identique a I'écoulement supersonique adapté .

Comme la pression p; reste égale a p; | la détente de la pression pa<py’,
se fait a I'aval de la tuyére dans ic réservoir 4. Cette détente fait intervenir le
phénoméne des ondes de détente |, décrit préccdemment. Ces ondes de détente
comportent des lignes caractéristiques asscz complexes comme cela est esquisse

ay
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sur la figure (11.4) (de méme que pour les ondes dec chog).

Remargue :

En réalité, I'écoulement se fait avec dissipation, de sorte que |'entropic
augmente. 11 en résulte du fait de celle dissipation .
- La vitesse au col de la tuyére de Laval est légérement infénieure 4 la vitesse
du son.

- La vitesse du son est atteinte dans une section un peu en aval du col.

Pour terminer. il convient de préciser que lorsqu’on ticnt compie de la
dissipation ¢’est-a-dirc de la viscosité du fluide, I'analyse de 1'¢coulement
devient plus complexe, car I’hypothese de I'écoulement non visqueux n'est plus
valable.

Fig.1l.4a Fcoulement d'un gaz dans une tuyére de Laval
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11

Fig.1l.4b Transtormation thermodynamique dans une tuyere de Laval

11.4.2 Débit-Masse :

Examinons maintenant la variation du débit masse A/ e¢n [onction des
pressions amont py et aval pa, la relation déja établic s’cerit

2 ¥ -1
M _ p 2y [_p ]? '_["E_J y (11.16a)
P (r-1}rTy\ Py 7

Si nous appliquons cette relation dans la scetion Ay du col ct dans la
section Aad lextrémité de la tuyere, le débit massique sera :

b
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M 2 P2 |7 P'?] ¥

- S = - = [1.16b

P V(F_]}r'ﬂi \ Po J [Fﬂ ; :
_ | : e

A 2 P |7 P3| 7

L [ 3} .1—[—3] (I1.160)
Po (¥ =1)rTy \ Py Po

La variation de *2 en fonction de rapport % est donnée par la figure (IL5),
P P
Nous distinguons bien les cing régimes d’écoulement d’écris ci-dessus.

Nous remarquons que dés que p, atteint la valeur py intervient le blocage
sonique et le débit atteint sa valeur maximale A7,

- A
H
B | £ Cowlem enfs .Eu!ﬂ:rip.ﬂ.l:-?m?!.
/ Moz e, BB
. i L
# ' 7 To = cle
B [ |
3 1
; i |
I, | i HE eoulements Tl SadiGut s
5 ' It l ] Ma<
I;.r i I. L -'l:-l' __. ,"1
|
3 ! J L 5
& ?," P"— Py 4 - Eu'
2~ R &
. - ¥, , P4
Fig.I1.5: Variation de —— o fonction du rapport de pression p—
: 0

pour la tuyére de 1aval
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Chapitre I

Remargues :
Pour les écoulements soniques et supersoniques adaptés, on sait que
p> =i (La pression au col est égale & la pression de Laval) .

Les relations (I1.16) ci-dessus donnent :

2 #] [ 2 7!
el o e
'V{,‘V—]}-?‘-Tt] Po ) Po d{f—uf‘-ﬂr 2o P,
on deéduit :

2 | Fi ¥l :

e "I“ e

ey aterar]

Po ) o) Ay Po Py T

Or pour les écoulements subsoniques et supersoniques adapteés p; =p,

ot 2 =FL , il s agit du rapport critique (ou de Laval) donné par la relation

P?0 Po
(I1.11) on obtient ;

5 z r
["‘_1] (ﬂ_zy_ 1_[@-_] v
Ay Py o

i

() s

_ _:-_Y 2 Yrtfp=1)
A }"+| L J
(T1.17)devient
2 T 2 .
oYl () | (&) (2= 2 e
Po 7o WAz ) \r+li\r+] (1118)

La résolution de (11.18) donne les pressions caractéristiques ps elps

it
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[1.4.3 Tuyére de longueur infinie : (cas particulier)

Pour lerminer, examinons le cas limite d’une tuyére de Laval dont le
trongon divergent serait de longueur imlime, ¢'est & dire se terminerail par une

section infinie. En introduisant la valeur A3 = %0 dans ’équation( I1.18) nous
obtenons

Z :P'—I
Pu P

qui conduit aux deux solutions suivantes :

. ps= ps =po: Fcoulemenis subsonique et sonique adaptés, tel que le
trongon divergent retransforme miégralement 'énergie  cimnétique en
enthalpie .

LE] - - L ) L
o p;= ps =0: Ecoulement supersonique, caractéris€¢ par une détente
totale jusqu’a une pression nulle,

Dans ce dernier cas les relations :
1 7l

- T ¥
BT [i} ! et e (—P—-J montrent que
Yo Py Ta Po

*k

pe" i
p =20=wy >0 | T, —0

[La r=lation

| T 2]

U O - T TTHANIT aliger
1

u lL WL J
u; =~2CpT, (11.19)

Nous constatons que, contrairement & 1"utilisation, la détente totale du gaz
ne conduit pas a une vitesse infinie. La vilesse maximale qu’il est possible

&4
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d’atteindre avec une luyére de Laval de section terminale infinie est
theéoriguement egale a

_ 3Ty

u max

Cette vitesse est désignée sous I'appellation de vitesse de Croceo (7, .
Sachant d"autre part que :

[2CpT,
a; = i i

on obtient unc rclation entre Uy, €L ag.

- 20pTy
Uax =+ 2097, el a; = :

= "maxzaf,&
+1
HUmax =47, '\",E: . ey (11.20)

y—I

On définit aussi le nombre de Crocco C,, comme le rapport entre la vitesse
u de I'écoulement et la vitesse du Crocco tpay

(I1.21)

Sachant que a=yrI

si ' —» 'y ,a — 0
On peut dire que la détente totale du gaz dans une tuyeére de Laval de section

terminale infinie conduit 4 un nombre de Crocco égale a 1, mais 4 un nombre de
Mach mfim.

b1t
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19)si p- 0T = 0= U=y, = /20T

T W =
ot Cr=—=tmx_1 (=]

29 b =L ccomme a— 0 (guand 77 —»0) donc
[¥s

M, —wm
Alors ¢'est la détente totale.

11.5 1.’étude théorique d'une tuvére avec "'onde de choc dans le divergent :

Une onde de choc droite correspond & une zone d’écoulement de trés faible
épaisseur, qui [ait la transition entre 'amont ol la vitesse est supersonigue et
I’aval ou clle est subsonique. Dans le méme espace, la pression est subie une tres
forte augmentation.

Ainsi, les particules du fluide lors de leurs traversées de 'onde de choc
subissant une décélération extrémement forte qui peut atteindre 10°a 10" m/s’,

C"est cet impact violent produisant un vertical choc sur les particules qui
est a lVorigine du nom donné a cette zone de transition.

Il existe des ondes de choc droites (planes) , des ondes de choc obliquces el
conigues.

On ne s’intéress¢ que a "onde de choc droite qui se développe a
I"intérieur de la tuyére.

Les hypothéses sont les mémes que pour la tuyére sans onde de choc, sauf
I'hypothése de I'isentropie ni plus valable,

11.5.1 L.es éguations appliguées :

a) Calcul de la température stalique :

W
Sachant que le nombre de Mach est donné par M = >
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En combinant avec I'équation d’énergic on obtient

5 .
_r:f{lﬁz MEJ (11.22)

b} Calcul de la pression statique ;

Si ['¢coulement est isentropique, c’est-a-dire que s “Ste
Jo,
Fn combinant avec 1"¢quation de continuité on aura :

1 il
ﬁ=ﬂu{1+y2 Mg]r (11.23)

¢) Calcul de la densité totale :

1
. | -y
p=p0{]+?2 M‘"} v (11.24)

d} Calcul de rapport des sections en fonction de nombre de Mach :

Si on considére que la section A est la section au col, alors .
on peul délinir le rapport d’une section a la section au col par la relation (11.25)
en fonetion du nombre de Mach.

r+l
- 2yl
A I 2 +}" le (r-1)

i E[—w i L

11.5.2 Relations entre les quantités caractéristigues a travers "onde de choe
droite :

Considérons une onde de choc droite stationnaire. Au cité amont de 'onde
de choc I’'écoulement est caraclérisé par py,p; ct la vitesse u), tandis que I'autre

%
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cGité en aval du choc I'écoulement est caractérisé par une pressicn py plus
grande que py, p; et la vitesse u

Les températures sont désignées par T et T,. Ces équations sont reliées par
I’équation de continuité, 1'équation de mouvement, 1'équation de 1'¢nergie et

1"équation d’¢tat.

[.’équation de continuité s'écrit ; M| = M,

Py = Paliag {\”26]

Le théoréme de quantités de mouvement donne:

S sl ) < R
ou bien : ;M(HE _“I): pl.‘fll —pzxqz

On obtient :
PI+A = Py + it
(11.27)
L’expression [,u+af2] est appelée cumpulsion » |
L*équation de conservation de I’énergic s’¢erit .
5
fr+ Y = gsle {IL.28)

Dans le cas d'un gaz calorifiguement parfait (h=Cp.7) I'équation d’énergie
s'éeril
2 2
Qm+%=@n+% (11.29)

Avee 1’équation des gaz parfaits donnée par la relation ;

p=prd (I1.30)
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[1.5.3 Relations entre les paramétres du fluide en amont et en aval de
I'onde de choc:

La combinaison des équations dc base des ondes de choc permet de trouver
des relations entre les pressions, les températures et les vitesses de part et d"autre
part de I"onde de choc.

11.5.3.1 Expressions des paramétres en fonction _des nombres de NMach
amont et aval de Ponde de choe :

(a) Rapport des pressions des températures statigues:

L’équation (I1.27) nous donne avec I'équation d’état

)
L5} i =
+pu-=pll+— |=Cste=pll+py M~
p+pu p[ rIJ p( y )
2
ou M =—
rri
I'équation (I1.27) s’écril :
Py l+p.M?
= 5 (11.31)

De méme pour I'équation (11.29) en compte tenu de I’équation d’état
devient

2 LA ¥
CpT, + ”?‘ =Cpl {1 i 2;:?? ] = CpT, (1 + ?'—"M;J
]

i (1132)

bk |
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b) Rapport des masses volumigues :

[>"aprés I'équation d’¢tat, le rapport des masses volumiques est donné par

(11.33)

1+ }"_I ..!H; ]
re 2 *{H}cﬂa’,}

11.5.3.2 Relations entre les nombres de Mach amont et Aval de Nonde de
choce :

L’équation de continuité nous donne :

w _ M4
HE MQAE

> |5

Iin utilisant I"équation d’état, et I'expression du vitesse du son :

pp L _ M T
J'-"’I.TE My \ T,

Py _ My [T
o M\

soit: (I1.34)

La combinaison des équation (I1.31) et (IL32) avec (I1.34) permet de
trouver une relation entre les nombres de Mach a 'amont et a [’Aval de 1'onde
de choc :

gl o
1+y MY _ M, _H; | k

La résolution de cette équation se fait en élevant les deux membres au
carre, puis en notant que elle est symetrique en M; et M,
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M? =M} est donc la 1° solution de cette équation du deuxiéme degr¢ .
la seconde solution est :

J‘I.fflz+|:ij:|
) R e (11.35)

M|
y—1

Cette relation entre M; et M, est représentée sur la figure (I11.6)

M,
0.8
0.6

0.4

0.2

Fig:IT.6 Relation entre les nombres de Mach de 'écoulement a
I' amont el a I'aval d'une onde de choc

11.5.3.3 Expression des paramétres en fonction du nombre de Mach amont :

La relation (11.35 ) permet d’exprimer les rapports des divers grandeurs en
fonction que du nombre de Mach amont M.

a) Rapport des pressions :

3 ==
8 W e 11 (11.36)
A v+l i :
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h) Rapport des températures :

1’_2:[2?‘ .uf_f‘]J* ety (1137)
o Ar+l y+1) Lyl (p+1)M]
¢) Rapport des masses volumigues :
Py _ 2+ ly—Mf (1138)
e (p+1pgf

11.5.4 Variation de entropie d'une onde de choc droite :

|.’une des expressions générales de la variation d’entropie pour un gaz
parfait cst ;

. ¥
2y i 5 lMﬂ
S, -8 =Cvln [ uk-] J S — (11.39)
r+l ¥+l J’HM.Z |
2 )

En remarquant que cette variation d’entropie devient négative si M;<l1, ce¢
qui n’a aycune signification physique.

Alors I'onde de choc ne peut donce existe que 51 My=1.

11.5.5 Equation_de Hugoniol :

(Relation de Rankine-Hugoniot pour les ondes de choc de droites)

La relation de Rankine-Hugoniot lie les pressions amont et aval aux masscs

volumiques amont et aval. Elle remplace 1'équation de Laplace (pl.v{v = pa v} ]
La loi de compressibilit¢ dans le cas d'une onde de compression par une onde
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de choc de droitc est appelée aussi loi de I’adiabatique dynamigque.

{}’+I_{f"1.)—(r~'}
Py R . (11.40)

e )

2

L& ¥
La courbe obtcnue en portant, —e¢n abscisse et P2 en ordonnée est une
) s

hyperbole équilatérale, c’est I'adiabatique dynamique suivant 'cxpression
d’Hugoniot opposée aussi a I’adiabatique statique ou 1sentropique.

. b mﬁfrht?w

_L-IJ ‘ 1 q‘m‘é
! Fj . r .
| ?) o ,___I‘.{.Mrl,}l'l’h.'m fmr e e Chazh( H u?mmf )
-H-.u-—-fM/{AﬂSzan sentropayae [ X 4 lace
2 ; e
! L]
: :
o, P S
1/K 1 A \:::)

Fig:11.7: compression par onde de choc droite(Hugoniot)

s Dans la compression isentropique, I"asymptote est I’axe vertical ccpendant
dans la compression par onde droite I"asymptote est égale 4 : _;{z f:_i
¥ -

o Le rapport £2croit plus vite que pour une compression isentropique de
by

i - . ‘ . . .
méme rapport—2 ce qui laisse prévoir unc augmentation plus rapide de la
|

lempérature.
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Ia _pPr P
[neffet: = ==
L b P
!
Py IT%
nL_pm r-l
Ona: T, ﬂ+?”_+] (11.41)
P v-1
Fo
15 : i
au licu de T“ = [‘E] 5 pour l'tsentropique.
| |
Tg , 2 .
[.a courbe oblenue en portant Toen ordonnée ct FT en abscissc cst
] i

_?

|

Fig:11.8: Rapport de température en fonction de
rapport de pression

[1.5.0 Relation de Prandll :

Nous allons maintenant montrer que 1’écoulement en aval d’unc onde de
choc droite dans la direction de I'écoulement est nécessairement subsonigue.
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Pour cela, reprenons I’¢quation de conservation de I'énergie

2 2
o A W S A i

2 y-lp 2 -1 p

F'n pariant de I'équation de continuité et de quantites de mouvement el en
introduisant la vitesse de Laval on obtient :

a? =u .y (11.42)
Cette demiére relation (11.4.2) est connuc sous le nom de relation de
Prandtl.
; : u
Si on introduit la vitesse réduite, Ly = o )
7
H iy
Lt!l e et "r'-n'E = T
ar, dj
w=lpay
=
=lazay,
On obtient .
LaLs, =1 (11.43)

= Remarque :

[.’écoulement est supersonique cn amont de 1’'onde de choc droite (M>1)
ce qui entraine 1, <1, la relation (11.43) donne L,o<, Ce qui entraine qu'en
aval de I'onde de choc normale M,<l et par conséquence le régime cst
subsonigue.
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Chapiire I - Formulation mathématiques des équations d' Euler

111 .1 Introduction :

L’ensemble des équations ct des conditions aux limites utilisées pour
décrire mathématiquement les problémes de mécanique des fluides | est appelc
« MODELE MATHEMATIQUE » qui sert 4 gouverner le phénomene
physique étudic,

[.’utilisation d’un modeéle mathématique simplifié sous certans
hypothéses valables pour une classe donnée d’écoulements présente un double
intérét ; tout d’abord, I'établissement du modéle simplifieé oblige a bien
distinguer les phénomenes physiques qui sont importants ¢t ceux que I'on peut
negliger.

Cette compréhension des phénomenes physiques est tres utile cf
indispensable pour la mise au point d’une méthode de résolution, .

A hautes altitudes ou le libre parcours moyen est plus grand que la
longueur caractéristique, le régime d'écoulement cst dit « moléculaire libre » ct
le milieu devient discontinu. Par conséquent, 1'équation de continuité n’cst plus
valide. Dans cc cas le phénoméne physique est gouverneé par I'équation de
Boltzmann qui cst 1rés complexe a résoudre que celles de Navier-Stockes.

Ces dernieres, sont issucs de l'équation de Boltzmann en introduisant
I’hypothése de continuilé de fluide et qui restent toujours complexes & résoudre.
Dans notre étude, on s'intéresse au phénomeéne physique bidimensionnel
gouverné par le modéle d’équations d’Euler obtenu a partir des équations de
Navicr-Stockes en posant I'hypothése d’un fluide non visqueux.

11i-2 Hypothéses :

Pour étudier le comportement d'un fluide compressible le long d'une
tuyére, nous allons admeltire les hypothéses suivantes :

1- Fluide compressible {p = Constante)

2- Fluide non visqueux (g4 =0)

3- Ecoulement bidimensionnel (2-D)
4- Ecoulement stationnaire

5- Ecoulement adiabatique

6- Gaz parfait (p=p.1. 1)

7- Forces dc gravité ncgligeables

3é
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I11.3 Formulation mathématique d'équations d’Euler :

Le comportement physiquc d’un écoulement non visqueux dont le
caractére convectif et dominnant est décrit complétement par la résolution
numérique du systéme d’équations d'Huler en partant d’une formulation
mathématigue adéquate.

Selon le choix de variables utilisées (conservatives, primitives ou
caractéristiques), diverses formulations peuvent €ire obtenucs. bn effet, a lande
des matrices jacobicnnes et les matrices de passage, la connaissance d'une
variante permet d’obtenir d’autres variantes équivalentes.

L’analyse dc caractére du systéme d’équations d’Euler par rapport a
I"espace prend dillérentes natures selon le régime d’¢coulement ‘subsonique,
transsonique ou supersonique. En effet, la naturc des équations d’Euler est
elliptique pour un nombre de Mach (M<l), parabolique pour (M=1) et
hyperbolique dans le cas supersonique (M=>1).

Sachant, que le choix de la méthode de résolution est imposc par la
connaissance de la nature du systéme d'équations d Euler , I'¢coulement interne
dans une fuyére supersonique convergente-divergente est caractéris¢é par la
présence des trois régimes d’écoulement possibles. A Dentrée dans le
convergent de la tuyére I’écoulement est subsonique et dans le divergent est
supersonique aprés avoir ¢1¢ transsonique en passant par la région du col. Ce
changement du caractére d’une région a une autre rend la résolution numerigue
trés difficile en ajoutant la difficulté rencontrée dans le schéma numérique
approprie a chaque région.

Pour remédier a ce probleme, lanalyse du caractere du sysieme

d’équations d’Fuler sera faite par rapport au temps afin de garder unc seule
nature. Cette demiére est hyperbolique en introduisant la vanation selon le

(&)
temps | —| .
o

111.3.1 Formulation conservative :

la forme conservative des équations de I'écoulement compressible est
donnée par COURANT et FRIEDRLCIIS (1943) mais LAX (1954) ‘était le

3%



Chapitre 1l Formulation mathématiques des équaiions d'Luler

premier qui a utilisé cette forme pour accomplir récllement un schéma en

différences finies, nécessaires pour un calcul correct des

mtensités  de

discontinuités. Pour un écoulement bidimensionnel et dans un systéme de
coordonnées cartésiennes les équations d'Buler d'un écoulement compréssible

nerle s'écrivent ;

gt/ @

by o (£ B iG(L-’): 0
&y

o ox

le systéme (111.1) est hyperbolique non linéaire couplé

U

(H1-1)

(111-2)

U est le vecteur de « quantités conservatives» qui posséde quatre

composantes |

p esl la masse volumique

u, v sont les composantes cartésiennes de la vitesse

p est la pression
E est I'énergic specilique totale

S L I R
A

ul pE+ p) |

F(U) et G(I) sent les [ux convectis

respecltivement .

L’énergie interne est reliée a "énergie spécifique totale par .

3e

el
Je2i%
o +p

Mo+ p)

dans

(111-3)

les directions X.v
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e:n—%(uh vz) (111-4)

Dans le cas d'un gaz calorifiquement parfait, on a

p=-1)pe=(-1)0p|E-050>+v?) (II1-5)

I11.3.2 Formulation quasi-linéaire :

Afin d'illustrer les propriétés mathématiques pour le systéme d’¢quations
d’Fuler, il convient nécessaire, d’obtenir un systéme d’équations du premier
ordre en terme de vecteur des quantités conservatives U,

I11.3.2.1 Lecs matrices jacobiennes pour les variables conservatives :

Fn introduisant les deux matrices jacobicnnes A et B, la formulation
quasi-lin¢aire s écrit

ou L 8U L 8U _

+ A +B—=0 !
o T o (5}
aveo:
ar oG
A= e :
ET U ai=n

les matrices A ct B ont les expressions suivanies |

i 0 1 0 0 ]
y;—3ul+y;]v1 (3-y)u (=1 (y-1)
= —uv v u 0 (111.8)
—varE +(p — il [y.E - %—i{vz +3ui)} e T
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0 0 1 0
—uv v H 0
B= gvz+.}i._—11;2 —(y—1yu (3—pw )
2 2 (1119}
: -3 =L 5 2
—}1:.-’3+{_}'—l)wr —{y—TDuv (}’.E—T(H + ]] yy

# est le vecteur vitesse de composantes u,v dans le systéme de
coordonnées cartésicnnes (X.y).

111.3.2.2 Les matrices jacobiennes pour le variables primitives :

Vue I'importance des valeurs propres dans | ¢tude numernique du systcme
d’équations d’Euler, il est plus commode d obtenir ces valeurs en partant d une
formulation non conservative basée sur le vecteur de variables primitives V. Ce
dernier, est généralement impos¢ par les conditions aux limites physiques.

7
7
. (111.10)

b

En I’absence de la conduction ct sources de chaleur, de plus, les forces
extérieures sont négligées, les équations d’Euler peuvent s’écrire sous la torme ¢

P _a = .
+uVp+pVii=0
cf
_—— ‘:‘?
X @i+ -L2=0 (.11
il £
ok

-

ot

FEDE 9 () =0
P

LLa derniére équation (conservation d’énergie) peut étre transformée a une
équation pour la pression p. Afin d’obtemir cette équation, on introduit
I"hypothése "d"écoulements isentropique " a travers les relations :

R
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e=e(p.s)
o .
£ | =d*
op
(a): esl la célérité du son.
. Ce .
de=— |.
ap "

: : . d 2 e . ;
La dérivée isentropique T; | peut étre déduite a partir des relations
L

thermodynamiques

Pl =" =y ply =10
p P

L.a condition d’isentropie, conduit 4 écrire .

ot
g’ op
2 o) 1, pfo)_
g " " p p\ép) pla
et dp=a’dp

Donc le systéme (111.11) devient :

A - =
Eé-lg+{ﬁ,?')p+p(\7. u)=>0

i - . ¥

[qu + (V) +—‘U={J (I111,12)
ot £

‘};’-"'r (i) p+ pat (Vi) =0

of

Avcce le vecteur de variables primitives V,
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P P
| B i
S % (111.13)
p| l-ndE-0d +v)
Ainsi, la formulation quasi-linéaire (I11.6) s’écrit :

aV ~aV ZdV

——4A4—+B—=0
ey (111.14)

Les matrices jacobiennes 4 et B ont de expressions simples que celles
des matrices ActB . -

u p ,
1
@ - 4] w T
A= e (11L.15)
- . 1 .
i pa® u
o
= ¥ i .
B= . L (111.16)
it
il pefl 3

111.3.2.3 Les matrices de passage entre les variables conservatives ct les

variables non conservatives :

La malrice jacobicnne de passage de wvariables conservatives aux
variables non conservatives est définie par |

o/
3,4

M=

(ITL.17)

par suite, on trouve :

ba
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l | 3
] yel :
M= Y - £ (111.18)
L pu pv 1
2 |
Puisque le déterminant de M =—L—=0 (y=1), il existe unc mairice mverse
(P
2 : i
u 1
e 2
M = (T11.19)
v . 1 . !
p J|l'.'J
r; it v7) ~{r-1 =G~y y-1

det M =£-:'—!~:- 0

Fal

| Midentification entre les deux formulations (111.6) et (Il1.14) (aprcs
quelques développements) nous donne

A=M"' AM A=MAM!
ol (HL.20)
B=M'BM B=MBM!

Si on considére A4comme un vecleur matrice a pour composantes les
matrices jacobiennes A et B, aussi méme choss pour le vecteur matrice Ade
composantes A et B, on peut €crire :

I
=
==

?.@ et K
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Avec XK [?] indiquc une direction arbitraire de propagation des

caracteristiques.

La matrice K a les mémes valeurs propres que la matrice K a travers la
relation de similarité suivante

K=M'KM (111.21)

Pour cela, il est plus pratique d’analyser les valeurs propres du systeme
d’équations d’Euler en utilisant la matrice K basée sur les variables primitives,

111.3.3 Formulation caractéristigue :

La formulation mathématique des ¢quations est dominée par le caraciere
hyperboligue (par rapport au temps) d'équations d’Fuler.

Du fait que les phénoménes de base sont de nature convective ou de
propagation, les caractéristiques du systéme d’¢quations d’Euler et leurs
propriétés jouent un role essentiel dans la description mathématique et aussi
dans plusieurs techniques numériques de discrétisation, en particulier dans
I’étude des conditions aux limites physiques et numériques. Cependant, une telle
analyse nécessite la connaissance des valeurs propres ct les vecteurs propres
associés.

Pour le cas monodimensionnel, les équations d’Euler s’écrivent sous la
form¢  conservative suivanle |

B 50 [1122)
& o i

Le cas multidimensionnel et particuliérement, le cas bidimensionnel dont
la matrice K se réduit 4 la matrice A .

A; désigne les valeurs propres de la matrice A obtenues a partir de :

det|A1-4=0 (I11.23)
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ou 0 u-4 =0 (111.24)

Un calcul direct donne
B 5w
ASl. A (111.25)

. A

A est la matrice diagonale de toutes les valeurs propres :

A =u -
A, =uta (I11.26)
A; =u-a

Du fait du caractére hyperbolique de |'équation (11122), les valeurs
propres de la matrice A sont réelles. La matrice A peut étre écrite sous la
forme :

A= B ™ (111.27)

17! désigne la matrice de vecteurs propres gauches associés & chaque
valeur propre A; et qui nous permet de définir unc nouvelle ensemble des
variables en partant de variables conservatives U ou de variables primitives V 4
|’aide des matrices de passage PetL .

SW =[5V
(111.28)
SW =P8

ot I'indice d indique unc variation temporelle . ou spatiale ai et W le
X

vecteur des variables caractéristiques.

La figure (111.1) ci-dessous, résume les relations mathématiques entre les
trois différents groupes de variables :

y$
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W
L

Fig.111.1 ; Relations entre les trois types dec variables
Conscrvatives U, primitives V et caractéristiques W

Ainsi, aprés développement, on obtient les différentes matrices de passage

|
F] i L
r
pra e 3 ) (111.29)
P
L 1 - —1—-
- pa
S
il 2a
| 1
L=l o o (111.30)
o 4 —pa
© 2 T2

Les matrices P et # 'en variables conscrvatives jouent un réle sumilaire &
celui de L et 77! en variables primitives respectivement | elles diagonalisent la
maltrice A {A=PhP'] :

4
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P'=-L'"M'=

P=L.M=

i

i
2

&1}1 ﬁp_a_zci)

sw=| M2 | =& @
&1;3 o

- l-@}
e

) Hahebl 2

- Formulation mathématigues des équations d'uler

]
g g

2 _£&
2a 2a
£[ﬂ+a) " {u—a)
_2u
P | B e
2q 2 y=1 2a| 2 y-

(H1.31)

(111.32)

(111.33)

Les trois composantes de vecteurs dW (en bidimensionnel : quartes (04)
composantes) se propagent respectivement le long des caractéristiques Cy , Cy ¢t
C. avec des vilesses de propagation associées u, uta et u-a (sont les valeurs
propres du systeme) (Fig.111.2)
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Y

Fig 111.2 | es lignes caractéristiques dans le cas monodimensionnel.

[ intérét pratique de variables caractéristigues réside essenticllement dans
I’étude des conditions aux limites selon le régime d ¢coulement ; subsonique ou
supersonique (le nombre de conditions physiques a imposer a 'entrée ou a la
sortie du domaine de calcul).

IIL4 Conditions aux limites :

Le traitement des conditions aux limites ¢st un probléme crucial. 1l existe
différentes catépories de conditions aux limites, telles que conditions aux
surfaces frontiéres et 4 la paroi.

Un tel schéma numérique destiné a la résolution d’équations d’buler,
nécessite un traitement spécial des conditions aux limites et de savoir adapter
convenablement c¢es demiéres au probléeme posé. La diversité des conditions
aux limites 4 imposer dépend essentiellement de la nature d’écculement entrant
ou sortant & travers les surfaces frontiéres. Afin de concevoir une idéc globale et
précise sur I’adaptation des condilions aux limites au I'un de deux cas possibles
d’état d’écoulement :subsonique ou supersonigue d travers les frontieres limitant
le domaine de calcul. on considére le cas unidimensionnel schématisé par la
figure (I11.3).
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T 4
WJ.
7 C- Sortie |
;/fé .:" W SUpersonique {//4
. g
| i o A
S we T
S .
é Enirée Wi Co /
_/ sqpcrsnniqur: W4 C- ! / e
%=1 =L

....
—— -

Entrée
Subsonique

Fig:111.3: Conditions aux limites pour un écoulement
monodimensionnel non visqueux,

les variables caractéristiques et par suite les directions des lignes
caractéristiques (C. ,Cy .C. ) jouent un role prépondérant dans I'étude  des
conditions aux limites. Cependant, les directions des lignes caractéristiques sont
délerminées par les vitesses d'ondes de propagation ( les valcurs propres de la

matrice jacobienne : As) du fuit de la nature hyperbolique des équations d'Luler,

A cet effet, chaque direction joue le réle d'un transporteur d'information
exprimée comme étant une contbinaison de variables consevatives ou primitives
de lintérieur du domaine computationnel vers la frontiere externe.

Selon les valeurs propres de la malrice jacobienne {u,u+a} qui définissent
les directions caractéristiques, on peut classifier les conditions aux limites
imposées aux frontiéres en deux catégories:
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Conditions physigues:

l.e nombre de conditions physiques & imposer dépend de la nature
d'écoulement: subsonique ou supersonique a l'entrée oun a la sortie. A l'entree ce
nombre est déterminé par les valeurs propres positives (l'information se propage
de la surface (rontiére vers I'intérieur du domaine computationnel ). Cependant a
la sortic du domaine computationnel, cc nombre est déterminé par les valeurs
propres négatives.

Conditions numérigues :

Leur nombre est lié étroitement au nombre total de la premigre catégorie. A
l'entrée du domaine computationnel, c¢ nombre est déterminé par les valeurs
propres négatives(caractéristiques sortantes). Pour cela, l'information se propage
de Tintérieur du domaine computationnel vers les surfaces frontieres sur les
quelles I'état d'écoulement est déterminé numériquement et considéré comme
¢tant une partie de la solution final.

Cependant 4 la sortie, le nombre des conditions numériques est égal a cclu
des valeurs propres positives.

Dans le cas d'écoulement monodimensionnel, le nombre de variables
indépendantes égal 4 trois et par conséquent le nombre des conditions physiques
ou numériques se propage entre zéro et trois (quatre dans le cas bidimensionnel).
Les différentes cas possibles sont résumés dans la table(11.1)

Subsonique Supersonique
Condition physiques @ w,w; W, Wa, W5
Entrée
Condition numerique : ws I =
Condition physique: w1 _
Sortie =

Conditions numériques : W, w Wi, W32, W3

Table 111.1: conditions physiques et numériques pour un écoulement
monodimensionnel.
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['analyse précédante des conditions aux limites dans le  cas
monodimensionnel reste valable dans Ic cas bidimensionnel en remplagant la
composante de la vitesse unidimensionnelle # par la composante normale de la
vitesse v . A cet effet, les valeurs propres sont v,qui définie la composante
normale de la vitesse et les deux valewrs v, ta

111.4.1 Condition aux limites & l'entrée :

111.4.1.1 Entrée subsonique:

Le régime de I'écoulement est subsonique dans la direction normale a la
surface frontiere Fig(I11.4). Dans ce cas, deux valeurs propres sonl positives {vy
vita), et les deux caractéristiques se dirigent de la frontiére vers l'intérieur du
domaine, cela entraine d'imposer deux conditions physiques (par exemple
pression totale et température totale).

1, 'utilisation des invariantes de Riemann permet de calculer toutes les
variables non spécifiées en intégrant les variables caractéristiques.

Domaine de calcul

Entrée Entrée
_'..ﬁ - Condition ] vy |
e u Z | == . n*n
- . —  physique -
E ; - (voHa) i,
:_r_'__.' e Condition > '
== i u-a }——' numérique : o 1
" .
7
(a) unidimensionnel (b) bidimensionnel

Fig.111.4 surface fronti¢re: entrée subsonique
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Remarque:

#i: vecteur normal a la surtace frontiére, le vecteur i est dirigé vers
I'intérieur du domaine computationnel

f
l vecteur unitaire normal associé | 1

=i
- S

i11.4.1.2 Entrée supersonique:

Ce cas peut avoir lien dans un écoulement supersonique dans le divergent
de la tuyére Fig(111.5.a). Sachant que toutes les valeurs propres sont positives el
toute les lignes caractéristiques se dirigent vers l'intérieur du domaine
computationnel, cela entraine d'imposer toutes les conditions comme etant deq
conditions aux limites physiques.

W —p-

i,
B DIVERGEN

5 1 (T -~ .- S | RO »

V=il M —

Fig.111.5a: surface frontiére; entrée supersonique
dans le cas d'un divergent

FEntrée 25
e ¥y Tn
= ‘onditions physiques
E (V)] piysiq
B o . Domaine de caleul
_:_..i” (Voi) 1 H
- i
(b) A

Figl1.5h: surface frontiére: Entrée  supersonigue
dans le cas bidimensionnel
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111.4.2 Conditions aux limites 3 la sortie:

111.4.2.1 Sortie supersonigue:

Dans ce cas, toutes les lignes caractéristiques se dirigent de I'mtéricur vers
la surface frontidre [ig 1T11-6. A cct effet on n'impose aucune condition physique;
I'état d'écoulement sur la frontiére. est lié numériquement (sortante) aux €tats
des mailles internes adjacentes (conditions aux limites numériques).

Sortie
ﬁ B ) ™
—_— =7} ln('h’nl)
n 4 — ] «(|vq|ta) 1, >_ Conditions
=] numérigues
Domaine de = -
calcule i ~(|val-a) 1,

A

Fig.I11.6; Surface frontiére: Sortie supersonigue
dans le cas bidimensionnel.

[.es conditions externes n'ont aucune influence sur I'écoulement interne a la

tuyére, d'oii l'utilisation de l'extrapolation pour le calcul des conditions aux
limites a la sortie,

Les paramétres a déterminer sont la vitesse axiale u, radialc v, le pression
p. et la densité p.

111.4.2.2Sortie subsonique: cas d'un cony

ergent (fuyére simple)
Ce cas peut avoir lieu dans un écoulement isentropique subsonique

dans une (uyere convergente-divergente ou un écoulement dans une tuyere
simple (convergent seulement).

Deux valeurs propres sont positives ( [val.|va[+a) et une valeur est
négative (|v,|-a). Ainsi deux caractCristiques se dirigent vers l'extérieur et:
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seulement une seule caraciéristique se dirige vers I'intérieur, cela entraine
d'imposer une seule condition physigue a la sortie .

i
\\:q_l {-|v”|‘_a}_-|‘ﬁ
. : {"|Vul+a.\"_lrn
i s ST
_,.--"'"_'_'_.-._F-_-_—-_-_- 'i"'ru| Lo
/ ] - Condition
=% (-[vil+a)l, physique

Domaine de =
ua]cul fre—— "{|V[t|+a“n
Conditions

; NUmMeriques
-l

0631 o R

Fig.I11.7: Surface frontiére: Sortie subsonique
Cas d'un convergent (tuyére simple)

I1.3.4.3 condition au limite 3 la paroi :

Une seule condition physique a imposer: Ta vitesse normale a la paroi est
nulle (v,=0). Cette derniére est traduite par une seule ligne caractéristique qui se
dirige de la paroi vers l'intérieur du domaine computationnel .

| es variables manguantes définissant I'étal d'écoulement a la parot. cn
particulier: la pression ct la vilesse tangenticlle sont déterminces numériquement
en partant de celles de mailles internes adjacenies.

Du fait que la vitesse normale v, a la paroi est nulle, toutes les composantes
du flux convectif & travers la paroi s'annulent et la composante normale du
vecteur flux se réduit & l'expression :
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0
T T pn\-
:[_FI +{:‘ff]]n L ‘[j”__'_l (111-34)

0

F.1

ft

ou: I est le vecteur flux, ct n, , n, les composantes du vecteur normal

= unitaire dans un systeme de coordonnées cartésiennes.

On constate que a la parei, seule la contribution de la pression est
considérde.

Marai Pauni

Fig.111.8. Surface frontiére : Paroi d'obstacle dans le cas bidimensionnel

1L.4.4 Conditions aux limites sur I'axe de la tuyeére :

S§'il s'agit d'un probléme axisymétrique on doit ajouter les conditions
approprices sur l'axe de la tuyére,

Dans ce cas, les conditions a imposer sont:

Vitesse radiale v=0, car I'écoulement cst paralléle a I'axe de la tuyére ainsi
dans le plans des coordonnées généralisées (£.77). les dérivies de Loutes les

paramétres u,p et p par rapport 4 5, sont égales a zéro pour raison de symétrie.

; 'i
B _B_8 (I11-35)
cnp 8n dn
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Chapitre £V - Résolution numérique d'égquation d'Euler

1V. 1_Introduction:

Ce chapitre s 'msére dans le cadre du développement d'un schema
numérique pour la simulation d'écoulements bidimensionnels non visqueux et
compressibles a l'intérieur d'une tuyére supersonique.

Le systeme (111-1) des équations d'Fuler est hyperbolique non linéaire, Un
s'intéresse aux solutions stationnaires que l'on obtient par intégration en temps a
partir d'une condition initial arbitraire. Cet artifice est utilisé pour le calcul
d'écoulements contenant des régions subsonigues ( la partic convergente d'une
tuyére supersoniques Mach <1 ) dans les quelles le sysieme stationnaire est
elliptique,

l'intégrations en lemps est donc utiliseée pour construire un processus
itératif convergeant vers la solution stationnaire. En effet , a I'heure actuelle on
peut cité plusieurs approches numériques. La table (IV-1) nous donne une
classification simplifiée dc différents schémas numériques imporianies et
largement utilisée en suivant la chronologie historique,

Discrétisation couplée: espace-temps Discrétisation découplée espace-
) intégration en femps
Schémas explicites Schémas expliciles:
Schéma de Lax-Friedrichs Schémas de Runge-Kutta:
(1954) d'ordre 1 Jameson,

Schmidt et Turkel (1981)
Schéma de Lax-Wendroft
(1960} d'ordre 2

Schémas a deux pas (deux etapes):

Richtmyer et Morton (1967)

Schémas centrés MacCormack
(1969)

Lerat et
Peyret (1974)

Schémas implicites: Schémas implicites .
MacCormack (1981); Casier, Briley et McDonald (1975)
Deconinck Ream et Warming
el Hirsch (1983) (1976)
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Lerat (1979, 1983)

IDécomposition des flux
Courant, Isaacson et Reeves (1952)- schéma décentré d'ordre |

Moretti (1979) -Schémas non
conservatifs + méthode
Schémas décentrés d'ajustement du choc {shock
fitting)
Steger et Warming (1981)
Van Leer {1982)

Meéthodes de tvpe Godunov-Solveurs de
Riemann

Solution exacte du probleme de Riemann:
Godunov (1959) - d'ordrc 1 -
Van Leer (1979) - d'ordre 2
Woodward et Colella (1984); Ben-Artzi
et Falcovitz (1984)

Solveurs de Riemann approchés:
Roe (1981)
Engquist et Osher (1980); Osher (1982)
Harten, 1ax et Van Leer (1983)

Schémas TVD explicites décentres
Boris et Book (1973). Van Leer
(1974,1979)

Harten (1983, 1984)

Osher (1984}, Osher et
Schémas de haute résolution Chakravarthy (1984)
TVD
(Schémas non linéaires) Schémas TVD implicites décentrés

Yee el Harten (1985)

Schémas TVD  (implicites  ou
explicites) centrés

Davis (1984); Roe (1985). Yee
(1983, 1987)

Table IV.1. Schémas numériques pour la résolution d'équations d'Culer
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1V.2 Schéma de MacCormack en monodimensionnel :

I.¢ schéma dec MacCormack (1969) ¢st le schéma le plus populaire parmi
ceux qui appartiennent a la famille des Schémas dite “de Lax-Wendroff a deux
pas™. Ce schéma aux différences finies a été développé par Robert MacCormack
a la NASA et publié en 1969.c'est un schéma centré 4 deux pas selon la
discrétisation couplée (voire la table (1V-1)

Afin d'illustrer les caractéristiques du schéma utilisé, on considere 1¢1 le
cas monodimensionnel,

Le schéma de MacCormack conticnt deux ¢tapes principales dans la
s¢quence | prédicteur-correcteur.
Les valeurs prédictives sont définies a (n+1) au point
correclion ou

Lites
1

suivies par I'étape de

le temps: " = nM
et I'abscisse : X, = 1Ax

En désignant par U, le vecteur des variables conservatives lors de

prédiction et par [ lors de correction; le systéme des équations d'Euler (1V.22)
s'écrit:

Prédicteur : U, =Uf - r( - F;-") (IV. 1a)
Correcleur : Fj = T r(-_,-” - F}-f,) (IV.1h)
’ a1+l I
Solution finale ; {/; :E(J" +U,-) (IV.1c)
avec |

- — Al

7=l s

i), el

L.'étape de prédiction est une discrétisation progressive en espace d'ordre
|, instable dans les vones supersoniques (valeurs propres positives de la matrice
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jacobienne A). Par contre, la deuxiéme étape (correction) est une discrétisation
régressive en espace d'ordre 1. instable dans les zones subsoniques (valeurs
propres négatives dc la matrice jacobienne A). Cependant, les errcurs de
trancation s'annulent & chaque pas de prédiction-correction et le schéma plobal
devient stable, précis au second ordre.

Le schéma de MacCormack peut étre écrit en terme de variation AfJ
comme suit:

-

Al = %(xr_j + Al ): —%[p;{'l ~E 4 T F;.f]] (IV.2)
ol

AU =7 - U (variation prédictive);
Al =7 i7" {variation corrective):

AL =1 — 1" (variation totale).

IV.3 Extension du schéma de MacCormack au cas 2D bidimensionnel :

Les approximations dans le cas bidimensionnel sont obtenues comme
extension du cas monodimensonnel (1D). L'approximation spatiale nccessite
sept points pour construire une cellule d'intégration C, (Fig.IV.1). Du fait que le
schéma de MacCormack combine deux versions de discrétisation: direcle et
inverse lors de prédiction et correction séparément, on peut obtenir quatre
schémas différents en combinant les diverses discrétisations possibles sur les
deux composantes du flux convectif I' et G (Fig.IV.1}L

Selon la version directe-direcle citée dans le paragraphc préceédant |, le
schéma de MacCormack pour le systeme d'équations d'LEuler (2D) (Eq.IIL 1)
s'écrit:

Prédiction U,=Us-r (B, ~F)-1|Gh-G)  av3a

Correction : U, =Up - r_f:}ﬁj‘! - f] - rr{'»{_j,lf —r:'}:.!._,] (1V.3h)
; N 1y— =

Solution finale: L= E[UU + U,J.) (IV.3c)
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varialion lotale :

]

ou' :
; R (M
;'il["” ={J i _L)”
(1v-
= I ( == = )
AL = E AL i+ ‘ﬁ"U!f

3d)
et :

Al Al

L, =— P =
X el
Jil' + rﬂy
Version © directe-directe Version : dirccte-inverse
L & i+l ¥
Y
C P \ [ %
i ay £ L i s i h C
C P C /
/
j | 1 = 'R _-}—_:— - " j I '| ':‘-j/ -
L [

P : Points prédictifs
C : Points correctifs

Fig.1V.1. Cellule d'intégration C; pour le schéma de MacCormack

[V.4 Critére de stabilité du schéma de MacCormack:

I.e schéma de Mac Cormack est un schéma explicite et par suite il est
conditionnellement stable.

On dit gu'un processus de calcul est stable, si les érreurs d'arrondis ne

s'amplifient pas au fur et a mesure que les calcules progressent. Aflin d'éviter
tout instabilité, il faut vénfier selon Newmann le critére de stabilité détermine
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par le nombre de courant, ou C.F.I. (Courant-Fridrichs-Lewey) qui se iraduit par
le At (accroissement du temps)

a— L

Ou At < ‘H‘T{I Coee= (1)

Ou' L est une longueur caractéristique.
U vilesse caracléristiques,
a vitesse du son.

Pour un systéme d'équations d'Euler en coordonnées cartésiennes, le critcre
de stabilité est donng par:
I Ax.Ay

M pra P ay A afact + A2
Ax Ay

IV.5 Traitement des conditions aux limites :

Le traitement inexacte des conditions aux limites ménent a des crreurs
sérieuses qui peuvent conduire a l'instabilité de schéma numérique.

A cet effet des conditions aux limites et trés importantes dans toute élude
numérique et il est nécessaire de traiter convenablement ces conditions et de
savoir les adapter au probléme posé

Dans notre cas, la tuyére étudiée est transsonique; on peut distinguer

- Traitement des nceuds a l'entrée,

- Traitement des nceuds a la sortie.

- Traitement des nceuds a la paroi.

- Trailement des nceuds sur l'axe de la tuyére, sl s'agit dune tuyere
axisymeétrigue.

1V.5.1 Traitement des neuds 4 'entrée :

En générale, deux types des conditions aux limites 4 l'entrée sont a traiter
alors on distingue :
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» Régime d'entrée supersonique
e Régime d'entréc subsonique

IV.5.1.1 Régime d'entrée supersonigue

Par cc qu'on a le cas bidimensionnel alors le nombre des conditions
physiques a imposer est quatre, ccs conditions sont

La vitesse axiale : Uy ;= Heppee
La vitesse radiale :  #1; = Fenree
La pression statique : 21 — Pemrée

|.a masse volumique : 21 j = Pemrée-

La température statique est ¢valuée & partir de I'¢équation d'état des paz
parfaits :

1V.5.1.2 Régime d'entrée subsonique :

En utilisant la formulation quasi-lineaire développée dans le chapitre 111,
les variables caractéristiques correspondent aux caractéristiques sortantes ou
sonl déterminées par extrapolation 4 partir de domaine intérieur, ainsi les
conditions aux limites non spécifices sont évaluées d'une manicre consistante
avec les conditions imposées a l'entrée.

Cette technique est utilisée par plusieurs auteurs (Fotthib, Turkel,
Gustafsson et Oliger).

Comme on I'a vu dans le paragraphe (II1.3.3), le vecteur des variablcs
caracléristiques en bidimensionne! peut avoir aussi la forme suivante :
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p-atp
v

W= .
F'_a":'pﬂplrn

| Pp+Ppaphy |

avec |
l'indice "p" est relatil aux valeurs calculées au temps précédent.
v, et v, sont les composantes de la vitesse normale ct tangenticlle.
Si on désigne par les indices "ext", "ent" respectivement aux valeurs
extrapolées @ partir de l'iniérieur et valeurs imposces a l'entrée, on obtieni le
systéme d'éguation survant

2 2
.In - app = pﬁ'rﬂ H;‘.lpenf (I"Hriﬂ}
Vr = V!em {IV.5.b)
p'—p;ruppn = pfm' = ppapr;ﬂem ([VSL‘:I
p+pya, = P + ppaprmexr (IV.5.d)
on déduit :

] £
.P - Etprrxt + PH!TI' =2 PIJG,'I{VMH = I;.?‘ii'ﬁ'r J}

la masse volumique peut ére oblenue a partir de (1V.5.a) .

IV.5.2 Traitement des neeuds & la sortie:

Le traitement des neuds @ la sortie dépend aussi du régime d'écoulement
(subsonique ou supersonigue).
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1V.5.2.1 Sortie supersonigue :

Les conditions aux externcs n'ont aucune influence sur I'écoulement
interne a la tuyére d'on l'utilisation de l'extrapolation pour le calcul des
conditions aux limites a la sortie.

e - e

[max-2 [max-] imax

Uimax,j = 2““113?{—1,; ~Himax-2,

- — x — ._r
l’r‘nmt,_.r - 2'[ rmax 1.7 } imax—2X.f

pammrr,,r‘ Fet zpimax A P.f’m“_g_r

pim:lx,j = zpe'm,-tx—l,_.- - plmax. 2.9

1V.5.2.2 Sortie subsonigue :

A la sortie, une seule condition doil élre posée
7= P iomi= pmm_ﬁ,hﬂ,.,w} pour une tuyére adaptée
les composantes de la vitesse et l'énergie sont extrapolées a partir de I'intcéricur
de domaine computationnel.

IV.5.3 Traitement des neeuds & la paroi:

Sachant que l'écoulement est non visqueux, ¢'est a dire il n''y a pas de
frottement sur la paroi, donc 1'écoulement va étre paralléle a la paroi, ce qui
conduit a I'hypothése de (v, = 0) a la paroi.

Dans ce cas scule la force de pression exercé sur la paroi solide, dont son
gradient normal a la paroi est donné par la formule de Rizzi,

(x.x, +Y.¥n)p, + o, a— X, ¥ WX, +ut,)
e Kz +77) -
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1V.5.4 Traitement des neeuds sur I'axe de la tuyére (fuyére axsisymétriquej:

La méme méthode est appliquée pour déterminer les paramétres sur l'axe
de la tuyere, sauf que la vitessc radiale est nulle sur cel axe a causc de
I'écoulcment va étre parallele a cet axe.

o
On obtient B 0= 1w =u, Raison de symétrie.

an

cp

e T el S Raison de symétrie.

an

Vi;=0 l'écoulement est parallele a I'axe de la
tuycre.

a : :

_I—"; == i1 = Pio Pour raison de symétric. =

8

IV.6 Transformation des équations d'Euler en coordonnées
généralisées

Souvent, avant d'appliquer les algorithmes de résolution, le systéme des
équations d'Tuler doit étre transformé du domaine physique de coordonnées
(x. y) vers le domaine computationnel (de calcul) de coordonnées peneralisées

(& ) (Fig.IV.2).

La raison principale de ce changement du domaine est I'adaptation du maillage
aux méthodes de différences finies qui se basent dans leur implémentation sur
des mailles rectangulaires. Ainsi de transformer des surfaces a gcométries
complexes a des lignes de coordonnées constantes.
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e

X

Fig.IV. 2: Systemes de coordonnées cartésiennes el generalisécs

Dans le cas bidimensionnel, le systéme d'équations d'Euler (L11.1) écrit dans un
systeme de coordonnées cartésiennes (x,y) peut étre transformé a celui de

coordonnées généralisées (£ .1)) comme suit :
a” 4" &'

+ =0 b
a & a el
ou :
j‘."ﬁ rij‘" + ff(_!
J
g nd+ fj’,.G_ - U
H i V)

avec J cst la jacobienne de la transformation de systéme de coordonnees (X,y)
au systeme (£ .1).
Les sous indices désignent la dérivation partielle.

Tenant compte des relations :

w, =Jxe. 1= —dy g, ==dx.. &, =0y,

et J=£7,—E =(.~|:fg_u,r - X, _}':) e systéme (1V.6) est bien défini et similaire a

celui de (1111}, Ainsi, tous les aspects physiques et mathématiques presentes
précédemment {conditions aux limites, viscosit¢ artificielle) restent valables.
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IV.7 La viscosité artificielle :

|e calcul des ondes de choc pose un probléme difficile, mais essentiel, qui
a trouvé unc solution tout a fail générale price a l'idée de la viscosii¢ artificielle
due @ Von Neumann et Richtmyer {1950). Cette méthode consiste a4 modifier les
¢quations du fluide parfait en y introduisant un terme jouant le réle d'une
viscosité artificielle, construite de fagon a étre négligeable en dehors des ondes
de choc, ¢t a donner & celles-ci une structure visqueuse artificielle sur une
épaisseur de quelques mailles. Cette approche est trés puissante car elle permet
une “capture” automatique des chocs, quel que soit leur nombre “Shock
Capturing Method”,

Tenant compte de I'équation (1V-2), le flux numérique avee la dissipation
visqueuse (Mux numeérique modifié ) s'écrit .

—diipn (V. 7)

dveo |

F = AF e En)

it

2
et 4 est la viscosité artificielle de 2°™ et 4 °™ ordre, qui a I'expression suivante :
ff. = "-':_[ll'l('r-"r'u: o ‘T-"Ir') T EHJ(”;Q - ¥ 'r.l—l +3U, B U._t] ”VS}
|-:-| |+‘_ 145

le coetficient non linéaire £*'est calculé par

1

2y _ 22 .m]
B = 5 (&f +& (IV.9)
) I']'
0wl .
Ay = (2 (2}
£ =max(£®,2)
(ix i
A
aved .

: v P —2p; + by

5}2} :ati]qu!_l_a)! ‘{i—_l-l Pi T I—l[
P +2p:i+ Py

(1V.10)
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p est la pression.

1.e coefficient d'ordre éleve ¢ est défini par
P

4) : 4 %
"'F_: = max| 0,| @™ — &' 1’| f(qua}H_i (IV.11)
."--2 i E i
Les valeurs typiques des coefficients «' et o' sont :
1 1
'?]z— I'hz'— IVIE
4Ty “ %256 qv.12)

IV.8 Description de la méthode de génération de maillage :

La technique de génération de maillage, est basée sur le calcul des
coordonnées (x,y) des points de maillage, a partir d'un systeme de coordonnces
curvilignes déterminant le champ de calcul, ot toutes les équations physiques du
probléme seront exprimées dans ce champ .

Le maillage est construit par deux réseaux de lignes, le premier réseau de
lignes £(x.y) égale a unc constante sensiblement normale a la paroi de la tuyere,
et le second réseau de lipnes n(x.y), qui égale & unc constante logeant l¢ conteur
de la tuyére (fig.IV.3)

e

1

Plan physique
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Plan transformé

Fig 1V.3 Plan physique et plan numérique

Le maillage peut &tre aussi géncré de maniére a concentrer les lignes a
coordonnées curvilignes dans le plan physique, dans les régions de forte
gradients _pour ce but, un grand nombre de méthodes de génération de maillage
a ét¢ développé pour contrdler la distribution des lignes de coordonnées on
utilise les fonctions de contrdle (stretching functions).

Dans notre probléme on a choisi une méthode simple pour générer le
maillage & I'intéricur de la tuycre avee la conliguration du type en "H" qu'cst
bicn adaptée au ce type des problemes. Cette derniére est appeléc "Technique
de deux parois". la simpliciié de la méthode utilisée nous a permet de
développer un schéma robuste et maniable pour la génération de maillage.

Le raffincment de maillage dans les régions sensibles est possible grace
aux fonctions de condensations .

Ces derniéres sous leur forme classique permettent la concentration de
maillage au voisinage des surlaces frontiéres (a l'intérieur, & la sortie ou & la
paroi).

Pour une tuyére convergente-divergente la zone la plus sensible est la
région du col. 11 est trés pratique d'avoir un maillage fin dans cette région pour
améliorer 'efficacité dos schémas numériques utilisees. Pour cela on introduit
une nouvelle technique dite "Raffinement automatique”, Cette dernicre est liée

au changement brutal au niveau de la géométrie étudice.
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c
n=n: //______...——-—-——-—“—“_
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I— — b
a/

E - E.l E = Ez
Fig 1V.4 Technigue de deux parois
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Chapitre V' Résultats et interprétation

¥Y.1 Le code de calcul :

Tenant en compte des caractéristiques du probléme posé précédemment
et de modéle mathématique avec son schéma numérique qu'on a lui associé
pour la résolution, le but principal de notre travail consiste & I'¢laboration d'un
code de calcul capable de faire les simulations numériques nécessaires du
probléme considéré.

Dans ce but, on a développé un programme informatique édité en Fortran
910.

L'algorithme du code est le suivant

1) Initialisation de certains parametres .

2) Lectures des donnces.

3) Calcul des diftérenis parameires géométriques.

4) Calcul de la solution monodimensionnelle.

5) Initialisation de la boucle du temps t.

6) Calcul du Atmin & partir de la condition de stabilité de C-F-L.
7) Calcul de la solution bidimensionnelle par prédiction.

8) Calcul de la solution bidimentionnelle par correction.

0) Détermination du nouveau Al

10} Si la condition de convergence est vérifiée, sortir et imprimer les

Résultats, sinon reprendre les calculs a partir de (6).

V.2. Résultats et interprétations :

V.2.1. Le maillage :

La méthode de génération de maillage est applicable pour
différentes géoméiric données 3 la tuyére ( axisymétrique fig.V.1 tuyére plane
fig.V.7, divergent axisymétrique fig.V.8.)
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Chapitre V Résultats et interprétation

Ainsi, on peut obtenir un maillage fin Fig. V.1. et éparse Fig.V.1.

Souvent, le rattinement des maillages peut jouer un réle trés
important dans la résolution des problémes physiques. Dans ce but on a présenté
différents résulitats au raffinement du maillage a l'entrée Fig.V.3., a la sortie de
la tuyere Fig. V.4., et au voisinage de col Fig.V.6.. Ce dernier est utilisé pour
gouverné la région mixte au niveau du col .

De plus, la Fig.V.5, montre que le raffinement de maillage a la
paroi est possible pour un calcul éventuel de la couche limite.

V.2.2. Résultats du code :
Plusieurs tests ont été effectués en utilisant le programme établi.

Les rapports de pression caractéristique donnes par le programme

sont
Table V.1 Les rapports de pression caractéristiques (—F tattie ]
Plientrde
e e ___Tpsontgue . rpehoc rpsuper
Tuyére plane 8.683935 10™ 6,286496 10™ 1,737913 10"
Tuyére o R e .y
axisymétrique 8,880316 10 6.064776 10 1,516594 10 |

rpsonique : c'est le rapport pour lequel la tuyere est sonique.

rpchoc : c'est le rapport pour lequel [a tuyére est supersonique non
adaptée. ( formation de l'onde de choc dans le divergent)

gpsuper : c'est le rapport pour lequel la tuyére est supersonique adaptée
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Chapitre V Résultats et interprétation

1 - Une tuyére axisymétrigue :

Pour un rapport de pression supérieur 4 rpsonique, 'écoulement est
subsonique et la répartition de nombre de Mach et de rapport de pression donnée
par la Fig. V.9.

La figure V.10 représente les répartitions de nombre de Mach et de
rapport de pression le long de l'axe de la tuyére pour le cas sonique (rapport =

rpsonique).

La Fig.V.11 nous montre la répartition de Mach et de rapport de
pression pour une tuyére supersonique adaptée ou le rapport de pression égal a

rpsuper.

Le choc situé a la sortie de la tuyére pour un rapport de pression
égal 4 rpchoc est représenté par la figure V.12.

Pour localiser le chac 4 l'intérieur du divergent, on prend un rapport
de pression entre rpsonique et rpchoc.

L'avantage de lutilisation du programme de la solution
monodimensionnelle nous permet d'accélérer la convergence et de mieux capter
le choc.

2. Tuyére plane :

Les mémes types d'écoulement précédents sont envisagés pour
cette tuyére. (Table V.1).

Ainst les figures Fig.V.14 - Fig.V.15 et Fig. V.16 représentent les répartitions
du nombre de Mach et de rapport de pression dans les cas sonique, supersonique
ct avec choc 4 l'intérieur de divergent respectivement.



Chapitre V

Résultats et interprétation

Tableau V.2 : poussée et déhit masse pour une Tuyére axisymétrique:

Débit massique

Poussée
N
Entrée Col Sortie
Subsonique 4 F v
ro = 0.90 1,155166 10| 1,155166 10| 1,155166 10 | 1848.847
Sonique |1,213536 10| 1,213536 10 | 1,213536 10" | 2067.292
Supersonique [1,213536 10™| 1,213536 10| 1,213536 10" | 15687.73
O :

rs est le rapport de pression de la sortie sur la pression de l'entrée

Tableau V.3 : poussée et débit masse pour une Tuyére bidimensionnel

Débit massique

Poussee |
Entrée Col Sortie N
St:.:s: Hf;.;' : 2,864 107 | 2,863 107 2,864 10° | 45838.39
Somique  |3,222707 107 | 3,222707 10° | 3,222707 107 | 60326.29
Supersonique 378720.6

13,222707 10°°

3,222707 107

3,222707 107

—
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Chapitre V Résultats et interprétation

V.2.3 La poussée et débit masse :

Le débit masse est constant le long de la tuyére .

Pour une tuyére axsisymétrique, le rapport de pression rg subsonique ,
reléve des poussées inférieurcs par apport au cas sonique, ce pendant, elle est
maximale dans le régime supersonique adaptée, donc la tuyére a les meilleures
performances aérodynamiques.

La tuyére plane donne des poussées supérieurs du cas précédant dans tout
les régimes voir le tableau V.2 et tableau V.3.
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Fig.V.1 Maillage éparse 10x7 a l'intérieur d'une tuyére axisymétrique
avec un r_t_u;il]age uniforme (Pab=Pcd=Pad=Pbc=1)
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Fig .V.2 Maillage fin 100x49 & I'intérieur d'une tuyére axisymeétrique
avec un maillage uniforme (Pab=Pcd=Pad=Pbc=1)
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Fig.V.3 Raffinement de maillage a l'entrée 50x29 dans une tuyere
axsymétrique (Pab=Pcd=0.1, Pad= Pbe=1)
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Fig.V.4 Raffinement de maillage a la sortic 50x29 dans une tuyere
axisymétrique (Pab=Pcd=1.9, Pad=Pbc=1)



Fig.V.5 Raffinement de maillage a la paroi 50x29 dans unc tuyere
axisymétrique (Pab=Pcd=1, Pad=Pbc=1.9)

Fig .V.6 Raffinement de maillage 4 la paroi et au col 100x49 dans une
tuyere axisymétrique
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