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Chapitre 1

Introduction

Le ferromagnétisme est 'un des phénomeénes les plus intéressants de la physique de I’état
solide. Dans certains métaux comme le fer, le cobalt et le nickel, une fraction finie des spins des
atomes est polarisée spontanément dans la méme direction donnant lieu & un champ magnétique

macroscopique c’est-a-dire un moment magnétique méme en ’absence de champ magnétique ap-

pliqué [1].

Un moment magnétique spontané suggére que les moments magnétiques sont arrangés de
fagon réguliére et I'ordre n’est pas forcément simple. Cela ne se produit toutefois que lorsque
la température est inférieure & une température caractéristique appelée température de Curie.
Au-dessus de la température de Curie les spins sont orientés de maniére aléatoire, ne produisant

aucun champ magnétique net [1].

Le terme "magnétisme" désigne I’ensemble des phénoménes qui ont lieu au coeur et autour de
matériaux aimantés, que cette aimantation soit naturelle ou qu’elle soit le résultat d’'un champ
d’induction (électrique ou magnétique). Les applications du magnétisme sont nombreuses, de
I'informatique & la médecine en passant par la physique statistique et la physique des particules
(figure 1.1).

FIGURE 1.1 — La boussole représente probablement la premiére application pratique des pro-
priétés magneétiques de la matiére. Image tirée de [2].



1.1 Deécouverte du magnétisme

Les premiéres observations remontent & 'antiquité mais le phénomeéne n’a été étudié avec
attention qu’a partir du XV I siécle. Charles Augustin de Coulomb établit alors que les forces
qui s’exercent entre moments magnétiques sont inversement proportionnelles au carré de la

distance qui les séparent [2].

1.2 Le magnétisme, un phénoméne quantique

Aujourd’hui, il est admis que le magnétisme est un phénoméne quantique dont les effets
s’observent & I’échelle macroscopique. Au niveau de 'atome, chaque électron posséde un petit
moment magnétique. Naturellement, les électrons de moments magnétiques opposés ont ten-
dance & se regrouper par paires. A I’échelle macroscopique, 'aimantation est alors nulle. Mais,
si des électrons se retrouvent sans partenaires, leurs moments magnétiques s’additionnent. Ils
produisent alors une aimantation globale du matériau. les métaux de transition (comme le fer et

le nickel) et les terres rares, sont les seuls éléments chimiques & porter un tel moment magnétique

2]

1.3 Les différentes formes de magnétisme

Il existe plusieurs formes de magnétisme qui rendent notamment des conséquences statis-
tiques des comportements individuels des systémes atomiques (contribution des moments ma-
gnétiques et du remplissage des sous-couches atomiques) [2] :

* le diamagnétisme ;

* le paramagnétisme ;

* le ferromagnétisme ;

* le ferrimagnétisme ;

* Tantiferromagnétisme.
Les prochains chapitres sont basés uniquement sur les deux phénoménes ferromagnétisme et
paramagnétisme car ces derniers montrent la transition de phase d’une maniére facile & com-

prendre.

1.3.1 Le paramagnétisme

Le paramagnétisme désigne en magnétisme le comportement d’'un milieu matériel qui ne
posseéde pas d’aimantation spontanée mais qui, sous 'effet d’un magnétisme extérieur, acquiert
une aimantation spontanée dans le méme sens que le champ magnétique appliqué. Quand on
retire le champ extérieur, les électrons reprennent une orientation aléatoire et l’aimantation
disparait. Le paramagnétisme résulte donc de ’alignement naturel des dipéles magnétiques dans
le sens du champ magnétique extérieur (figure 1.2). Il est trés dépendant de la température car
I'agitation thermique des électrons perturbent l'alignement des dipdles magnétiques. La loi de

Curie formalise la dépendance de 'aimantation acquise en fonction de la température |3].
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a) Champ nul b) Champ non nul

FiGURE 1.2 — Moment magnétique d’un matériau paramagnétique.

1.3.2 Les matériaux paramagnétiques

Les atomes portent un moment magnétique permanent dont l'orientation est aléatoire. Les

distances inter-atomiques ou inter-moléculaires sont suffisamment importantes pour que les mo-
ments n’exercent aucumne interaction mutuelle. En ’absence de champ extérieur, ils ne sont
soumis qu’a l'agitation thermique et I’aimantation globale est nulle.
Sous l'effet d’'un champ magnétique, 'orientation moyenne des moments change sous l'effet du
couple qui les raménent suivant la direction et le sens du champ. Le champ et 'aimantation
de méme sens (x > 0 et faible mais ~ 10 a 100 fois plus grande que pour les matériaux dia-
magneétiques). x décroit avec la température car Pagitation thermique qui géne l'orientation des
dipoles suivant le champ croit (voir figure 1.3).

Exemple de matériaux paramagnétiques : aluminium, le manganése, le sodium.

L

T augmente

» H >
Loi de Curie

FiGURE 1.3 — L’influence de la température sur la variation de la susceptibilité magnétique et
la magnétisation pour un matériau paramagnétique. Figure tirée de [3]

1.4 Existence d’'une aimantation spontanée en champ nul

Pour la plupart des métaux a température ambiante (par exemple, le cuivre), on a effec-

tivement My = 0. Toutefois, certains métaux comme le fer, le cobalt ou le nickel présentent



une aimantation spontanée My # 0 en champ nul. Ces métaux sont dits ferromagnétiques. Cette
aimantation spontanée traduit un comportement collectif des spins (observable a I’échelle macro-
scopique) : ¢’est la signature d’un couplage entre spins qui conduit a Iexistence d'une direction

d’orientation privilégiée des moments magnétiques [3].

1.4.1 Les matériaux ferromagnétiques

Un matériau est ferromagnétique lorsqu’il porte une aimantation permanente ou de longue
durée. Sa susceptibilité magnétique, notée x.,, est strictement positive. Un corps ferromagnétique
acquiert une aimantation forte lorsqu’il est plongé dans un champ magnétique et cette aiman-
tation perdure aprés disparition du champ extérieur : c’est ce que 'on appelle le phénoméne
d’hystérésis. On produit donc les aimant permanents en immergeant un matériau ferromagné-
tique comme du fer, du cobalt ou un alliage de ces métaux dans un champ magnétique.

Le matériau ferromagnétique se décompose en une multitude de petits domaines, appelés les do-
maines de Weiss, dont la taille varie entre 10 et 100 microns (voir figure 1.4). Ces domaines sont
séparés par des parois trés fines, de I'ordre de 0.1 micron. Dans chaque domaine , les moments
dipolaires magnétiques, que ’on assimilent aux spins, sont tous orientés dans la méme direction.
Mais 'orientation de chaque domaine est différente. Sur le plan macroscopique, 'aimantation
est nulle, les différentes orientations s’annulant en moyenne. A proximité des parois, les spins

des domaines adjacents s’influencent mutuellement en fonction de leur distance [3].

F1GURE 1.4 — Domaines de Weiss d’un matériau ferromagnétique. Figure tirée de [3]

Lorsqu’un matériau ferromagnétique est immergé dans un champ magnétique extérieur, les spins
de tous les domaines tendent & s’orienter dans la méme direction que celle du champ extérieur.
Les domaines dont l'orientation est proche de celle du champ extérieur grossissent au détriment
des autres et les parois se modifient alors. Si le champ extérieur n’est pas trop fort et si le maté-
riau ne présente pas trop de défauts, cette transformation est réversible. Les domaines retrouvent
leur place et leur dimension lorsque le champ disparait (voir figure 1.5). Si ce n’est pas le cas, si
le champ est trop fort par exemple, alors la transformation devient irréversible et ’aimantation
du matériau perdure; elle ne revient pas & une valeur nulle. On dit qu’elle est rémanente : ¢’est

la création d'un aimant permanent |[3].
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Fiqurk 1.5 — L’influence de la température sur la variation de la susceptibilité magnétique et
la magnétisation pour un matériau ferromagnétique. Figure tirée de 3]

Le modéle d’Ising s’intéresse a la physique des transitions de phase. Ce qui se produit lors-
u’un petit changement dans un paramétre tel que la température ou la pression provoque un
q P g p q P P P q

changement qualitatif a grande échelle de ’état du systeme [4].

Notre point de départ pour ce modéle est un réseau qui sera pour nous un ensemble fini de
points placés dans un espace de dimension d = 1,2 ou 3. A une dimension, nous avons une chaine
de points sur une ligne que nous pouvons numéroter de 1 & " N” (ot ” N”désignera toujours le

nombre de sites du réseau, quelque soit la dimension) (voir figure 1.6) [4] :

[ ° — o
0'1 0'2 O

C

FIGURE 1.6 — Réseau a une dimension [4].

A deux dimensions nous considérons que le réseau est un carré comme indiqué ci-dessous & la

figure 1.7.

N

d=2

1 2 3

FIGURE 1.7 — Réseau & deux dimensions [4]

A trois dimensions, on considére que le réseau est un cube (voir figure 1.8) : Sur cette figure,
chaque segment de ligne sépare les sites du réseau appelé liaison et les sites du réseau sont

appelés les plus proches voisins s’il existe une liaison qui les relient. A la limite (c.a.d. sur les
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d=3
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FIGURE 1.8 — Réseau a trois dimensions [4]

bords), le réseau contient 2d plus proches voisins. Pour une dimension on a 2x1=2 et pour deux

dimensions on a alors 2x2=4 plus proches voisins comme illustré dans la figure 1.9.

d=1 d=2 d=3

FIGURE 1.9 — Le nombre des plus proches voisins pour chaque réseau d’Ising [4]

La différence entre les sites extérieurs et ceux de 'intérieur est génante. Pour parer a ce probléme,
il faut se débarrasser des frontiéres. Pour cela on introduit simplement des liaisons supplémen-
taires qui relient les sites du réseau sur les cotés opposés des frontiéres.

Ceci revient & enrouler I'unidimensionnel en une chaine, le bidimensionnel en un tore et le tridi-
mensionnel en une forme géomeétrique on ne sait pas comment la nommer. Cela introduit donc
des interactions & longue portée non réalistes physiquement, car suggérant de courber un cristal
a trois dimensions en une forme impossible [4].

Les physiciens seront les premiers & accepter l'idée intuitivement, car 'argument est qu’une
condition supplémentaire imposée & un pourcentage négligeable de sites du réseau ne devrait
pas affecter le comportement général du systéme [4]. Il y a une autre alternative importante;
c’est d’imposer des conditions aux limites qui influenceront le comportement du systéme en éta-
blissant une direction privilégiée pour la magnétisation spontanée.

L’élimination de la frontiére introduit également une symétrie attrayante dans le probléme. Dans
Penroulement (wrap-around) du modéle d’Ising, il existe dN liaisons reliant les N sites du réseau

et chaque site du réseau ressemble a tous les autres sites. Par conséquent on peut dire que le



réseau a été enroulé (ou enveloppé) [4].

La premiére étape est d’assigner une variable S; & chaque site du réseau ¢ = 1,2,...N. Les
variables S; prenant seulement les valeurs 1 que nous appellerons les deux états possibles du
réseau. Cela reflete I’hypothése physique selon laquelle il n’existe que deux possibilités sur chaque
site du réseau haut/bas, occupé/vacant.

L’affectation des valeurs (S7, S2, S3,......Sn) pour chaque site du réseau est appelée la configu-

ration du systeme.

Comme Ising s’intéressait, dans sa thése de doctorat au phénoméne ferromagnétisme, nous
allons l'imiter en supposant que les sites sont occupés par des atomes d’un matériau ferromagné-
tique. Chaque atome a un moment magnétique qui ne peut pointer que vers le haut "spin up " ou
vers le bas " spin down ". La température a une grande influence sur le comportement général du
systéme et surtout sur la direction du moment magnétique car les mouvements thermiques vont
orienter les moments magnétiques de maniére aléatoire. Par contre & des températures basses
les moments magnétiques vont suivre la direction du champ externe [4].

La dynamique du systéme est connue en formant ’hamiltonien du systéme et par suite ’énergie

totale dans laquelle le systéme se trouve s’écrit sous la forme suivante :

N N
E = —¢ Z Sisj_BZSi (1.1)
<ij> i=1

La premiére somme correspond a tous les plus proches voisins du réseau et la seconde somme
est faite sur tous les sites du réseau. Les paramétres € et B correspondent respectivement aux
"énergies" associées aux interactions des plus proches voisins et aux interactions avec le champ

magnétique externe [4].

Ising, dans sa thése, dit que la transition de phase se produit avec ’apparition de l’aiman-
tation spontanée. Supposons qu’'un réseau de matériau soit placé dans un champ magnétique
et maintenu a une température constante. Le champ va induire une certaines quantité de ma-
gnétisation dans le réseau et il va tendre & aligner les moments magnétiques dans la direction
haut. La quantité de magnétisation dépend de la force du champ externe et de la température
(constante). Supposons maintenant que le champ externe soit désactivé lentement. Que va t’ il
se passer au réseau ?

Sans surprise, pour des températures élevées, le réseau revient a un état non magnétisé. Par
contre & des températures basses, le réseau conserve un degré de magnétisation. Il existe une
tendance résiduelle non négligeable pour que les moments restent dans la position " haut ". Ceci
s’appelle 'aimantation spontanée (A remarquer qu’il semblerait que "magnétisation résiduelle
" aurait été un meilleur terme pour décrire I"aimantation spontanée). Il existe aussi une tem-
pérature critique & laquelle ’aimantation spontanée commence & apparaitre et c’est ici que se

produit la transition de phase. La figure 1.10 ci dessous donne la relation entre la magnétisation
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et l'intensité du champ externe (nommé J dans la figure) :

1.5 La transition ferromagnétique-paramagnétique

1.5.1 Observation expérimentale

Expérimentalement, on constate que le comportement ferromagnétique disparait au profit
d’un comportement paramagnétique pour T > T ot T est la température critique ou tempéra-
ture de Curie (pour le fer, T = 1043 K). On parle donc de transition de phase ferromagnétique-

paramagnétique (voir figure 1.10).

M

A
\
Qo

T>Tc

Fiqurk 1.10 — Le comportement ferromagnétique disparait au profit d’un comportement para-
magnétique pour T > T¢ [4].

En dessous de T¢ la valeur de M(T') augmente quand T baisse. Une courbe type est la suivante
(voir figure 1.11) : On dit qu’a T' = T, le systéme magnétique subit une transition de phase.
Un systéme subissant une telle transition de phase est appelé ferromagnétique.

pour T' > T¢ : phase paramagnétique;

pour T' < T¢ : phase ferromagnétique.

On conclut que le ferromagnétisme dépend de la température. 1l existe en effet une tem-
pérature de Curie dépendante du matériau en dessous de laquelle il est ferromagnétique et au
dessus de laquelle il devient paramagnétique. On appelle ce phénoméne une transition de phase
(voir figure 1.11). Si 'on considére un matériau ferromagnétique doté d’une certaine aimanta-
tion et qu’il est chauffé au dessus de sa température de Curie, ’agitation thermique désorganise
complétement 'agencement des domaines de Weiss et ’aimantation disparait. La transition de
phase est, sous certaines conditions, réversible : en augmentant la température, le matériau perd
son aimantation qu’il retrouve lorsque la température diminue et passe sous la température de

Curie du matériau.
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FiGURE 1.11 — La variation de la magnétisation par rapport a la température

M
M M

ﬁ e

J J

T>Te T=T. / T<Te

w

FIGURE 1.12 — L’influence de la température sur la magnétisation [4]

T, : c’est la température critique pour laquelle I’aimantation spontanée commence & appa-

raitre.

Malheureusement le modeéle d’Ising & une dimension ne montre pas la transition de phase
malgré qu’il posséde une solution trouvée par la méthode élégante des matrices de transfert. Ce
résultat négatif a découragé Ising de poursuivre ses recherches dans son sujet.

Le modéle d’Ising reste délaissé pendant environ une décennie jusqu’a ce que Rudolf Peirls, en
1939, montre par un argument trés simple qu’a deux dimensions, une transition de phase était
garantie pour certaines températures [4]. En 1941, Hendrick Kramers et Gregory Wannier ont

localisé la transition de phase précisément pour le modéle a deux dimensions en supposant une



telle valeur unique [5]. En 1944, Lors onsager donna une solution exacte compléte au modéle
d’Ising a deux dimension dans le cas B = 0 [6].
Jusqu’a nos jours le modéle d’Ising & trois dimensions n’est pas soluble exactement et il convient

d’utiliser des méthodes numériques pour le résoudre.

Terminons notre introduction par les exposants critiques qui sont ’'un des problémes fonda-
mentaux dans la théorie des transitions de phase. Au voisinage du point critique, le systéme a
un comportement spécial : de nombreuses grandeurs thermodynamiques commencent & diver-
ger au point critique. Mais on peut préciser ces résultat si 'on détermine le comportement des
grandeurs thermodynamiques les plus importantes au voisinage du point critique en fonction de
la température. A cet effet, On utilise des lois en puissance dont les exposants s’appellent les
exposants critiques qui sont définis de telle facon & étre positifs ou nuls.

Parmi les exposants critiques citons [§] :

L’exposant o : La chaleur spécifique C diverge au point critique.
C~lel? (1.2)

en gardant le champ magnétique nul. € est la température réduite définie comme :

T-T.
€ = TC

(1.3)

L’exposant 5 : Il décrit la maniére avec laquelle le parameétre d’ordre (qui n’est autre que la
magnétisation pour un systéme ferromagnétique) dans une région petite tend vers zéro quand

la température croit vers la température critique.
m~ (=€)’ (1.4)

en gardant le champ magnétique nul et pour € < 0.

L’exposant 6 : 1l décrit comment varie le paramétre d’ordre & champ magnétique faible lorsque

le systéme s’approche de la température critique.
C~|h|3, (1.5)

en gardant € = 0.
Expérimentalement, les exposants critiques ont les mémes valeurs. Par exemple, tous les ferro-

magnétiques semblent avoir des valeurs de 8 qui vérifient
0.31 <5 <0.38 (1.6)

On dit que ces exposants sont universels.
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Ce mémoire de fin d’étude est structuré comme suit :

Aprés une bréve introduction oll on g’intéresse aux propriétés magnétiques de certains maté-
riaux. Le premier chapitre est consacré au comportement paramagnétique et ferromagnétique
de certains matériaux. On étudie ensuite, dans le chapitre deux, le modéle d’Ising & une dimen-
sion, par la méthode des matrices de transfert. On montre que ce modeéle ne présente pas de
transition de phase.

Le troisiéme chapitre est consacré au modele d’Ising a deux dimensions. On cherche une solution
a ce modele par la méthode d’Onsager mais en se basant sur le traitement de Kaufman de cette

solution car il a utilisé le langage élégant des représentations spinorielles plus simple & suivre.
On termine ce mémoire par une conclusion. Ce mémoire est doté d’appendices ol on a

cité les théorémes et lemmes mathématiques utiles pour la solution d’Onsager-Kaufman dans

I'appendice A. Certains détails de calculs sont exposés dans les appendices suivants.
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Chapitre 2

Solution du modeéle d’Ising a une

dimension

Le modéle d’Ising unidimensionnel est une chaine de N spins, chaque spin n’interagissant
seulement qu’avec ses plus proches voisins et le champ magnétique externe. L’énergie pour la

configuration spécifiée par si, so,....Sn est :

N N
E] {Sl} = _GZSkSkJrl —BZSk, (2.1)
k=1 i=1
Nous imposons la condition aux limites périodique suivante :

SN+1 = 81 (2.2)

FIGURE 2.1 — Réseau d’Ising fermé & une dimension [1]

Chaque état du systéme est déterminé par I’ensemble si....., s;,...., S, ol §; ne peut prendre

que les valeurs +1 (spin vers le haut) ou —1 (spin vers le bas). La fonction de partition devient

12



alors : N
Z1(B,T) = ZZ...Zexp ﬁZ(GSkSkH + Bsy) (2.3)
S1 S2 SN k=1

A Tl'origine, Ising avait utilisé une méthode combinatoire pour évaluer la fonction de partition [7].
La méthode matricielle de Kramers et Wannier est cependant plus simple et plus élégante [5].
Définissions un opérateur P dans Pespace des spins (matrice 2 X 2) par les éléments matriciels

suivants : .
(sk|P|sk+1) = exp Blesgsk+1 + §B(sk + Sk+1)] (2.4)

Si un spin s = 1 correspond au vecteur unitaire (0 et un spin s = —1 au vecteur unitaire

<1> , on trouve immédiatement les éléments matriciels de la forme suivante :

(+1|P| + 1) = exp B(e + B) (2.5)
(=1|P| —1) =expf(e — B) (2.6)
(~1|P| + 1) = (+1|P| - 1) = exp(~Be). (2.7)

Alors la représentation matricielle de P est la suivante :

exp B(e+ B)  exp(—pe)
exp(—pfe)  expf(e — B)

On insere la relation de fermeture > ., |s)(s| =1 dans (2.3) et on obtient :

Zi(B,T) =YY .. (s1|Plsa) (s2| P|ss) ... (sn|Pls1)

s1 S92 SN (2 8)
= Z<81|PN]51> =TrPV. .
51

Puisque P et symétrique alors on peut calculer la trace (2.8) et mettre P sous forme diagonale.

Les valeurs propres apparaissent directement sur la diagonale.

exp B(e + B) — A exp(—Pe)
exp(—Pe) expB(e — B) — A

Celles-ci se déduisent de I’équation caractéristique suivante :
A% — 2) exp(Be) cosh(BB) + 2sinh(28¢) = 0

Les valeurs propres Ay et A_ de la matrice P sont les racines de ’équation caractéristique

précédente :

A+ = exp(Be)[cosh(8B) % y/cosh?(BB) — 2 exp(—2¢) sinh(2¢) (2.9)

13



et par conséquent l'équation (3.8) devient :

N
Ay O
Z(B,T)=TrPN =Tr o+ A] = A+ Y

Puisque on considére la limite ot N est grand, il est commode de faire apparaitre le rapport
A )
pve <<1:

1 1
N]nZI(B,T) =InA; + Nln

A N N+—o0
1+ <A> S In Ay (2.10)
+

On s’intéresse a la limite thermodynamique, c’est-a-dire qu’on veut calculer ’énergie libre par
spin, dans la limite ot le nombre de spins tend vers U'infini. Dans cette limite, I’énergie libre par

spins, qui, par définition est :
1
NAI(B’T) =—kTInZ;(B,T) (2.11)

s’obtient par :

%AI(B, T) = —c — kT'n {cosh(ﬂB) + \/cosh2(BB) — 2exp(—28¢)sinh(28¢)|  (2.12)

Ainsi on peut déduire les fonctions thermodynamiques [1]

Ui(B,T) = —kT? (%) (lénergie interne) (2.13)
Cr(B,T) = %% (la capacité calorifique) (2.14)
Mi(B,T) =-4 (%) (la magnétisation). (2.15)

(2.16)

La magnétisation par spin :

1 10 (A

s’obtient :
sinh (8B)

\/coshz(BB) — 2exp(—20¢) sinh(23¢) .

1
—M(B,T) =
N I( ?)

2.1 Absence de transition de phase a4 une dimension

Le modéle d’Ising unidimensionnel ne présente pas de transition de phase (phénoméne fer-
romagnétique ) (voir figure 2.2), car quelque soit la température, la configuration moyenne des
spins est déterminée par deux tendances en opposition : la tendance vers un alignement complet
des spins pour minimiser 1’énergie et la tendance vers une randomisation pour maximiser ’en-
tropie. Pour le modeéle d’Ising unidimensionnel, il perd toujours I'alignement car il n’existe pas
assez de plus proches voisins. On remarque pour la magnétisation par spins que lorsque le champ

externe est nul, alors %M 7(0,T) = 0 donne une connaissance directe de toutes les informations

14



FIGURE 2.2 — L’absence de la magnétisation spontanée pour le modéle d’Ising & une dimension

1]

qu’on & vu précédemment, & savoir que le modéle d’Ising & une dimension est paramagnétique.

Il ne présente pas de transition de phase (figure (2.2)).
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Chapitre 3

LE MODELE D’ISING A DEUX
DIMENSIONS (La solution

d’Onsager-Kaufman)

3.1 La formulation matricielle

Notre premiére étape dans ce chapitre consiste & formuler le modéle d’'Ising bidimensionnel
en terme de matrices de transfert. Cette formulation va nous guider pour trouver la solution
exacte pour ce modeéle [1].

Prenons un réseau carré de N = n? spins constitué de n lignes et n colonnes comme indiqueé a

la figure 3.1.

Colonnes —>

1 2 3¢ n n+1=1

10 O O O ©)
20 O O O O

§

B

l 30 ) ) O
n(\ D). e ). O

n+1=1 O O O O

FIGURE 3.1 — Réseau bidimensionnel d’Ising. Figure tirée de [1]
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Pour faire le lien avec la condition aux limites toroidale, on imagine que le réseau soit agrandi
d’une rangée et d’une colonne et on impose a la configuration de la (n+1) rangée et de la (n+1)
colonne d’étre identique & celle de la premiére rangée et de la premiére colonne respectivement.
Cette condition aux limites confére au réseau la topologie d’un tore, comme on le voit sur la
figure 3.2.

FIGURE 3.2 — La topologie toroidale du réseau bidimensionnel d’Ising. Figure tirée de [2]

Soit po(a =1, ...,n) désignant la collection de toutes les coordonnées de spins pour la ligne « :

fo = {51,852, .., Sn}. (3.1)

La condition toroidale implique la définition suivante :

Hn+1 = H1- (32)

La configuration totale du réseau bidimensionnel d’Ising est alors spécifiée par {p1, ..., tn } avec
la supposition que chaque ligne « interagit seulement avec la ligne (o — 1) et la ligne (o + 1).

Soit E(pa, tta+1) énergie d’interaction entre la ligne o et (o + 1). Soit E(uq) 'énergie d’in-
teraction des spins dans la ligne a en plus de ’énergie d’interaction avec le champ magnétique

externe H. On peut alors écrire :

E(u,u') = —eZsksz, (3.3)
k=1
E(p) = —EZ SkSk4+1 — HZsk (3.4)
k=1 k=1

avec p et p' indiquant ’ensemble de toutes les coordonnées de spins dans deux lignes voisines :

m= {517 ceey Sn} )

3.5
p={sh,...s}. (3:5)
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La limite toroidale implique cette condition :

Sp+1 = S1- (36)
L’énergie totale du réseau pour la configuration {p1, ..., pn } est donnée par :
n
E; {Mla --w,un} = Z [E (Maa ,uoHrl) +E (Ma)} : (37)
a=1
On peut alors écrire la fonction de partition comme :
n
Zr(H,T) =3 ..» e {—BZ (E (0 pras1) + B wn} ! (38)
M1 Mn a=1

avec 8 = 1/kT. k est la constante de Boltzmann et T' la température.
On définit la matrice P de dimension 2" x 2" dont les éléments matriciels sont donnés par la

relation suivante :

(WIPu') = exp {=B [E (n,1') + E ()]} (3.9)
On remplace la relation (3.9) dans I’équation (3.8) et on obtient :
Zr(H,T) =32, >, (alPluz) (p2lPlus) .. (tn|Pp1) (3.10)

= >, (m|P") =TrpP"

On rappelle que la trace d’'une matrice est indépendante de sa représentation matricielle. Pour

faciliter les calculs, il faut transformer ’équation (3.10) sous forme diagonale :

A1
A2

)\2”

avec A1, Ao,...,A9n représentant les 2™ valeurs propres de P. La matrice P est alors aussi de
forme diagonale, d’é¢léments matriciels (A1)",(A2)",...(Agn )"

P =

A1

A2

)\Qn

A1

A2

18

)\2”

(Agn)"




Alors on peut écrire la fonction de partition (3.10) sous cette forme :

on

Zi(H,T)=> ()" (3.11)

a=1

D’aprés la forme (3.9) on s’attend a ce que les valeurs propres de P soient en général de la forme
e™ lorsque n est grand, puisque E(u, i) et E(p) sont de Uordre de n. Si Ajpq, est la valeur propre

la plus grande de P on compte trouver :

1
lim —In \,,qe = nombre fini. (3.12)
n—oo N

Si ce résultat est vrai et que toutes les valeurs propres A, sont positives, alors

(Amax)n S ZI S Qn()\max)n7

ou bien en passant & la forme logarithmique, pour simplifier les calculs par la suite :

1 1 1 1
n n n n
On en déduit que :
. 1 o1
]\}gnoo N InZ; = nh_)rgo - In Anazs (3.14)

ott N = n?. On verra par la suite que (3.12) est vraie et que toutes les valeurs propres A, sont
positives.

Nous allons maintenant passer, dans ce qui suit, & la description d’une représentation explicite
de P.

3.1.1 La matrice P

A partir de (3.3), (3.4) et (3.9), on trouve les éléments matriciels de P sous la forme suivante :
n
<51, e 3n|P|5/17 e S;L> = H ePHsk Beskskt pBesksy, (3.15)
k=1

On définit maintenant les trois matrices V/, V2 et V3 de dimension 2" x 2™ dont les éléments

matriciels sont :

n
(81, ey sl VIS, s shy) = Heﬂesks% (3.16)
k=1
n
(81, ..y 8n|Vals, ..., s,) = 015, 05,50, H ePesst1 (3.17)
k=1
n
($15 .00y S0 |V3lsT, ooy shy) = Osy,+-Osns), H ePHsk (3.18)
k=1
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avec 0 , est le symbole de Kronecher. Donc V5 et V3 sont de forme diagonale.

S18

En utilisant la relation de fermeture comme suit :

" "
sh) E g ($1, e Sn|V3lST, .y s

S s s st (319)

X (815 s S Vol ooy ) (8T s 8 VA IS0, )

e TL

<51,...,sn|P|s’1,. .

on peut vérifier facilement que :

P = V51,V (3.20)

3.1.2 Rappel sur le produit tensoriel des matrices

Dans un souci de présenter les matrices V3, V2 et V/ d’une maniére convenable, on va faire
un petit rappel concernant le produit tensoriel de matrices. Pour cela, soit A et B deux matrices
carrées de dimension m x m dont les éléments matriciels sont notés respectivement par (i|Alj)
et (i|B|j) , avec i et j pouvant prendre indépendamment, les valeurs 1, 2,...,m. Alors le produit

2

tensoriel A ® B est la matrice de dimension m2 x m? dont les éléments matriciels sont :

(it'|A @ Bljj'y = (i|Alj) (| Blj") . (3.21)

Cette définition peut étre immédiatement élargie & la définition du produit tensoriel AQ B®- - - @C'

de n’importe quel nombre de matrices A, B, ...,C de dimension m x m :
(id'---"|A® Bo---@Cljf- -5} = (i Alj) (¢'|Blj') - (|C5").
Si AB désigne le produit ordinaire de matrices A et B alors :
(A® B) (C® D) = (AC) ® (BD). (3.22)
Pour vérifier cela, prenons les éléments matriciels :

(ii'|(A@ B) (C@ D) |jj’)y = > (i|A® Blkk') (kk'|C ® D|jj") (3.23)
kK’

> (ilAlk) (kICl) - > (i'1BIK') (K'|DIj")

k K’
= (ilAClj) (V'|BD|j")

= (ii'| (AC) ® (BD)|jj')

Par généralisation de la relation (3.23) ci-dessus, on peut prouver la relation suivante :

(A® B®---®C) (D ® E®---®F) = (AD) ® (BE) ®---® (CF) (3.24)
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3.1.3 Les matrices de spin

On va maintenant introduire quelques matrices spéciales avec lesquelles V{, V5 et V3 peuvent

étre exprimées. Soient les trois familles de matrices de Pauli de dimension 2 x 2 notées par X,Y

et Z :
0 1 0 —i 1 0
X = Y = ", z=
10 i 0 0 —1
Ces matrices vérifient les propriétés suivantes :
X2 =1, Y2 =1, Z?=1 (3.25)

XY +YX =0, YZ+2Y =0, ZX+XZ=0
XY =iZ, YZ=IX, ZX=iY

Soient les trois ensembles de matrices X4, Y, et Z, avec (o =1,...,n) de dimension 2" x 2"

définies comme suit :

Xo=101® - X® - -®1 (n facteurs)
YVo=191® - QY®- - -®1 (n facteurs) (3.26)
Zo=101® - - @Z®- -1 (n facteurs)

X,Y et Z formant le facteur « du produit. Pour n’importe quel a # S on peut facilement vérifier

les relations suivantes :

[Xa,Xg] = [meﬁ] = [Za,Zg] =0

[Xonyﬂ] = [Xm ZB] = [ch Zﬁ] =0. (327)

Pour tout a donné, les matrices X,, Y, et Z, vérifient toutes les relations précédentes (3.25).

L’identité suivante est valable pour toute matrice X dont le carré est la matrice unité
0X _ :
e’ = coshf + X sinh 6, (3.28)

avec 0 représentant un nombre. On peut prouver ceci comme suit :

Si n est pair alors X™ =1 et si n est impair, on trouve X" = X.

Alors : g o ;
fX = —X" = Z H+X Z — = cosh 6 + X sinh 6 (3.29)

n
n! , , -n!
n=0 npair nimpair

3.1.4 Les matrices V|, V, et V

Par l'utilisation de (3.16), il est clair que Vi est le produit direct de n matrices identiques
2x2:
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ou :
(slals'y = exp (Bess’) .

Par suite :

_[ewa ewp] ___ 1
exp () exp(ﬁe)] P [o

=exp (Be) I +exp(—Pe) X

avec I est la matrice identité 2x2. On définit :
tanh(0) = exp(—20e¢)

En utilisant (3.32) :
X pr—

sinh 0
et en remplagant (3.34) dans (3.32), on trouve :

exp(6X)
sinh 0

exp(0X)
sinh 0

= exp(3) + exp(~fic) |

— exp(Be) + exp(~Be) [

1

sinhf = —————.
coth?9 — 1

On remplace (3.35) dans (3.32) et on trouve le résultat :

= exp(

= exp(—pe¢)exp(0X)y/exp(4pe) — 1
— exp(0X)v/exp(2Be) — exp(—25¢)
= exp(0X)y/2sinh2fe

Maintenant on peut développer (3.30) comme suit :

exp (#X) — cosh (0) 7

- coth(@)] I

R—"

Vi =[2sinh(286)]"? X @ "X ® !X . - - @efX

On montre facilement que

X @ X g efX — X1 0K, OXn

En appliquant (3.39) a (3.30), on trouve :
Vi = [2sinh(286)]2 V;

22

— 66(X1+X2+---X7L)

Be) + exp(—fe) {exp(GX)\/ coth?d — 1 — exp(Q,BG)}

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)



Vi =[], (3.41)

a=1
avec
tanh 0 = e~ 2%¢ (3.42)
Par un calcul simple, on trouve :
Vy = [ ePedeten (3.43)
a=1
n
Vs =[] "%, (3.44)
a=1

avec : Zyy1 = Zy (condition aux limites toroidale). On trouve alors :
P = [2sinh(286)]"/? V3 Vo Vi (3.45)

Dans le cas d’absence d’un champ magnétique externe (H = 0), on a V3 = 1. La forme de P se
simplifie alors & :
P = [2sinh(286)]"? V3 V4. (3.46)

Ceci compléte la formulation du modéle d’Ising bidimensionnel. Notre prochaine section traite
directement la solution d’Onsager avec la considération des rappels mathématiques qui seront

définis dans 'appendice de ce mémoire de fin d’étude .

3.2 La solution d’Onsager-Kaufman

En ’absence d’un champ magnétique extérieur, la formule (3.14) et (3.46) donne :

1 1
lim NIHZI(O’T) = lim —In[Apaz]

Nr—o0 n—oo 1
1
= lim — In[2sinh (286)]"2 1,1}
n—oo n
= %ln [2sinh (253€)] + nh—>r20 % In(\) (3.47)
ou
A = la plus grande valeur propre de V (V =WW), (3.48)

avec V3 et V] sont donnés par les formules précédentes (3.43) et (3.41). Ces formules sont valables
si toutes les valeurs propres de V sont positives et la lim %ln)\ existe.

n—o0
Notre but essentiel dans les prochaines sections est de diagonaliser la matrice V.
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3.2.1 L’expression de V en termes des représentations spinorielles

En utilisant la représentation des I',, (voir (4.5)dans I’appendice A & la fin de ce mémoire),

on peut écrire :
Doolne—1 =YoZo=1Xy (a=1,..,n) (3.49)

Essayons maintenant d’écrire V7 et V2 en termes d’une représentation spinorielle. De (4.1) et
(3.49), on a :

n n
‘/1 — H eeXa — H e—iepzapza_l (350)
a=1 a=1

V1 est donc la représentation spinorielle d’un produit commutatif de rotations planes. Par 'uti-
lisation des relations (voir (4.2), (4.3) et (4.4)) écrites dans I’appendice A), on peut vérifier les

relations suivantes par récurrence :

I3y = X1 ZoY) = iZ1Zs (3.51)
5Ty = X1 X273X1Ys = iZ973. (3.52)
F2a+1F2a = iZaZa+1 (Oc = 1, P 1) (353)

On vérifie aussi ces propriétés :

Nl =—12121X4
Inry =—i12172:X1Xo
1INl = —12123X1X2X3

Do = —iZ1Z0(X1... Xa) (3.54)

On peut alors écrire la formule (3.43) sous cette forme :

n—1
H eﬁeZaZa+1] eBEanl_ (355)

a=1

Vo =

24



On applique les relations de récurrence (3.54) qu’on a trouvé précédemment. La formule (3.55)
devient :

n—1 n—1
Vo = ePesnZ [H eﬁezaZaH] — iBeUlIon H e~ Pel2a+112a (3.56)

a=1 a=1

avec :

U=X1Xs X, (3.57)

Si ce n’est la présence de U dans le premier facteur dans (3.56), V5 serait aussi une représentation
spinorielle d'un produit de rotations planes commutatives. A noter que ce facteur provient de la
condition aux limites toroidales imposées & notre probléme dés le début. Au fait, on verra dans
la suite que cette condition imposée va simplifier considérablement les calculs.

On remplace (3.58) et (3.50) dans (3.28). On obtient donc :

n—1 n
V=W= iU Iy [H €—i¢F2a+1F2a] [H e—ieszszll ’ (3.58)
a=1 A=1
ou :
¢=pPe, €>0, A=tanh te > (3.59)

Citons ci-dessous quelques propriétés de U (en utilisant les relations (4.5) de 'appendice A) :

U? = (X1 Xo - Xn) (X1 X5 X3)

(3.60)
= X1 X1 X0 X0 X3Xs-- X, X, = 1.
Par utilisation des mémes relations précédentes, on peut vérifier les formules suivantes :
U1+4+U)=1+4U (3.61)
Ul-U)=—-(1-0) (3.62)
U=i"INIy - I}y, (3.63)

U commute avec le produit d'un nombre pair de I}, et anticommute avec le produit d’un nombre

impair de I},. On peut le vérifier en utilisant (3.62) et (3.61). D’autre part, on a :

4 1 1
etel1lonl — 5 (L4 0) + 5 (1= U)| [cosh + i1 5, U sinh ¢]

(1 +U) [cosh ¢ + il T, sinh ¢] + % (1= U)[cosh¢ — il [, sinhg]  (3.64)

. 1 .
(1 + U) 61¢F1F2n + 5 (1 _ U) 6—2¢F1F2n

N =N =
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On remplace ce résultat dans (3.59) et on trouve :

1 1
V=§(1+U)V++§(1—U)Vf (3.65)
avec : 1
VT = otiol1lom [H e—i¢an+1F2a] [H e—i9F2/\F2,\1] (3.66)
a=1 A=1

VT et V™~ sont des représentations spinorielles de rotations.

3.2.2 La représentation dans laquelle U est diagonale

Il est évident que les trois matrices U, V' et V'~ commutent entre elles. Elles peuvent donc
étre diagonalisées simultanément. Nous transformons tout d’abord V' en une représentation dans
laquelle U est diagonale (mais VT ne sont pas nécessairement de représentation diagonale pour

cette étape ) :

- 1 N\~ 1 N\~
RVR™' =V = (1 + U) AR (1 - U) V- (3.67)
U=RUR! (3.68)
VEt=RVTR! (3.69)

Puisque U? = 1, les valeurs propres de U sont +1. De (3.60), on peut voir que U peut
s’écrire sous la forme U = X ® X ® X®- - - ®X. Par conséquent, une forme diagonale de U serait
U=72R7Z®- --®Z et les valeurs propre +1 et —1 vont apparaitre en nombre égal. On pourrait
aussi obtenir d’autres formes diagonales de U en permutant les positions relatives des valeurs
propres le long de la diagonale. Un choix judicieux de R serait de telle maniére que les valeurs
propres +1 se situent dans une sous-matrice et —1 se situent dans une autre sous-matrice 41 et

—1 (respectivement), de facon a ce que U s’écrive :

~ +1 0
= (3.70)
0 -1
oil +1 est une matrice unité de dimension 271 x 2"~ Puisque V* commutent avec U, alors

leurs formes sont les suivantes :

- AT 0
vE 3.71
0 Bt (3.71)

avec AT et BT sont des matrices de dimension 27! x 27! non nécessairement de forme dia-

gonale. Puisque % (1 + U) annule la sous-matrice d’en bas et % (1 -U ) annule la sous-matrice

26



d’en haut, on peut séparer les matrices (3.71) de la maniére suivante :

1 N - A+ 0
(1 + = .72
2( +0)V o (3.72)
1 N~ fo o]
s(L-0)v = (3.73)
Donc :
At 0
= (3.74)
0 B~

Pour diagonaliser V, il suffit de diagonalis¢ V. La diagonalisation de V est réalisée par la
diagonalisation de (3.72) et (3.73) séparément et de fagon indépendante, sachant que chacune
des matrices (3.72) et (3.73) posséde n valeurs propres non nulles. La combinaison de ces valeurs

propres non nulles constitue les valeurs propres de V.

Pour diagonaliser (3.72) et (3.73), tout d’abord il faut diagonaliser V= et V* séparément
et indépendamment. Mais alors cela va nous mener a considérer le double des valeurs propres
(c.a.d. méme celles nulles) dans chaque cas. Il faut trouver un moyen d’éliminer certaines valeurs
propres mais rappelons que ce qui nous intéresse c’est de trouver la valeur propre la plus grande.

De ce fait cette étape d’écarter certaines valeurs propres de V™~ et V*t n'est pas essentielle.

3.2.3 Les valeurs propres de V" et V'~

Pour trouver les valeurs propres de V* et V'~ nous allons d’abord chercher les valeurs propres
des rotations qu’on désignera par Q1 et Q= correspondant aux représentations spinorielles V'

et V'~ respectivement selon la correspondance suivante :

VE— QF (3.75)

Les valeurs propres des rotations QF

En utilisant le lemme 1 (voir appendice A), qui stipule que : Si w (uv | 8) <— Sy, (#) alors

Sy (0) = e 20Tnlv (3.76)
et d’apres (3.66), on a :
TN on oy 4 (1,20 F 2ig) (3.77)
ePl2onilze (204 1,20 — 2i¢) (3.78)
6—10[‘2)\[‘2)\71 W (2)\7 2\ — 1|219) (379)

27



La combinaison de ces trois relations ci-dessus donne ce résultat :

n—1 n
OF =w(1,2n] F2i¢) | [ w(2a+1,20] - 2i¢)] [H w (2X, 2\ — 1]2i6)

a=1 A=1

(3.80)

avec w (ur|a) = w (vu| — «) est la rotation plane dans le plans pv a travers 'angle «. 11 est clair

que les valeurs propres de QF sont identiques aux valeurs propres de :
wt = AQEAT!

A est la racine du dernier terme de (3.80) :

A= | [Tw@r2x-1]2i0) = ] w(2),2) — 1]i6) .
A=1 A=1
En utilisant la propriété w (pr|a) = w (uv| — ), on trouve :

wt = AxYTA

A=w(1,2lif)w(3,4]i0) - - - w (2n — 1,2n|ih)

On a:
AQTAT = AyTA
AQT = AyTAA
OF = yTAA
Alors :

Y =w(2n, 1] + 2i¢) [w(2,3]2i¢) (4,5[2i¢) - --w (2n — 2, 2n — 1|2i¢)]

Explicitement, cela donne :

o O Y

o O
@)
)

T

coshf® —isinh6
7sinh 0 cos 0
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[« 0 0 0 1p]
0 K
0 K N
xt=1|: K - K= [cosh 20 —i s1nh2¢>]
) 1sinh 2¢ cos 2¢
0
0
b 0 0 a
avec :
a = cosh 2¢
b= —isinh2¢
[ A B 0 0 -- - . :FB*'
B A B 0
0 B A B _ .
AyiA=wt=| 0 0 A= [cosh 2¢cosh 26 —icosh2¢sinh 29]
0 0 tcosh2¢sinh20  cosh2¢ cosh 20
lFB - - B* A |
On a

_ —% sinh 2¢sinh 20 i sinh 24 sinh? # B = —% sinh 2¢sinh 260 i sinh 2¢ sinh? 6
| —isinh 2¢ cosh? 6 —% sinh 2¢ sinh 260 |’ | —isinh 2¢ cosh? 6 —% sinh 2¢ sinh 26

B* est le complexe conjugué de B.

det A = cosh? 2¢

(3.87)
det B=detB* =0

Pour trouver les valeurs propres de w®, essayons la formule suivante pour un vecteur propre

de w™ :

ZU

AN

<
Il

N p N ul
ou z représente un nombre et u c’est un vecteur & deux composantes : u = [ ]
U2
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Le fait de poser cette condition,
WY =M
nous conduit au systéme d’équations aux valeurs propres suivant :
(zA +22BF z"B*) U= z\u

(zzA +22B+ ZB*) u=z*\u
(23A +2*B+ Z2B*) u=z>\u

(z"_lA + "B+ z"_zB*) u=2"""\u
(Z"A F 2B+ zn_lB*) u=2z"\u

(3.88)

(3.89)

La deuxiéme équation jusqu’a la n — 1 équation sont identiques. Il reste donc uniquement trois

équations indépendantes :

(A + 2B F z"_lB*) U= \u
(A + 2B+ Z_IB*) U= A\u
(A F7"B+ Z—lB*) U= A\u.

On résout ces équations en posant :
2" = F1.

Les trois équations précédentes deviennent une seule équation :

(A + 2B+ z_lB*) U= \u

avec le signe F dans (3.91) associé¢ & w' ou w™ pour lesquels on trouve n valeurs de z :

2, = e2imk/n (k=0,1,....2n — 1)

ou :

k=1,3,5,....2n—1 (pour w+)
k=0,2,4,....2n — 2 (pour w_) .

Pour chaque k, deux valeurs propres A\ sont déterminées par I’équation suivante :

(A + ZkB + Zk_lB*) u = )\ku
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A\ est associée a w*.

Notons que nous avons corrigé une erreur intervenue dans [1] selon laquelle detA = 1 et detB = 0
et par suite det | A—i—sz—i-z,;lB* = 1, chose qui n’est pas vraie car le determinant de la somme
de matrices n’est pas égal a la somme des déterminants de chacune des matrices. Néanmoins
cette erreur n'influe pas sur le résultat final et en utilisant le logiciel Mathematica [10], on trouve

effectivement que :
det |A + 2B + 2, ' B*| = 1. (3.96)

Donc les deux valeurs de A\x doivent prendre la forme suivante :
M =€ (k=0,1,..,2n—1). (3.97)
Calculons la trace de I'équation (3.95). On trouve directement ~; :

Tr(A+zB+ 2B =Tr[A+ (z+ 2" 1B (3.98)

2rk

carona: B*"=Bet z+z_1:2cosT.

Alors on trouve :

2k 2rk
Tr(A+2 COS(%)B) = 2 cosh 2¢ cosh 260 + 2 COS(%)[— sinh 2¢ sinh 26] x

2mk
cosh 2¢ cosh 26 — cos(i) sinh 2¢ sinh 26 (3.99)
n
D’autre part, comme les valeurs propres A\ doivent étre de la forme
A = et (3.100)

Donc : ) )
§Tr(A + 2B+ 27 'B*) = 5(67’“ + e %) = cos Yy (3.101)

avec : (k=0,1,...,2n—1). Si vy, est solution de I’équation précédente alors —~ est aussi solution.

Par conséquent, on va définir 7, pour étre la solution positive de 1’équation (3.101).

Tk = Von—k (3.102)
0< v <y < < Yn. (3.103)

On utilise la relation (3.102) pour vérifier la premiére équation :

cosh(y2,—) = cosh(2¢) cosh(26) — cos(w (2n — k)) sinh(2¢) sinh(26)

n

= cosh(2¢) cosh(20) — COS(% - ?) sinh(2¢) sinh(26)
= cosh(2¢) cosh(26) — cos(?) sinh(2¢) sinh(26) = cosh (). (3.104)

La seconde relation peut étre vue en notant que %ik’“ = %sin(%)/ sinh(~g), qui est positive pour
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k < n. On peut tracer graphiquement 7 en fonction de ¢ avec ¢ = 7. Lorsque n — oo, les
courbes 79,71, - - - Y de la figure (3.3) fusionnent pour former un continuum. Les valeurs propres
de w* sont identiques a celles de w®. Par conséquent QF est le produit commutatif des rotations
planes dans le plan (uv).

Les 2" valeurs propres de V¥ peuvent étre écrites immeédiatement a I’aide du lemme 3; les
valeurs propres QF (w¥) sont : Ao(= €)1 (= e™1) Ay (eT72),- - Aoy 1 (= eT2n-1),

Alors les valeurs propres de V* sont :

Les valeurs propres deV “sont e!/2(£704724784720-2) (3.105)

Les valeurs propres deV Tsont —e!/2(En+7s4754720-1) (3.106)

Tk

>y =
ONN > O=iT
// f—--\\\
/// \\:\\
/s —_—
/////" \\:\:\
s e ——— \\\:\" Yo
’/ \-\
-"
- Yn

FIGURE 3.3 — Les solutions de (3.101). Figure tirée de [1]

3.2.4 Les valeurs propres de V

Comme nous l'avons expliqué, I’ensemble des valeurs propres de V' est constitué de la moitié
de 'ensemble des valeurs propres de V™ et de la moitié des valeurs propres de V~. Les valeurs
propres V* sont toutes positives et de I'ordre de e™. Pour trouver explicitement I’ensemble des
valeurs propres de V, il serait nécessaire de décider quelle est la moitié des valeurs propres de
VT ou V~ qui devrait étre écartée. Néanmoins, nous ne nous intéressons qu’a la plus grande
valeur propre de V.

Supposons que la matrice F' de dimension 2" x 2" transforme (3.72) en forme diagonale et

que la matrice G de dimension 2" x 2" transforme (3.73) aussi en forme diagonale :
1 N
F [2 (1 + U) V*} Flovi (3.107)
1 N
G [2 (1 - U) v} G =V, (3.108)
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ou Vi sont les matrices diagonales avec la moitié des valeurs propres de (3.105) et (3.106)
respectivement, apparaissant le long de la diagonale. 1l est possible de choisir F' et G de telle
sorte que FUF~! et GUG ™ restent des matrices diagonales. Alors F' et GG ne font que permuter
les valeurs propres de U le long de la diagonale. Mais la convention a été adoptée que U soit de la
forme (3.70). Par conséquent, F' et G ne modifient pas U du tout ou intervertissent simplement
les deux sous matrices 1 et —1 en (3.70). C’est-a-dire que F' et G soit commute soit anticommute
avec U. Cela signifie que :

V= % (1 + 0) FV+F-1 (3.109)

vy = % (1 + U) av-G! (3.110)

ol les signes + peuvent étre définitivement déterminés par un calcul explicite. Dans notre cas,

cette détermination n’est pas nécessaire. Nous pouvons écrire :

1 - 1
5 ( U) 5 ( 142 ) (3.111)
FVJ'_F_l _ H 6%7216—1ZP’€ (3112)
k=1
GV_G_l — H 6%’}/2;@722@]@ (3113)
k=1

ou P et @ sont deux permutations définies des entiers 1,2,...,n. La permutation P envoie k
dans Pk et la permutation @) envoie k dans Qk. Les (3.112) et (3.113) sont obtenues en notant
que FVTLF=1 et GV LG~ doivent respectivement avoir les mémes valeurs propres que V7 et

V' ~. Puisque les valeurs propres de Z sont +1, alors nous avons :

1 s
5 (1 + U> =1 (si un nombre pair de Zj vaut +1)

1

(3.114)
3 (1 =+ U) =0 (si un nombre impair de Zj vaut +1).

Cette condition est invariante pour toute permutation qui envoie {Z;} vers {Z,k}. Par consé-

quent, les valeurs propres (3.110) sont constituées des valeurs propres (3.108). Alors en utilisant
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(3.116), (3.102) et (3.103), on va trouver le résultat suivant :

1 . -
Vi =3 (1 n U) GV-G-!

1 !

=3 (1+0) [T erter

k=1

_ 1 (1 )e% W0ZQ +7122Q,++12n-220n )

2

1 (1 4 U) 62(:‘:’70:‘:“{2“” Eyon— 2)

2

— o3 (Fr0ET2tEy2n—2) (3.115)

En utilisant la relation (3.114), on trouve la plus grande valeur propre de :

vV, = el/2(Fvo+r2Hyat+r2n—2)

ou le signe & correspond au signe + dans (3.113). Comme n — oo, ces deux possibilités donnent
le méme résultat car g est négligeable par rapport a ’exposant entier de la derniére équation.
Une conclusion similaire peut étre tirée pour VB’ . Par conséquent, on en déduit aussi pour n — oo

que :
la plus grande valeur propre deV,, = el/2F 0tz tat 20 —2) (3.116)

la plus grande valeur propre deV = el/2ntyz st ta2n-1) (3.117)

La plus grande valeur propre de V est la valeur propre la plus grande d’entre les deux
équations (3.116) et (3.117). En utilisant les relations (3.102) et (3.103) V; et V3, alors la plus

grande valeur propre de V est :

A= 61/2(’)/1+’y3+’75+"‘+72n—1) (3118)

3.2.5 La valeur propre la plus grande de V

Pour trouver la valeur propre la plus grande de V, il faut passer par un calcul explicite. En

utilisant la derniére équation (3.118), on obtient :

1
L= nh—>H§o InAd= 7}1_{20 m (71 +73+ 5+ Fy2m-1) - (3.119)
Soit :
v (V) =261 5.120)
v=" (2k—1). '
n
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Comme n — 0o, v devient une variable continue. Alors on obtient :

n n 27
Z’ygk_l — 2/ dvy (v) .
k=1 TJo

En conséquence :

1 2 1 ™
= — d = — d . 121
= e =g [ano (3121)

La derniére expression de l'intégrale résulte du fait que v est symétrique. Pour exprimer L

convenablement, rappelons que =, est la solution positive de I’équation :
coshy () = cosh 2¢ cosh 260 — cos v sinh 2¢ sinh 26 (3.122)

avec :

¢ = Pe,

(3.123)
0 = tanh e 2%

On peut vérifier aisément que :

1
sinh 2¢ (3.124)
cosh 20 = coth 2¢.

sinh 260 =

En utilisant (3.124) et les propriétés précédentes, I’équation (3.122) devient :

cosh y(v) = cosh 2¢ coth 20 — cosh E(2]4; - 1)
n

coshy(v) = cosh 2¢ coth 20 — cosh v (3.125)

Sachant que [12]

1 s
|z| = / dtIn(2 cosh z — 2 costt). (3.126)
T Jo

Avec 'utilisation de (3.122), on peut écrire y(v) de cette forme :

1 ™
v(v) = / dvIn(2 coshyv — 2 cost)
0

T
1 (7 /
y(v) = — / dv' In(2 cosh 2¢) cosh 2¢p — 2 cosv — 2 cos /") (3.127)
T Jo
En conséquence :
1 T s
L= 57 / du/ dv' In[2 cosh 2¢) coth 20 — 2(cos v + cos /)] (3.128)
™ Jo 0

La double intégrale dans (3.128) s’étend sur le carré ombré dans le plan v/ indiqué a la figure

(4.4). Il est évident que 'intégrale reste inchangée si ’on change la région d’intégration du carrée
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FIGURE 3.4 — Les régions d’intégration de. Figure tirée de [1]

vers le rectangle comme indiqué en pointillés. Ce qui correspond au domaine d’intégration :

/
0< V+v <
2 (3.129)
0<v—v<n
Soit
V+v
0 =
T (3.130)
o =v—v

L’intégrale devient :

L= 5 2/ d51/ dd2 In(2 cosh 2¢ coth 2¢p — 4 cos 07 cos 52)
s

= % doy /2 dd2 In(2 cosh 2¢ coth 2¢p — 4 cos 01 cos d2)
T
2/ d51/ dégln 2COS(52 / d(51/ d(SQlH( >
T

avec :

D = cosh 2¢ coth 2¢. (3.131)

Pour simplifier les calculs, on utilise I'identité suivante [12] :

cosh™ 2 = In[z + V22 — 1]. (3.132)
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L’égalité précédente devient alors :

1 D
L=—- / dds In(2 cos d2) + / dds cosh™ ( >
T Jo 2 cos 0y

1 (" D D2
= In2 1 -1
27 Jo d [(n cosd) + n(200$(5+ 4cos2 ¢ )]

1 s ~
= — dd ln D+\/D2—400525}
0 L

2T

1 (7 [ 4cos?d
- W |[D[144/1-252°
[ ( s o )]

= o [ a5 [DO VI R eos?8)|
0 L

2T

2
K= —.

D

(3.133)

(3.134)

Dans la derniére intégrale, il est clair qu’on peut remplacer cos?§ par sin?§ sans changer la

valeur de l'intégrale. Par conséquence on trouve que :

1 cosh? 23¢ g
L=-In|— " — [ deln(1+1/1— k2sinh?
2n<81nh256>+27r/ S”1<+ s 90)

3.3 Les fonctions thermodynamiques

L’énergie libre de Helmholtz par spin peut s’écrire sous la forme suivante :
ar(0,T) = —kT'ln Z(B,T).

Par l'utilisation de (3.7), (3.119) et (3.135) :

1 s
—In(2 cosh 28¢) — o / dpIn(1+4/1 — k2 sin? ¢),
T Jo

I’énergie interne par spin est :

Bar(0,T) =

2
u(0,T) = [&LI(O T)] = —2etanh 28¢ + — r d’{/ ¢M

dp 27 df A1+ A)

avec A = /1 — k2sin? ¢.

On peut écrire I'intégrale suivante de cette forme :

sin?¢ T1(1-A)(1+A)dp T " d¢
/Od(ZS A(1+A) /0 k2 A(l+A) A__/O ,%Qd(b /<a2 0 A
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Par conséquent, on trouve I’énergie interne par spin :

pr(0,7) = —2etanh (20¢) + L dw [—1 + 1 /ﬂ dd)] .
0 1

2k dp T — k2sin? ¢
2
pr(0,T) = —e coth (2f¢) [1 + H/Kl(li):| (3.140)
T
avec %g—g = —2ecoth(2¢) [2 tanh?(2¢) — 1] et la capacité calorifique peut s’écrire comme (voir

appendice B) :

%C}(O, T) = %(56 coth(23¢))? {2K1(/§) —2E(k) — (1 —x) [g + H,Kl(l-i):| }

1 2 (€ 2\ 2 T (3.141)
cer(0.7) = = <kT cothkT> {2K1(/<) —2B(k) — (1 — &) [5 + H'Kl(m)] }
avec :
K’ = 2tanh?(28¢) — 1
et
_ 2
~ cosh 2¢ coth 2¢
et ou FE) représente une intégrale elliptique de second type (voir [12]) :
E(r) = /2 dpr/1 — K2 sin? ¢ (3.142)
0

Le graphe (3.5) montre la variation de k et &’ en fonction de Se.

L’intégrale elliptique K1 (k) contient une singularité au voisinage de k =1 (ou £’ = 0)

La fonction k La fonction k' |

FIGURE 3.5 — Les fonctions k et x’. Le graphe est tracé avec Maple 2018.

38



4 dK
K(k) ~In— (H)zz
K dk 2 (3.143)
Ek)~1
Ainsi, toutes les fonctions thermodynamiques portent une singularité a T = T,
2e
2 tanh? =1
tan KT,
€
= 0.4406868 (3.144)
KT,

KT, = (2.269185)e

D’autres relations satisfaites par T, sont :

e—G/KT- — \/§ _ 1

2¢
h =2
cos KT, V2 (3.145)
2
sinh K;c =1
Ainsi a T =1,
1 2 [ 2 \? T KT, ™
= (0,T) =~ = T R | —(1 7) 3.146
x0T 7T<KTC>|: . Tc+n<2e> +4] (3-146)
Lorsque |T'—T.| — 0 le rapport %Kff) s’approche de l'infini d’'une maniére logarithmique,

comme le montre la figure (3.6). Nous voyons dans (3.138) et (3.143) que 'énergie interne est
continue & T = T,. Ainsi la transition de phase & T' = T, ne comporte aucune chaleur latente.
On cite, pour la chaleur spécifique, les deux approximations plus la solution exacte dans le

graphe suivant :

Approximation de Bragg-Williams

L’approximation de Bragg-Williams aide & comprendre les transitions de phase apparaissant
dans des domaines complétement différents de la physique (transition ferromagnétique a non
ferromagneétique [1]. Ceci est une transition de phase du second ordre. Cette approximation
nous aide & comprendre comment transformer une matiére d’une phase 4 une autre autour de la
température critique. Dans la phase de transition du seconde ordre, les propriétés de la matiére

changent autour de la température critique mais les états restent les mémes.

39



Exact

v Bethe-Peierls

f= — =227 .
2sinh 1 4»/-Bragg—WiIharﬂs

= Ijﬁ =288

fr=4

0 T > T,
1 C
Nk ) 2
-9@ T<T.
avec
T
L%:3(1—?)70<1_7<1
c c
dLi -3
ar T,
1 3ey
R T —
NI{JCI(O7 ) 2Tc
dL? T ar,
FIRTIPREV T S TR

Approximation de Bethe-Peirels

L’approximation de Bethe-Peirls est une amélioration par rapport & 'approximation de

Bragg-Williams, dans la mesure ot on prend en compte un ordre spécifique & courte portée

[1].

MM T>T
p) —TE
wrCi(0,1) = § FERe

Solution exacte

T>T,
ﬁCI(OaT) =

Nl O
(@)
A
—
|

5=

IN
[

=
&)
i
(V)
~—~
—
|
[\
CBI
[\]
2
u}
~
~
S~—

avec kT, = e

Nous avons montré que la transition de phase se fait avec absence de chaleur latente. Cela
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implique que la transition de phase est probablement de deuxiéme ordre. Pour dire qu’il existe
effectivement une transition de phase a T = T, de deuxiéme ordre, nous devons examiner
Pordre & long terme ,i.e., 'aimantation spontanée. Cela ne peut pas étre fait dans les calculs
écrits jusqu’ici, puisque nous avons défini H = 0 depuis le début. Pour calculer I'aimantation
spontanée, nous devons calculer la dérivée de ’énergie par rapport & H lorsque H = 0. Le
résultat est traité par [13] et est compliqué. Faute de temps, on ne peut pas le faire ici dans ce

mémoire et on va donner directement 'expression de la magnétisation par spin :

0, for T > T,
m[(O,T) = 1
{1 - [sinh(ZBe)]%}g , for T <T,

my (O, T)

T
0 1 I'c

FiqurEe 3.7 — la magnétisation spontanée du modéle d’Ising a deux dimensions. figure tirée de

1]
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Chapitre 4
Conclusion

Dans ce mémoire on a étudié le modéle d’Ising & une et deux dimensions. Rappelons que le
but d’Ising derriére élaboration de son modéle était étudier les matériaux ferromagnétiques et
de chercher une quelconque transition de phase. on a donc, dans le deuxiéme chapitre, décrit
les matériaux magnétiques sous ses différents états (paramagnétique, ferromagnétique et tran-
sition de phase). Au début, on a défini la transition de phase ferromagnétique-paramagnétique,
c’est que le ferromagnétisme dépend de la température du matériau. A partir d’'une certaine
température, appelée température de Curie, le ferromagnétisme disparait pour laisser place au
paramagnétisme. Dit simplement, un matériau paramagnétique acquiert une aimantation aussi
longtemps qu’il est soumis & un champ magnétique : dés que celui-ci n’existe plus, il perd cette
aimantation. Pour les corps paramagnétiques, l'aimantation a le méme sens que celle de 1’état
ferromagnétique ; on a ensuite cherché une solution pour le modéle d’'Ising dans le but de tirer
les fonctions thermodynamiques. on a d’abord étudié le modéle d’Ising & une dimension par
la méthode des matrices de transfert. Aprés des calculs on a remarqué que le modéle d’Ising
unidimensionnel ne présente pas une transition de phase. on a ensuite étudié, dans ce mémoire,
la solution d’Onsager pour le modéle d’Ising & deux dimensions. Malgré la simplicité du calcul a
une dimension, le calcul & deux dimensions est plus complexe. Nous nous sommes intéressés a la
solution d’Onsager mais revu par Kaufman dont la méthode est plus élégante et plus claire car
utilisant la méthode des représentations. Apreés avoir trouvé la fonction de partition, les fonctions

thermodynamiques s’en déduisent facilement.
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APPENDICE A

Théorémes et lemmes mathématiques utilisés

Nous allons passer en revue les propriétés d’une certaine classe de matrices utiles pour la

solution du modéle d’Ising & deux dimension en ’absence de champ magnétique (B = 0).

Soit la matrice I'y, (@ = 1,----,2n) définie comme un ensemble de matrices satisfaisant la

régle d’anti-commutation suivante :
L., +T.0, =2, (b,v=1,---,2n) (4.1)

Les propriétés suivantes de I';, sont données sans démonstrations :

a : La dimensionnalité de I'), ne peut pas étre inférieure a 2" x 2"

b:SiT, et I’L sont deux matrices qui satisfont a (4.1), alors il existe une matrice non
singuliére S tel que I', = SF;S ~1. L’inverse est évidemment aussi vrai.

¢ : N'importe quelle matrice de dimension 2" x 2" est une combinaison linéaire d’une
matrice unité, les matrices I, (de dimension 2™ x 2") et tous les produits de matrices
indépendants : I',I'), ', I, Ty, - - -

Pour n = 1,(4.1) définit deux matrices de Pauli de dimension 2 x 2 et la troisiéme matrice peut
étre obtenu & partir du leur produit. C’est évident que chaque matrice de dimension 2 x 2 est
la combinaison linaire des matrice de Pauli et de la matrice unité. Pour n = 2, (4.1) définit les
matrice de Dirac v, de dimension 4 x 4.

Une représentation possible de I', de dimension 2" x 2™ est :

I =27 Iy =Y (4.2)
T = X175 Ty =X1Ys (4.3)
I's = X1X2Z3 I's = X1X2Y3 (4.4)
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Alors par récurrence, on en déduit que :

[oa—1 = X1 X2 - Xo1Za (a=1,..,n)

(4.5)
Fga = X1X2- . -Xaflya (Oé = 1, ,’I’L)

Une représentation équivalente est obtenue en échangeant les roles de X, et Z, (e =1,...,n). 1l
est également évident que chaque représentation, telle que (4.5) est obtenue par une permutation
arbitraire des numérotation de I'y, ..., T'g,.

Nous verrons dans la suite que Vj et V5 sont des matrices qui transforment la collection de
{T',,} pour un autre collection équivalente {F;} :

Soit donnée une collection définie I';, et la matrice w de dimension 2n x 2n qui décrit une

transformation linéaire orthogonale parmi les membres de T, :

2n
T, => wul, (4.6)
v=1

avec wy,, sont des nombres complexes qui satisfont :

2n
Zwlwww\ = (5,,)\. (47)
pn=1

Cette relation peut s’écrire sous forme matricielle :
wlw=1 (4.8)

ott w! est la matrice transposée de w. Si on voit I')y comme la composante d’un vecteur dans

I’espace de dimension 2n, alors w induit une rotation dans le méme espace :

M w1l w12 E W1,2n Ty
I w31 w22 e w2 .2n Ty
! r
Lt 2n | W2on,1  W2n,2 s W22n | L-2n]

On remplace (4.6) dans (4.1) et on démontre que la collection T, satisfait aussi & (4.1), a cause
de (4.7). En conséquence :
T, = S(w)l', S (w), (4.9)

o S(w) est une matrice non singuliére de dimension 2" x 2". L’existence de S(w) doit se

démontrer par une construction explicite. Il y a donc une correspondance
w <+ S(w), (4.10)

qui établit S(w) en tant qu'une représentation matricielle de dimension 2" x 2™ d’une rotation
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dans l'espace de dimension 2n. En combinant (4.9) et (4.6), on trouve :

2n
S(w), S (w) = ZwWFV (4.11)
v=1

On appelle w la rotation et s(w) sa représentation spinorielle. C’est évident que si w; et wo sont

deux rotations alors wjwsy est aussi une rotation.

S(wiwse) = S(w)S(w2) (4.12)

On va maintenant étudier quelques rotations spéciales w et leurs représentations S(w).
Considérons une rotation plane & deux dimension de ’espace de dimension 2n. La rotation dans

le plan uv & travers ’angle 6 est définie par la transformation

| =T, (A £ i A £ D) (1.13)
I, =T,cosf —T,sinf (u#v) (4.14)
I, =T,sinf+ T, cosb (n#v) (4.15)

ou 6 représente un nombre complexe. La rotation matricielle, notée par w(ur|d) est donnée

explicitement par :

uth vth
colonne colonne
w(pv|@) = | -+ cos# --- —sinf .- uth ligne (4.16)
sinf --- cosf .- vth ligne

w(uv|0) est appelé la rotation plane dans le plan pr. On peut vérifier facilement que :

w(16) = (vl — 0) (417
w! (uv]0)w(p|0) = 1

Les propriétés de w et S(w) qui sont applicables pour la solution du modeéle d’Ising sont

résumeées dans les lemmes suivants :

Lemme 1 Si w(uv|d) < S,..(0), alors
S, (0) = e~ 1200l (4.18)
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Preuve puisque I',I', = —T, ', pour p # v,(I',I',)? =T, I,I',I', = —1. On peut écrire :
e M/20Tuly — cosg ~T,I, sing (4.19)

A partir de (I, I, )(I',)IT) = (I I,)(uly) = 1 on trouve

o1/200, Ty ,=1/200,Ty _ ,1/200,Ty 1/20T00y _ ,1/20(D,Tu4T0T,)

Par conséquent :

Spar (8) = e!/?0Tuly (4.20)
Un simple calcul va donner :
S (0)T2S, () = T (A# A #v)
S ()28, (0) =Ty cosf + T, sin 6
S ()28, (0) = Tysinf — T, cos 6
Lemme 2 Les valeurs propres de w(uv|d) 1 (2n — 2,dégénérées), et e (non dégénérées). Les

valeurs propres de Sy, () sont e*0/2 (chaque 2" !-fois dégeénérées).

Preuve La premiére partie est triviale. La deuxiéme partie peut étre prouvée en choisissant
une représentation spéciale pour I',I',, puisque les valeurs propres de Sy, (€) sont indépendantes
de la représentation. En tant que représentation pour I', et T'y, on utilise (4.5) avec X et Z
inchangées. Comme le nombre de I', dans (4.5) n’est pas unique, nous sommes libres de choisir

n’importe quelle représentation de I' pour étre I';, et I',. On choisit

T, = 21X,
I'y=21Y,

puis :
) i 0
FHPV:X2Y22222:1X 0 x 1x x1
—1
Par conséquent
0 .0 e~0/2 0
SW(Q):cosi—F#F,,smi:lx [ 0 Ji02 X 1x---x1
Les éléments matriciels de S, dans cette représentation sont :
) n
< st salSu (O], sy >= /202 T 6, (4.21)
k=1
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Les éléments diagonaux sont ¢9/2 et ¢7/2 chacun apparaissant le méme nombre de fois, c¢’est-

a-~dire, 271 fois.

Lemme 3 Soit w le produit commutatif de n rotations planes :

w = w(apflO)w(v0|02)- - - w(ur|by) (4.22)
ol a,f, -, u, v est la permutation de I’ensemble des nombres entiers 1,2,---,2n — 1,2n et
01,---,0, sont les nombres complexes. Alors
(a)w <> S(w), avec
S(w) _ 6—1/291Far,86—1/292F7F6. .. 6_1/29nFuFV (4.23)

(b) les 2n valeurs propres de w sont :

eii91 , eizﬂg’ . eiwn (424)
(c) les 2™ valeurs propres de S(w) sont :
e%i(ielieﬁ---ien) (4.25)
avec le signe + est choisi d’une facon indépendante.
Preuve Ce lemme est une conséquence directe des lemmes 1 et 2 et du fait que [I', '), T'oI'g] =
0.

Par ce lemme, les valeurs propres de S(w) peuvent étre immeédiatement obtenues & partir de

(4.24). L'utilité de cela reposes sur le fait que VoVj peut étre exprimés en termes de S(w).
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APPENDICE B

Dans cet appendice, on va démontrer la formule suivante :

1d
;ﬁ — —2¢coth 28¢(2 tanh? 28¢ — 1) (4.26)

On pose : kK = %, D = cosh(2¢) coth(2¢), ¢ =¢€p.

On a :
lde ldekdep  dr 2d 1 1
kdB  rdgdB  dp " do <D> <m>
_ dD [ 1
245 (5)
B e [ coth(2¢)
= —25 [Slnh(2¢)) coth(2¢) — smh(qu)]
_ coth(2¢) [ h B 1}
oo [0 b0
th(2 .
= —265;}12((22)) 2 sinh?(2¢) — cosh2(2¢>)]
= —2ccoth(2¢) [2 tanh?(2¢) — 1] (4.27)
C.Q.F.D.

On va maintenant retrouver Iexpression (3.141) de la chaleur spécifique. Pour cela, nous allons

écrire (4.27) de cette maniére :

9 tanh(28¢) — ;{Zg — _ccoth(28¢) (4.28)

L’équation (3.138) devient :

s Laxa 5 _dg
26dB - 2kdBT Jo \/1—kK2sin?¢
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On remplace (4.28) dans (4.29) et on trouve :

ou :

et

wr(0,T) = —e coth(28¢) + ifl;im(x)

= —ecoth(2f€) — coth(2¢)(2 tanh?(23¢) — 1)%K1(x)

= —ecoth(28¢)(1 — /‘G/%Kl(w))

Ki(k) = : _ dp
= 0 V1—kZsin?¢
_ 2sinh(28¢)
"= cosh?(23¢)

' = 2tanh?(28¢) — 1.
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APPENDICE C

On veut montrer, dans cet appendice que :

K24 K2 =1 (4.33)

o 4 sinh(2%¢)

~ cosh?(28e)

_ 4sinh*(28¢)  4sinh*(28¢)

~ cosh?(28¢) cosh?(20¢)
481nh2 (28¢)

N cosh (28¢) [cosh2 (28¢)
cosh?(2f3¢) — sinh?(20¢)
cosh?(2f¢)
= 4tanh?(2f¢) [1 — tanh?(2B¢) — 1] + 4 tanh?(28¢) +

= —4tanh?(28¢) + 4 tanh?(28¢) +1 =1

+ 4 tanh?(28¢€) + 1 — 4 tanh?(23¢)

+ 4tanh?(28¢) +

- 1} + 4tanh?(28¢) +

— 4 tanh?(20¢) [ 1} + 4tanh?(28¢) + 1

On peut déduire la capacité calorifique par les relations qu’on a utilisées précédemment (voir

appendice B) :

dul - dul dﬂ
Cr0.T) = G = Ga or (4.34)
g= L %{ B (4.35)
% - _ﬁ2 Cil“ﬂf (4.36)
ur = —ecoth(286)[1 + %E’Kl(m)] (4.37)
2

‘Z‘g _ Smhz%ﬁe) [1 + im'm(n)] ~ e coth(28¢) [2 ‘fl; Ki(k) + 24/ ddfél] (4.38)

1., —2ep2 2, 22 dr/ ,dKy
%C[ = W |:1 + ;/ﬁ Kl (H):| + 65 ; COth(QﬁG) |:dﬁkl(/€) + li dﬁ:| (439)
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onax = 25 g panh2(286) —1, k2442 = 1, U = ECQ-U)K(0) _ Bl Kale)

kK2

cosh?(28¢) ’ b odk T rk(1—k2)

Zizg = —2¢eK coth(2p¢) [2 tanh?(28) — 1] = —2¢kk’ coth(28¢)

de’ 2¢ _ 8etanh(20¢)
dg 4tanh(20¢) cosh?(28e)  cosh?(23¢)
B 2¢2 32 2¢3?
sinh?(2¢) ™
[SGtanh(Qﬁe) () ,dk‘1dl€:|
cosh?(23¢) R ag
B —4¢€% 32 T , 2¢ 32
 7wsinh?(28e) [7 T Kl(ﬁ)] - T

2
[%Kl(ﬂ) — 2erk/? coth(2€) <E(’£);€5(”’2)>}

1
%C[(O, T) —

{1 + iFLIKl(F&):| + coth(2f3¢) x

coth(2p3¢) x

ol on a utilisé I'identité suivante :

, 2
=K =—5""=
cosh”(20¢)

%C[(O, T) =

—4€26% (1 — k') cosh?(2B€) [m
7 sinh?(2¢) 2 [7 th Kl(ﬁ)} +

2
2¢(3 8¢ tanh(2f¢)
TCOth(Qﬁg) [ cosh?(20¢)

%cf(o, T) = %(56 coth(266))* {~(1 — ) [7 + W E1(s)] } %(eﬁ)Q coth2(28¢) x

2

8 tanh(2 th(2 ,
(Rt - S b0 - ]
Pour faciliter les calculs on prend :
2
- WKI(H) —2E(k)+2(2 tanhQ(QBe) — 1)2[(1(5)
on a angg = 1~ tanh?(26¢)

I = 8tanh?(28¢)(1 — tanh?(26¢)) K1 (k) — 2E(k) + 2(4 tanh*(28¢)

— 4tanh?(28€) 4+ 1) K1 (k)

%01(0, ) = %(56 coth(256))* { 2Ka (k) — 28(r) — (1 ') [ 5 + w K (w)]
1

T \kT 2

ol

Ki(k) — 2ecoth(26¢)(E(k) — K,IZKl(H))]

cr(0,7) = 2 (i coth%%f {2Kl(ﬁ) —2B(k) — (1 — &) [5 + H/Kl(ﬁ)] }

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)



APPENDICE D

Dans cet appendice nous avons vérifier par le logiciel Mathematica que : det|A—|—sz+zk_lB *

| = 1 apparue dans l’équation (3.96)

Cosh[2a]Cosh[2t]  —I x Cosh[2a]Sinh[2t]
I * Cosh[2a]Sinh[2t] Cosh[2a]Cosh[2t]

Cosh[2a]Cosh[2t], —ICosh[2a]Sinh[2t], ICosh[2a]Sinh[2t], Cosh[2a|Cosh[2t]
Simplify[Det[A]]

Cos[2t]|Cosh|[2a], —ICosh[2a]Sinh[2t], ICosh[2a]Sinh[2t], Cosh[2a]Cosh[2t]
Cosh[2a]?

p = Cos[2t]Cosh[2a]?Cosh[2t] — Cosh[2a]?Sinh[2t]?

Simplifylp]

Cosh[2a]?(Cos[2t]Cosh[2t] — Sinh[2t]?)

—0.5 % Sinh[2a|Sinh[2t] I * Sinh[2a](Sinh[t])2Sinh[2t]
—1I * Sinh|[2a](Cosh[t])? —0.5 * Sinh[2a]Sinh[2t]

—0.5Sinh[2a|Sinh[2t], ISinh[2a]Sinh([t]?, —ICosh[t|?Sinh[2a], —0.5Sinh[2a]Sinh[2t]

Simplify[Det[b1]]

z = Exp[2 % I * Pi % k/n)]

2ikm
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b1 — —0.5 x Sinh[2a]Sinh[2t] I * Sinh[2a](Cosh[t])?
| —IxSinh[2a](Sinh[t])2 —0.5 % Sinh[2a]Sinh[2t]

—0.58inh[2a|Sinh[2t], ICosh[t]?Sinh[2a], —ISinh[2a|Sinh[t|?, —0.5Sinh[2a]Sinh[2t]

Simplify[Det[b1]]

h=A+zxB+(1/z)bl

Simplify[Det[h]]
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Résumé :

Le modele d’Ising est un modele de la physique statistique qui permet d’expliquer le
ferromagnétisme de certains matériaux en considérant que les moments magnétiques de spin
des ¢lectrons dans ces matériaux sont orientés selon un axe (la projection du spin pouvant
prendre que deux valeurs (haut et bas ou +)). Ising a introduit initialement son mod¢le, pour
expliquer la transition de phase dans les matériaux ferromagnétiques. Le modele d’Ising a
une dimension posseéde une solution exacte trouvée par la méthode de la matrice de transfert.
Malheureusement ce modéle ne montre pas de transition de phase, donc solution qui n’est pas
intéressante. L’étude du modéle d’Ising a deux dimensions montre 1’existence d’une
transition de phase et des travaux ont permis de prédire la température a laquelle se produit la
transition. D’ou I’intérét théorique porté a 1’étude de ce modele. Onsager, en 1944, a réussi a
trouver une solution exacte, en généralisant la méthode de la matrice de transfert a deux
dimensions. Jusqu’a nos jour, le modéle d’Ising a trois dimension n’est pas soluble
exactement et il convient d’utiliser les méthodes numériques.

Le but de ce mémoire de master est d’étudier la solution du modé¢le d’Ising unidimensionnel
et a deux dimensions .On s’intéresse a la solution d’Onsager pour le modele d’Ising a deux
dimensions.

Mots clés : Modc¢le d’Ising, solution d’Onsager, ferromagnétisme, paramagnétisme



