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◆♦✉s r❡♠❡r❝✐♦♥s ❉✐❡✉ ❧❡ t♦✉t ♣✉✐ss❛♥t ♣♦✉r ♥♦✉s ❛✈♦✐r ❞♦♥♥é ❧❛ ❢♦r❝❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❛❜♦✉t✐r ❝❡
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◆♦✉s t❡♥♦♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ♥♦tr❡ ♣r♦♠♦tr✐❝❡ ❉r✳ ❇✳ ❙■ ▲❆❑❍❆▲ ♣♦✉r ♥♦✉s ❛✈♦✐r ❣✉✐❞é ❞❛♥s

❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ♠❛st❡r✳ ❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ✈✉ ❧❡ ❥♦✉r s❛♥s s❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ à

♠❡♥❡r à ❜✐❡♥ ❝❡ ♣r♦❥❡t✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ r❡♠❡r❝✐❡r ❛✉ss✐ ❉r✳ ▼✳ ❖❯▲❉ ▼❖❍❆▼❊❉ ❞❡ ♥♦✉s ❛✈♦✐r ❛✐❞❡r ❞❛♥s
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▲❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t

s♦❧✐❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ♠ét❛✉① ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❡r✱ ❧❡ ❝♦❜❛❧t ❡t ❧❡ ♥✐❝❦❡❧✱ ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✜♥✐❡ ❞❡s s♣✐♥s ❞❡s

❛t♦♠❡s ❡st ♣♦❧❛r✐sé❡ s♣♦♥t❛♥é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡

♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♠♦♠❡♥t ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛♣✲

♣❧✐q✉é ❬✶❪✳

❯♥ ♠♦♠❡♥t ♠❛❣♥ét✐q✉❡ s♣♦♥t❛♥é s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ♠❛❣♥ét✐q✉❡s s♦♥t ❛rr❛♥❣és ❞❡

❢❛ç♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❡t ❧✬♦r❞r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳ ❈❡❧❛ ♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t t♦✉t❡❢♦✐s q✉❡ ❧♦rsq✉❡

❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛♣♣❡❧é❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❈✉r✐❡✳

❆✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❈✉r✐❡ ❧❡s s♣✐♥s s♦♥t ♦r✐❡♥tés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✱ ♥❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t

❛✉❝✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♥❡t ❬✶❪✳

▲❡ t❡r♠❡ ✧♠❛❣♥ét✐s♠❡✧ ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s q✉✐ ♦♥t ❧✐❡✉ ❛✉ ❝÷✉r ❡t ❛✉t♦✉r ❞❡

♠❛tér✐❛✉① ❛✐♠❛♥tés✱ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ s♦✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♦✉ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣

❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✭é❧❡❝tr✐q✉❡ ♦✉ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✮✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉ ♠❛❣♥ét✐s♠❡ s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s✱ ❞❡

❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ à ❧❛ ♠é❞❡❝✐♥❡ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❡t ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s

✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✕ ▲❛ ❜♦✉ss♦❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡✳ ■♠❛❣❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬✷❪✳

✶



✶✳✶ ❉é❝♦✉✈❡rt❡ ❞✉ ♠❛❣♥ét✐s♠❡

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡♠♦♥t❡♥t à ❧✬❛♥t✐q✉✐té ♠❛✐s ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♥✬❛ été ét✉❞✐é ❛✈❡❝

❛tt❡♥t✐♦♥ q✉✬à ♣❛rt✐r ❞✉ XV III s✐è❝❧❡✳ ❈❤❛r❧❡s ❆✉❣✉st✐♥ ❞❡ ❈♦✉❧♦♠❜ ét❛❜❧✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s

q✉✐ s✬❡①❡r❝❡♥t ❡♥tr❡ ♠♦♠❡♥ts ♠❛❣♥ét✐q✉❡s s♦♥t ✐♥✈❡rs❡♠❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✉ ❝❛rré ❞❡ ❧❛

❞✐st❛♥❝❡ q✉✐ ❧❡s sé♣❛r❡♥t ❬✷❪✳

✶✳✷ ▲❡ ♠❛❣♥ét✐s♠❡✱ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉❛♥t✐q✉❡

❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ✐❧ ❡st ❛❞♠✐s q✉❡ ❧❡ ♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❡st ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞♦♥t ❧❡s ❡✛❡ts

s✬♦❜s❡r✈❡♥t à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛t♦♠❡✱ ❝❤❛q✉❡ é❧❡❝tr♦♥ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♣❡t✐t

♠♦♠❡♥t ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s ❞❡ ♠♦♠❡♥ts ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ♦♣♣♦sés ♦♥t t❡♥✲

❞❛♥❝❡ à s❡ r❡❣r♦✉♣❡r ♣❛r ♣❛✐r❡s✳ ❆ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ♥✉❧❧❡✳ ▼❛✐s✱

s✐ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t s❛♥s ♣❛rt❡♥❛✐r❡s✱ ❧❡✉rs ♠♦♠❡♥ts ♠❛❣♥ét✐q✉❡s s✬❛❞❞✐t✐♦♥♥❡♥t✳ ■❧s

♣r♦❞✉✐s❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳ ❧❡s ♠ét❛✉① ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❡r ❡t

❧❡ ♥✐❝❦❡❧✮ ❡t ❧❡s t❡rr❡s r❛r❡s✱ s♦♥t ❧❡s s❡✉❧s é❧é♠❡♥ts ❝❤✐♠✐q✉❡s à ♣♦rt❡r ✉♥ t❡❧ ♠♦♠❡♥t ♠❛❣♥ét✐q✉❡

❬✷❪✳

✶✳✸ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ♠❛❣♥ét✐s♠❡

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠❡s ❞❡ ♠❛❣♥ét✐s♠❡ q✉✐ r❡♥❞❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s st❛t✐s✲

t✐q✉❡s ❞❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧s ❞❡s s②stè♠❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ✭❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ♠❛✲

❣♥ét✐q✉❡s ❡t ❞✉ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞❡s s♦✉s✲❝♦✉❝❤❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✮ ❬✷❪ ✿

✯ ❧❡ ❞✐❛♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❀

✯ ❧❡ ♣❛r❛♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❀

✯ ❧❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❀

✯ ❧❡ ❢❡rr✐♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❀

✯ ❧✬❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡✳

▲❡s ♣r♦❝❤❛✐♥s ❝❤❛♣✐tr❡s s♦♥t ❜❛sés ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❡t

♣❛r❛♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❝❛r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢❛❝✐❧❡ à ❝♦♠✲

♣r❡♥❞r❡✳

✶✳✸✳✶ ▲❡ ♣❛r❛♠❛❣♥ét✐s♠❡

▲❡ ♣❛r❛♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❞és✐❣♥❡ ❡♥ ♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ♠❛tér✐❡❧ q✉✐ ♥❡

♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡ ♠❛✐s q✉✐✱ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥ ♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❡①tér✐❡✉r✱ ❛❝q✉✐❡rt

✉♥❡ ❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥

r❡t✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡①tér✐❡✉r✱ ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s r❡♣r❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❡t ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥

❞✐s♣❛r❛✐t✳ ▲❡ ♣❛r❛♠❛❣♥ét✐s♠❡ rés✉❧t❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♥❛t✉r❡❧ ❞❡s ❞✐♣ô❧❡s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❞❛♥s

❧❡ s❡♥s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡①tér✐❡✉r ✭✜❣✉r❡ ✶✳✷✮✳ ■❧ ❡st très ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝❛r

❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ♣❡rt✉r❜❡♥t ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐♣ô❧❡s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡

❈✉r✐❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ❛❝q✉✐s❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❬✸❪✳

✷



❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ ✕ ▼♦♠❡♥t ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡✳

✶✳✸✳✷ ▲❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡s

▲❡s ❛t♦♠❡s ♣♦rt❡♥t ✉♥ ♠♦♠❡♥t ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❞♦♥t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❛❧é❛t♦✐r❡✳ ▲❡s

❞✐st❛♥❝❡s ✐♥t❡r✲❛t♦♠✐q✉❡s ♦✉ ✐♥t❡r✲♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡s s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ♠♦✲

♠❡♥ts ♥✬❡①❡r❝❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡✳ ❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❡①tér✐❡✉r✱ ✐❧s ♥❡ s♦♥t

s♦✉♠✐s q✉✬❛ ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡t ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳

❙♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❝❤❛♥❣❡ s♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞✉

❝♦✉♣❧❡ q✉✐ ❧❡s r❛♠è♥❡♥t s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ s❡♥s ❞✉ ❝❤❛♠♣✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❡t ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥

❞❡ ♠ê♠❡ s❡♥s ✭χ > 0 ❡t ❢❛✐❜❧❡ ♠❛✐s ∼ ✶✵ à ✶✵✵ ❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞✐❛✲

♠❛❣♥ét✐q✉❡s✮✳ χ ❞é❝r♦✐t ❛✈❡❝ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝❛r ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ q✉✐ ❣è♥❡ ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s

❞✐♣ô❧❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❝r♦✐t ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✸✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡s ✿ ❧✬❛❧✉♠✐♥✐✉♠✱ ❧❡ ♠❛♥❣❛♥ès❡✱ ❧❡ s♦❞✐✉♠✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸ ✕ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐té ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t
❧❛ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❋✐❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬✸❪

✶✳✹ ❊①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♥✉❧

P♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠ét❛✉① à t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛♠❜✐❛♥t❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝✉✐✈r❡✮✱ ♦♥ ❛ ❡✛❡❝✲

t✐✈❡♠❡♥t M0 = 0✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡rt❛✐♥s ♠ét❛✉① ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❡r✱ ❧❡ ❝♦❜❛❧t ♦✉ ❧❡ ♥✐❝❦❡❧ ♣rés❡♥t❡♥t

✸



✉♥❡ ❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡M0 6= 0 ❡♥ ❝❤❛♠♣ ♥✉❧✳ ❈❡s ♠ét❛✉① s♦♥t ❞✐ts ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡

❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡ tr❛❞✉✐t ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦❧❧❡❝t✐❢ ❞❡s s♣✐♥s ✭♦❜s❡r✈❛❜❧❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦✲

s❝♦♣✐q✉❡✮ ✿ ❝✬❡st ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ s♣✐♥s q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❬✸❪✳

✶✳✹✳✶ ▲❡s ♠❛tér✐❛✉① ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s

❯♥ ♠❛tér✐❛✉ ❡st ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ♣♦rt❡ ✉♥❡ ❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ ♦✉ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡

❞✉ré❡✳ ❙❛ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐té ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ♥♦té❡ χm✱ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❯♥ ❝♦r♣s ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡

❛❝q✉✐❡rt ✉♥❡ ❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡st ♣❧♦♥❣é ❞❛♥s ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t ❝❡tt❡ ❛✐♠❛♥✲

t❛t✐♦♥ ♣❡r❞✉r❡ ❛♣rès ❞✐s♣❛r✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡①tér✐❡✉r ✿ ❝✬❡st ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡

❞✬❤②stérés✐s✳ ❖♥ ♣r♦❞✉✐t ❞♦♥❝ ❧❡s ❛✐♠❛♥t ♣❡r♠❛♥❡♥ts ❡♥ ✐♠♠❡r❣❡❛♥t ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❢❡rr♦♠❛❣♥é✲

t✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞✉ ❢❡r✱ ❞✉ ❝♦❜❛❧t ♦✉ ✉♥ ❛❧❧✐❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❛✉① ❞❛♥s ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳

▲❡ ♠❛tér✐❛✉ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ♣❡t✐ts ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ❛♣♣❡❧és ❧❡s ❞♦✲

♠❛✐♥❡s ❞❡ ❲❡✐ss✱ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ✈❛r✐❡ ❡♥tr❡ ✶✵ ❡t ✶✵✵ ♠✐❝r♦♥s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✹✮✳ ❈❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s♦♥t

sé♣❛rés ♣❛r ❞❡s ♣❛r♦✐s très ✜♥❡s✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 0.1 ♠✐❝r♦♥✳ ❉❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✱ ❧❡s ♠♦♠❡♥ts

❞✐♣♦❧❛✐r❡s ♠❛❣♥ét✐q✉❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ss✐♠✐❧❡♥t ❛✉① s♣✐♥s✱ s♦♥t t♦✉s ♦r✐❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

▼❛✐s ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❙✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥

❡st ♥✉❧❧❡✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s s✬❛♥♥✉❧❛♥t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✳ ❆ ♣r♦①✐♠✐té ❞❡s ♣❛r♦✐s✱ ❧❡s s♣✐♥s

❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts s✬✐♥✢✉❡♥❝❡♥t ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❞✐st❛♥❝❡ ❬✸❪✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ✕ ❉♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❲❡✐ss ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❋✐❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬✸❪

▲♦rsq✉✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡st ✐♠♠❡r❣é ❞❛♥s ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡①tér✐❡✉r✱ ❧❡s s♣✐♥s

❞❡ t♦✉s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s t❡♥❞❡♥t à s✬♦r✐❡♥t❡r ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡①tér✐❡✉r✳

▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞♦♥t ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡①tér✐❡✉r ❣r♦ss✐ss❡♥t ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t

❞❡s ❛✉tr❡s ❡t ❧❡s ♣❛r♦✐s s❡ ♠♦❞✐✜❡♥t ❛❧♦rs✳ ❙✐ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡①tér✐❡✉r ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ❢♦rt ❡t s✐ ❧❡ ♠❛té✲

r✐❛✉ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s tr♦♣ ❞❡ ❞é❢❛✉ts✱ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ré✈❡rs✐❜❧❡✳ ▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s r❡tr♦✉✈❡♥t

❧❡✉r ♣❧❛❝❡ ❡t ❧❡✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✐s♣❛r❛✐t ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✺✮✳ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ s✐

❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡st tr♦♣ ❢♦rt ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✐rré✈❡rs✐❜❧❡ ❡t ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥

❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ♣❡r❞✉r❡ ❀ ❡❧❧❡ ♥❡ r❡✈✐❡♥t ♣❛s à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♥✉❧❧❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ré♠❛♥❡♥t❡ ✿ ❝✬❡st

❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛✐♠❛♥t ♣❡r♠❛♥❡♥t ❬✸❪✳

✹



❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ✕ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐té ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t
❧❛ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❋✐❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬✸❪

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❈❡ q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❧♦rs✲

q✉✬✉♥ ♣❡t✐t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ t❡❧ q✉❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♦✉ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥

❝❤❛♥❣❡♠❡♥t q✉❛❧✐t❛t✐❢ à ❣r❛♥❞❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❬✹❪✳

◆♦tr❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥ rés❡❛✉ q✉✐ s❡r❛ ♣♦✉r ♥♦✉s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡

♣♦✐♥ts ♣❧❛❝és ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d = 1, 2 ♦✉ 3✳ ❆ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❝❤❛✐♥❡

❞❡ ♣♦✐♥ts s✉r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥✉♠ér♦t❡r ❞❡ 1 à ”N” ✭♦ú ”N”❞és✐❣♥❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✐t❡s ❞✉ rés❡❛✉✱ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✻✮ ❬✹❪ ✿

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻ ✕ ❘és❡❛✉ à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❬✹❪✳

❆ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ✉♥ ❝❛rré ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❝✐✲❞❡ss♦✉s à ❧❛

✜❣✉r❡ ✶✳✼✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ ✕ ❘és❡❛✉ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❬✹❪

❆ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❡st ✉♥ ❝✉❜❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✽✮ ✿ ❙✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱

❝❤❛q✉❡ s❡❣♠❡♥t ❞❡ ❧✐❣♥❡ sé♣❛r❡ ❧❡s s✐t❡s ❞✉ rés❡❛✉ ❛♣♣❡❧é ❧✐❛✐s♦♥ ❡t ❧❡s s✐t❡s ❞✉ rés❡❛✉ s♦♥t

❛♣♣❡❧és ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❧✐❛✐s♦♥ q✉✐ ❧❡s r❡❧✐❡♥t✳ ❆ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✭❝✳❛✳❞✳ s✉r ❧❡s

✺



❋✐❣✉r❡ ✶✳✽ ✕ ❘és❡❛✉ à tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❬✹❪

❜♦r❞s✮✱ ❧❡ rés❡❛✉ ❝♦♥t✐❡♥t ✷❞ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s✳ P♦✉r ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦♥ ❛ ✷×✶❂✷ ❡t ♣♦✉r ❞❡✉①

❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✷×✷❂✹ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾ ✕ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ rés❡❛✉ ❞✬■s✐♥❣ ❬✹❪

▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s s✐t❡s ❡①tér✐❡✉rs ❡t ❝❡✉① ❞❡ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❡st ❣ê♥❛♥t❡✳ P♦✉r ♣❛r❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱

✐❧ ❢❛✉t s❡ ❞é❜❛rr❛ss❡r ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥✲

t❛✐r❡s q✉✐ r❡❧✐❡♥t ❧❡s s✐t❡s ❞✉ rés❡❛✉ s✉r ❧❡s ❝♦tés ♦♣♣♦sés ❞❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✳

❈❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à ❡♥r♦✉❧❡r ❧✬✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡♥ ✉♥❡ ❝❤❛✐♥❡✱ ❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡♥ ✉♥ t♦r❡ ❡t ❧❡ tr✐❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ♥♦♠♠❡r✳ ❈❡❧❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞♦♥❝

❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ ♥♦♥ ré❛❧✐st❡s ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❛r s✉❣❣ér❛♥t ❞❡ ❝♦✉r❜❡r ✉♥ ❝r✐st❛❧

à tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡♥ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❬✹❪✳

▲❡s ♣❤②s✐❝✐❡♥s s❡r♦♥t ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs à ❛❝❝❡♣t❡r ❧✬✐❞é❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝❛r ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❡st q✉✬✉♥❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✐♠♣♦sé❡ à ✉♥ ♣♦✉r❝❡♥t❛❣❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞❡ s✐t❡s ❞✉ rés❡❛✉ ♥❡ ❞❡✈r❛✐t

♣❛s ❛✛❡❝t❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ❞✉ s②stè♠❡ ❬✹❪✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❀

❝✬❡st ❞✬✐♠♣♦s❡r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s q✉✐ ✐♥✢✉❡♥❝❡r♦♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ ét❛✲

❜❧✐ss❛♥t ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡✳

▲✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❛ttr❛②❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❉❛♥s

❧✬❡♥r♦✉❧❡♠❡♥t ✭✇r❛♣✲❛r♦✉♥❞✮ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣✱ ✐❧ ❡①✐st❡ dN ❧✐❛✐s♦♥s r❡❧✐❛♥t ❧❡s N s✐t❡s ❞✉ rés❡❛✉

❡t ❝❤❛q✉❡ s✐t❡ ❞✉ rés❡❛✉ r❡ss❡♠❜❧❡ à t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s s✐t❡s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡

✻



rés❡❛✉ à été ❡♥r♦✉❧é ✭♦✉ ❡♥✈❡❧♦♣♣é✮ ❬✹❪✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st ❞✬❛ss✐❣♥❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Si à ❝❤❛q✉❡ s✐t❡ ❞✉ rés❡❛✉ i = 1, 2, ...N ✳ ▲❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s Si ♣r❡♥❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ±1 q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉

rés❡❛✉✳ ❈❡❧❛ r❡✢èt❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ♣❤②s✐q✉❡ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉❡ ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés s✉r ❝❤❛q✉❡

s✐t❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❤❛✉t✴❜❛s✱ ♦❝❝✉♣é✴✈❛❝❛♥t✳

▲✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✭S1✱ S2✱ S3✱✳✳✳✳✳✳SN ✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s✐t❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉✲

r❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✳

❈♦♠♠❡ ■s✐♥❣ s✬✐♥tér❡ss❛✐t✱ ❞❛♥s s❛ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡✱ ♥♦✉s

❛❧❧♦♥s ❧✬✐♠✐t❡r ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s s✐t❡s s♦♥t ♦❝❝✉♣és ♣❛r ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞✬✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❢❡rr♦♠❛❣♥é✲

t✐q✉❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❛t♦♠❡ ❛ ✉♥ ♠♦♠❡♥t ♠❛❣♥ét✐q✉❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣♦✐♥t❡r q✉❡ ✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t ✧s♣✐♥ ✉♣ ✧ ♦✉

✈❡rs ❧❡ ❜❛s ✧ s♣✐♥ ❞♦✇♥ ✧✳ ▲❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❛ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧ ❞✉

s②stè♠❡ ❡t s✉rt♦✉t s✉r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♠♦♠❡♥t ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❝❛r ❧❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts t❤❡r♠✐q✉❡s ✈♦♥t

♦r✐❡♥t❡r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ à ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❜❛ss❡s

❧❡s ♠♦♠❡♥ts ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ✈♦♥t s✉✐✈r❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡①t❡r♥❡ ❬✹❪✳

▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❡♥ ❢♦r♠❛♥t ❧✬❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡t ♣❛r s✉✐t❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡

t♦t❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ s②stè♠❡ s❡ tr♦✉✈❡ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

El = −ǫ
N
∑

<ij>

sisj −B
N
∑

i=1

si ✭✶✳✶✮

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦♠♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à t♦✉s ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ❞✉ rés❡❛✉ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s♦♠♠❡

❡st ❢❛✐t❡ s✉r t♦✉s ❧❡s s✐t❡s ❞✉ rés❡❛✉✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ǫ ❡t B ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉①

✧é♥❡r❣✐❡s✧ ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ❡t ❛✉① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣

♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡①t❡r♥❡ ❬✹❪✳

■s✐♥❣✱ ❞❛♥s s❛ t❤ès❡✱ ❞✐t q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥✲

t❛t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉ s♦✐t ♣❧❛❝é ❞❛♥s ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡

❡t ♠❛✐♥t❡♥✉ à ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ✈❛ ✐♥❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡s q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠❛✲

❣♥ét✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❡t ✐❧ ✈❛ t❡♥❞r❡ à ❛❧✐❣♥❡r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❤❛✉t✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡①t❡r♥❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡

✭❝♦♥st❛♥t❡✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡①t❡r♥❡ s♦✐t ❞és❛❝t✐✈é ❧❡♥t❡♠❡♥t✳ ◗✉❡ ✈❛ t✬ ✐❧

s❡ ♣❛ss❡r ❛✉ rés❡❛✉ ❄

❙❛♥s s✉r♣r✐s❡✱ ♣♦✉r ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s é❧❡✈é❡s✱ ❧❡ rés❡❛✉ r❡✈✐❡♥t à ✉♥ ét❛t ♥♦♥ ♠❛❣♥ét✐sé✳ P❛r

❝♦♥tr❡ à ❞❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❜❛ss❡s✱ ❧❡ rés❡❛✉ ❝♦♥s❡r✈❡ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

t❡♥❞❛♥❝❡ rés✐❞✉❡❧❧❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ♠♦♠❡♥ts r❡st❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✧ ❤❛✉t ✧✳ ❈❡❝✐

s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡ ✭❆ r❡♠❛rq✉❡r q✉✬✐❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t q✉❡ ✧♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥ rés✐❞✉❡❧❧❡

✧ ❛✉r❛✐t été ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r t❡r♠❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ t❡♠✲

♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❡t ❝✬❡st ✐❝✐ q✉❡ s❡

♣r♦❞✉✐t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵ ❝✐ ❞❡ss♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥

✼



❡t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡①t❡r♥❡ ✭♥♦♠♠é J ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡✮ ✿

✶✳✺ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✲♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡

✶✳✺✳✶ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

❊①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞✐s♣❛r❛✐t ❛✉ ♣r♦✜t

❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣♦✉r T > TC ♦ù TC ❡st ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♦✉ t❡♠♣ér❛✲

t✉r❡ ❞❡ ❈✉r✐❡ ✭♣♦✉r ❧❡ ❢❡r✱ TC = 1043 ❑✮✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞♦♥❝ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✲

♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵ ✕ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞✐s♣❛r❛✐t ❛✉ ♣r♦✜t ❞✬✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❛r❛✲
♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♣♦✉r T > TC ❬✹❪✳

❊♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ TC ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ M(T ) ❛✉❣♠❡♥t❡ q✉❛♥❞ T ❜❛✐ss❡✳ ❯♥❡ ❝♦✉r❜❡ t②♣❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡

✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✶✶✮ ✿ ❖♥ ❞✐t q✉✬à T = TC ✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ s✉❜✐t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳

❯♥ s②stè♠❡ s✉❜✐ss❛♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳

♣♦✉r T > TC ✿ ♣❤❛s❡ ♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❀

♣♦✉r T < TC ✿ ♣❤❛s❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❡♥ ❡✛❡t ✉♥❡ t❡♠✲

♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❈✉r✐❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡st ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t ❛✉

❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡

✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✶✳✶✶✮✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞♦té ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❛✐♠❛♥t❛✲

t✐♦♥ ❡t q✉✬✐❧ ❡st ❝❤❛✉✛é ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ s❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❈✉r✐❡✱ ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞és♦r❣❛♥✐s❡

❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧✬❛❣❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❲❡✐ss ❡t ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ❞✐s♣❛r❛✐t✳ ▲❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡

♣❤❛s❡ ❡st✱ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ré✈❡rs✐❜❧❡ ✿ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ♣❡r❞

s♦♥ ❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ q✉✬✐❧ r❡tr♦✉✈❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡t ♣❛ss❡ s♦✉s ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡

❈✉r✐❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳

✽



❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶ ✕ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷ ✕ ▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ s✉r ❧❛ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥ ❬✹❪

Tc ✿ ❝✬❡st ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à ❛♣♣❛✲

r❛✐tr❡✳

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♥❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛s ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡

♠❛❧❣ré q✉✬✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ é❧é❣❛♥t❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt✳ ❈❡

rés✉❧t❛t ♥é❣❛t✐❢ ❛ ❞é❝♦✉r❛❣é ■s✐♥❣ ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❞❛♥s s♦♥ s✉❥❡t✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ r❡st❡ ❞é❧❛✐ssé ♣❡♥❞❛♥t ❡♥✈✐r♦♥ ✉♥❡ ❞é❝❡♥♥✐❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❘✉❞♦❧❢ P❡✐r❧s✱ ❡♥

✶✾✸✾✱ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t très s✐♠♣❧❡ q✉✬à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ét❛✐t

❣❛r❛♥t✐❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❬✹❪✳ ❊♥ ✶✾✹✶✱ ❍❡♥❞r✐❝❦ ❑r❛♠❡rs ❡t ●r❡❣♦r② ❲❛♥♥✐❡r ♦♥t

❧♦❝❛❧✐sé ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥❡

✾



t❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ✉♥✐q✉❡ ❬✺❪✳ ❊♥ ✶✾✹✹✱ ▲♦rs ♦♥s❛❣❡r ❞♦♥♥❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡

❞✬■s✐♥❣ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s B = 0 ❬✻❪✳

❏✉sq✉✬à ♥♦s ❥♦✉rs ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ à tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s s♦❧✉❜❧❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❡t ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t

❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡✳

❚❡r♠✐♥♦♥s ♥♦tr❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❝r✐t✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t ❧✬✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❢♦♥❞❛✲

♠❡♥t❛✉① ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❆✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❛

✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t s♣é❝✐❛❧ ✿ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❣r❛♥❞❡✉rs t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t à ❞✐✈❡r✲

❣❡r ❛✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✳ ▼❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ♣ré❝✐s❡r ❝❡s rés✉❧t❛t s✐ ❧✬♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s

❣r❛♥❞❡✉rs t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❆ ❝❡t ❡✛❡t✱ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ❧♦✐s ❡♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts s✬❛♣♣❡❧❧❡♥t ❧❡s

❡①♣♦s❛♥ts ❝r✐t✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ à êtr❡ ♣♦s✐t✐❢s ♦✉ ♥✉❧s✳

P❛r♠✐ ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ❝✐t♦♥s ❬✽❪ ✿

▲✬❡①♣♦s❛♥t α ✿ ▲❛ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡ C ❞✐✈❡r❣❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❝r✐t✐q✉❡✳

C ∼| ǫ |α, ✭✶✳✷✮

❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♥✉❧✳ ǫ ❡st ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ré❞✉✐t❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✿

ǫ =
T − Tc
Tc

✭✶✳✸✮

▲✬❡①♣♦s❛♥t β ✿ ■❧ ❞é❝r✐t ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬♦r❞r❡ ✭q✉✐ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛

♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✮ ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ♣❡t✐t❡ t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ q✉❛♥❞

❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r♦✐t ✈❡rs ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡✳

m ∼ (−ǫ)β , ✭✶✳✹✮

❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♥✉❧ ❡t ♣♦✉r ǫ < 0✳

▲✬❡①♣♦s❛♥t δ ✿ ■❧ ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡♥t ✈❛r✐❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬♦r❞r❡ à ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❢❛✐❜❧❡ ❧♦rsq✉❡

❧❡ s②sté♠❡ s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡✳

C ∼| h | 1δ , ✭✶✳✺✮

❡♥ ❣❛r❞❛♥t ǫ = 0✳

❊①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❝r✐t✐q✉❡s ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ t♦✉s ❧❡s ❢❡rr♦✲

♠❛❣♥ét✐q✉❡s s❡♠❜❧❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ β q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t

0.31 ≤ β ≤ 0.38 ✭✶✳✻✮

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❝❡s ❡①♣♦s❛♥ts s♦♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧s✳

✶✵



❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬ét✉❞❡ ❡st str✉❝t✉ré ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❆♣rès ✉♥❡ ❜rè✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦ù ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♠❛té✲

r✐❛✉①✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡

❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♠❛tér✐❛✉①✳ ❖♥ ét✉❞✐❡ ❡♥s✉✐t❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡✉①✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥✱ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳

▲❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

à ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❖♥s❛❣❡r ♠❛✐s ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❑❛✉❢♠❛♥ ❞❡ ❝❡tt❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛r ✐❧ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ é❧é❣❛♥t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♣✐♥♦r✐❡❧❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à s✉✐✈r❡✳

❖♥ t❡r♠✐♥❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❞♦té ❞✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡s ♦ù ♦♥ ❛

❝✐té ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❡t ❧❡♠♠❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❖♥s❛❣❡r✲❑❛✉❢♠❛♥ ❞❛♥s

❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❆✳ ❈❡rt❛✐♥s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❡①♣♦sés ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❡♥❞✐❝❡s s✉✐✈❛♥ts✳

✶✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❙♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ à ✉♥❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡st ✉♥❡ ❝❤❛✐♥❡ ❞❡ N s♣✐♥s✱ ❝❤❛q✉❡ s♣✐♥ ♥✬✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t

s❡✉❧❡♠❡♥t q✉✬❛✈❡❝ s❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡①t❡r♥❡✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r ❧❛

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣é❝✐✜é❡ ♣❛r s1, s2, ....sN ❡st ✿

EI {si} = −ǫ
N
∑

k=1

sksk+1 −B
N
∑

i=1

sk, ✭✷✳✶✮

◆♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

sN+1 ≡ s1 ✭✷✳✷✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❘és❡❛✉ ❞✬■s✐♥❣ ❢❡r♠é à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❬✶❪

❈❤❛q✉❡ ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s1....., si, ...., sN ✱ ♦ù si ♥❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡

q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs +1 ✭s♣✐♥ ✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t✮ ♦✉ −1 ✭s♣✐♥ ✈❡rs ❧❡ ❜❛s✮✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t

✶✷



❛❧♦rs ✿

Zl(B, T ) =
∑

s1

∑

s2

...
∑

sN

exp

[

β

N
∑

k=1

(ǫsksk+1 +Bsk)

]

✭✷✳✸✮

➚ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ■s✐♥❣ ❛✈❛✐t ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❬✼❪✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❑r❛♠❡rs ❡t ❲❛♥♥✐❡r ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡t ♣❧✉s é❧é❣❛♥t❡ ❬✺❪✳

❉é✜♥✐ss✐♦♥s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r P ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♣✐♥s ✭♠❛tr✐❝❡ 2 × 2✮ ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♠❛tr✐❝✐❡❧s

s✉✐✈❛♥ts ✿

〈sk|P |sk+1〉 = expβ[ǫsksk+1 +
1

2
B(sk + sk+1)] ✭✷✳✹✮

❙✐ ✉♥ s♣✐♥ sk = 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡

(

1

0

)

❡t ✉♥ s♣✐♥ sk = −1 ❛✉ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡

(

0

1

)

✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♠❛tr✐❝✐❡❧s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

〈+1|P |+ 1〉 = expβ(ǫ+B) ✭✷✳✺✮

〈−1|P | − 1〉 = expβ(ǫ−B) ✭✷✳✻✮

〈−1|P |+ 1〉 = 〈+1|P | − 1〉 = exp(−βǫ). ✭✷✳✼✮

❆❧♦rs ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ P ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

P =

[

expβ(ǫ+B) exp(−βǫ)
exp(−βǫ) expβ(ǫ−B)

]

❖♥ ✐♥sèr❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡
∑

s=1 |s 〉〈 s| = 1 ❞❛♥s ✭✷✳✸✮ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

ZI(B, T ) =
∑

s1

∑

s2

...
∑

sN

〈s1|P |s2〉 〈s2|P |s3〉 ... 〈sN |P |s1〉

=
∑

s1

〈

s1|PN |s1
〉

= TrPN .
✭✷✳✽✮

P✉✐sq✉❡ P ❡t s②♠étr✐q✉❡ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ tr❛❝❡ ✭✷✳✽✮ ❡t ♠❡ttr❡ P s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳

[

expβ(ǫ+B)− λ exp(−βǫ)
exp(−βǫ) expβ(ǫ−B)− λ

]

= 0

❈❡❧❧❡s✲❝✐ s❡ ❞é❞✉✐s❡♥t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

λ2 − 2λ exp(βǫ) cosh(βB) + 2 sinh(2βǫ) = 0

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λ+ ❡t λ− ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ P s♦♥t ❧❡s r❛❝✐♥❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡

♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿

λ± = exp(βǫ)[cosh(βB)±
√

cosh2(βB)− 2 exp(−2βǫ) sinh(2βǫ) ✭✷✳✾✮

✶✸



❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

ZI(B, T ) = TrPN = Tr

[

λ+ 0

0 λ−

]N

= λN+ + λN−

P✉✐sq✉❡ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♦ù N ❡st ❣r❛♥❞✱ ✐❧ ❡st ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt
λ−

λ+
<< 1 ✿

1

N
lnZI(B, T ) = lnλ+ +

1

N
ln

[

1 +

(

λ−
λ+

)N
]

N 7−→∞−−−−−→ lnλ+ ✭✷✳✶✵✮

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬♦♥ ✈❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ♣❛r

s♣✐♥✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♣✐♥s t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ♣❛r

s♣✐♥s✱ q✉✐✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ✿

1

N
AI(B, T ) ≡ −kT lnZI(B, T ) ✭✷✳✶✶✮

s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ✿

1

N
AI(B, T ) = −ǫ− kT ln

[

cosh(βB) +

√

cosh2(βB)− 2 exp(−2βǫ) sinh(2βǫ)
]

✭✷✳✶✷✮

❆✐♥s✐ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❬✶❪

UI(B, T ) = −kT 2 ∂
∂T

(

AI
kT

)

✭❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡✮ ✭✷✳✶✸✮

CI(B, T ) = ∂UI
∂T ✭❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❝❛❧♦r✐✜q✉❡✮ ✭✷✳✶✹✮

MI(B, T ) = − ∂
∂B

(

AI
kT

)

✭❧❛ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥✮. ✭✷✳✶✺✮

✭✷✳✶✻✮

▲❛ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥ ♣❛r s♣✐♥ ✿
1

N
MI(B, T ) = −

1

N

∂

∂B

(

AI

kT

)

✭✷✳✶✼✮

s✬♦❜t✐❡♥t ✿
1

N
MI(B, T ) =

sinh (βB)
√

cosh2(βB)− 2 exp(−2βǫ) sinh(2βǫ)
. ✭✷✳✶✽✮

✷✳✶ ❆❜s❡♥❝❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭♣❤é♥♦♠è♥❡ ❢❡r✲

r♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✮ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✳✷✮✱ ❝❛r q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s

s♣✐♥s ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❞❡✉① t❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ✿ ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ✈❡rs ✉♥ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t

❞❡s s♣✐♥s ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ✈❡rs ✉♥❡ r❛♥❞♦♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬❡♥✲

tr♦♣✐❡✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ✐❧ ♣❡r❞ t♦✉❥♦✉rs ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❝❛r ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s

❛ss❡③ ❞❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥ ♣❛r s♣✐♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣

❡①t❡r♥❡ ❡st ♥✉❧✱ ❛❧♦rs 1
NMI(0, T ) = 0 ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s

✶✹



❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ▲✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❬✶❪

q✉✬♦♥ à ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡st ♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡✳

■❧ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭✜❣✉r❡ ✭✷✳✷✮✮✳

✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

▲❊ ▼❖❉➮▲❊ ❉✬■❙■◆● ➚ ❉❊❯❳

❉■▼❊◆❙■❖◆❙ ✭▲❛ s♦❧✉t✐♦♥

❞✬❖♥s❛❣❡r✲❑❛✉❢♠❛♥✮

✸✳✶ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡

◆♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✈❛ ♥♦✉s ❣✉✐❞❡r ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

❡①❛❝t❡ ♣♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❬✶❪✳

Pr❡♥♦♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❝❛rré ❞❡ N = n2 s♣✐♥s ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ n ❧✐❣♥❡s ❡t n ❝♦❧♦♥♥❡s ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é à

❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❘és❡❛✉ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞✬■s✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬✶❪

✶✻



P♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s t♦r♦ï❞❛❧❡✱ ♦♥ ✐♠❛❣✐♥❡ q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ s♦✐t ❛❣r❛♥❞✐

❞✬✉♥❡ r❛♥❣é❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡t ♦♥ ✐♠♣♦s❡ à ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✭n+1✮ r❛♥❣é❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ✭n+1✮

❝♦❧♦♥♥❡ ❞✬êtr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❛♥❣é❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳

❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❝♦♥❢èr❡ ❛✉ rés❡❛✉ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ t♦r❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈♦✐t s✉r ❧❛

✜❣✉r❡ ✸✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ▲❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ t♦r♦ï❞❛❧❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞✬■s✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬✷❪

❙♦✐t µα(α = 1, ..., n) ❞és✐❣♥❛♥t ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♣✐♥s ♣♦✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ α ✿

µα ≡ {s1, s2, ..., sn} . ✭✸✳✶✮

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t♦r♦ï❞❛❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

µn+1 ≡ µ1. ✭✸✳✷✮

▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞✬■s✐♥❣ ❡st ❛❧♦rs s♣é❝✐✜é❡ ♣❛r {µ1, ..., µn} ❛✈❡❝
❧❛ s✉♣♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ α ✐♥t❡r❛❣✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✭α− 1✮ ❡t ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✭α+ 1✮✳

❙♦✐t E(µα, µα+1) ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ α ❡t ✭α + 1✮✳ ❙♦✐t E(µα) ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✐♥✲

t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s s♣✐♥s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐❣♥❡ α ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡

❡①t❡r♥❡ H✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é❝r✐r❡ ✿

E(µ, µ′) = −ǫ
n
∑

k=1

sks
′

k, ✭✸✳✸✮

E(µ) = −ǫ
n
∑

k=1

sksk+1 −H
n
∑

k=1

sk ✭✸✳✹✮

❛✈❡❝ µ ❡t µ′ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♣✐♥s ❞❛♥s ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s ✈♦✐s✐♥❡s ✿

µ ≡ {s1, ..., sn} ,
µ′ ≡

{

s′1, ..., s
′

n

}

.
✭✸✳✺✮

✶✼



▲❛ ❧✐♠✐t❡ t♦r♦ï❞❛❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿

sn+1 ≡ s1. ✭✸✳✻✮

▲✬é♥❡r❣✐❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ rés❡❛✉ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ {µ1, ..., µn} ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

EI {µ1, ..., µn} =
n
∑

α=1

[E (µα, µα+1) + E (µα)] . ✭✸✳✼✮

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ✿

ZI (H,T ) =
∑

µ1

...
∑

µn

exp

{

−β
n
∑

α=1

[E (µα, µα+1) + E (µα)]

}

, ✭✸✳✽✮

❛✈❡❝ β = 1/kT ✳ k ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❡t T ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ P ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2n × 2n ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♠❛tr✐❝✐❡❧s s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
〈

µ|P|µ′
〉

≡ exp
{

−β
[

E
(

µ, µ′
)

+ E (µ)
]}

. ✭✸✳✾✮

❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✮ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✮ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

ZI (H,T ) =
∑

µ1
...
∑

µn
〈µ1|P|µ2〉 〈µ2|P|µ3〉 ... 〈µn|P|µ1〉 ✭✸✳✶✵✮

=
∑

µ1
〈µ1|Pn|µ1〉 = TrPn

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✳ P♦✉r

❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ✐❧ ❢❛✉t tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✿

P =























λ1

λ2

.

.

.

λ2n























❛✈❡❝ λ1✱ λ2✱✳✳✳✱λ2n r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s 2n ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ P✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Pn ❡st ❛❧♦rs ❛✉ss✐ ❞❡

❢♦r♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✱ ❞✬é❧é♠❡♥ts ♠❛tr✐❝✐❡❧s (λ1)
n✱(λ2)

n✱✳✳✳(λ2n)
n

Pn =























λ1

λ2

.

.

.

λ2n























×























λ1

λ2

.

.

.

λ2n























✳✳✳ ❂























(λ1)
n

(λ2)
n

.

.

.

(λ2n)
n























✶✽



❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮ s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ✿

ZI (H,T ) =
2n
∑

α=1

(λα)
n ✭✸✳✶✶✮

❉✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✸✳✾✮ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ P s♦✐❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

en ❧♦rsq✉❡ n ❡st ❣r❛♥❞✱ ♣✉✐sq✉❡ E(µ, µ′) ❡t E(µ) s♦♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ n✳ ❙✐ λmax ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡

❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞❡ P ♦♥ ❝♦♠♣t❡ tr♦✉✈❡r ✿

lim
n→∞

1

n
lnλmax = ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐. ✭✸✳✶✷✮

❙✐ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ✈r❛✐ ❡t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λα s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❛❧♦rs

(λmax)
n ≤ ZI ≤ 2n(λmax)

n,

♦✉ ❜✐❡♥ ❡♥ ♣❛ss❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✱ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✿

1

n
lnλmax ≤

1

n2
lnZI ≤

1

n
lnλmax +

1

n
ln 2. ✭✸✳✶✸✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

lim
N→∞

1

N
lnZI = lim

n→∞

1

n
lnλmax, ✭✸✳✶✹✮

♦ù N = n2✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ✭✸✳✶✷✮ ❡st ✈r❛✐❡ ❡t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λα s♦♥t

♣♦s✐t✐✈❡s✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛ss❡r✱ ❞❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡

❞❡ P✳

✸✳✶✳✶ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ P

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✸✳✸✮✱ ✭✸✳✹✮ ❡t ✭✸✳✾✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♠❛tr✐❝✐❡❧s ❞❡ P s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

〈

s1, ..., sn|P|s′1, ..., s′n
〉

=

n
∏

k=1

eβHskeβǫsksk+1eβǫsks
′

k . ✭✸✳✶✺✮

❖♥ ❞é✜♥✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s tr♦✐s ♠❛tr✐❝❡s V ′
1 ✱ V2 ❡t V3 ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2n × 2n ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts

♠❛tr✐❝✐❡❧s s♦♥t ✿
〈

s1, ..., sn|V ′

1 |s′1, ..., s′n
〉

=

n
∏

k=1

eβǫsks
′

k ✭✸✳✶✻✮

〈

s1, ..., sn|V2|s′1, ..., s′n
〉

= δs1s′1 ...δsns′n

n
∏

k=1

eβǫsksk+1 ✭✸✳✶✼✮

〈

s1, ..., sn|V3|s′1, ..., s′n
〉

= δs1s′1 ...δsns′n

n
∏

k=1

eβHsk ✭✸✳✶✽✮

✶✾



❛✈❡❝ δs1s′1 ❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❤❡r✳ ❉♦♥❝ V2 ❡t V3 s♦♥t ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

〈

s1, ..., sn|P|s′1, ..., s′n
〉

=
∑

s′′
1
,...,s′′n

∑

s′′′
1
,...,s′′′n

〈

s1, ..., sn|V3|s′′1, ..., s′′n
〉

×
〈

s′′1, ..., s
′′

n|V2|s′′′1 , ..., s′′′n
〉 〈

s′′′1 , ..., s
′′′

n |V ′

1 |s′1, ..., s′n
〉

,

✭✸✳✶✾✮

♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ✿

P = V3V2V
′

1 ✭✸✳✷✵✮

✸✳✶✳✷ ❘❛♣♣❡❧ s✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s

❉❛♥s ✉♥ s♦✉❝✐ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s V3, V2 ❡t V ′
1 ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡✱ ♦♥ ✈❛ ❢❛✐r❡

✉♥ ♣❡t✐t r❛♣♣❡❧ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ s♦✐t A ❡t B ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s

❝❛rré❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m×m ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♠❛tr✐❝✐❡❧s s♦♥t ♥♦tés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r 〈i|A|j〉
❡t 〈i|B|j〉 ✱ ❛✈❡❝ i ❡t j ♣♦✉✈❛♥t ♣r❡♥❞r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✶✱ ✷✱✳✳✳✱m✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❞✉✐t

t❡♥s♦r✐❡❧ A⊗B ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m2 ×m2 ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♠❛tr✐❝✐❡❧s s♦♥t ✿

〈

ii′|A⊗B|jj′
〉

≡ 〈i|A|j〉
〈

i′|B|j′
〉

. ✭✸✳✷✶✮

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t é❧❛r❣✐❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧A⊗B⊗· · · ⊗C
❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s A,B, ..., C ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m×m ✿

〈

ii′· · · i′′|A⊗B⊗· · · ⊗C|jj′· · · j′′
〉

≡ 〈i|A|j〉
〈

i′|B|j′
〉

· · ·
〈

i′′|C|j′′
〉

.

❙✐ AB ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s A ❡t B ❛❧♦rs ✿

(A⊗B) (C ⊗D) = (AC)⊗ (BD) . ✭✸✳✷✷✮

P♦✉r ✈ér✐✜❡r ❝❡❧❛✱ ♣r❡♥♦♥s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♠❛tr✐❝✐❡❧s ✿

〈

ii′| (A⊗B) (C ⊗D) |jj′
〉

=
∑

kk′

〈

ii′|A⊗B|kk′
〉 〈

kk′|C ⊗D|jj′
〉

✭✸✳✷✸✮

=
∑

k

〈i|A|k〉 〈k|C|j〉 ·
∑

k′

〈

i′|B|k′
〉 〈

k′|D|j′
〉

= 〈i|AC|j〉
〈

i′|BD|j′
〉

=
〈

ii′| (AC)⊗ (BD) |jj′
〉

P❛r ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✸✮ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(A⊗B⊗· · · ⊗C) (D ⊗ E⊗· · · ⊗F ) = (AD)⊗ (BE)⊗· · · ⊗ (CF ) ✭✸✳✷✹✮

✷✵



✸✳✶✳✸ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ s♣✐♥

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ♠❛tr✐❝❡s s♣é❝✐❛❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧❧❡s V ′
1 ✱ V2 ❡t V3 ♣❡✉✈❡♥t

êtr❡ ❡①♣r✐♠é❡s✳ ❙♦✐❡♥t ❧❡s tr♦✐s ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ P❛✉❧✐ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2× 2 ♥♦té❡s ♣❛r X,Y

❡t Z ✿

X =

[

0 1

1 0

]

✱ Y =

[

0 −i
i 0

]

✱ Z =

[

1 0

0 −1

]

❈❡s ♠❛tr✐❝❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

X2 = 1, Y 2 = 1, Z2 = 1 ✭✸✳✷✺✮

XY + Y X = 0, Y Z + ZY = 0, ZX +XZ = 0

XY = iZ, Y Z = IX, ZX = iY

❙♦✐❡♥t ❧❡s tr♦✐s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s Xα, Yα ❡t Zα ❛✈❡❝ (α = 1, ..., n) ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2n × 2n

❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

Xα = 1⊗ 1⊗· · · ⊗X⊗· · · ⊗1 (♥ ❢❛❝t❡✉rs)

Yα = 1⊗ 1⊗· · · ⊗Y⊗· · · ⊗1 (♥ ❢❛❝t❡✉rs)

Zα = 1⊗ 1⊗· · · ⊗Z⊗· · · ⊗1 (♥ ❢❛❝t❡✉rs)

✭✸✳✷✻✮

X,Y ❡t Z ❢♦r♠❛♥t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r α ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✳ P♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ α 6= β ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r

❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

[Xα, Xβ ] = [Yα, Yβ ] = [Zα, Zβ ] = 0

[Xα, Yβ ] = [Xα, Zβ ] = [Yα, Zβ ] = 0.
✭✸✳✷✼✮

P♦✉r t♦✉t α ❞♦♥♥é✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Xα, Yα ❡t Zα ✈ér✐✜❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✭✸✳✷✺✮✳

▲✬✐❞❡♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ X ❞♦♥t ❧❡ ❝❛rré ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐té

eθX = cosh θ +X sinh θ, ✭✸✳✷✽✮

❛✈❡❝ θ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ❝❡❝✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❙✐ n ❡st ♣❛✐r ❛❧♦rs Xn = 1 ❡t s✐ n ❡st ✐♠♣❛✐r✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ Xn = X✳

❆❧♦rs ✿

eθX =
∞
∑

n=0

θn

n!
Xn =

∑

npair

θn

n!
+X

∑

nimpair

θn

n!
= cosh θ +X sinh θ ✭✸✳✷✾✮

✸✳✶✳✹ ▲❡s ♠❛tr✐❝❡s V
′

1 ✱ V2 ❡t V

P❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✶✻✮✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ V ′
1 ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✐r❡❝t ❞❡ n ♠❛tr✐❝❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s

2× 2 ✿

V ′

1 = ❛⊗ ❛⊗· · · ⊗❛, ✭✸✳✸✵✮

✷✶



♦ù ✿
〈

s|❛|s′
〉

= exp
(

βǫss′
)

. ✭✸✳✸✶✮

P❛r s✉✐t❡ ✿

❛ =

[

exp (βǫ) exp (−βǫ)
exp (−βǫ) exp (βǫ)

]

= exp (βǫ)

[

1 0

0 1

]

+ exp (−βǫ)
[

0 1

1 0

]

= exp (βǫ) I + exp (−βǫ)X ✭✸✳✸✷✮

❛✈❡❝ I ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té ✷×✷✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✿

tanh(θ) ≡ exp(−2βǫ) ✭✸✳✸✸✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✸✷✮ ✿

X =
exp (θX)− cosh (θ)

sinh θ
I ✭✸✳✸✹✮

❡t ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ✭✸✳✸✹✮ ❞❛♥s ✭✸✳✸✷✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

❛ = exp(βǫ) + exp(−βǫ)
[

exp(θX)

sinh θ
− coth(θ)

]

I

= exp(βǫ) + exp(−βǫ)
[

exp(θX)

sinh θ
− exp(2βǫ)

]

I

✭✸✳✸✺✮

❖♥ ❛ ✿

sinh θ =
1

√

coth2 θ − 1
. ✭✸✳✸✻✮

❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ✭✸✳✸✺✮ ❞❛♥s ✭✸✳✸✷✮ ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ✿

= exp(βǫ) + exp(−βǫ)
[

exp(θX)
√

coth2 θ − 1− exp(2βǫ)
]

= exp(−βǫ) exp(θX)
√

exp(4βǫ)− 1

= exp(θX)
√

exp(2βǫ)− exp(−2βǫ)
= exp(θX)

√

2 sinh 2βǫ ✭✸✳✸✼✮

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ♣❡✉t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✭✸✳✸✵✮ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

V ′

1 = [2 sinh(2βǫ)]n/2 eθX ⊗ eθX ⊗ eθX⊗· · · ⊗eθX ✭✸✳✸✽✮

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡

eθX ⊗ eθX⊗· · · ⊗eθX = eθX1eθX2 · · · eθXn = eθ(X1+X2+...Xn) ✭✸✳✸✾✮

❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✭✸✳✸✾✮ à ✭✸✳✸✵✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

V ′

1 = [2 sinh(2βǫ)]n/2 V1 ✭✸✳✹✵✮

✷✷



V1 =

n
∏

α=1

eθXα , ✭✸✳✹✶✮

❛✈❡❝

tanh θ ≡ e−2βε ✭✸✳✹✷✮

P❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

V2 =

n
∏

α=1

eβǫZαZα+1 ✭✸✳✹✸✮

V3 =
n
∏

α=1

eβHZα , ✭✸✳✹✹✮

❛✈❡❝ ✿ Zn+1 ≡ Zn ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s t♦r♦ï❞❛❧❡✮✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ✿

P = [2 sinh(2βǫ)]n/2 V3V2V1. ✭✸✳✹✺✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡①t❡r♥❡ ✭H = 0✮✱ ♦♥ ❛ V3 = 1✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ P s❡

s✐♠♣❧✐✜❡ ❛❧♦rs à ✿

P = [2 sinh(2βǫ)]n/2 V2V1. ✭✸✳✹✻✮

❈❡❝✐ ❝♦♠♣❧èt❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ◆♦tr❡ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛✐t❡

❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❖♥s❛❣❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡s r❛♣♣❡❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s q✉✐ s❡r♦♥t

❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬ét✉❞❡ ✳

✸✳✷ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❖♥s❛❣❡r✲❑❛✉❢♠❛♥

❊♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡①tér✐❡✉r✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✸✳✶✹✮ ❡t ✭✸✳✹✻✮ ❞♦♥♥❡ ✿

lim
N 7−→∞

1

N
lnZI(0, T ) = lim

n→∞

1

n
ln [λmax]

= lim
n→∞

1

n
ln [2 sinh (2βǫ)]n/2 V2V1

=
1

2
ln [2 sinh (2βǫ)] + lim

n→∞

1

n
ln(λ) ✭✸✳✹✼✮

♦ù

λ = ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ V (V = V2V1), ✭✸✳✹✽✮

❛✈❡❝ V2 ❡t V1 s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✭✸✳✹✸✮ ❡t ✭✸✳✹✶✮✳ ❈❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ✈❛❧❛❜❧❡s

s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ V s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ❧❛ lim
n→∞

1
n lnλ ❡①✐st❡✳

◆♦tr❡ ❜✉t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s s❡❝t✐♦♥s ❡st ❞❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ V ✳

✷✸



✸✳✷✳✶ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♣✐♥♦r✐❡❧❧❡s

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s Γµ ✭✈♦✐r ✭✹✳✺✮❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❆ à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✮✱

♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✿

Γ2αΓ2α−1 = YαZα = iXα (α = 1, ..., n) ✭✸✳✹✾✮

❊ss❛②♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬é❝r✐r❡ V1 ❡t V2 ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♣✐♥♦r✐❡❧❧❡✳ ❉❡ ✭✹✳✶✮ ❡t

✭✸✳✹✾✮✱ ♦♥ ❛ ✿

V1 =
n
∏

α=1

eθXα =
n
∏

α=1

e−iθΓ2αΓ2α−1 ✭✸✳✺✵✮

V1 ❡st ❞♦♥❝ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♣✐♥♦r✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥s ♣❧❛♥❡s✳ P❛r ❧✬✉t✐✲

❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✈♦✐r ✭✹✳✷✮✱ ✭✹✳✸✮ ❡t ✭✹✳✹✮✮ é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❆✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r ❧❡s

r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿

Γ3Γ2 = X1Z2Y1 = iZ1Z2 ✭✸✳✺✶✮

Γ5Γ4 = X1X2Z3X1Y2 = iZ2Z3. ✭✸✳✺✷✮

.

.

.

Γ2α+1Γ2α = iZαZα+1 (α = 1, .., n− 1) ✭✸✳✺✸✮

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛✉ss✐ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ✿

Γ1Γ2 = −iZ1Z1X1

Γ1Γ4 = −iZ1Z2X1X2

Γ1Γ6 = −iZ1Z3X1X2X3

.

.

.

Γ1Γ2α = −iZ1Zα(X1...Xα) ✭✸✳✺✹✮

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✸✳✹✸✮ s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ✿

V2 =

[

n−1
∏

α=1

eβǫZαZα+1

]

eβǫZnZ1 . ✭✸✳✺✺✮

✷✹



❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✭✸✳✺✹✮ q✉✬♦♥ ❛ tr♦✉✈é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✸✳✺✺✮

❞❡✈✐❡♥t ✿

V2 = eβǫZnZ1

[

n−1
∏

α=1

eβǫZαZα+1

]

= eiβǫUΓ1Γ2n

n−1
∏

α=1

e−iβǫΓ2α+1Γ2α ✭✸✳✺✻✮

❛✈❡❝ ✿

U ≡ X1X2· · ·Xn ✭✸✳✺✼✮

❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ U ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❢❛❝t❡✉r ❞❛♥s ✭✸✳✺✻✮✱ V2 s❡r❛✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

s♣✐♥♦r✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ r♦t❛t✐♦♥s ♣❧❛♥❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✳ ❆ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡ ❢❛❝t❡✉r ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s t♦r♦ï❞❛❧❡s ✐♠♣♦sé❡s à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞ès ❧❡ ❞é❜✉t✳ ❆✉ ❢❛✐t✱ ♦♥ ✈❡rr❛ ❞❛♥s

❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦sé❡ ✈❛ s✐♠♣❧✐✜❡r ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳

❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ✭✸✳✺✽✮ ❡t ✭✸✳✺✵✮ ❞❛♥s ✭✸✳✷✽✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ✿

V ≡ V2V1 = eiφUΓ1Γ2n

[

n−1
∏

α=1

e−iφΓ2α+1Γ2α

][

n
∏

λ=1

e−iθΓ2λΓ2λ−1

]

, ✭✸✳✺✽✮

♦ù ✿

φ = βǫ, ǫ > 0, θ ≡ tanh−1 e−2φ ✭✸✳✺✾✮

❈✐t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ U ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✹✳✺✮ ❞❡ ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❆✮ ✿

U2 = (X1X2· · ·Xn) (X1X2· · ·Xn)

= X1X1X2X2X3X3· · ·XnXn = 1.
✭✸✳✻✵✮

P❛r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ê♠❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

U (1 + U) = 1 + U ✭✸✳✻✶✮

U(1− U) = −(1− U) ✭✸✳✻✷✮

U = inΓ1Γ2· · ·Γ2n ✭✸✳✻✸✮

U ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ Γµ ❡t ❛♥t✐❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡

✐♠♣❛✐r ❞❡ Γµ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈ér✐✜❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✻✷✮ ❡t ✭✸✳✻✶✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❛ ✿

eiφΓ1Γ2nU =

[

1

2
(1 + U) +

1

2
(1− U)

]

[coshφ+ iΓ1Γ2nU sinhφ]

=
1

2
(1 + U) [coshφ+ iΓ1Γ2n sinhφ] +

1

2
(1− U) [coshφ− iΓ1Γ2n sinhφ]

=
1

2
(1 + U) eiφΓ1Γ2n +

1

2
(1− U) e−iφΓ1Γ2n

✭✸✳✻✹✮

✷✺



❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ✭✸✳✺✾✮ ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

V =
1

2
(1 + U)V + +

1

2
(1− U)V − ✭✸✳✻✺✮

❛✈❡❝ ✿

V ± ≡ e±iφΓ1Γ2n

[

n−1
∏

α=1

e−iφΓ2α+1Γ2α

][

n
∏

λ=1

e−iθΓ2λΓ2λ−1

]

✭✸✳✻✻✮

V + ❡t V − s♦♥t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♣✐♥♦r✐❡❧❧❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥s✳

✸✳✷✳✷ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❯ ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧❡

■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ♠❛tr✐❝❡s U, V + ❡t V − ❝♦♠♠✉t❡♥t ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝

êtr❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐sé❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ◆♦✉s tr❛♥s❢♦r♠♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ V ❡♥ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s

❧❛q✉❡❧❧❡ U ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✭♠❛✐s V ± ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♣♦✉r

❝❡tt❡ ét❛♣❡ ✮ ✿

RV R−1 ≡ Ṽ =
1

2

(

1 + Ũ
)

Ṽ + +
1

2

(

1− Ũ
)

Ṽ − ✭✸✳✻✼✮

Ũ ≡ RUR−1 ✭✸✳✻✽✮

Ṽ ± ≡ RV ±R−1 ✭✸✳✻✾✮

P✉✐sq✉❡ U2 = 1✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ U s♦♥t ±1✳ ❉❡ ✭✸✳✻✵✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ U ♣❡✉t

s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ U = X⊗X⊗X⊗· · · ⊗X✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞❡ U s❡r❛✐t

U = Z ⊗Z⊗· · · ⊗Z ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡ +1 ❡t −1 ✈♦♥t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ é❣❛❧✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t

❛✉ss✐ ♦❜t❡♥✐r ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❞❡ U ❡♥ ♣❡r♠✉t❛♥t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

♣r♦♣r❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ❯♥ ❝❤♦✐① ❥✉❞✐❝✐❡✉① ❞❡ R s❡r❛✐t ❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs

♣r♦♣r❡s +1 s❡ s✐t✉❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ ❡t −1 s❡ s✐t✉❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ +1 ❡t

−1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ Ũ s✬é❝r✐✈❡ ✿

Ũ =

[

+1 0

0 −1

]

✭✸✳✼✵✮

♦ù +1 ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐té ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2n−1 × 2n−1✳ P✉✐sq✉❡ V ± ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ Ũ ✱ ❛❧♦rs

❧❡✉rs ❢♦r♠❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

Ṽ ± =

[

A± 0

0 B±

]

✭✸✳✼✶✮

❛✈❡❝ A± ❡t B± s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2n−1 × 2n−1 ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞✐❛✲

❣♦♥❛❧❡✳ P✉✐sq✉❡ 1
2

(

1 + Ũ
)

❛♥♥✉❧❡ ❧❛ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ ❞✬❡♥ ❜❛s ❡t 1
2

(

1− Ũ
)

❛♥♥✉❧❡ ❧❛ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡

✷✻



❞✬❡♥ ❤❛✉t✱ ♦♥ ♣❡✉t sé♣❛r❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ✭✸✳✼✶✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

1

2

(

1 + Ũ
)

Ṽ + =

[

A+ 0

0 0

]

✭✸✳✼✷✮

1

2

(

1− Ũ
)

Ṽ − =

[

0 0

0 B−

]

✭✸✳✼✸✮

❉♦♥❝ ✿

Ṽ =

[

A+ 0

0 B−

]

✭✸✳✼✹✮

P♦✉r ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡r ❱✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐sé Ṽ ✳ ▲❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ V ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛

❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✼✷✮ ❡t ✭✸✳✼✸✮ sé♣❛ré♠❡♥t ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡

❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ✭✸✳✼✷✮ ❡t ✭✸✳✼✸✮ ♣♦ssè❞❡ n ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs

♣r♦♣r❡s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ V ✳

P♦✉r ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡r ✭✸✳✼✷✮ ❡t ✭✸✳✼✸✮✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✐❧ ❢❛✉t ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡r Ṽ − ❡t Ṽ + sé♣❛ré♠❡♥t

❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs ❝❡❧❛ ✈❛ ♥♦✉s ♠❡♥❡r à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

✭❝✳❛✳❞✳ ♠ê♠❡ ❝❡❧❧❡s ♥✉❧❧❡s✮ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✳ ■❧ ❢❛✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs

♣r♦♣r❡s ♠❛✐s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❝✬❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳

❉❡ ❝❡ ❢❛✐t ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❞✬é❝❛rt❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Ṽ − ❡t Ṽ + ♥✬❡st ♣❛s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✳

✸✳✷✳✸ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ V
+ ❡t V

−

P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ V + ❡t V − ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

❞❡s r♦t❛t✐♦♥s q✉✬♦♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ♣❛r Ω+ ❡t Ω− ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♣✐♥♦r✐❡❧❧❡s V +

❡t V − r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

V ± ←→ Ω± ✭✸✳✼✺✮

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡s r♦t❛t✐♦♥s Ω±

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶ ✭✈♦✐r ❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❆✮✱ q✉✐ st✐♣✉❧❡ q✉❡ ✿ ❙✐ ω (µν | θ)←→ Sµν (θ) ❛❧♦rs

Sµν (θ) = e−
1

2
θΓµΓν ✭✸✳✼✻✮

❡t ❞✬❛♣rès ✭✸✳✻✻✮✱ ♦♥ ❛ ✿

e±iφΓ1Γ2n ←→ ω (1, 2n| ∓ 2iφ) ✭✸✳✼✼✮

eiφΓ2α+1Γ2α ←→ ω (2α+ 1, 2α| − 2iφ) ✭✸✳✼✽✮

e−iθΓ2λΓ2λ−1 ←→ ω (2λ, 2λ− 1|2iθ) ✭✸✳✼✾✮

✷✼



▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s r❡❧❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s ❞♦♥♥❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ✿

Ω± = ω (1, 2n| ∓ 2iφ)

[

n−1
∏

α=1

ω (2α+ 1, 2α| − 2iφ)

][

n
∏

λ=1

ω (2λ, 2λ− 1|2iθ)
]

✭✸✳✽✵✮

❛✈❡❝ ω (µν|α) = ω (νµ| − α) ❡st ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥s µν à tr❛✈❡rs ❧✬❛♥❣❧❡ α✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r

q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Ω± s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ✿

ω± ≡ ∆Ω±∆−1 ✭✸✳✽✶✮

∆ ❡st ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ ❞❡ ✭✸✳✽✵✮ ✿

∆ ≡

√

√

√

√

n
∏

λ=1

ω (2λ, 2λ− 1|2iθ) =
n
∏

λ=1

ω (2λ, 2λ− 1|iθ) . ✭✸✳✽✷✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ω (µν|α) = ω (µν| − α)✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

ω± = ∆χ±∆ ✭✸✳✽✸✮

∆ = ω (1, 2|iθ)ω (3, 4|iθ) · · ·ω (2n− 1, 2n|iθ) ✭✸✳✽✹✮

❖♥ ❛ ✿

∆Ω±∆−1 = ∆χ±∆

∆Ω± = ∆χ±∆∆

Ω± = χ±∆∆ ✭✸✳✽✺✮

❆❧♦rs ✿

χ± = ω (2n, 1| ± 2iφ) [ω (2, 3|2iφ) (4, 5|2iφ) · · ·ω (2n− 2, 2n− 1|2iφ)] ✭✸✳✽✻✮

❊①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✿

∆ =



















J 0 0 . . . . . .

0 0 0 0 . . . . . .

0 0 J

: :
✳ ✳ ✳

. . . J



















✱ J ≡
[

cosh θ −i sinh θ
i sinh θ cos θ

]

✷✽



χ± =





























a 0 0 0 · · · · · · ±b
0 K

0 K

: K :

:
✳ ✳ ✳ 0

0

∓b · · · 0 0 a





























✱ K ≡
[

cosh 2φ −i sinh 2φ
i sinh 2φ cos 2φ

]

❛✈❡❝ ✿

a = cosh 2φ

b = −i sinh 2φ

∆χ±∆ = ω± ❂



























A B 0 0 · · · · ∓B∗

B∗ A B 0 · · · ·
0 B∗ A B

0 0

· · 0 0

· · · ·
∓B · · · B∗ A



























✱A ≡
[

cosh 2φ cosh 2θ −i cosh 2φ sinh 2θ
i cosh 2φ sinh 2θ cosh 2φ cosh 2θ

]

✱

❖♥ ❛ ✿

B ≡
[

−1
2 sinh 2φ sinh 2θ i sinh 2φ sinh2 θ

−i sinh 2φ cosh2 θ −1
2 sinh 2φ sinh 2θ

]

✱B∗ ≡
[

−1
2 sinh 2φ sinh 2θ i sinh 2φ sinh2 θ

−i sinh 2φ cosh2 θ −1
2 sinh 2φ sinh 2θ

]

B∗ ❡st ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❝♦♥❥✉❣✉é ❞❡ B✳

detA = cosh2 2φ

detB = detB∗ = 0
✭✸✳✽✼✮

P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ω±✱ ❡ss❛②♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣r♦♣r❡

❞❡ ω± ✿

ψ ≡























zu

z2u

·
·
·

znu























♦ù z r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡t u ❝✬❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r à ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✿ u =

[

u1

u2

]

✷✾



▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ♣♦s❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱

ω±ψ = λψ ✭✸✳✽✽✮

♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s✉✐✈❛♥t ✿

(

zA+ z2B ∓ znB∗
)

u = zλu
(

z2A+ z3B + zB∗
)

u = z2λu
(

z3A+ z4B + z2B∗
)

u = z3λu

·
·
·

(

zn−1A+ znB + zn−2B∗
)

u = zn−1λu
(

znA∓ zB + zn−1B∗
)

u = znλu ✭✸✳✽✾✮

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ éq✉❛t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ❧❛ n− 1 éq✉❛t✐♦♥ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t tr♦✐s

éq✉❛t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✿

(

A+ zB ∓ zn−1B∗
)

u = λu
(

A+ zB + z−1B∗
)

u = λu
(

A∓ z1−nB + z−1B∗
)

u = λu. ✭✸✳✾✵✮

❖♥ rés♦✉t ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿

zn = ∓1. ✭✸✳✾✶✮

▲❡s tr♦✐s éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ✿

(

A+ zB + z−1B∗
)

u = λu ✭✸✳✾✷✮

❛✈❡❝ ❧❡ s✐❣♥❡ ∓ ❞❛♥s ✭✸✳✾✶✮ ❛ss♦❝✐é à ω+ ♦✉ ω− ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ tr♦✉✈❡ n ✈❛❧❡✉rs ❞❡ z ✿

zk = e2iπk/n (k = 0, 1, ..., 2n− 1) ✭✸✳✾✸✮

♦ù ✿

k = 1, 3, 5, ..., 2n− 1
(

♣♦✉r ω+
)

k = 0, 2, 4, ..., 2n− 2
(

♣♦✉r ω−
)

.
✭✸✳✾✹✮

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ k✱ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λk s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(

A+ zkB + z−1
k B∗

)

u = λku ✭✸✳✾✺✮

✸✵



λk ❡st ❛ss♦❝✐é❡ à ω±✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦rr✐❣é ✉♥❡ ❡rr❡✉r ✐♥t❡r✈❡♥✉❡ ❞❛♥s ❬✶❪ s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ detA = 1 ❡t detB = 0

❡t ♣❛r s✉✐t❡ det | A+zkB+z−1
k B∗ |= 1✱ ❝❤♦s❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐❡ ❝❛r ❧❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡

❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ♥✬❡st ♣❛s é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s

❝❡tt❡ ❡rr❡✉r ♥✬✐♥✢✉❡ ♣❛s s✉r ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ❬✶✵❪✱ ♦♥ tr♦✉✈❡

❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t q✉❡ ✿

det |A+ zkB + z−1
k B∗| = 1. ✭✸✳✾✻✮

❉♦♥❝ ❧❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λk ❞♦✐✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

λk = e±γk (k = 0, 1, ..., 2n− 1). ✭✸✳✾✼✮

❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❛ tr❛❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✺✮✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t γk ✿

Tr(A+ zB + z−1B∗) = Tr[A+ (z + z−1)B] ✭✸✳✾✽✮

❝❛r ♦♥ ❛ ✿ B∗ = B ❡t z + z−1 = 2 cos 2πk
n ✳

❆❧♦rs ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

Tr(A+ 2 cos(
2πk

n
)B) = 2 cosh 2φ cosh 2θ + 2 cos(

2πk

n
)[− sinh 2φ sinh 2θ]×

cosh 2φ cosh 2θ − cos(
2πk

n
) sinh 2φ sinh 2θ ✭✸✳✾✾✮

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s λk ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

λk = e±γk ✭✸✳✶✵✵✮

❉♦♥❝ ✿
1

2
Tr(A+ zB + z−1B∗) =

1

2
(eγk + e−γk) = cos γk ✭✸✳✶✵✶✮

❛✈❡❝ ✿ (k = 0, 1, ..., 2n−1)✳ ❙✐ γk ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛❧♦rs −γk ❡st ❛✉ss✐ s♦❧✉t✐♦♥✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ✈❛ ❞é✜♥✐r γk ♣♦✉r êtr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✶✮✳

γk = γ2n−k ✭✸✳✶✵✷✮

0 < γ0 < γ1 <· · ·< γn. ✭✸✳✶✵✸✮

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✷✮ ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ✿

cosh(γ2n−k) = cosh(2φ) cosh(2θ)− cos(
π

n
(2n− k)) sinh(2φ) sinh(2θ)

= cosh(2φ) cosh(2θ)− cos(
π2n

n
− 2πk

n
) sinh(2φ) sinh(2θ)

= cosh(2φ) cosh(2θ)− cos(
2πk

n
) sinh(2φ) sinh(2θ) = cosh(γk). ✭✸✳✶✵✹✮

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❡♥ ♥♦t❛♥t q✉❡ ∂γk
∂k = π

n sin(2πkn )/ sinh(γk)✱ q✉✐ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ♣♦✉r

✸✶



k ≤ n✳ ❖♥ ♣❡✉t tr❛❝❡r ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t γk ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ φ ❛✈❡❝ φ = ǫ
kT ✳ ▲♦rsq✉❡ n → ∞✱ ❧❡s

❝♦✉r❜❡s γ0, γ1, · · · γn ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✸✮ ❢✉s✐♦♥♥❡♥t ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥ ❝♦♥t✐♥✉✉♠✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

❞❡ ω± s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ω±✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t Ω± ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❞❡s r♦t❛t✐♦♥s

♣❧❛♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✭µν✮✳

▲❡s 2n ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ V ± ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❝r✐t❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸ ❀ ❧❡s

✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s Ω± ✭ω±✮ s♦♥t ✿ λ0(= e±γ0)✱λ1(= e±γ1)✱λ2(e±γ2)✱· · ·✱λ2n−1(= e±γ2n−1)✳

❆❧♦rs ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ V ± s♦♥t ✿

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡V −s♦♥t e1/2(±γ0±γ2±γ4···±γ2n−2) ✭✸✳✶✵✺✮

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡V +s♦♥t e1/2(±γ1±γ3±γ5···±γ2n−1) ✭✸✳✶✵✻✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✭✸✳✶✵✶✮✳ ❋✐❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬✶❪

✸✳✷✳✹ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❱

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ V ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❧❛ ♠♦✐t✐é

❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ V + ❡t ❞❡ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ V −✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs

♣r♦♣r❡s V ± s♦♥t t♦✉t❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ en✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ V ✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é❝✐❞❡r q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡

V + ♦✉ V − q✉✐ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ é❝❛rté❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s q✉✬à ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡

✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ V ✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ F ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2n × 2n tr❛♥s❢♦r♠❡ ✭✸✳✼✷✮ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❡t

q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ G ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2n × 2n tr❛♥s❢♦r♠❡ ✭✸✳✼✸✮ ❛✉ss✐ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ✿

F

[

1

2

(

1 + Ũ
)

Ṽ +

]

F−1 = V +
D ✭✸✳✶✵✼✮

G

[

1

2

(

1− Ũ
)

Ṽ −

]

G−1 = V −

D ✭✸✳✶✵✽✮

✸✷



♦ù V ±

D s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ✭✸✳✶✵✺✮ ❡t ✭✸✳✶✵✻✮

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r F ❡t G ❞❡ t❡❧❧❡

s♦rt❡ q✉❡ FŨF−1 ❡t GŨG−1 r❡st❡♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s✳ ❆❧♦rs F ❡t G ♥❡ ❢♦♥t q✉❡ ♣❡r♠✉t❡r

❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ U ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡✳ ▼❛✐s ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❛ été ❛❞♦♣té❡ q✉❡ Ũ s♦✐t ❞❡ ❧❛

❢♦r♠❡ ✭✸✳✼✵✮✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ F ❡t G ♥❡ ♠♦❞✐✜❡♥t ♣❛s U ❞✉ t♦✉t ♦✉ ✐♥t❡r✈❡rt✐ss❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t

❧❡s ❞❡✉① s♦✉s ♠❛tr✐❝❡s 1 ❡t −1 ❡♥ ✭✸✳✼✵✮✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ F ❡t G s♦✐t ❝♦♠♠✉t❡ s♦✐t ❛♥t✐❝♦♠♠✉t❡

❛✈❡❝ Ũ ✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ✿

V +
D =

1

2

(

1± Ũ
)

FṼ +F−1 ✭✸✳✶✵✾✮

V −

D =
1

2

(

1± Ũ
)

GṼ −G−1 ✭✸✳✶✶✵✮

♦ù ❧❡s s✐❣♥❡s ± ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐t✐✈❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱

❝❡tt❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ✿

1

2

(

1± Ũ
)

=
1

2
(1± Z1Z2· · ·Zn) ✭✸✳✶✶✶✮

FṼ +F−1 =
n
∏

k=1

e
1

2
γ2k−1ZPk ✭✸✳✶✶✷✮

GṼ −G−1 =
n
∏

k=1

e
1

2
γ2k−2ZQk ✭✸✳✶✶✸✮

♦ù P ❡t Q s♦♥t ❞❡✉① ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❞❡s ❡♥t✐❡rs 1, 2, ..., n✳ ▲❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ P ❡♥✈♦✐❡ k

❞❛♥s Pk ❡t ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ Q ❡♥✈♦✐❡ k ❞❛♥s Qk✳ ▲❡s ✭✸✳✶✶✷✮ ❡t ✭✸✳✶✶✸✮ s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ♥♦t❛♥t

q✉❡ FṼ +1F−1 ❡t GṼ −1G−1 ❞♦✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✈♦✐r ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s q✉❡ V + ❡t

V −✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Zk s♦♥t ±1✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

1

2

(

1± Ũ
)

= 1 ✭s✐ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ Zk ✈❛✉t ±1✮
1

2

(

1± Ũ
)

= 0 ✭s✐ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r ❞❡ Zk ✈❛✉t ±1✮.
✭✸✳✶✶✹✮

❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ {Zk} ✈❡rs {ZpK}✳ P❛r ❝♦♥sé✲
q✉❡♥t✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✭✸✳✶✶✵✮ s♦♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ✭✸✳✶✵✽✮✳ ❆❧♦rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t

✸✸



✭✸✳✶✶✻✮✱ ✭✸✳✶✵✷✮ ❡t ✭✸✳✶✵✸✮✱ ♦♥ ✈❛ tr♦✉✈❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

V −

D =
1

2

(

1 + Ũ
)

GṼ −G−1

=
1

2

(

1 + Ũ
)

n
∏

k=1

e
1

2
γ2k−2ZQk

=
1

2

(

1 + Ũ
)

e
1

2(γ0ZQ1
+γ2ZQ2

+···+γ2n−2ZQn)

=
1

2

(

1 + Ũ
)

e
1

2
(±γ0±γ2+···±γ2n−2)

= e
1

2
(±γ0±γ2+···±γ2n−2). ✭✸✳✶✶✺✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✶✹✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ ✿

V −

D = e1/2(±γ0+γ2+γ4+···+γ2n−2)

♦ù ❧❡ s✐❣♥❡ ± ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ s✐❣♥❡ ± ❞❛♥s ✭✸✳✶✶✸✮✳ ❈♦♠♠❡ n→∞✱ ❝❡s ❞❡✉① ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞♦♥♥❡♥t

❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❝❛r γ0 ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❡♥t✐❡r ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥✳

❯♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ t✐ré❡ ♣♦✉r V +
D ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✉ss✐ ♣♦✉r n→∞

q✉❡ ✿

❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡V −

D = e1/2(±γ0+γ2+γ4+···+γ2n−2) ✭✸✳✶✶✻✮

❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡V +
D = e1/2(γ1+γ3+γ5+···+γ2n−1) ✭✸✳✶✶✼✮

▲❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ V ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞✬❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①

éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✶✻✮ ❡t ✭✸✳✶✶✼✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✭✸✳✶✵✷✮ ❡t ✭✸✳✶✵✸✮ V −

D ❡t V +
D ✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣❧✉s

❣r❛♥❞❡ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞❡ V ❡st ✿

Λ = e1/2(γ1+γ3+γ5+···+γ2n−1) ✭✸✳✶✶✽✮

✸✳✷✳✺ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞❡ ❱

P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞❡ V ✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❊♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✶✽✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

L ≡ lim
n→∞

lnΛ = lim
n→∞

1

2n
(γ1 + γ3 + γ5+· · ·+γ2n−1) . ✭✸✳✶✶✾✮

❙♦✐t ✿

γ (ν) ≡ γ2k−1

ν ≡ π

n
(2k − 1) .

✭✸✳✶✷✵✮

✸✹



❈♦♠♠❡ n→∞✱ ν ❞❡✈✐❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❆❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

n
∑

k=1

γ2k−1 →
n

2π

∫ 2π

0
dνγ (ν) .

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✿

L ≡ 1

4π

∫ 2π

0
dνγ (ν) =

1

2π

∫ π

0
dνγ (ν) . ✭✸✳✶✷✶✮

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ rés✉❧t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ γk ❡st s②♠étr✐q✉❡✳ P♦✉r ❡①♣r✐♠❡r L

❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡♠❡♥t✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ γν ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

cosh γ (ν) = cosh 2φ cosh 2θ − cos ν sinh 2φ sinh 2θ ✭✸✳✶✷✷✮

❛✈❡❝ ✿

φ ≡ βǫ,
θ ≡ tanh−1 e−2φ

✭✸✳✶✷✸✮

❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ✿

sinh 2θ =
1

sinh 2φ

cosh 2θ = coth 2φ.

✭✸✳✶✷✹✮

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✶✷✹✮ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✷✷✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

cosh γ(ν) = cosh 2φ coth 2θ − cosh
π

n
(2k − 1)

cosh γ(ν) = cosh 2φ coth 2θ − cosh ν ✭✸✳✶✷✺✮

❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❬✶✷❪

|z| = 1

π

∫ π

0
dt ln(2 cosh z − 2 cos t). ✭✸✳✶✷✻✮

❆✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✶✷✷✮✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ γ(ν) ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ✿

γ(ν) =
1

π

∫ π

0
dν ln(2 cosh γν − 2 cos t)

γ(ν) =
1

π

∫ π

0
dν ′ ln(2 cosh 2φ cosh 2φ− 2 cos ν − 2 cos ν ′

′

) ✭✸✳✶✷✼✮

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✿

L =
1

2π2

∫ π

0
dν

∫ π

0
dν ′ ln[2 cosh 2φ coth 2θ − 2(cos ν + cos ν ′)] ✭✸✳✶✷✽✮

▲❛ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❛♥s ✭✸✳✶✷✽✮ s✬ét❡♥❞ s✉r ❧❡ ❝❛rré ♦♠❜ré ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ νν ′ ✐♥❞✐q✉é à ❧❛ ✜❣✉r❡

✭✹✳✹✮✳ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛rré❡

✸✺



❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ✕ ▲❡s ré❣✐♦♥s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡✳ ❋✐❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ❬✶❪

✈❡rs ❧❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és✳ ❈❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✿

0 ≤ ν + ν ′

2
≤ π

0 ≤ ν − ν ′ ≤ π
✭✸✳✶✷✾✮

❙♦✐t

δ1 ≡
ν + ν ′

2

δ2 ≡ ν − ν ′
✭✸✳✶✸✵✮

▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿

L =
1

2π2

∫ π

0
dδ1

∫ π

0
dδ2 ln(2 cosh 2φ coth 2φ− 4 cos δ1 cos

1

2
δ2)

=
1

π2

∫ π

0
dδ1

∫ π
2

0
dδ2 ln(2 cosh 2φ coth 2φ− 4 cos δ1 cos δ2)

=
1

π2

∫ π

0
dδ1

∫ π
2

0
dδ2 ln(2 cos δ2) +

1

π2

∫ π

0
dδ1

∫ π
2

0
dδ2 ln

(

D

cos δ2
− 2 cos δ1

)

❛✈❡❝ ✿

D ≡ cosh 2φ coth 2φ. ✭✸✳✶✸✶✮

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡ ❬✶✷❪ ✿

cosh−1 x = ln[x+
√

x2 − 1]. ✭✸✳✶✸✷✮

✸✻



▲✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

L =
1

π

∫ π
2

0
dδ2 ln(2 cos δ2) +

1

π

∫ π
2

0
dδ2 cosh

−1

(

D

2 cos δ2

)

=
1

2π

∫ π

0
dδ

[

(ln 2 cos δ) + ln

(

D

2 cos δ
+

√

D2

4 cos2 δ
− 1

)]

=
1

2π

∫ π

0
dδ ln

[

D +
√

D2 − 4 cos2 δ
]

=
1

2π

∫ π

0
dδ ln

[

D

(

1 +

√

1− 4 cos2 δ

D2

)]

=
1

2π

∫ π

0
dδ ln

[

D(1 +
√

1− κ2 cos2 δ)
]

✭✸✳✶✸✸✮

❖ù ✿

κ =
2

D
. ✭✸✳✶✸✹✮

❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥té❣r❛❧❡✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬♦♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r cos2 δ ♣❛r sin2 δ s❛♥s ❝❤❛♥❣❡r ❧❛

✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡ ✿

L =
1

2
ln

(

cosh2 2βǫ

sinh 2βǫ

)

+
1

2π

∫ π

0
dϕ ln

(

1 +

√

1− κ2 sinh2 ϕ
)

✭✸✳✶✸✺✮

✸✳✸ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s

▲✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ♣❛r s♣✐♥ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

aI(0, T ) = −kT lnZ(B, T ). ✭✸✳✶✸✻✮

P❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✭✸✳✼✮✱ ✭✸✳✶✶✾✮ ❡t ✭✸✳✶✸✺✮ ✿

βaI(0, T ) = − ln(2 cosh 2βǫ)− 1

2π

∫ π

0
dφ ln(1 +

√

1− κ2 sin2 φ), ✭✸✳✶✸✼✮

❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡ ♣❛r s♣✐♥ ❡st ✿

u(0, T ) =
d

dβ
[βaI(0, T )] = −2ǫ tanh 2βǫ+

κ

2π

dκ

dβ

∫ π

0
dφ

sin2 φ

∆(1 +∆)
✭✸✳✶✸✽✮

❛✈❡❝ ∆ ≡
√

1− κ2 sin2 φ✳
❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ✿

∫ π

0
dφ

sin2 φ

∆(1 +∆)
=

∫ π

0

1

κ2
(1−∆)(1 + ∆)

∆(1 + ∆)

dφ

∆
= −

∫ π

0

π

κ2
dφ+

1

κ2

∫ π

0

dφ

∆
. ✭✸✳✶✸✾✮

✸✼



P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡ ♣❛r s♣✐♥ ✿

µI(0, T ) = −2ǫ tanh (2βǫ) +
1

2κ

dκ

dβ

[

−1 + 1

π

∫ π

0

dφ
√

1− κ2 sin2 φ

]

.

µI(0, T ) = −ǫ coth (2βǫ)
[

1 +
2

π
κ′K1(κ)

]

✭✸✳✶✹✵✮

❛✈❡❝ 1
κ
dκ
dβ = −2ǫ coth(2φ)

[

2 tanh2(2φ)− 1
]

❡t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❝❛❧♦r✐✜q✉❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✭✈♦✐r

❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❇✮ ✿

1

k
cI(0, T ) =

2

π
(βǫ coth(2βǫ))2

{

2K1(κ)− 2E(κ)− (1− κ′)
[π

2
+ κ′K1(κ)

]}

1

k
cI(0, T ) =

2

π

(

ǫ

kT
coth

2ǫ

kT

)2
{

2K1(κ)− 2E(κ)− (1− κ′)
[π

2
+ κ′K1(κ)

]}

✭✸✳✶✹✶✮

❛✈❡❝ ✿

κ′ = 2 tanh2(2βǫ)− 1

❡t

κ =
2

cosh 2φ coth 2φ

❡t ♦ù Eκ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ ❞❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ✭✈♦✐r ❬✶✷❪✮ ✿

E(κ) ≡
∫ π

2

0
dφ

√

1− κ2 sin2 φ ✭✸✳✶✹✷✮

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ✭✸✳✺✮ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ κ ❡t κ′ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ βǫ✳

▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡❧❧✐♣t✐q✉❡ K1(κ) ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ κ = 1 ✭♦ù κ′ = 0✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺ ✕ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s κ ❡t κ′✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st tr❛❝é ❛✈❡❝ ▼❛♣❧❡ ✷✵✶✽✳

✸✽



K(κ) ≈ ln
4

κ′
dK(κ)

dκ
≈ π

2

E(κ) ≈ 1

✭✸✳✶✹✸✮

❆✐♥s✐✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣♦rt❡♥t ✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té à T = Tc✱

2 tanh2
2ǫ

KTc
= 1

ǫ

KTc
= 0.4406868

KTc = (2.269185)ǫ

✭✸✳✶✹✹✮

❉✬❛✉tr❡s r❡❧❛t✐♦♥s s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣❛r Tc s♦♥t ✿

e−ǫ/KTc =
√
2− 1

cosh
2ǫ

KTc
=
√
2

sinh
2ǫ

KTc
= 1

✭✸✳✶✹✺✮

❆✐♥s✐ à T = Tc

1

K
cI(0, T ) ≈

2

π

(

2ǫ

KTc

)2 [

− ln

∣

∣

∣

∣

1− T

Tc

∣

∣

∣

∣

+ ln

(

KTc
2ǫ

)

−
(

1 +
π

4

)

]

✭✸✳✶✹✻✮

▲♦rsq✉❡ |T − Tc| → 0 ❧❡ r❛♣♣♦rt cI(0,T )
K s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥✜♥✐ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✱

❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✭✸✳✻✮✳ ◆♦✉s ✈♦②♦♥s ❞❛♥s ✭✸✳✶✸✽✮ ❡t ✭✸✳✶✹✸✮ q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥t❡r♥❡ ❡st

❝♦♥t✐♥✉❡ à T = Tc✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ à T = Tc ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝❤❛❧❡✉r ❧❛t❡♥t❡✳

❖♥ ❝✐t❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡✱ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❛♥s ❧❡

❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇r❛❣❣✲❲✐❧❧✐❛♠s

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇r❛❣❣✲❲✐❧❧✐❛♠s ❛✐❞❡ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t

❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ✭tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ à ♥♦♥

❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❬✶❪✳ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

♥♦✉s ❛✐❞❡ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t tr❛♥s❢♦r♠❡r ✉♥❡ ♠❛t✐èr❡ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛

t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞❡ ♦r❞r❡✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡

❝❤❛♥❣❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♠❛✐s ❧❡s ét❛ts r❡st❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳

✸✾



❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ✕ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❝❛❧♦r✐✜q✉❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❬✶❪

1
NkCI(0, T ) =







0 T > Tc

− ǫγ
2

dL2
0

dT T < Tc

❛✈❡❝

L2
0 = 3(1− T

Tc
), 0 < 1− T

Tc
< 1

dL2
0

dT
=
−3
Tc

1

Nk
CI(0, T ) =

3ǫγ

2Tc

L2
0 = (1− 2e−2Tc/T )2

dL2
0

dT
= −8 Tc

T 2
(1− 2e

−2Tc
T )

❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡t❤❡✲P❡✐r❡❧s

▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡t❤❡✲P❡✐r❧s ❡st ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡

❇r❛❣❣✲❲✐❧❧✐❛♠s✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥ ♦r❞r❡ s♣é❝✐✜q✉❡ à ❝♦✉rt❡ ♣♦rté❡

❬✶❪✳

1
NkCI(0, T ) =







2γǫ2

(kT )2
e2ǫ/kTT

(1+e2ǫ/kT )2
T > Tc

0

❙♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡

1
NkCI(0, T ) =







0 T > Tc

3
2 0 < 1− T

Tc
≤ 14(γǫ)2

T 2 (1− 2e−2γǫ/T )

❛✈❡❝ kTc = γǫ

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ s❡ ❢❛✐t ❛✈❡❝ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛❧❡✉r ❧❛t❡♥t❡✳ ❈❡❧❛

✹✵



✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦r❞r❡✳ P♦✉r ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡

❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ à T = Tc ❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦r❞r❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡①❛♠✐♥❡r

❧✬♦r❞r❡ à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ✱✐✳❡✳✱ ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s

é❝r✐ts ❥✉sq✉✬✐❝✐✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ H = 0 ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t✳ P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥

s♣♦♥t❛♥é❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à H ❧♦rsq✉❡ H = 0✳ ▲❡

rés✉❧t❛t ❡st tr❛✐té ♣❛r ❬✶✸❪ ❡t ❡st ❝♦♠♣❧✐q✉é✳ ❋❛✉t❡ ❞❡ t❡♠♣s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❧❡ ❢❛✐r❡ ✐❝✐ ❞❛♥s ❝❡

♠é♠♦✐r❡ ❡t ♦♥ ✈❛ ❞♦♥♥❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥ ♣❛r s♣✐♥ ✿

mI(0, T ) =







0, ❢♦r T > Tc
{

1− [sinh(2βǫ)]−4
}

1

8

, ❢♦r T < Tc

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✕ ❧❛ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥ s♣♦♥t❛♥é❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ✜❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡
❬✶❪
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ♦♥ ❛ ét✉❞✐é ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ à ✉♥❡ ❡t ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡

❜✉t ❞✬■s✐♥❣ ❞❡rr✐èr❡ é❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ♠♦❞è❧❡ ét❛✐t ét✉❞✐❡r ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❡t

❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❞é❝r✐t

❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ♠❛❣♥ét✐q✉❡s s♦✉s s❡s ❞✐✛ér❡♥ts ét❛ts ✭♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t tr❛♥✲

s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✮✳ ❆✉ ❞é❜✉t✱ ♦♥ ❛ ❞é✜♥✐ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✲♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡✱

❝✬❡st q✉❡ ❧❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡

t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❈✉r✐❡✱ ❧❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❞✐s♣❛r❛ît ♣♦✉r ❧❛✐ss❡r ♣❧❛❝❡ ❛✉

♣❛r❛♠❛❣♥ét✐s♠❡✳ ❉✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♠❛tér✐❛✉ ♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❛❝q✉✐❡rt ✉♥❡ ❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ❛✉ss✐

❧♦♥❣t❡♠♣s q✉✬✐❧ ❡st s♦✉♠✐s à ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✿ ❞ès q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❡①✐st❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♣❡r❞ ❝❡tt❡

❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡s ❝♦r♣s ♣❛r❛♠❛❣♥ét✐q✉❡s✱ ❧✬❛✐♠❛♥t❛t✐♦♥ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛t

❢❡rr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❀ ♦♥ ❛ ❡♥s✉✐t❡ ❝❤❡r❝❤é ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ t✐r❡r

❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ♦♥ ❛ ❞✬❛❜♦r❞ ét✉❞✐é ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❛r

❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ tr❛♥s❢❡rt✳ ❆♣rès ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♦♥ ❛ r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣

✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ♦♥ ❛ ❡♥s✉✐t❡ ét✉❞✐é✱ ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱

❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❖♥s❛❣❡r ♣♦✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ▼❛❧❣ré ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ à

✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❧❛

s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❖♥s❛❣❡r ♠❛✐s r❡✈✉ ♣❛r ❑❛✉❢♠❛♥ ❞♦♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♣❧✉s é❧é❣❛♥t❡ ❡t ♣❧✉s ❝❧❛✐r❡ ❝❛r

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r tr♦✉✈é ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡s s✬❡♥ ❞é❞✉✐s❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳

✹✷



❆PP❊◆❉■❈❊ ❆

❚❤é♦rè♠❡s ❡t ❧❡♠♠❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✉t✐❧✐sés

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣❛ss❡r ❡♥ r❡✈✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❛

s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ (B = 0)✳

❙♦✐t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Γµ (µ = 1, · · · · , 2n) ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛

rè❣❧❡ ❞✬❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ΓµΓν + ΓνΓµ = 2δµν (µ, ν = 1, · · · , 2n) ✭✹✳✶✮

▲❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ Γµ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s s❛♥s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ✿

❛ ✿ ▲❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ❞❡ Γµ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 2n × 2n

❜ ✿ ❙✐ Γµ ❡t Γ′
µ s♦♥t ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t à ✭✹✳✶✮✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥♦♥

s✐♥❣✉❧✐èr❡ S t❡❧ q✉❡ Γµ = SΓ′
µS

−1✳ ▲✬✐♥✈❡rs❡ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❛✉ss✐ ✈r❛✐✳

❝ ✿ ◆✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2n × 2n ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬✉♥❡

♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐té✱ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Γµ ✭❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2n × 2n✮ ❡t t♦✉s ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s

✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✿ ΓµΓν ,ΓµΓνΓλ, · · ·

P♦✉r n = 1✱✭✹✳✶✮ ❞é✜♥✐t ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ P❛✉❧✐ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2× 2 ❡t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣❡✉t

êtr❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❧❡✉r ♣r♦❞✉✐t✳ ❈✬❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2 × 2 ❡st

❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥❛✐r❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ P❛✉❧✐ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐té✳ P♦✉r n = 2✱ ✭✹✳✶✮ ❞é✜♥✐t ❧❡s

♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ γµ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 4× 4✳

❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ Γµ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2n × 2n ❡st ✿

Γ1 = Z1 Γ2 = Y1 ✭✹✳✷✮

Γ3 = X1Z2 Γ4 = X1Y2 ✭✹✳✸✮

Γ5 = X1X2Z3 Γ6 = X1X2Y3 ✭✹✳✹✮

: :

: :

✹✸



❆❧♦rs ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

Γ2α−1 = X1X2· · ·Xα−1Zα (α = 1, ..., n)

Γ2α = X1X2· · ·Xα−1Yα (α = 1, ..., n)
✭✹✳✺✮

❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ é❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡s rô❧❡s ❞❡ Xα ❡t Zα (α = 1, ..., n)✳ ■❧

❡st é❣❛❧❡♠❡♥t é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✭✹✳✺✮ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥

❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡s ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ❞❡ Γ1, ...,Γ2n✳

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ V1 ❡t V2 s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡♥t ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡

{Γµ} ♣♦✉r ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
{

Γ′
µ

}

✳

❙♦✐t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ Γµ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ω ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2n × 2n q✉✐ ❞é❝r✐t ✉♥❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ Γµ ✿

Γ′

µ =

2n
∑

ν=1

ωµνΓν ✭✹✳✻✮

❛✈❡❝ ωµν s♦♥t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ✿

2n
∑

µ=1

ωµνωµλ = δνλ. ✭✹✳✼✮

❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✿

ωTω = 1 ✭✹✳✽✮

♦ù ωT ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❡ ω✳ ❙✐ ♦♥ ✈♦✐t Γµ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❛♥s

❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2n✱ ❛❧♦rs ω ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ✿

















Γ′
1

Γ′
2

:

:

Γ′
2n

















❂



















ω11 ω12 · · · ω1,2n

ω31 ω22 · · · ω2,2n

:

:
✳ ✳ ✳

ω2n,1 ω2n,2 · · · ω2,2n



































Γ1

Γ2

:

:

Γ2n

















❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ✭✹✳✻✮ ❞❛♥s ✭✹✳✶✮ ❡t ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ Γ′
µ s❛t✐s❢❛✐t ❛✉ss✐ à ✭✹✳✶✮✱ à ❝❛✉s❡

❞❡ ✭✹✳✼✮✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✿

Γ′

µ = S(ω)ΓµS
−1(ω), ✭✹✳✾✮

♦ù S(ω) ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥♦♥ s✐♥❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2n × 2n✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ S(ω) ❞♦✐t s❡

❞é♠♦♥tr❡r ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡

ω ↔ S(ω), ✭✹✳✶✵✮

q✉✐ ét❛❜❧✐t S(ω) ❡♥ t❛♥t q✉✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2n × 2n ❞✬✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥

✹✹



❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2n✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ✭✹✳✾✮ ❡t ✭✹✳✻✮✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

S(ω)ΓµS
−1(ω) =

2n
∑

ν=1

ωµνΓν ✭✹✳✶✶✮

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ω ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❡t s(ω) s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♣✐♥♦r✐❡❧❧❡✳ ❈✬❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ s✐ ω1 ❡t ω2 s♦♥t

❞❡✉① r♦t❛t✐♦♥s ❛❧♦rs ω1ω2 ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥✳

S(ω1ω2) = S(ω)S(ω2) ✭✹✳✶✷✮

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét✉❞✐❡r q✉❡❧q✉❡s r♦t❛t✐♦♥s s♣é❝✐❛❧❡s ω ❡t ❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s S(ω)✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ♣❧❛♥❡ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 2n✳ ▲❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞❛♥s

❧❡ ♣❧❛♥ µν à tr❛✈❡rs ❧✬❛♥❣❧❡ θ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

Γ′

λ = Γλ (λ 6= µ, λ 6= ν) ✭✹✳✶✸✮

Γ′

µ = Γµ cos θ − Γν sin θ (µ 6= ν) ✭✹✳✶✹✮

Γ′

ν = Γµ sin θ + Γν cos θ (µ 6= ν) ✭✹✳✶✺✮

♦ù θ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❛ r♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✱ ♥♦té❡ ♣❛r ω(µν|θ) ❡st ❞♦♥♥é❡

❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣❛r ✿

ω(µν|θ) =

µth νth

colonne colonne




















✳✳✳
✳✳✳

· · · cos θ · · · − sin θ · · ·
✳✳✳

✳✳✳

· · · sin θ · · · cos θ · · ·
✳✳✳

✳✳✳





















µth ligne

νth ligne

✭✹✳✶✻✮

ω(µν|θ) ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ µν✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ✿

ω(µν|θ) = ω(νµ| − θ) ✭✹✳✶✼✮

ωT (µν|θ)ω(µν|θ) = 1

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ω ❡t S(ω) q✉✐ s♦♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ s♦♥t

rés✉♠é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

▲❡♠♠❡ ✶ ❙✐ ω(µν|θ)↔ Sµν(θ)✱ ❛❧♦rs

Sµν(θ) = e−1/2θΓµΓν ✭✹✳✶✽✮

✹✺



Pr❡✉✈❡ ♣✉✐sq✉❡ ΓµΓν = −ΓνΓµ ♣♦✉r µ 6= ν✱(ΓµΓν)
2 = ΓµΓνΓµΓν = −1✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✿

e−1/2θΓµΓν = cos
θ

2
− ΓµΓν sin

θ

2
✭✹✳✶✾✮

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ (ΓµΓν)(ΓνΓµ) = (ΓνΓµ)(ΓµΓν) = 1 ♦♥ tr♦✉✈❡

e1/2θΓµΓνe−1/2θΓµΓν = e1/2θΓµΓνe1/2θΓνΓµ = e1/2θ(ΓµΓν+ΓνΓµ)

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✿

S−1
µν (θ) = e1/2θΓµΓν ✭✹✳✷✵✮

❯♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✈❛ ❞♦♥♥❡r ✿

Sµν(θ)ΓλS
−1
µν (θ) = Γλ (λ 6= µ, λ 6= ν)

Sµν(θ)ΓλS
−1
µν (θ) = Γµ cos θ + Γν sin θ

Sµν(θ)ΓλS
−1
µν (θ) = Γµ sin θ − Γν cos θ

▲❡♠♠❡ ✷ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ω(µν|θ) 1 ✭2n− 2✱❞é❣é♥éré❡s✮✱ ❡t e±iθ ✭♥♦♥ ❞é❣é♥éré❡s✮✳ ▲❡s

✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Sµν(θ) s♦♥t e±iθ/2 ✭❝❤❛q✉❡ 2n−1✲❢♦✐s ❞é❣é♥éré❡s✮✳

Pr❡✉✈❡ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❡st tr✐✈✐❛❧❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦✉✈é❡ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t

✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ΓµΓν ✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ Sµν(θ) s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❊♥ t❛♥t q✉❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r Γµ ❡t Γν ✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✭✹✳✺✮ ❛✈❡❝ X ❡t Z

✐♥❝❤❛♥❣é❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ Γµ ❞❛♥s ✭✹✳✺✮ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r

♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ♣♦✉r êtr❡ Γµ ❡t Γν ✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t

Γµ = Z1X2

Γν = Z1Y2

♣✉✐s ✿

ΓµΓν = X2Y2 = iZ2 = 1×
[

i 0

0 −i

]

× 1×· · · ×1

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t

Sµν(θ) = cos
θ

2
− ΓµΓν sin

θ

2
= 1×

[

e−iθ/2 0

0 eiθ2

]

× 1×· · · ×1

▲❡s é❧é♠❡♥ts ♠❛tr✐❝✐❡❧s ❞❡ Sµν ❞❛♥s ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦♥t ✿

< s1, · · · , sn|Sµν(θ)|s′1, · · · , s′n >= e1/2iθs2
n
∏

k=1

δsks′k ✭✹✳✷✶✮

✹✻



▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞✐❛❣♦♥❛✉① s♦♥t eiθ/2 ❡t e−iθ/2✱ ❝❤❛❝✉♥ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s✱ ❝✬❡st✲

à✲❞✐r❡✱ 2n−1 ❢♦✐s✳

▲❡♠♠❡ ✸ ❙♦✐t ω ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❞❡ n r♦t❛t✐♦♥s ♣❧❛♥❡s ✿

ω = ω(αβ|θ1)ω(γδ|θ2)· · ·ω(µν|θn) ✭✹✳✷✷✮

♦ù α, β, · · · , µ, ν ❡st ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs 1, 2, · · · , 2n− 1, 2n ❡t

θ1, · · · , θn s♦♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❆❧♦rs

(a)ω ↔ S(ω)✱ ❛✈❡❝

S(ω) = e−1/2θ1ΓαΓβe−1/2θ2ΓγΓδ · · · e−1/2θnΓµΓν ✭✹✳✷✸✮

✭❜✮ ❧❡s 2n ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ω s♦♥t ✿

e±iθ1 , e±iθ2 , · · · e±iθn ✭✹✳✷✹✮

✭❝✮ ❧❡s 2n ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ S(ω) s♦♥t ✿

e
1

2
i(±θ1±θ2±···±θn) ✭✹✳✷✺✮

❛✈❡❝ ❧❡ s✐❣♥❡ ± ❡st ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳

Pr❡✉✈❡ ❈❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ❧❡♠♠❡s ✶ ❡t ✷ ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ [ΓµΓν ,ΓαΓβ ] =

0✳

P❛r ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ S(ω) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡

✭✹✳✷✹✮✳ ▲✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❝❡❧❛ r❡♣♦s❡s s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ V2V1 ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠és ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ S(ω)✳

✹✼



❆PP❊◆❉■❈❊ ❇

❉❛♥s ❝❡t ❛♣♣❡♥❞✐❝❡✱ ♦♥ ✈❛ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

1

κ

dκ

dβ
= −2ǫ coth 2βǫ(2 tanh2 2βǫ− 1) ✭✹✳✷✻✮

❖♥ ♣♦s❡ ✿ κ = 2
D ✱ D = cosh(2φ) coth(2φ)✱ φ = ǫβ✳

❖♥ ❛ ✿

1

κ

dκ

dβ
=

1

κ

dκ

dφ

dφ

dβ
= ǫ

dκ

dφ
= −2ǫ d

dφ

(

1

D

)(

1

κ

)

= −2ǫdD
dφ

(

1

D

)

= −2 ǫ
D

[

sinh(2φ) coth(2φ)− coth(2φ)

sinh(2φ)

]

= −2ǫ coth(2φ)

cosh(2φ) cosh(2φ)sinh(2φ)

[

sinh(2φ)− 1

sinh(2φ)

]

= −2ǫ coth(2φ)
cosh2(2φ)

[

2 sinh2(2φ)− cosh2(2φ)
]

= −2ǫ coth(2φ)
[

2 tanh2(2φ)− 1
]

✭✹✳✷✼✮

❈✳◗✳❋✳❉✳

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❡tr♦✉✈❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✸✳✶✹✶✮ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛❧❡✉r s♣é❝✐✜q✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s

é❝r✐r❡ ✭✹✳✷✼✮ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡ ✿

−2ǫ tanh(2βǫ)− 1

2κ

dκ

dβ
= −ǫ coth(2βǫ) ✭✹✳✷✽✮

▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✸✽✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

uI(0, T ) = −2ǫ tanh(2βǫ)−
1

2κ

dκ

dβ
+

1

2κ

dκ

dβ

2

π

∫ π
2

0

dφ
√

1− κ2 sin2 φ
.

✹✽



❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ✭✹✳✷✽✮ ❞❛♥s ✭✹✳✷✾✮ ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✿

uI(0, T ) = −ǫ coth(2βǫ) +
1

κ

dκ

dβ

1

π
K1(x)

= −ǫ coth(2βǫ)− coth(2βǫ)(2 tanh2(2βǫ)− 1)
2

π
K1(x)

= −ǫ coth(2βǫ)(1− κ′ 2
π
K1(x)) ✭✹✳✷✾✮

♦ù ✿

K1(κ) ≡
∫ π

2

0

dφ
√

1− κ2 sin2 φ
✭✹✳✸✵✮

❡t

κ ≡ 2 sinh(2βǫ)

cosh2(2βǫ)
✭✹✳✸✶✮

κ′ ≡ 2 tanh2(2βǫ)− 1. ✭✹✳✸✷✮

✹✾



❆PP❊◆❉■❈❊ ❈

❖♥ ✈❡✉t ♠♦♥tr❡r✱ ❞❛♥s ❝❡t ❛♣♣❡♥❞✐❝❡ q✉❡ ✿

κ2 + κ′2 = 1. ✭✹✳✸✸✮

❖♥ ❛ ✿

κ2 + κ′2 =
4 sinh(2βǫ)

cosh2(2βǫ)
+ 4 tanh4(2βǫ) + 1− 4 tanh2(2βǫ)

=
4 sinh2(2βǫ)

cosh4(2βǫ)
− 4 sinh2(2βǫ)

cosh2(2βǫ)
+ 4 tanh4(2βǫ) + 1

=
4 sinh2(2βǫ)

cosh2(2βǫ)

[

1

cosh2(2βǫ)
− 1

]

+ 4 tanh4(2βǫ) + 1

= 4 tanh2(2βǫ)

[

cosh2(2βǫ)− sinh2(2βǫ)

cosh2(2βǫ)
− 1

]

+ 4 tanh4(2βǫ) + 1

= 4 tanh2(2βǫ)
[

1− tanh2(2βǫ)− 1
]

+ 4 tanh4(2βǫ) + 1

= −4 tanh4(2βǫ) + 4 tanh4(2βǫ) + 1 = 1

❖♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❝❛❧♦r✐✜q✉❡ ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s q✉✬♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭✈♦✐r

❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ❇✮ ✿

CI(0, T ) =
duI
dT

=
duI
dβ

dβ

dT
✭✹✳✸✹✮

β =
1

kT
→ dβ

dT
= −kβ2 ✭✹✳✸✺✮

1

k
CI = −β2duI

dβ
✭✹✳✸✻✮

uI = −ǫ coth(2βǫ)[1 + 2

π
κ′K1(κ)] ✭✹✳✸✼✮

duI
dβ

=
2ǫ2

sinh2(2βǫ)

[

1 +
2

π
κ′K1(κ)

]

− ǫ coth(2βǫ)
[

2

π

dκ′

dβ
K1(κ) +

2

π
κ′
dK1

dβ

]

✭✹✳✸✽✮

1

k
CI =

−2ǫ2β2
sinh2(2βǫ)

[

1 +
2

π
κ′K1(κ)

]

+ ǫβ2
2

π
coth(2βǫ)

[

dκ′

dβ
k1(κ) + κ′

dK1

dβ

]

✭✹✳✸✾✮

✺✵



♦♥ ❛ κ = 2 sinh(2βǫ)

cosh2(2βǫ)
✱ κ′ = 2 tanh2(2βǫ)−1 ✱ κ2+κ′2 = 1✱ dK1

dκ = E(κ)−(1−κ2)K1(κ)
κ(1−κ2)

= E(κ)−κ′2K1(κ)
κκ′2 ✳

dκ

dβ
= −2ǫK coth(2βǫ)

[

2 tanh2(2β)− 1
]

= −2ǫκκ′ coth(2βǫ) ✭✹✳✹✵✮

dκ′

dβ
= 4 tanh(2βǫ)

2ǫ

cosh2(2βǫ)
=

8ǫ tanh(2βǫ)

cosh2(2βǫ)
✭✹✳✹✶✮

1

k
CI(0, T ) = −

2ǫ2β2

sinh2(2βǫ)

[

1 +
2

π
κ′K1(κ)

]

+
2ǫβ2

π
coth(2βǫ)×

[

8ǫ tanh(2βǫ)

cosh2(2βǫ)
K1(κ) + κ′

dk1
dκ

dκ

dβ

]

=
−4ǫ2β2

π sinh2(2βǫ)

[π

2
+ κ′K1(κ)

]

+
2ǫβ2

π
coth(2βǫ)×

[

8ǫ tanh(2βǫ)

cosh2(2βǫ)
K1(κ)− 2ǫκκ′2 coth(2βǫ)

(

E(κ)− E(κ′2)

κκ′2

)]

✭✹✳✹✷✮

♦ù ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

1− κ′ = 2

cosh2(2βǫ)
✭✹✳✹✸✮

1

k
cI(0, T ) =

−4ǫ2β2
π sinh2(2βǫ)

(1− κ′) cosh2(2βǫ)
2

[π

2
+ κ′K1(κ)

]

+

2ǫβ2

π
coth(2βǫ)

[

8ǫ tanh(2βǫ)

cosh2(2βǫ)
K1(κ)− 2ǫ coth(2βǫ)(E(κ)− κ′2K1(κ))

]

✭✹✳✹✹✮

1

k
cI(0, T ) =

2

π
(βǫ coth(2βǫ))2

{

−(1− κ′)
[π

2
+ κ′K1(κ)

]} 2

π
(ǫβ)2 coth2(2βǫ)×

{

8 tanh(2βǫ)

coth(2βǫ)
K1(κ)− 2

coth(2βǫ)

coth(2βǫ)

[

E(κ)− κ′2K1(κ)
]

}

✭✹✳✹✺✮

P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♦♥ ♣r❡♥❞ ✿

I =
8 tanh2(2βǫ)

coth(2βǫ)
K1(κ)− 2E(κ) + 2(2 tanh2(2βǫ)− 1)2K1(κ) ✭✹✳✹✻✮

♦♥ ❛ 1
cosh2(2βǫ)

= 1− tanh2(2βǫ)

I = 8 tanh2(2βǫ)(1− tanh2(2βǫ))K1(κ)− 2E(κ) + 2(4 tanh4(2βǫ)

− 4 tanh2(2βǫ) + 1)K1(κ)
✭✹✳✹✼✮

1

k
cI(0, T ) =

2

π
(βǫ coth(2βǫ))2

{

2K1(κ)− 2E(κ)− (1− κ′)
[π

2
+ κ′K1(κ)

]}

1

k
cI(0, T ) =

2

π

( ǫ

kT
coth

2ǫ
kT

)2 {

2K1(κ)− 2E(κ)− (1− κ′)
[π

2
+ κ′K1(κ)

]}

✭✹✳✹✽✮

✺✶



❆PP❊◆❉■❈❊ ❉

❉❛♥s ❝❡t ❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈ér✐✜❡r ♣❛r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ q✉❡ ✿ det|A+zkB+z−1
k B∗

| = 1 ❛♣♣❛r✉❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✾✻✮

A =

[

Cosh[2a]Cosh[2t] −I ∗ Cosh[2a]Sinh[2t]
I ∗ Cosh[2a]Sinh[2t] Cosh[2a]Cosh[2t]

]

Cosh[2a]Cosh[2t],−ICosh[2a]Sinh[2t], ICosh[2a]Sinh[2t], Cosh[2a]Cosh[2t]

Simplify[Det[A]]

Cos[2t]Cosh[2a],−ICosh[2a]Sinh[2t], ICosh[2a]Sinh[2t], Cosh[2a]Cosh[2t]

Cosh[2a]2

p = Cos[2t]Cosh[2a]2Cosh[2t]− Cosh[2a]2Sinh[2t]2

Simplify[p]

Cosh[2a]2(Cos[2t]Cosh[2t]− Sinh[2t]2)

B =

[

−0.5 ∗ Sinh[2a]Sinh[2t] I ∗ Sinh[2a](Sinh[t])2Sinh[2t]
−I ∗ Sinh[2a](Cosh[t])2 −0.5 ∗ Sinh[2a]Sinh[2t]

]

−0.5Sinh[2a]Sinh[2t], ISinh[2a]Sinh[t]2,−ICosh[t]2Sinh[2a],−0.5Sinh[2a]Sinh[2t]

Simplify[Det[b1]]

0.

z = Exp[2 ∗ I ∗ Pi ∗ k/n]

e
2ikπ
n

✺✷



b1 =

[

−0.5 ∗ Sinh[2a]Sinh[2t] I ∗ Sinh[2a](Cosh[t])2
−I ∗ Sinh[2a](Sinh[t])2 −0.5 ∗ Sinh[2a]Sinh[2t]

]

−0.5Sinh[2a]Sinh[2t], ICosh[t]2Sinh[2a],−ISinh[2a]Sinh[t]2,−0.5Sinh[2a]Sinh[2t]

Simplify[Det[b1]]

0.

h = A+ z ∗ B+ (1/z)b1

Simplify[Det[h]]

1.

✺✸



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❑✳ ❍✉❛♥❣✱ ❙t❛t✐s✐t✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❏✳❲✐❧❡② ❛♥❞ ❙♦♥s✱ ■♥❝✳✱ ◆❡✇ ❨♦r❦ ✭✶✾✻✸✮✳
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Résumé : 

Le modèle d’Ising est un modèle de la physique statistique qui permet d’expliquer le 
ferromagnétisme de certains matériaux en considérant que les moments magnétiques de spin 
des électrons dans ces matériaux sont orientés selon un axe (la projection du spin pouvant 
prendre que deux valeurs (haut et bas ou ±)). Ising a introduit initialement son modèle, pour 
expliquer la transition de phase dans les matériaux ferromagnétiques.  Le modèle d’Ising à 
une dimension possède une solution exacte trouvée par la méthode de la matrice de transfert. 
Malheureusement ce modèle ne montre pas de transition de phase, donc solution qui n’est pas 
intéressante.  L’étude du modèle d’Ising à deux dimensions montre l’existence d’une 
transition de phase et des travaux ont permis de prédire la température à laquelle se produit la 
transition. D’où l’intérêt théorique porté à l’étude de ce modèle. Onsager, en 1944, a réussi à 
trouver une solution exacte, en généralisant la méthode de la matrice de transfert à deux 
dimensions. Jusqu’à nos jour, le modèle d’Ising à trois dimension n’est pas soluble 
exactement et il convient  d’utiliser les méthodes numériques. 

Le but de ce mémoire de master est d’étudier la solution du modèle d’Ising unidimensionnel 
et à deux dimensions .On s’intéresse à la solution d’Onsager pour le modèle d’Ising à deux 
dimensions. 

Mots clés : Modèle d’Ising, solution d’Onsager, ferromagnétisme, paramagnétisme 


