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Résumé : 

    Le travail  réalisé  est basé  principalement sur la simulation et la commande de stabilité 

des systèmes chaotiques .Ces modèles sont des systèmes non linéaires, multi variables,  

instable et très sensible aux conditions initiales.  Pour traiter ce sujet, on a commencé par 

un état de l’art sur les systèmes chaotiques,  puis on a présenté leur modélisation 

mathématique afin de  simuler leur comportement  en boucle ouvert (réponse temporelle et 

plan de phase), par la suite, une synthèse de loi de commandes linéaires PID et non 

linéaires VSS par régime glissant est présenté. En fin une simulation sous 

MATLAB/SIMULINK a été dégagé pour voir le comportement des systèmes chaotiques 

envisagés en boucle ouvert et en boucle fermée.  

                                                                       

Abstract: 

   This work investigates the problem of simulation and control for the chaotic systems. 

This models are multivariable nonlinear systems, unstable and very sensitive to initial 

conditions. To address this issue, a Survey for the chaotic system was presented, then a 

mathematical modeling was presented to simulated behavior in open loop (time response 

and phase diagram). After that, linear control PID and nonlinear control VSS with sliding 

mode was synthesized. In the end, simulation with MATLAB/SIMULINK was used to 

simulate the response of the chaotic system in open and closed loop. 
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I.1 INTRODUCTION : 

 L'origine et le développement de la théorie du chaos : 

    Le mot «Chaos» signifie turbulence ou un mouvement irrégulier ou désordonné.  

    Dans la terminologie scientifique moderne, chaos» se réfère à un phénomène pseudo-
aléatoire généré dans un système déterminé. 

    Henri Poincaré est le premier connu à entrevoir la possibilité d'un « chaos » 

   

  À la fin du 19ème siècle, lors que Poincaré a étudié la stabilité du système solaire, il a 
trouvé que dans le cas de trois(3) masses en mouvement sous la loi de Newton, ces masses 
peuvent montrer un mouvement très compliqué, ce type de mouvement dépend 
principalement aux conditions initiales. 

    Birkhoff développait des méthodes géométriques créées par Poincaré, comme 
« ω »limite set et « α » limite set. 

    Au début du 20eme  siècle, en électrique, le système oscillateur considéré comme un 
système chaotique a été largement étudie à cause de son rôle dans le développement de la 
technologie du radio, radar, et les lasers. 

   Le succès de la technologie de simulation à montrer de nouveaux outils en 
mathématique.  Les pionniers dans ce domaine comprennent : van der Pol, Andronov, 
Littlewood, Cart Wright, Levinson, et Smale. Spécialement, année 1950, une complexité 
non connu au paravent a été révélé par Cartwright, Littlewood, et Levinson pour montrer 
qu’un oscillateur non linéaire forcé a un nombre infini de périodes différentes. Smaleà fait 
une étendue de ces travaux pour généraliser ces phénomènes avec sa 
carte « horseshoe ».Mwhile à développer les méthodes géométriques de Poincaré pour 
mieux approfondir et comprendre la machine spéciale. Le gain mathématique obtenu c’est 
le théorème KAM(Kolmogorov, Arnold, and Moser) en 1963. Ce théorème nous indiquait 
que le système hamiltonien reste hamiltonien lorsqu’il fait objet d’une petite perturbation 
qui donne une réponse que le système solaire est stable à un degré près. 

     Lorenz (météo logiste américain), a fait une importante contribution en 1963 lorsqu’il a 
utilisé un ordinateur pour étudier un nombre d'équations différentielles ordinaires. Ces 
équations sont réduites à partir des équations aux dérivées partielles qui décrivent le 
mouvement turbulent de l'atmosphère. Ilà trouver qu'un différant petit changement dans les 
conditions initiales conduit à des résultats très différents, pour une très petite période est 
appelé «sensitive dépendance on initial conditions » C'est grande découverte car les 
scientifiques traditionnels à l'époque croit que deux trajectoires démarrent de même point 
initial doivent être convergés dans le temps. A partir de principe d’incertitude en 
mécanique quantique . On sait que personne ne peut déterminer la position de la vitesse 
exacte d’une particule au même temps. Cela veut dire que si un système est sensible aux 
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conditions initiales, donc personne ne prédira son comportement dans le temps puis qu’on 
ne peut pas éviter les erreurs de mesure pour les conditions initiales. 

   
   Lorenz à utiliser le terme "effet papillon" pour référer aux phénomènes sensibles aux 
conditions initiales. Il a expliqué que ce phénomène signifie qu’un papillon qui vole en 
Australie à l’instant ‘t’ peut affecter un changement de climat aux États Unis un moi plus  
tard.  
   
   En 1970, c’est l’année de boom pour le chaos. En 1971, Ruelle et Takens proposent une 
nouvelle théorie de chaos pour l’écoulement turbulent dans les fluides, basée sur les 
attracteurs étranges. 
  
    Le mot «Chaos» est introduit en première lieu par TY Li et J.York en 1975  pour 
distinguer les systèmes qui ont un mouvement apériodique plus compliqué par rapport au 
système périodique équilibré, ou d'un motion quasi périodique. Mais, en fait, leur travail 
est un cas particulier du théorème obtenu par Sharkovskii en 1964, laquelle en raison 
politique a été non connu par les mathématiciens occidentaux pour une longue durée. 
    
 
  En 1976, May a montré comment le « chaos » se développe en itération mathématique 
dans la dynamique des populations,  
Il a écrit un article sur l’importance d’étudier des systèmes non linéaires simples pour 
contrebalances, les souvent trompeuses initiations encouragé par l’éducation traditionnelle. 
Ensuite, viens une grande surprise découverte, de la part du physicien Feigenbaumdite qu'il 
y a certaines lois universelles qui régissent la transition de régulière à un comportement 
chaotique ; grosso modo, plusieurs systèmes peuvent devenue chaotique par la même 
manière. Sa recherche établit un lieu entre le chaos et la phase transition et attire les 
physiciens d'étudie de la dynamique.  
 
Mandelbrot, construit la théorie «géométrie fractale» à la fin des années 1970, et à désigner 
la première figure de Mandelbrot. 
La théorie «géométrie fractale» généralise la notion de dimension des nombres entiers aux 
nombres réels, et devient un outil puissant pour caractériser la structure complexe de 
l’attracteur étrange. 
 
     
 Au début des années 1980, les ordinateurs deviennent un outil puissant, utilisé pour aider 
les chercheurs à visualiser les structures complexes des attracteurs étranges, calculent les 
indices caractérisant un système chaotique. 
   Au milieu des années 1980, beaucoup des chercheurs faires attention à comment 
contrôler le chaos, compris la suppression, la synchronisation et chosification 
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Voici le résumé de l’historique et les applications du chaos : 
 

1890 Le roi Oscar II de Suède octroie un prix au premier chercheur qui pourrait 
déterminer et résoudre le problème des n-corps des orbites des corps célestes et 
ainsi prouver la stabilité du système solaire. jusqu’à ce jour, le problème n’a pas 
été résolu. 

1890 Henri Poincaré gagne le premier prix du Roi Oscar II .Etant le plus proche à 
résoudre le problème de n-corps, il a découvert que l’orbite de trois corps 
célestes agissantes l’une sur l’autre peut engendrer un comportement instable et 
imprévisible. Ainsi, le chaos est nait (mais pas encore mentionné !). 

1963 Edward Lorenz découvre le premier système chaotique dans la météo ou encore 
appelé attracteur étrange. 

1975 Tien-Yien Li et James A.Yorke ont présenté pour la première fois le terme 
«chaos » dans un article intitulé “Périodethreeimplies chaos“ 

1978 Mitchell feigenbaum introduit un nombre universel associé au chaos. 
1990 Edward Ott ,CelsoGrebogi et James A.York. Introduisent la notion de contrôle 

du chaos. 
1990 Lou Pecora. Synchronisation des systèmes chaotique. 

Tableau I.1 :application du chaos 

Contrôle Première application du chaos est le 
contrôle du comportement irrégulier dans 
les circuits et les systèmes.liste des divers 
applications est incluse dans le tableau 3 

Synchronisation Communication sécurisé, cryptage, radio 
Traitement d’information Codage, décodage et stockage 

d’information dans des systèmes 
chaotiques,tel que les éléments de mémoires 
et les circuits. Reconnaissance de forme 

Prédiction à court terme Les maladies contagieuses, température, 
économie 

      Tableau I.2 : Domaine d’application du chaos 

Engineering Contrôle de vibration, stabilisation des 
circuits, réactions chimiques, turbines, 
étages de puissance, lasers, combustion, et 
beaucoup plus 

Ordinateurs Commutation des paquets dans des réseaux 
informatiques. Cryptage. contrôle du chaos 
dans des systèmes robotiques. 

Communications Compression et stockage d’image 
.conception et management des réseaux 
d’ordinateurs. 

Médecine et biologie Cardiologie, analyse du rythme du 
cœur(EEG), prédiction et contrôle d’activité 
irrégulière du cœur 

Management et finance Prévision économiques, analyse financière, 
et prévision du marché 

Tableau I.3 : Historique du chaos 
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I.2 Définitions et notions : 

I.2.1 Systèmes dynamiques : 

D’une manière, générale, un système dynamique décrit des phénomènes qui 
évoluent aucour du temps. Le terme « système » fait référence à un ensemble de 
variables d’état (dont la valeur évolue au cours du temps) et aux interactions entre 
ces variables. L’ensemble des variables d’état d’un système permet de construire un 
espace mathématique appelé « espace des phases ». 

En mathématiques, en physique en ingénierie un système dynamique et un système 
“classique“ qui évolue au cours du temps de façon à la fois : 

 Causale (c .à. d que son avenir ne dépend que des phénomènes du passé ou 
du présent). 

 Déterministe (c .a. d qu’une “condition initiale“ donnée à l’instant présent 
va correspondre à chaque instant ultérieur a un et un seul futur possible). 

Les systèmes “bruités“ sont exclus car intrinsèquement stochastique et relevant de 
la théorie des probabilités. 

 On définit un système dynamique par un triplet (X, T, f) constitué de l’espace 
d’état X, du domaine temporel T, et d’une application de transition d’état 

 « F : X * T     X » qui permet de définir à partir d’un vecteur de conditions initiales 
l’état du système à tout instant. [10] 

I.2.2 La théorie du chaos : 

A. Introduction au chaos : 

Newton, grâce à ses équations, disait qu’il était possible de connaître le passé, le présent et 
le futur. Ce qui n’est malheureusement pas vrai pour les systèmes très petits :comme la   
mécanique quantique ; et les systèmes complexes : c’est la théorie du chaos.  

On attribue la première étude du chaos au météorologue Edward Lorenz (1960-1970). En 
fait c’est le mathématicien français Henri Poincaré qui, il y a un siècle, a lancé la notion de 
chaos. 

Poincaré avait déjà prédit le côté imprévisible de certains systèmes : « Une cause très 
petite, qui nous échappe, détermine un effet considérable que nous ne pouvons pas ne pas 
voir, et alors nous disons que cet effet est dû au hasard ? ».  

B. Définitions du chaos :  

Comme pour beaucoup de limites en science, il n’y a aucune définition standard du chaos. 
Néanmoins, les dispositifs typiques du chaos incluent : 

 La non linéarité.  Si  le système est linéaire, il ne peut pas être chaotique. 
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  déterminisme. Un système chaotique a des règles fondamentales déterministes 
(plutôt que probabilistes).  

 La sensibilité aux conditions initiales. De très petits changements sur l’état initial 
peuvent mener un comportement radicalement déférent dans son état final.  

 L’imprévisible. En raison de la sensibilité aux conditions initiales, qui peuvent être 
Connues seulement à un degré fini de précision. 

Le tableau suivant donne une comparaison entre les mouvements réguliers et chaotique : 

Mouvement régulier                  Mouvement chaotique 

 Périodique 
 Prédictible 
 De simple géométrie 

 Irrégulier 
 Imprédictible  
 De géométries compliquées 

Tableau  I.4 comparaison entre mouvement régulier et mouvement chaotique 

 

C. Identification du chaos et ses différents aspects  

 Il y a deux façons d’identifier un comportement chaotique.  
 La dépendance aux conditions initiales  

-   Un   système   chaotique   est   caractérisé   par   sa dépendance   aux   conditions   
initiales. Edward   Lorenz   a   prouvé   qu’une   infime   variation   ou   imprécision   dans   
les   conditions initiales menait à des prévisions météorologiques complètement opposées 
au bout certain temps (de nos jours on arrive à faire des prévisions sur 8 jours mais au-delà 
de ce délai nous sommes incapables de certifier nos résultats).            

 

Figure.I.1 : représentation d’un mouvement chaotique 
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-   La divergence des deux courbes calculées par Lorenz (présentées ci-dessus) est due à 
une différence sur la 4ème décimale des conditions initiales.  

-   Cette dernière variation est plus connue sous le nom commun d’effet papillon. 

     Pour un système quelconque il n’y a qu’une solution. Mais si on a des données initiales 
approximatives on obtiendra des solutions multiples (voir le schéma ci-dessous). 

 

Figure I .2 : Schéma représentant la dépendance aux conditions initiales 

Il suffit souvent que l’écart soit de la taille d’un atome entre deux positions initiales pour 
que les mouvements soient au bout d’un certain temps complètement différents.  

 La non périodicité d’un mouvement chaotique  

Supposons que les conditions initiales   soient   strictement   identiques. Ce qui n’est pas 
réalisable pour un système réel mais qui est possible pour une simulation. Les trajectoires 
de deux pendules seront alors parfaitement superposées. Le chaos intervient alors dans le 
non périodicité du mouvement.  

D. La différence entre chaos et phénomènes aléatoires : 

    La différenciation entre chaotique et aléatoire nous a paru le point le plus important de la 
compréhension du chaos. En effet, on a toujours tendance à considérer qu’un phénomène 
tire son imprédictibilité du nombre trop importants de paramètres en jeu dans sa 
description, ce qui nous pousse à en donner une approche probabiliste qui, peux être 
parfaitement satisfaisante, garde par définition une marge d’aléatoire. Le mouvement 
brownien en est un exemple. 

    En ce qui concerne le chaos, il n’en est rien .en effet, un phénomène chaotique, comme 
nous l’avons vu, est décrit de manière déterministe, c’est à dire en particulier avec des 
outils mathématiques qui en permettent une approche précise et a priori “certaine“. En 
réalité, il faut constater qu’aucun amalgame n’est possible entre chaos et aléatoire puisque 
même une approche probabiliste de l’évolution d’un système chaotique n’aboutirait à rien. 
En effet, même si l’on connait parfaitement l’évolution d’un système dans des conditions 
initiales données, pour des conditions initiales excréments proches, toutes les évolutions 
sont encore“ équiprobables“ :l’approche probabiliste n’apporte rien. 
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    De manière concrète, il existe une définition rigoureuse qui permet de déterminer 
mathématiquement qu’un système est chaotique, mais son expression est assez complexe. 

    On peut dire en toute rigueur que, de manieur générale, la part d’imprévisible est en 
réalité assez faible pour un système probabiliste par rapport à un système chaotique, pour 
lequel, au contraire, bien que le déterminisme soit total, la prévisibilité est nulle. 

I.3 Conclusion : 

Dans ce chapitre nous présentant les effets dynamiques de non linéarités, leurs 
représentation mathématique, ainsi quelques propriétés du chaos 

I.4 La suite du mémoire est organisée comme suit : 

 Nous présentons dans le second chapitre quelques modèles les plus importants dans 
le chaos, comme Lorenz le circuit de Chua, et l’oscillateur de Duffing, puis la 
modélisation du pendule simple et double, prenant en considération 
l’amortissement et le forçage applique sur le pendule pour arriver sur un modèle 
généralisé. 

 Dans le troisième chapitre nous présentons la synthèse des lois de commande PID 
et VSS 

 Dans le quatrième chapitre, nous exposons la simulation des deux pendule simple 
et double et leurs résultats sou forme de plan de phase puis le programme du model 
de LORENZ et de DUFFING 
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II.1.introduction : 

Pour bien comprendre le mouvement d’un système quelconque, il faut passer par une 

représentation mathématique et représenté l’aspect modélisation en utilisant des théorèmes 

de la physique (Newton, Lagrange, L’énergie). Ce chapitre est consacré à la modélisation 

mathématique de quelque modèles que nous avons choisi afin de représenté le 

comportement non linéaire et chaotique de ces modèles ci dessus. 

II.2Représentations mathématiques des systèmes dynamiques : 

Un système dynamique décrit par une fonction mathématique présente deux types de 

variables : dynamique et statique, les variables dynamiques sont les quantités 

fondamentales qui changent avec le temps, les variables statiques, encore appelés 

paramètres du système, sont fixes. 

Dans le cas où le composant “temps“ est continue le système dynamique est présenté par 

un système d’équations différentielles de la forme : 

ௗ௫ௗ௫ = ݂ሺݔ, ,ݐ ሻOu x Є Rn݌
 et  ݌ Є Rr                                       

(II.1) 

  Dans le cas où le temps est discret le système dynamique est présenté par une application 

itérative. ݔ௞+ଵ = ݂ሺݔ௞, ௞Є Rnݔ,ሻ݌
 et  ݌ Є Rr

, K= 1, 2,3                           (II.2) 

OU  ݌ un paramètre, et t Є T, le domaine temporel. 

Lorsque le temps t ou l’indice k apparaissent explicitement dans les relations (II,1) et   

(II.2)  le système est dit non autonome. En général, c’est un inconvénient majeur pour la 
résolution numérique et il est préférable de s’en affranchir. 

Par un changement de variables approprié, on peut transformer un système non autonome 

avec ݔЄ Rn
 en système autonome avec ݔ௞Є Rn+1

 ; 

On appelle système dynamique un système dont l’évolution temporelle peut être décrite 
par l’équation générale 

ሶݔ = ݂ሺݔ௘ሻݔݑ݋ሺݐሻ ቌݔͳሺݐሻݔʹሺݐሻݔ͵ሺݐሻቍ                                                                     (II.3) 

Connaissent l’état initial du système ; on peut donc prédire son évolution future en tout 

instant. Un tel système est donc parfaitement déterministe : il n’y a point de hasard en lui. 
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Parmi les exemples, citons la trajectoire d’une masse, l’évolution donnée, l’intensité d’un 
faisceau laser. [11] 

 

II.3systèmes non linéaires et points d’équilibres : 

II.3.1 description mathématique du système non linéaire : 

Un système non linéaire peut toujours être décrit par une équation différentielle de 

la forme suivante : ݔሶ = ݂ሺݔ, ,ሻݐ ሻݐሺݔ =  ଴                                                 (II.4)ݔ

Ou  ݔሺݐሻ ∈R
n  est l’état du système, et ݂ est la fonction non linéaire. 

II.3.2 Points d’équilibres : 

Il est possible pour une trajectoire d’un système de correspondre à un seul point singulier, 

tel que ce point représente un point d’équilibre. 

Xe est un point d’équilibre du système (II.4) si : ݂ሺݔ, ሻݐ = Ͳ,  (II.5)                                                            ݐ∀

Pour la plus part des cas, on considère que l’origine de l’espace d’état est un point 
d’équilibre Xe=0 

 

II.4. Le pendule simple  

Soit un pendule compose d'une tige de masse  négligeable et de longueur l > 0   à 

l'extrémité  de laquelle est placée une masse m. On note Ө  l'angle de la tige avec la 

verticale. (voir figure II .1) 

 

 

Figure (II.1):pendule simple à modélisé 
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On calcule d’abord ;le lagrangien et les équations du mouvement à partir de la définition 

de l’équation de Lagrange du pendule illustrée a la figure (II,1) 

 

 

Les coordonnées de la masse m dans le repère (x, y) sont données par :  

{  x = l sinሺӨ ሻy = −lcos ሺӨ ሻ                                             (II.6) 

 Puis Les dérivées temporelles sont : 

{ẋ = l Өሶ  cosሺӨሻ
ẏ = lӨሶ   sin ሺӨሻ                                              (II.7) 

L’Energies cinétiques est donnée par : T = ଵଶ mvଶ                                                      (II.8) 

Avec                                                        v
2
=ẋଶ + ẏଶ                                                     (II.9) 

Alors                                                         T = ଵଶ mሺẋଶ + ẏଶሻ                                        (II.10) 

Se qui donne en fonction de Ө : 

 T=
ଵଶ m lଶ Өሶ ଶ                                                (II.11) 

Energie potentielle est donnée par : Ug = m g  y                                                  (II.12) 

Avec y=− l cos ሺӨሻ 

On aura doncUg = −m g l cos ሺӨሻ    (II.13) 

Utilisant  le Lagrangien du système est écrit comme suit :  ܮ = ܶ − ܷ 

Soit : ܮ = ଵଶ m lଶ Өሶ ଶ +  m g l cos ሺӨሻ                      (II.14) 

L’équation de Lagrange du mouvement est donnée par : ∂L∂Ө
= ddt (∂L∂Өሶ ) 



Chapitre II : modélisation  mathématiques du chaos: 
 

 
11 

aprèsavoir développé de  l’équation du pendule est donnée par : 

Өሷ  =− �௟ sin ሺӨሻ                                           (II.15) 

Se qui représente une équation d’un système non linéaire 

Si nous introduisons un amortissement dans le système, l’équation devient alors comme 

suit : 

Өሷ  =− �௟ sin ሺӨሻ+�Ө ሶ                                         (II.16) 

Où � est le coefficient d'amortissement. 

 

II.5. Pendule double  

Le double pendule fournit un système  idéal   pour étudier le mouvement chaotique. 

Le système est relativement simple, mais un changement infinitésimal petit des conditions 

initiales du pendule produit une trajectoire rigoureusement différente pour les énergies qui 

montrent le mouvement chaotique.  

Soit un pendule double de masses m1, m2, et de longueurs l1,l2 comme le montre  la 

figure(II,2 ): 

 

 

Figure (II.2) : pendule double 

 

 

Le système possède  deux degrés de liberté donc deux coordonnées : ݍଵ = Өଵ ݁ݍݐଶ = Өଶ  
Pour la masse m1 ,les coordonnées (x1,y1) sont : 

{ xଵ = lଵ sinሺӨଵሻyଵ = −lଵcos ሺӨଵሻ                                               (II.17) 

Calculons de suiteLesdérivées temporelles des coordonnées (x1, y1) sont: 
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{ẋଵ = lଵӨሶ ଵ cosሺӨଵሻ
ẏଵ = lଵӨሶ ଵ sin ሺӨଵሻ                                       (II.18) 

 

 

La masse m2 est représentée par les coordonnées (x2, y2) comme suit : 

{xଶ =  xଵ − lଵӨሶ ଵ cos(– Өଵ)yଶ =  yଵ + lଵӨሶ ଵ sin (– Өଵ)⇒ { xଶ = lଵ sinሺӨଵሻ + lଶ sinሺӨଶሻyଶ = lଵ cosሺӨଵሻ − lଶ cosሺӨଶሻ (II.19) 

Les dérivées temporelles des coordonnées (x2, y2)  sont: 

{xଶሶ = lଵӨሶ ଵ cosሺӨଵሻ  + lଶӨሶ ଶ cosሺӨଶሻyሶ ଶ = lଵӨሶ ଵ sin ሺӨଵሻ + lଶӨሶ ଶ sin ሺӨଶሻ  (II.20) 

 

 Energies cinétiques: 

Connaissant l’expressionde vectricespositions en fonction des coordonnées de chaque 

masse, on peut déterminer l’expression des énergies cinétiques T1, T2des deux masses en 

fonction de leurs coordonnées. 

 

L’énergie cinétique du système est donnée par : 

T = ͳʹ mଵݒଵଶ  + ͳʹ mଶݒଶଶ 

Soit            T = ଵଶ mଵሺݔሶଵଶ  + ሶଵଶ  ሻݕ  + ଵଶ mଵሺݔሶଶଶ  +  ሶଶଶ  ሻ                     (II.21)ݕ

En fonction des coordonnées générales l’équation (II.9) devient : 

 

T = ͳʹ mଵሺlଵӨሶ ଵሻ ଶ + ͳʹ mଶሺlଵӨሶ ଵሻଶcosଶሺӨଵሻ + ሺlଶӨሶ ଶሻଶcosଶሺӨଶሻ+ ʹlଶӨሶ ଶlଵӨሶ ଵcos(Өሶ ଵ)cos(Өሶ ଶ) + ሺlଵӨሶ ଵሻଶsinଶሺӨଵሻ + lଶӨሶ ଶlଵӨሶ ଵsinଶ(Өሶ ଶ)+ ʹlଶӨሶ ଶlଵӨሶ ଵsin(Өሶ ଵ)sin(Өሶ ଶ) 

T = ͳʹ mଵሺlଵӨሶ ଵሻ ଶ + ͳʹ mଶሺሺlଵӨሶ ଵሻଶ + ሺlଶӨሶ ଶሻଶ + mଶlଶӨሶ ଶlଵӨሶ ଵሺcos(Өሶ ଵ)cos(Өሶ ଶ)+ ሺsin(Өሶ ଵ)sin(Өሶ ଶ)ሻ 

Finalement : 
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T = ଵଶ mଵሺlଵӨሶ ଵሻ ଶ + ଵଶ mଶሺሺlଵӨሶ ଵሻଶ + ሺlଶӨሶ ଶሻଶ + mଶlଶӨሶ ଶlଵӨሶ ଵሺcos(Өሶ ଵ − Өሶ ଶ)ሻ(II.22) 

 

 

 Energies potentielles : 

     En exprimons les énergies potentielles U g des deux masses à l’aide de leurs 
coordonnées. Onen déduit l’expression suivante : U = Ug  = − mଵglଵ cosሺ Өଵሻ −  mଶgሺlଵ cosሺ Өଵሻ + lଶ cosሺ Өଶሻሻ(II.23) 

 

Les frottements: 

Les frottements peuvent être introduits dans le formalisme lagrangien en introduisant un 

potentiel supplémentaire.  D = ଵଶ (�ଵ ∗ Өሶ ଵଶ) + ଵଶ (�ଵ ∗ ሺӨሶ ଵ − Өሶ ଵሻଶ)(II.24) 

Lagrangien du système :  

Vu tout ce qui a été calculé, il est facile de déterminer le lagrangien L du système : ܮ = ܶ − ܷ                                                                                               (II.25)         

 Afin de connaitre les deux équations du mouvement Өଵሺݐሻet Өଶ ሺݐሻ, il est nécessaire 

derésoudre le système d’équation dit de L agrange : ddt ቀ ∂୘∂Өሶ �ቁ − ∂୘∂Ө� + ∂୙∂Ө� + ∂D∂Өሶ � = Ͳ                                     (II.26) 

On développe cette équation en dérivant T et U par apport aሺݐ, Өଵ, Өଶ ሻ ∂T∂Өଵ = −�ଶlଵlଶӨሶ ଵӨሶ ଶsin ሺ Өଵ − Өଶሻ ∂T∂Өଶ = �ଶlଵlଶӨሶ ଵӨሶ ଶsin ሺ Өଵ − Өଶሻ ∂U∂Өଵ = mଵglଵ sinሺ Өଵሻ +  mଶglଵ sinሺ Өଵሻ = ሺmଵ +  mଶሻglଵ sinሺ Өଵሻ 

 ∂U∂Өଶ = mଵglଶ sinሺ Өଶሻ ∂T∂Өሶ ଵ = �ଵ lଵଶӨሶ ଵ + �ଶ lଵଶӨሶ ଵ + �ଶlଵlଶӨሶ ଶ + cosሺ Өଵ − Өଶሻ 
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ddt ቆ ∂T∂Өሶ ଵቇ = �ଵ lଵଶ Өሷ ଵ + �ଶ lଵଶ Өሷ ଵ + �ଶ lଵlଶcosሺ Өଵ − ӨଶሻӨሷ ଵ− Өሶ ଶ(Өሶ ଵ − Өሶ ଶ)sin ሺӨଵ − Өଶ ddt ቆ ∂T∂Өሶ ଵቇ = ሺ�ଵ lଵଶ + �ଶ lଵଶሻ Өሷ ଵ + [�ଶlଵlଶcosሺ Өଵ − Өଶሻ] Өሷ ଶ+ [�ଶlଵlଶsinሺ Өଵ − Өଶሻ]Өሶ ଶଶ − �ଶlଵlଶӨሶ ଵӨሶ ଶ sinሺ Өଵ − Өଶሻ ddt ቆ ∂T∂Өሶ ଵቇ = �ଶ lଶଶ Өሷ ଶ + �ଶ lଵlଶcosሺ Өଵ − ӨଶሻӨሷ ଵ − �ଶ lଵlଶ sinሺӨଵ − Өଶሻ Өଶሶ ଶ
+ �ଶ lଵlଶsin ሺӨଵ − ӨଶሻӨሶ ଵӨሶ ଶ ∂D∂Өሶ ଵ = βଵӨሶ ଵ + βଶӨሶ ଵ − ʹβଶӨሶ ଶ = βଵӨሶ ଵ + βଶӨሶ ଵ − βଶӨሶ ଶ 

∂D  ∂Өሶ మ = βଶӨሶ ଶ − βଶӨሶ ଵ = βଶӨሶ ଶ + βଶӨሶ ଵ                          (II.27) 

 

Finalement on  trouve l’équation du mouvement qui est donnée par : 

[ �ଵ lଵଶ + �ଶ lଵଶ �ଶlଵlଶcosሺ Өଵ − Өଶሻ�ଶlଵlଶcosሺ Өଵ − Өଶሻ �ଶ lଶଶ ] { Өሷ ଵ Өሷ ଶ} +
[ �ଶ lଵlଶ sinሺӨଵ − Өଶሻ Өଶሶ ଶ + ሺ�ଵ + �ଶሻg lଵsinӨଵ + βଵӨሶ ଵ + βଵሺ Өሶ ଵ −  Өሶ ଶሻ  −�ଶ lଵlଶ sinሺӨଵ − Өଶሻ Өଶሶ ଶ + ሺ�ଵ + �ଶሻg lଵsinӨଶ +  βଵӨሶ ଵ + βଶሺ Өሶ ଵ −  Өሶ ଶሻ]=[ͲͲ] 

                          (II.28) 

II .6Le modèle de Lorenz : 

 

En 1963, Edward Lorenz a développé un modèle mathématique simplifié de convection 

atmosphérique.  Le modèle est un système de trois (3) équations différentielles ordinaires 

actuellement connus comme les équations de Lorenz donné par: 

 

ݐ݀ݔ݀  = �ሺݕ −  ሻݔ

 ௗ௬ௗ� = �ሺݔ − ሻݖ −  (II.29)ݕ

ݐ݀ݖ݀  = ݕݔ −  ݖߚ

Avec  ,  , et  compenser l'état du système,  est le temps, et  ,  ,  sont des 

paramètres du système. 

http://translate.googleusercontent.com/translate_c?depth=1&hl=en&rurl=translate.google.com&sl=en&tl=fr&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Edward_Norton_Lorenz&usg=ALkJrhjIz6oBHdU-Q7yFhlvOFtRd7Fx1Qg


Chapitre II : modélisation  mathématiques du chaos: 
 

 
15 

On suppose généralement que les paramètres   ,  , et  sont positifs. Lorenz a utilisé 

les valeurs   ,  et   . Le système présente un comportement 

chaotique de ces valeurs.    La "dépendance sensible aux conditions initiales" trouvée par 

Lorenz est maintenant connu affectueusement «l'effet papillon» de Lorenz. 

 

Les travaux de Lorenz ont  été largement ignoré pendant dix ans, mais peut désormais être 

considéré comme un début prémonitoire à l'étude du chaos.  

 

 

II.7 Oscillateur de Duffing :  

L’oscillateur de duffing fait partie des systèmes modèles qui permettent d’étudier une 
dynamique non-lineaire.il correspond a une équation différentielle non-linéaire de la 

forme :  ݔሷ = ݔ − ଷݔ − ሶݔߛ +  (II.30)                          ݐݓݏ݋݂ܿ

 

Le  terme  −ݔߛሶ   est  le terme de dissipation où la constante d'amortissement obéit0 ≤ ߛ, et 

il est également connu comme un modèle simple qui donne le chaos .Enfin, le terme de 
forçage est݂ܿݐݓݏ݋ . Le premier point consiste à réaliser que cet oscillateur a un espace de 

phase `a  trois (3) dimensions, en récrivant l’équation de la manière suivante : ݔሶ = ሶݒ ݒ = ݔ − ଷݔ − ݒߛ + ሶ∅ (II.31)                          ∅ݏ݋݂ܿ =  ݓ

 

 

Figure (II.3) : le circuit de l’oscillateur de Duffing 
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 Signification physique : 

 

 L'oscillateur Duffing peut être interprété comme un oscillateur forcé avec un ressort non 

linéaire dont la force de rappel est écrit comme F= - βx - α x3 . 

 

Figure (II.4)le sens physique de l’oscillateur de DUFFING 

Pour β> 0  , l'oscillateur Duffing peut être interprété comme un oscillateur forcé avec un 

ressort dont la force de rappel est écrit comme F= - βx - α x3comme le montre la 

figure(II.4)  . Lors deα > 0  , ce ressort est un ressort appelé durcissement, et, 

lorsque α < 0  , il est appelé un ressort ramollissement bien que cette interprétation n'est 

valable que pour les petits x (Thompson et Stewart, 2002). 

Pourβ< 0, l’oscillateur de Duffing décrit la dynamique d'une masse ponctuelle dans un 

double puits de potentiel, et il peut être considéré comme un modèle d'une poutre d'acier 

forcé périodiquement qui est déviée vers les deux aimants comme le montre la 

figure 3 (Moon et Holmes, 1979; Guckenheimer et Holmes, 1983; Ott, 2002). On sait que 

les mouvements chaotiques peuvent être observés dans ce cas (voir ci-dessous). 

 

II.8 Système Aéroélastique : 

Introduction 

D’une façon générale, l’aéroélasticité est la discipline de la mécanique appliquée qui traite 

du mouvement d’un corps déformable dans un écoulement gazeux (lorsque l’´ecoulement 
envisagé est fluide, on parle alors plutôt d’hydro élasticité). Bien que l’aéroélasticité ait 

trouve son origine en aéronautique ou les problèmes d’aéroélasticité se sont avérés 

critiques dés les débuts du vol propulsé, les phénomènes aéroélastiques se sont également 

révélés très importants par la suite dans d’autres domaines des sciences appliquées. On 

observe en effet une tendance à construire en génie civil des ouvrages d’une conception 
toujours plus audacieuse, et donc toujours plus souples (immeubles, ponts, tours, lignes de 

transmission électrique, . . .). De même, dans la conception des turbomachines, des 

ouvrages hydroélectriques, des véhicules terrestres ou maritimes, etc...., les problèmes 

aero- ou hydro-élastiques se révèlent de plus en plus comme des facteurs à prendre en 

compte. D’où le fait que le domaine de l’aéroélasticité soit toujours un thème de recherche 

scientifique et industrielle important. 



Chapitre II : modélisation  mathématiques du chaos: 
 

 
17 

C’est cependant dans la construction aéronautique que les phénomènes aéroélastiques 

apparaissent de la façon la plus marquée. C’est pourquoi, depuis la seconde guerre 
mondiale, on accorde une grande importance aux problèmes aéroélastiques dans la 

conception des avions rapides (régime transsonique et supersonique) et dans celle des 

avions `a grande envergure (planeurs, . . .). En particulier, pour les avions rapides, on 

notera la nécessité de modifier la géométrie de la voilure et l’introduction des 

servocommandes qui ont conduit `a de nouveaux problèmes. On notera par ailleurs 

l’apparition de nouveaux matériaux (tels les composites), qui ont notamment permis 

l’accroissement de l’envergure (et de la flexibilité) des différents types d’avions, y 

renforçant ainsi les effets aéroélastiques. [17] 

        Classification des problèmes aéroélastiques : 

 

Les phénomènes aéroélastiques résultent de l’interaction entre différents types de force : 
 les forces élastiques, d’origine structurale, 
 les forces d’inertie, d’origine structurale également, 
 les forces aérodynamiques, induites par les déformations (stationnaires ou 

oscillatoires) de la structure d’une part, et résultant de perturbations extérieures 
(manœuvres, turbulence atmosphérique, rafales, . . .) d’autre part. 

 

Les problèmes aéroélastiques n’existeraient pas si la structure de l’avion restait 
parfaitement rigide lorsqu’elle est soumise à un écoulement d’air. Les structures d’avion 
sont toutefois toujours plus ou moins flexibles (comme illustré à la figure II.5), et cette 

flexibilité est la cause fondamentale des divers types de phénomènes aéroélastiques que 

l’on peut observer. 
 

 

 

FIG. II.5 – Tests statiques sur un Airbus A340 (CEAT-Toulouse) 
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Les phénomènes les plus importants en aéroélasticité statique sont : 

 

La divergence : dans un avion flexible en vol stationnaire, un équilibre s’établit entre les 
forces, aérodynamiques et les forces de rappel élastique, mais au-delà d’une certaine 
vitesse cet équilibre devient instable, ce qui peut conduire à la ruine brutale de la structure ; 

 

La  redistribution de portance : même en-deçà de la vitesse de divergence, la 

déformation des aile entraîne une modification de la portance sur celles-ci, dont il importe 

de tenir compte pour prévoir les performances réelles de l’avion ; 
 

L’inversion de commande : l’efficacité des surfaces de contrôle (gouvernes de 
profondeur, ailerons,. . .) est également modifie par les effets aéroélastiques, et il peut 

même exister une vitesse au-delà de laquelle leur effet s’inverse. 
 

 

Dans le cadre de l’aéroélasticité dynamique, on s’intéressera plus particulièrement aux 
phénomènes suivants : 

 

Le flottement : il s’agit d’une instabilité dynamique, couplant un écoulement in 
stationnaire aux modes de vibration de la structure, se traduisant par des oscillations 

d’amplitude non décroissante (on parle d’amortissement négatif), pouvant conduire `a la 
ruine par fatigue cyclique ; 

la réponse dynamique : la flexibilité de l’avion peut modifier de façon significative sa 
réponse à des perturbations atmosphériques (rafales, turbulence) ou `a des manœuvres 
rapides. 

Il est important de noter que les phénomènes aéroélastiques ne causent pas uniquement des 

effets négatifs, qu’il faut s’efforcer de contrer lors de la conception d’un avion. Par 
exemple, les recherches en cours sur le concept d’aile active visent à utiliser les effets 
aéroélastiques pour le contrôle d’attitude, permettant de supprimer certaines surfaces 

mobiles de contrôle. 

 

Dans les cas où l’échauffement du fluide en écoulement devient significatif (supersonique, 
hypersonique de rentrée), on est amen´e `a prendre en compte les effets thermiques tels 

que: 

 l’apparition de contraintes/déformations d’origine thermique, 
 la modification des propriétés des matériaux avec la température. 

 

L’introduction de commandes asservies de systèmes de pilotage automatique et de contrôle 
actif a également donné  lieu à l’apparition d’une nouvelle classe de problèmes, étudiés 
dans le cadre de l’aéroservoélasticité. La réduction progressive du poids structural a 

conduit à une interaction de plus en plus grande entre les systèmes automatiques de vol et 

l’élasticité de la structure, permettant d’améliorer : 
 la stabilité globale de l’avion ; 
 la vie de service de l’avion, en réduisant de manière systématique l’effet de 

sollicitations transitoires sur la structure, principalement dans la voilure (gust 

alleviation systems) ; 

 le confort, en réduisant l’effet de sollicitations transitoires sur les vibrations du 
fuselage. 

 

 



Chapitre II : modélisation  mathématiques du chaos: 
 

 
19 

Les réalisations les plus spectaculaires de l’aéroservoélasticité sont entre autres : 
 sur le plan de la mécanique du vol, la stabilisation de configurations naturellement 

instables par contrôle actif (stability augmentation systems) ; 

 sur le plan de l’aéroélasticité de la voilure, la suppression du flottement par contrôle 
actif (flutter suppression systems).[17] 

 

II.8.1 Modélisation mathématique des systèmes aéroélectriques : 

Prenons la section de l'aile aéroélastique prototypique de diriger et de contrôler les 

surfaces de fuite comme le montre la figure 1. Les équations qui régissent de mouvement 

sont donnés par :[13-14] [ �� �௪ݔఈܾ�௪ݔఈܾ �ఈ ] [ℎሷߙሷ ] + [ܿℎ ͲͲ ܿఈ] [ℎሶߙሶ ] + [�ℎ ͲͲ �ఈሺߙሻ] [ℎߙ] = ܯܮ−] ]         ሺII. ͵ʹሻ 

Où  �� est la masse totale de l'aile principale et la structure de support, �௪est la 

masse de l'aile principale, b est semi corde, �ఈ  est le moment d'inertie autour de l'axe 

élastique,ݔఈ  représente la distance  unidimensionnels entre le centre de masse et axe 

élastique, ܿℎ et ܿఈ  sont respectivement les coefficients d'amortissement structural de 

déplacement de plongeon et angle de tangage , �ℎ  et  �ఈ  (α) sont respectivement les 

coefficients de raideur de ressort et le grand saut de hauteur, , �ఈ  (α) est un terme non 

linéaire et est donnée par [14] �ఈሺߙሻ = �ଵ + �ଶߙ + �ଷߙଶ                                      (II.33) 
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Figure (2.3) modèle aéroélastique 

La portance aérodynamique L et le moment M sont exprimés sur la base de la 

théorie aérodynamique quasi-stationnaire du Theodorsenet de Fung [14,15,16]: 

ܮ  = �ܷଶܾݏ�ܿ௟ഀ ߙ] + ቀℎሶ௎ቁ + ቀଵଶ − ܽቁ ܾ ቀఈሶ௎ቁ] + �ܷଶܾݏ�ܿ௟ഁߚ + �ܷଶܾݏ�ܿ௟ംߛ(II.34) 

ܯ  =�ܷଶܾଶݏ�ܿ௠ഀ−೐೑೑ ߙ] + ቀℎሶ௎ቁ + ቀଵଶ − ܽቁ ܾ ቀఈሶ௎ቁ] + �ܷଶܾଶݏ�ܿ௠ഁ−೐೑೑ߚ +�ܷଶܾଶݏ�ܿ௠ം−೐೑೑ߛ(II.35) 

 

Où ρ est la masse volumique de l'air, U est la vitesse d'écoulement libre, ݏ�est 

l'envergure de l'aile, ߙ  est la distance sans dimension à partir de la mi-corde à l'axe 

élastique, et ܿ௟ം sont les dérivées de coefficients aérodynamique de portance par l'angle 

d'attaque, bord de fuite (TE) et surface principale  (LE) le contrôle de la surface de 

fléchissements respectivement, ܿ௠ഀ−೐೑೑  , c ܿ௠ഀ−೐೑೑ et ܿ௠ം−೐೑೑ sont les dérivés des 

coefficients moment efficace par l'angle d'attaque, (TE) et (LE) contrôle de surface de 

déflexion définie comme suit : 
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ܿ௠ഀ−೐೑೑ = (ͳʹ + ܽ) ܿ௟ഀ + ʹܿ௠ഀ  

ܿ௠ഁ−೐೑೑ = ቀଵଶ + ܽቁ ܿ௟ഁ + ʹܿ௠ഁ                                       (II.36) 

ܿ௠ം−೐೑೑ = (ͳʹ + ܽ) ܿ௟ം + ʹܿ௠ം  

les variables d'état sont définir comme [ݔଵ ଷݔଶݔ ்[ସݔ = [ℎ ℎሶ ߙ ሶߙ ]்(II.37) 

 

En remplaçant Eq(II.34)et Eq(II.35)dans l'équation. Eq(II.32)et en utilisant 

l'équation (II.37)donne la forme d'espace d'état: ݔሶଵ = ሶଶݔ ଶݔ = ܽℎభݔଵ + ܽℎሶ భݔଶ + ܽఈభభݔଷ + ܽఈభమݔଷଶ + ܽఈభయݔଷଷ + ܽఈሶ భݔସ + ఉܾభߚ + ܾఊభߛ xሶ ଷ = xସ                                                        (II.38) ݔሶସ = ܽℎమݔଵ + ܽℎሶ మݔଶ + ܽఈమభݔଷ + ܽఈమమݔଷଶ + ܽఈమయݔଷଷ + ܽఈሶ మݔସ + ఉܾమߚ + ܾఊమߛ 

 

Et les coefficients de l'équation sont définis  ci-dessus ݀ = ሺ���ఈ − ሺ�௪ݔఈܾሻଶሻ−ଵ, ܽℎభ = −݀�ఈ�ℎ , 

ܽℎሶ భ = ݀ ቆ−�ఈܿℎ − �ఈܿଵܿ௟ഀ (ͳܷ) − �௪ݔఈܾܿଶܿ௠ഀ−೐೑೑ (ͳܷ)ቇ 

ܽఈభభ = ݀ ቀ�௪ݔఈܾ�ଵ − �ఈܿଵܿ௟ഀ − �௪ݔఈܾܿଶܿ௠ഀ−೐೑೑ቁ, ܽఈభమ = �௪ݔఈܾ�ଶ, ܽఈభయ = �௪ݔఈܾ�ଷ ܽఈሶ భ = ݀ (�௪ݔఈܾܿఈ − �ఈܿଵܿ௟ഀ ቀଵଶ − ܽቁ ቀ�௎ቁ − �௪ݔఈܾܿଶܿ௠ഀ−೐೑೑ ቀଵଶ − ܽቁ ቀ�௎ቁ), 

ఉܾభ = ݀ ቀ−�ఈܿଵܿ௟ഁ − �௪ݔఈܾܿଶܿ௠ഁ−೐೑೑ቁ 

ܾఊభ = ݀ ቀ−�ఈܿଵܿ௟ം − �௪ݔఈܾܿଶܿ௠ം−೐೑೑ቁ, ܽℎమ = ݀�௪ݔఈܾ�ℎ , ܽℎሶ మ = ݀ (�௪ݔఈܾܿℎ + �௪ݔఈܾܿଵܿ௟ഀ ቀଵ௎ቁ + ��ܿଶܿ௠ഀ−೐೑೑ ቀଵ௎ቁ), 
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ܽఈమభ = ݀ ቀ−���ଵ + �௪ݔఈܾܿଵܿ௟ഀ + ��ܿଶܿ௠ഀ−೐೑೑ቁ ܽఈమమ = −݀���ଶ, ܽఈమయ = −݀���ଷ,  

ܽఈሶ మ = ݀ (��ܿఈ + �௪ݔఈܾܿଵܿ௟ഀ (ͳʹ − ܽ) (ܾܷ) − ��ܿଶܿ௠ഀ−೐೑೑ (ͳʹ − ܽ) (ܾܷ)) 

ఉܾమ = ݀ ቀ�௪ݔఈܾܿଵܿ௟ഁ + ��ܿଶܿ௠ഁ−೐೑೑ቁ, 

ܾఊమ = ݀ ቀ�௪ݔఈܾܿଵܿ௟ം + ��ܿଶܿ௠ം−೐೑೑ቁ, ܿଵ = �ܷଶܾݏ�, ܿଶ = �ܷଶܾଶݏ� 
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III .1 introduction 

    Nous  nous intéresserons qu’à des installations automatiques  c’est-à-dire par une 

machine qui assure la fonction régulation, soit pour remplacer un opérateur humain, 

ou soit parce qu’un opérateur humain est incapable d’atteindre le résultat souhaité. 
Cela exige de calculer et d’appliquer des commandes. 

    Les systèmes automatiques décrits ici assurent en effet deux types des fonctions : 

 maintenir la grandeur commandée, ou grandeur réglée à une valeur de 

référence malgré les variations des conditions extérieures ; c’est la 
régulation au sens strict. 

 Répondre à des changements d’objectif, ou à un objectif variable 
(poursuite de cible, suivi d’un gabarit) ; c’est le fonctionnement en 
asservissement. 

    Les deux notions sont souvent confondues car les méthodes d’étude et les matériels 

sont communs, d’où l’emploi indifférent des termes régulation et asservissement pour 

désigner la structure du système commandé. Il faut toute fois tenir compte de cette 

distinction pour le calcul des performances. Industriellement, l’aspect régulation, au 

sens restreint du terme, est souvent prépondérant, mais l’étude et les tests se font 

néanmoins en asservissement, car là seulement le concepteur est maître des conditions 

d’essai.[2] 

III.2 Systèmes linéaires 

      Une très grande classe de systèmes physiques, biologiques, économiques, etc. qui  

nous entourent peuvent être décrits par une équation différentielle du type : 

      
      

x t f x t ,u t

y t g x t ,u t

 




&

                                        

(III.1) 

Sous l’hypothèse que le temps t dans lequel évolue le système est continu (c’est-à-

dire appartient à R ).Le vecteur  u t  est l’entrée (ou la commande) du système. Sa 

valeur peut être choisie arbitrairement pour tout t . Le vecteur  y t  est la sortie du 

système et peut être mesuré avec une certaine précision. Le vecteur  x t  est appelé 

état du système, il représente la mémoire du système, c’est-à-dire, l’ensemble des 
informations dont le système a besoin pour prédire son propre avenir, pour une entrée 

 u t  connue. La première des deux équations de (III.1) s’appelle équation 

d’évolution. Il s’agit d’une équation différentielle qui permet de savoir vers où va se 
diriger l’état  x t  sachant sa valeur à l’instant présent t et la commande  u t  que 

nous sommes en train d’exercer. La deuxième équation s’appelle équation 
d’observation. Elle permet de calculer le vecteur de sortie  y t , connaissant l’état et 
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la commande à l’instant t . Les équations (III.1) forment la représentation d’état du 
système. 

Dans le cas d’un système physique linéaire les fonctions  f et g  sont  des fonctions 

linéaires, et donc la représentation d’état devient : 

     
     

x t Ax t Bu t

y t Cx t Du t

  


 

&

   

(III.2) 

Les matrices A ,B ,C ,D sont appelées matrices d’évolution, de commande, 
d’observation et directe, respectivement[4]. 

III.2.1 Stabilité 

      Le problème de la stabilité des systèmes dynamiques est un sujet de préoccupation 

majeure du travail des mathématiciens, des physiciens et des ingénieurs depuis le 

siècle dernier. Beaucoup de livres ont été écrits dans ce domaine [III4], [III5], [III6] à 

la fois sur le plan théorique et sur le plan pratique. Deux types d’études 
complémentaires peuvent être considérées : la conception de test pour savoir si un 

système est stable ou non, l’étude des lois de contre-réaction (retour d’état) qui 
permettent de rendre stable un système instable. 

     Les critères d’analyse de stabilité peuvent être classés en deux catégories : les 
critères fréquentiels (à partir des diagrammes de Bode ou de Nyquist, ...) et les critères 

temporels (cercles de Gerschgorin, deuxième méthode de Lyapunov, ...). Si un 

système est linéaire, invariant par rapport au temps, il est facile d’étudier la stabilité 
avec la plupart des critères existant dans la littérature (Nyquist, Hurwitz, ...). Mais le 

nombre de critères pouvant aisément être mis en œuvre se réduit fortement si le 
système linéaire est à paramètres incertains. Dans ce paragraphe, nous présentons 

quelques critères de stabilité qui peuvent être utilisés pour analyser les systèmes 

linéaires ou non linéaires. D’une façon générale, les systèmes non linéaires sont les 
plus difficiles à étudier parce qu’il est délicat d’en faire l’étude dans le domaine 
fréquentiel (fonction de transfert difficile a exploité). 

     Il est alors préférable d’avoir un critère utilisant le modèle du système dans le 

domaine temporel. Pour étudier ce problème, nous avons retenu les méthodes de 

Lyapunov. 

Définition.1 :  

Un système est localement stable, si la stabilité peut être garantie autour d’une valeur 
particulière sx d’état. 
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Bien sur, si l’équilibre sx est stable, il existe un petit domaine autour de ce point ou le 

système est stable ; mais la taille de ce domaine est inconnue et nous n’avons pas 
prouve la stabilité du domaine autour de l’état sx . 

 

Définition.2 :  

Une valeur particulière ex de l’état d’un système, appelée état d’équilibre, est 
asymptotiquement stable si : 

il est stable, 

il existe 0r  tel que 

0 0
t

si x r alors lim x


   

Au contraire de la stabilité locale, la taille du sous-ensemble est connue et tout le 

sous-ensemble est stable. 

Définition.3 :  

Si un système est asymptotiquement stable pour n’importe quelle condition initiale 
dans l’espace d’état, on dira que le point d’équilibre ex est asymptotiquement stable 

au sens large. On dira aussi qu’il est globalement stable. 

Maintenant, nous allons présenter quelques critères de stabilité. Comme la plupart des 

critères présentes sont bien connus, nous ne donnons pas les preuves et renvoyons le 

lecteur aux références bibliographiques. 

III.2.2 Commande des systèmes linéaires MIMO 

Dans cette partie nous présentons la conception de régulateurs pour les systèmes 

donnés par des équations d’états linéaires. Tout d’abord, nous allons supposer que 
l’état x  est accessible à la mesure, bien que cette hypothèse ne soit généralement pas 

vérifiée, elle nous permettra d’établir les principes de la commande par retour d’états. 

Considérons donc le système linéaire suivant 

x Ax Bu

y Cx

 
 

&

 

(III.3) 

 

Remarque  

Nous avons ici supposé, dans un but de simplification que la matrice directe D 

intervenant dans l’équation d’observation (III.2) était nulle. C’est souvent le cas en 

pratique 
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III.3   Le système non linéaire     

         En physique,  lorsque   l'on  étudie   un  phénomène,  on  s'intéresse  

généralement d'abord    aux   effets  prépondérants  de   celui-ci.  Ceci   revient   

souvent   à  linéariser   les phénomènes caractéristiques du système étudié (on dit qu'il 

y a proportionnalité entre la cause et l'effet). Les effets non linéaires sont souvent 

considérés comme perturbatifs et de ce fait négligés, ils conduisent cependant 

quelquefois à des effets spectaculaires. 

 

    Un système non linéaire commandé est un ensemble déquations (différentielles par 

exemple) non linéaires, décrivant l’´evolution temporelle des variables constitutives 

du système sous l’action d’un nombre fini de variables indépendantes appelées entrées 
ou variables de commande, ou simplement commandes, que l’on peut choisir 
librement pour réaliser certains objectifs.  

   On en connait de nombreux exemples parmi les systèmes mécaniques : satellites, 

Avions, automobiles, grues, machines-outils, régulateurs thermiques, réacteurs 

chimiques. Les entrées peuvent  être choisies en boucle ouverte, c’est-à-dire ne 

dépendant que du temps, ou en boucle fermée, c’est-`a-dire comme des fonctions des 

variables mesurées, appelées observations, qui rendent compte de l’état du système à 
chaque instant. .   

     Un système  est  non  linéaire  s’il  n’est  pas  équivalent  à un  système  linéaire  
dans  un  sens à  préciser.  Plusieurs  relations  d’´equivalence  peuvent  être  
introduites,  donnant  des  classifications très  différentes  si  le  système  est  

commandé  ou  non.  Dans  le  cas  non  commandéé  on  classe  les comportements 

par rapport à la stabilité et l’instabilité linéaires et on fait apparaitre les dynamiques 
centres (ni linéairement stable ni linéairement instable) au voisinage d’un point 
d’´equilibre ou d’une orbite  périodique.  Dans  le  cas  commandé,  beaucoup  plus  
compliqué,  l’´equivalence  à  un  système linéaire décrit une propriété de l’ensemble 
des trajectoires du système que l’on appellera platitude. Au-delà de  l’analyse  des  
types  de  comportement  des  systèmes,  se  pose  le  problème  de  leur utilisation.  

Un  objectif  de  commande  se  traduit  par  la  donnée  d’une  ou  plusieurs  
trajectoires  de référence  à  suivre  (boucle  ouverte)  et,  en  boucle  fermée,  par  

certaines  exigences  sur  la  vitesse  de poursuite,  l’atténuation  des  perturbations,  
l’insensibilité aux  erreurs  et  variations  paramétriques, la précision du suivi. Bien 

sur, les réglages de la boucle ouverte et de la boucle fermée interagissent de façon 

complexe, surtout dans le contexte non linéaire, mais on peut, dans certains cas, 

arriver à rendre ces deux aspects aussi indépendants que possible pour en faciliter la 

mise au point. Dans de nombreux cas, en outre, le nombre, la technologie et 
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l’emplacement des capteurs devant permettre de fermer la boucle ne sont pas donnés a 
priori et entrent dans la conception de la boucle fermée.[1] 

 

III.4 La commande PID : 

La commande PID n’est pas la plus performante des commandes mais c’est la plus 
répandue. Le technicien ou l’ingénieur, est confronté en pratique à une régulation, est 

bien souvent limité à la mise en œuvre d’un régulateur PID qui n’offre pas toutes les 
possibilités de réglage des méthodes modernes. De plus, il est en général impossible 

d’effectuer des essais en boucle ouverte pour identifier le système régulé. On doit 
alors savoir régler au mieux ce type de régulateur à partir d’essais en boucle fermée 
uniquement. 

Les appareils à actions proportionnelle, intégrale, dérivée (régulateurs à 3 actions, 

PID) sont sans doute les plus répandus en régulation industrielle. Rappelons-en le 

principe.[3] 

III.4.1L’action proportionnelle : 

L’action proportionnelle   est à la base de la constitution de la boucle, où elle se 

trouve quasiment toujours présente. Elle se traduit par une variation du signal u du 

régulateur proportionnelle à l’écart mesure-consigne constaté, variation qui 

accompagne immédiatement l’apparition d’un écart. Face à une variation brutale de la 
consigne ou d’une grandeur perturbatrice, elle va, dans une boucle bien conçue, 
ramener le système dans un nouvel état d’équilibre. Mais Il reste une erreur 

permanente  ou erreur statique. L’action proportionnelle P  permet d’accélérer la 
réponse du procédé proportionnellement à  l’écart Mesure Consigne. P donne la 
nervosité du régulateur PID [9].  

 pP k e t
                                            

(III.4)
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Figure (III.1)  Modélisation de la réponse à un échelon dans un asservissement en 

position 

 

III.4.2 L’action intégrale : 

 Permet d’obtenir un signal régulateur constamment supérieur au signal initial, et ce à 
écart e nul. Elle le fait évoluer tant que cette nullité n’est pas atteinte. Il y a en quelque 
sorte effet d’accumulation .Le problème est que, lorsque  redevient nul, le signal u 

peut avoir atteint une valeur trop élevée pour qu’il y ait équilibre. 

L’action intégrale I complète l’action P en annulant l’erreur résiduelle sans modifier 
la réaction du régulateur PID [9]. 

   
0

t

p iPI k e t k e d   
                                    

(III.5) 

 

Figure(III.2) Modélisation de la réponse à un échelon dans un asservissement en 

vitesse 

III.4.3L’action dérivée : 

Toujours en complément des autres (P et I), va en réagissant proportionnellement à la 

vitesse de variation de l’écart, soit mathématiquement à sa dérivée, accélérer la 
réponse. Elle joue aussi un rôle stabilisateur, contrairement à l’action intégrale. 

L’action dérivée D permet de compenser les effets du temps mort du procédé et 
améliore la stabilité de la boucle en amortissant rapidement les oscillations 

provoquées par une perturbation ou un changement brusque de la consigne [9].   
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     
0

t

p i d

de t
PID k e t k e d k

dt
                                            (III.6) 

 

Figure(III.3) Modélisation de la réponse à un échelon dans un asservissement PID 

III.4.4 Propriétés des actions PID : 

Action proportionnelle seule : il reste une erreur permanente. 

Actions proportionnelle et intégrale : réglage pour une réponse rapide avec un 

dépassement momentané assez  importante la consigne. 

Actions proportionnelle, intégrale et dérivée, pour obtenir une réponse rapide mais 

sans dépassement de la consigne. 

III.5 La commande par  régime glissant : 

    La commande en régime glissant est une commande de rétroaction de commutation 

à grande vitesse variable. C'est une démarche importante largement utilisé pour 

concevoir des contrôleurs robustes pour les systèmes linéaires et non-linéaires [5] . 

Dans le contexte de la théorie des régimes glissants, on cherche à :  

définir  une  loi  de  commutation  de  telle  sorte  que  la  trajectoire  d’´etat  rejoigne 
une surface S (dite de glissement ou de commutation) et reste  sur cette surface ou au 

voisinage, surface d´efinie par une fonction  S  et d’équation S = 0. 

définir  le  comportement  dynamique  du  système  sur  la  surface  S  ou  au  
voisinage  (cette  dynamique  n’est  pas à priori  définie  lors  de  la  donnée  du 
système).[14] 
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Le principal avantage de le mode glissant contrôleur SMC sur les autres lois de 

commande non linéaires est sa robustesse aux perturbations externes comme rafale et 

le bruit, les incertitudes du modèle et des variations dans les paramètres système.  

Les problèmes globaux de la conception d'un contrôleur de mode glissant sont comme 

suit : [6] 

• la conception de la surface de glissement ‘’S’’ pour atteindre la performance requise 

et la dynamique stable pour le système en boucle fermée; 

• concevoir une loi de commande pour faire en sorte que la surface de glissement est 

atteintet maintenu par la suite. 

Afin d'expliquer le concept SMC conventionnel, envisager un deuxième système non 

linéaire d'entrée de commande SISO [7]. { �ሶଵ = �ଶ                                     �ሶଶ = ݂ሺ�, �ሶ ሻ + ݃ሺ�, �ሶ ሻݑ + ݀                                                  (III.7) 

Ou x = xଵ et  xሶ = xଶ sont les variables d'état du système, f et g sont des fonctions non 

linéaires, u est égal à l'entrée de commande, et d représente des incertitudes et des 

perturbations extérieures. 

Compte tenu �ଵௗ  que la trajectoire désirée et e l'erreur entre l’état  �ଵ   réelle et la 

trajectoire désirée �ଵௗ   , ݁ = �ଵ − �ଵௗ                                         (III.8) 

La dérivée dans le temps de e est donnée par 

                               ሶ݁ = �ሶଵ − �ሶଵௗ = �ଶ − �ଶௗ                                              (III.9) 

 

III.5.1 La surface de glissement : 

La surface de glissement S peut etre définie pour les systèmes de second ordre 

comme: ݏ = ܿ ݁ + ሶ݁         Ou c> 0                                                      (III.10) 

 

Où ‘’c’’définit la dynamique de la phase de glissement (s=0). 

L'entrée de commande u doit être choisi de telle sorte que les trajectoires atteignent la 

surface de commutation et le séjour sur elle pour tous les temps à venir. 

L'entrée de commande est exprimée comme suit [8]. 

ݑ        = �௘ݑ +  (III.11)              ݑ∆
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                                        Figure(III.4) Trajectoire d’état dans le plan de phase. 

 

 Lorsque  ueqest appelé la commande équivalent, est choisie de façon à faire  sሶ = 0      lorsque   s = 0. 
Ainsi, la dérivée temporelle de s est donné par: 

ሶݏ  = ܿ(�ሶଵ − �ሶଵௗ) + ݂ሺ�, �ሶ ሻ + ݃ሺ�, �ሶ ሻݑ + ݀ − �ሷଵௗ    (III.12)   

La loi de commande équivalente est choisi pour l'usage nominal   ሺd = 0ሻ  comme 

suit: ݑ௘� = ݃ሺ�, �ሶ ሻ−ଵሺ−ܿ(�ሶଵ − �ሶଵௗ) − ݂ሺ�, �ሶ ሻ + �ሷଵௗሻ     (III.13) 

Avec la fonction g doit être inversible. 

 

Le second terme ∆ݑ est choisi de manière à atteindre le mouvement de glissement 

dans une telle surface de commutation également appelé état d'accessibilité de 

l'existence de mouvement en mode de glissement. Celle ci peut être exprimé comme 

(Utkin 1978): 

ݑ∆       = −�.  ሻ                     (III.14)ݏሺ�݃�ݏ
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Où M est un nombre positif. Si M très petit, le temps de réponse sera très long, et s’il 
est très grand nous aurons de fortes oscillation de lorgane de commande qui peuvent 

exciter les dynamiques dynamique négligées. : 

III.5.2La fonction signe : 

 

 

1 ( 0)

( ) 0 ( 0)

1 ( 0)

si s

sign s si s

si s

 
 
 

                                       (III.15) 

                                                          

 ሻݏሺ�݃�ݏ        

                                                          

                                                           +1 

                                    0                                                   � 

                                                                 -1                           

                                                                         

 

 

Figure(III.5) :la fonction signe 

 

 

III.5.3 Phénomène de réticence : 

La commande des systèmes à structure variable peut être commutée d’une valeur à 
une autre suivant le signe d’une fonction de commutation, avec une fréquence infinie. 

Cependant, dans les systèmes réels, il est impossible de réaliser une telle commutation 

de la commande pour des raisons technologiques telles que : l’hystérésis, la présence 
de retard, limitation des actionneurs. La commande discontinue engendre des 

oscillations du vecteur d’état et de la commande à une fréquence finie. Ce phénomène 
est appelé « le phénomène de réticence ou chatring ».    
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Figure(III.6) Phénomène de réticence 

Le chattering peut dégrader les performances du système et même conduire à 

l’instabilité. La réticence implique également d’importantes sollicitations mécaniques 
au niveau des actionneurs, augmentant la consommation énergétique qui peut 

endommager les circuits électriques de puissance. 

 

Pour résoudre ce problème, la première solution proposée est de remplacée La 

fonction   « sign » par une fonction appelée« Sat ».  

 

La second terme ∆ݑ  devient : ∆ݑ = −�.  ሻ                                       (III.16)ݏሺݐ�ݏ

III.5.4 La fonction de saturation : 

 
( )

s
si s

sat s

sign s si s

   
                                             (III.17)

 

 

 

 

 

 

                                                      Figure(III.7):la fonction  de saturation  

 ሻݏሺݐ�ݏ




 ݏ

1
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III.5.5 Condition de stabilité : 

Avec la fonction de contrainte: ݏݏሶ < 0         (III.18) 

ou de manière plus stricte par (Slotine et Li 1991) 

ሶݏݏ  <    (III.19)        |ݏ|�−

Où η est un scalaire de conception positive. Cela signifie que le système doit être 
toujours en mouvement vers la surface de commutation avec vitesse non nulle. Cela 

peut être vérifier en prenant � = ଵଶ  peut ݑ∆ ,ଶ comme fonction de Lyapunov. le casݏ

être sélectionné aussi par: ∆ݑ = ݃ሺ�, �ሶ ሻ−ଵሺ−�ݏ − �.  ሻሻ      (III.20)ݏሺ�݃�ݏ

Où μ est un scalaire de conception positive. 

Ensuite, l'entrée de commande devient: ݑ = ݃ሺ�, �ሶ ሻ−ଵሺ−ܿ(�ሶଵ − �ሶଵௗ) − ݂ሺ�, �ሶ ሻ + �ሷଵௗ − ݏ� − �.  ሻሻ    (III.21)ݏሺ�݃�ݏ

En remplaçant l'entrée de commande ݑ  de (III.21) dans (III.12) donne la dérivée 

temporelle ݏሶ    de la surface de glissement en tant que ݏሶ = ݏ�− − �. ሻݏሺ�݃�ݏ + ݀      (III.22) 

 

 

Si la fonction de Lyapunov prent la forme   � = ଵଶ ଶ, alors �ሶݏ = ሶݏݏ = ݏ�−ሺݏ − �. ሻݏሺ�݃�ݏ + ݀ሻ 

            = ଶݏ�− − .� ݏ ሻݏሺ�݃�ݏ + ݏ ݀ = ଶݏ�− − |ݏ|� +  (III.23) ݏ ݀

 

 

Avec un bon choix de μ et M (III.18) et (III.19), seront satisfaites. 

Un choix de � ≥ sup|d| assure ̇�ሶ < 0qui satisfait ce la stabilité du mouvement de 

glissement au sens de Lyapunov. 
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IV.1 Introduction : 

    Pour commander un système il faut commençais par l’acquisition des principes et 

les lois de commande appliqué sur ce système après le  développement théorique  des 

algorithmes approprie ; tout ça pour convertie ces algorithme au langage utiliser avec  

un modèle de simulation s’il existe. 

   Dans ce chapitre on va discuter les résultats de simulation du système pour les 

commandes indique dans  les chapitres précédents. 

 

IV.2 Description du programme utilisé pour résoudre ces équations : 

    Nous avons utilisé  le logiciel MATLAB/SIMULINK pour résoudre les équations 

non-linéaire ; ce logiciel nous permettre de simuler les modèles choisie ; et en sortie 

nous donne le résultat de simulation sous forme des graphs ; donc on peut ajuster 

facilement les paramètres pour atteindre notre objectif.la méthode mathématique 

utilisée a cette effet, c’est la méthode de Range-kutta d’ordre 4 

   

IV.3 Simulation en boucle ouverte : 

    Dans cette partie on va faire une simulation en boucle ouverte sur quelque système 

chaotique en injectant directement aux entrées du système des conditions initial et en 

observe les réponses temporelles. 

 

IV.3.1 Simulation en boucle ouvert du pendule simple : 

 Le modèle mathématique : 

Ӫ =−
𝑔

𝑙 
 sin ( Ө )+𝜆 Ө̇                                           (II.16) 

Pour illustrer le comportement dynamique du système et l’effet des conditions 

initiales et de coefficient d'amortissement sur les mouvements du pendule, on prend 

les cas suivants : 

Condition de simulation  1
ier 

cas  
      

2ème cas  

 Force de gravité    g        10m /s
2 

10m /s
2 

 Coefficient d’amortissement   𝜆          0   0.4 

Condition initial  Ө0        80
0
   80

0
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1
ier 

cas : 

 

Figure IV.1 Représentation de la position Ө et la vitesse Ө̇ et le plan de phase 

                                              Pendule simple (1ier 
cas)  

2émé cas : 

Figure IV.2 Représentation de la position Ө et la vitesse Ө̇ et le plan de phase       

Pendule simple (2ème cas )  
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D’âpres ces figures en remarque que : 

 Pour les cas de coefficient d’amortissement 𝜆=0le système Oscille d’une 

façon libre (des oscillations a fréquence et période constante) même 

avec le changement de l’angle le système oscille de la même manière. 

 Pour le plan de phase on remarque que dans ce cas on a des cercles 

fermés donc le système est conservatoire. 

 Pour le cas de coefficient d’amortissement 𝜆=0.4 et par comparaison avec 

les premiers cas ; envois que les oscillations sont amortie et le système  

tend vers l’arrêt 

 Le plan de phase de ce cas à exprimé la prête d’énergie de système 

jusqu’ à l’arrêt de la dernière oscillation. 

 

IV.3.2 Simulation en boucle ouvert du pendule double : 

 

 Le modèle mathématique : 

 

 

[
𝑚1  l1

2 + 𝑚2  l1
2 𝑚2  l1l2cos(  Ө1 − Ө2 )

𝑚2  l1l2cos(  Ө1 − Ө2 ) 𝑚2  l2
2 ] {

 Ӫ1

 Ӫ2

} +

[
𝑚2  l1 l2 sin( Ө1 − Ө2)  Ө2̇

2
+ (𝑚1 + 𝑚2  )g l1sinӨ1 + β1 Ө̇1 + β1( Ө̇1 −  Ө̇2)  

−𝑚2  l1 l2 sin( Ө1 − Ө2)  Ө2̇
2

+ (𝑚1 + 𝑚2  )g l1sinӨ2 +  β1 Ө̇1 + β2( Ө̇1 −   Ө̇2)
]=[

0
0

]           (II.28) 

 

 

 

Condition de simulation  1
ier 

cas  
      

2ème cas  

 Force de gravité    g        10m /s
2 

10m /s
2 

 Coefficient d’amortissement     

(β1 , β2) 

         0   0 

Condition initial  Ө1        70
0
   10

0
 

Condition initial  Ө2        80
0
     4

0 
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1
ier 

cas : 

 

Figure IV.3 Représentation de la position Ө1 et la vitesse Ө̇1 et le plan de phase   

Pendule double (1ier 
cas)  

 

Figure IV.4  Représentation de la position Ө2 et la vitesse Ө̇2 et le plan de phase 

                                              Pendule double (1ier 
cas )  

Si   le   système   était   linéaire,   les   deux pendules  devraient   décrire   le   même   
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indiquerait que le système est non-linéaire. Or c’est ce que nous pouvons observer : ce 

graphique illustre donc la dépendance aux conditions initiales. 

2
éme 

cas : 

 

Figure IV.5 Représentation de la position Ө1 et la vitesse Ө̇1 et le plan de phase       

Pendule double (2éme 
cas )  

 

Figure IV.6  Représentation de la position Ө2 et la vitesse Ө̇2 et le plan de phase   

Pendule double (2éme 
cas )  
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Insistant sur le fait que le mouvement du pendule double dépond très fort des 

conditions initiales ,si on modifie légèrement conditions initiales le mouvement du 

pendule change très fort 

Concernant le premier cas et le second nous avons remarque que on changent les 

conditions initiales nous aurons des position Ө1 , Ө2 complètement différents et le 

mouvement  est chaotique dont peuvent pas estimée sont comportement et sa se voix 

dans le plan de phase qui est  totalement encombrée est qui montre que nous pouvons    

pas prédire ni les positions des pendule ni sa vitesse a une instant ‘t’. 

 IV.3.3 Simulation en boucle ouvert du système de LORENZ: 

 Le modèle mathématique : 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝜎(𝑦 − 𝑥) 

 

  
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑥(𝜌 − 𝑧) − 𝑦                                             (II.29) 

 
𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑥𝑦 − 𝛽𝑧 

 

En utilisant le modèle de Lorenz sur le matlab /simulink nous avons développé son 

modèle mathématique avec la méthode de rang- kutta est nous avons obtenue le 

resultat suivant : 

 

Figure IV.7  la représentation des états du système x(t). y(t). z(t) 
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Figure IV.8 représentationnel plane de phase( x(t)  y(t)  

Le system de LORENZ sur son plan de phase représente un attracteur étrange en 

forme l’aile de papillon, pour presque tout les conditions initiales ; l’orbite du système 

se promène sur l’attracteur ; la trajectoire commençant par s’enrouler sur une aile puis 

déplace d’une aile a ne autre pour commencer à s’envoler sur l’autre aile de façon 

apparemment erratique 

IV.3.4 Simulation en boucle ouvert du l’oscillateur de DUFFING 

 Le modèle mathématique : 

      𝑥̈ = 𝑥 − 𝑥3 − 𝛾𝑥 ̇ + 𝑓𝑐𝑜𝑠𝑤𝑡                                 (II.31) 

Les résultats : 

 

Figure IV.9 représentation des variables d’état d’oscillateur de DUFFING 
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Figure IV.10 représentation de plan de phase d’oscillateur de DUFFING 

 

IV.3.5 Simulation en boucle ouvert du modèle de l’aéroélasticité  

 

 Le modèle mathématique : 

 

 

[
𝑚𝑡 𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏

𝑚𝑤𝑥𝛼𝑏 𝐼𝛼
] [ℎ̈

𝛼̈
] + [

𝑐ℎ 0
0 𝑐𝛼

] [ℎ̇
𝛼̇

] + [
𝑘ℎ 0
0 𝑘𝛼(𝛼)

] [
ℎ
𝛼

] = [
−𝐿
𝑀

]               (1) 

 

 

        Paramètres           valeurs         Paramètres             valeurs 

a -0.6719 mw 5.23kg 

xa 0.5721 clα 6.757 

b 0.1905m clβ 3.774 

Sp 0.5945m clγ -0.6719 

Ia 0.1419kg m² cmα 0 

Kh 2844.4N/m cmβ -0.6719 

ch 27.43N.s/m cmγ -0.1005 

ca 0.036 kg m²/s 𝜌 1.225kg/m
3 

mt 15.57 kg   

Tableau (IV.1) :les paramètres de simulation pour le modèle d’aéroélasticité 
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Figure IV. réponse en boucle ouverte.(1)réponse d’angle de pitch ;(2)réponse de 

déplacement de plung ;(3)plan de phase de l’ange de pitch,(4)plan de phase de 

déplacement de plung 

Les résultats de simulation ont prouvé que, dans le modèle de boucle ouverte, 

l'oscillation de cycle limite a été présentée au-delà de la fatigue critique a causes de 

vitesse de flottement dans la structure d'aile et peut mener à fente  la structure 

IV.3.5 Simulation de la commande PID : 

la commande PID appliquée sur les systèmes est donnée par : 

   
 

0

t

p i d

de t
PID k e t k e d k

dt
   

                                       (IV.1)                                    (IV.1)

 

Avec kp, ki, kdsont respectivement le gain proportionnel, le gain intégral et le gain dérivé.

 
 

 

IV.3.5.1 La commande de pendule simple par la méthode de PID: 

Les gaines et conditions La valeur 

Conditions initiales Ө0            10
0
 

Gaine de proportion kp            15 

Gaine d’intégrale ki             1 

Gaine de dérivé kd             5 
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Pour le choix des gains de commande PID (kp, ki, kd) nous avons utiliser le simulink 

avec Régulateur PID afin de déterminer les valeurs des gains qui force le système, 

cette méthode noue aide a optimiser le résultat et elle est plus rapide  

 Figure IV.11 montre le régulateur PID en excusions qui nous donne les différents 

gains  

 

 

Les résultat : 

Figure IV.12 Représentation en boucle fermée de la position Ө1 et la vitesse Ө̇1 

(pendule simple) 
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Figure IV.13 Représentation de plan de phase et l’entrée de la commande           

(pendule simple) 

 

D’après les résultats on conclue que la commande PID à stabiliser le système a un 

temps t=2s et que le plan de phase rejoins l’origine. 

IV.3.5.2 La commande de pendule double par la méthode PID : 

Gaines et conditions                           Les valeurs 

conditions initiales Ө1                                 70
0
 

conditions initiales Ө2                                 60
0
 

Gaine de proportion kp                                 14 

Gaine d’intégrale ki                                 6 

Gaine de dérivé kd                                 6 

 

Figure IV.14 Représentation en boucle fermée des positions Ө1 et Ө2(pendule 

double) 

-2 0 2 4 6 8 10
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

theta 

La
 v

ite
ss

e

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-1000

-500

0

500

temps(sec)

la
 c

om
m

an
de

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-50

0

50

100

temps(sec)

th
et

a1
 (d

eg
)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-50

0

50

100

temps(sec)

th
et

a2
 (d

eg
)



Résultat et simulation 
 

 40 

Figure IV.15 Représentation des vitesses Ө̇1 et Ө̇2 (pendule double) 

 

 

Figure IV.16 Représentation des plans de phase 1et 2(pendule double)                  
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Figure IV.17 Représentation des entrées de commandes 1 et 2 

Pendule double (2éme cas) 

D’après les résultats on conclue que la commande PID à stabiliser le système a un 

temps t=4s et que le plan de phase rejoint l’origine. 

Gaines et conditions                           Les valeurs 

conditions initiales Ө1                                10
0
 

conditions initiales Ө2                                 4
0
 

Gaine de proportion kp 8 

Gaine d’intégrale ki                                 0.5 

Gaine de dérivé kd                                 7 

 

 

Figure IV.18 Représentation des positions Ө1 et Ө2(pendule double) (2éme 
cas) 
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Figure IV.19 Représentation des vitesses Ө̇1 et Ө̇2 (pendule double) 

(2éme 
cas ) 

 

 Figure IV.20  Représentation des plans de phase 1et 2 (pendule double) 

(2éme 
cas) 
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Figure IV.21 Représentation des entrées de commandes 1 et 2 (pendule simple) 

(2éme 
cas) 

 

IV.3 .6 La commande de système de LORENZ  par la méthode PID : 

Gaines de commande                           Les valeurs 

Gaine de proportion kp                                 22 

Gaine d’intégrale ki                                 8 

Gaine de dérivé kd                                 10 

 

Figure IV.22 représentation des états du système de LORENZ 
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Figure IV.23 représentation de plan de phase du système  de LORENZ 

 

Figure IV.24 représentation d’entrée de commande 

D’après les résultats on conclue que la commande PID à stabiliser les états du système 

a un temps t=2s et que le plan de phase rejoint l’origine. 

IV.3.7 La commande de l’oscillateur de DUFFING  par la méthode PID : 

Gaines de commande                           Les valeurs 

Gaine de proportion kp                                 12 

Gaine d’intégrale ki                                 3 

Gaine de dérivé kd                                 6 

 

 

Figure IV.25 représentation les variables des états de l’oscillateur de DUFFING 
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Figure IV.26 représentation de plan de phase de l’oscillateur de DUFFING 

 

Figure IV.27 représentation d’entrée de commande 

 

Nous avons intégrer la commande PID dans le système et on remarque que ce 

régulateur  arrive a stabilisé les systèmes et éliminer les mouvements chaotique dans 

un temps de repense environs TS=1.5s mais avec des gains de commande (kp ; ki ; kd ) 

importants . 
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     IV.3.8 La commande de modèle de l’aéroélasticité  par la méthode PID : 

Gaines de commande                           Les valeurs 

Gaine de proportion kp                                 15 

Gaine d’intégrale ki                                 4 

Gaine de dérivé kd                                 6 

 

 

 

Figure IV.  réponse en boucle fermée.(1)réponse d’angle de pitch ;(2)réponse de 

déplacement de plung ;(3)plan de phase de l’ange de pitch,(4)plan de phase de 

déplacement de plung 

 

 On remarque que ce régulateur  arrive a stabilisé le système et éliminer les 

mouvements chaotiques dans un temps de repense environs TS=1s mais avec des 
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IV.4 Simulation de la commande VSS par régime glissant : 

IV.4.1 La commande de pendule simple en régime glissant : 

IV.4.1.1 Synthèse de loi de commande : 

Le dynamique de système est donnée par : 

1

.

1 2

x

x x




  

                                                                                                                                (IV.2) 

.

1 2

.

2 1

x x

x gx U





   

 

Choisissons la surface de glissement comme suit : 

1 2S cx x   

                                                             

. . .

1 2S c x x                                                      (IV.3) 

.

2 1( )S cx gx U     

.

2 1S cx gx U    

Et 
eqU la commande équivalente calculée lorsque : 

.

0S   

En utilisant la théorie de la commande par mode de glissement,  la loi de commande 

est la   suivante : 

                                                                    2 1eqU cx gx  
                                                     

(IV.4) 

Avec U   est le terme de correction défini par :  

( )U Msign S  
                                                       (IV.5)

            

 

Donc la  commande devient : 

2 1 ( )U cx gx Msign S   
                                      (IV.6) 
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Gaines et condition Les valeurs 

La fonction utilisée           Sign  

Condition initiale    Ө            80
0
 

                               M           0 ,9 

 

 

Figure IV.28 représentation de la position Ө1 et la vitesse Ө̇1 et le plan de phase  

 

 

Figure IV.29 Représentation de la surface de glissement et la commende avec 

phénomène de chattring   
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IV.4.1.2 Annulation du phénomène de réticence  

 Pour annuler le phénomène de réticence nous utilisant la fonction « 𝑠𝑎𝑡», à la 

place de la fonction « signe ». On obtient les résultats suivants : 

Gaines et condition Les valeurs 

La fonction utiliser           Saturation 

Condition initiale    Ө            80
0
 

                               M           0 ,9 

 

Figure IV.30 Représentation de la position Ө1 et la vitesse Ө̇1 et la phase après  

l’élimination de chattering (pendule simple) 

 

Figure IV.31  Représentation  de la surface de glissement et la commende après             

l’élimination de chattering (pendule simple) 

D’après les résultats on remarque qu’apré l’élimination de chattering  on a eu des 

dégradations de performances concernant le temps de réponse qui augmente 
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IV.4.2 La commande de pendule double en régime glissant : 

IV.4.2.1 Synthèse de loi de commande : 

D’après la synthèse de loi de commande de pendule simple en peut déduire la loi de 

commande de pendule double et en à trouver les commande suivantes : 

Pour la première masse : 

La surface de glissement : 

𝑆 = 5 Ө2+Ө̇1                                                                    (IV.7) 

𝑈1= −Ө1− 2Ө2+ M sign(S)                       (IV.8) 

Pour la deuxième masse : 

𝑆 = 5 Ө2+Ө̇1                                                                      (IV.9) 

𝑈1= −Ө1− 5Ө2+ M sign(S)                         (IV.10) 

Avec : 

( )U Msign S  
                                                  (IV.11) 

Les résultats de la commande en régime glissant : 

Gaines et condition Les valeurs 

           La fonction utilisée           Sign 

                         Ө1            30
0
 

                         Ө2            25
0
 

                         M             3 

 

 Figure IV.32 Représentation des  positions Ө1 et Ө2 (pendule double) 
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 Figure IV.33 Représentation des vitesses Ө̇1 et Ө̇2 (pendule double par 

commande Vss) 

 

Figure IV.34 Représentation des plans de phase 1et 2(pendule double pas Vss) 
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Figure IV.35 Représentation de la surface de glissement et la commende équivalente 

avec phénomène de chattring   

 

IV.4.2.2Annulation du phénomène de réticence  

 Comme le système présidant pour annuler le phénomène de réticence nous 

utilisant la fonction « 𝑠𝑎𝑡», à la place de la fonction « signe ». On obtient les résultats 

suivants : 
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Figure IV.36 Réponse des  positions Ө1 et Ө2 (pendule double par 

commandes après l’élimination de réticences) 

 

Figure IV.37 Représentation des vitesses Ө̇1 et Ө̇2 (pendule double par 

Commande VSS après l’élimination de réticences) 
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Figure IV.38 Représentation des plans de phase 1et 2 (pendule double par commande 

Vss après l’élimination de réticences) 

 

 

Figure IV.39  Représentation  de la surface de glissement et la commende après   

l’élimination de chattering (pendule double) 
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IV.5 La commande de système de LORENZ par VSS en régime glissant : 

IV.5.1 Synthèse de loi de commande : 

Le modèle de LORENZ  avec la commande est définie comme suit :       

𝑥̇ = 𝜎(𝑦 − 𝑥) 
 

𝑦̇ = 𝑥(𝜌 − 𝑧) − 𝑦 + 𝑈                         (II.24) 

 

𝑧̇ = 𝑥𝑦 − 𝛽𝑧 
                          

et en détermine u(t)a fin de stabilisé le modèle ou propose une surface de glissement 

comme suit : 

𝑆 = 𝑐𝑥 + 𝑦 

𝑠̇ = 𝑐𝑥̇ + 𝑦̇ 

𝑠 = (𝑐𝜎 − 1)𝑦 + (̇  𝜌 − 𝑐𝜎)𝑥 − 𝑥𝑧 + 𝑈                      (IV.12) 

Et 
eqU la commande équivalente calculée lorsque : 

.

0S   

En utilisant la théorie de la commande par mode de glissement,  la loi de commande 

équivalente est la   suivante : 

( 1) ( )eqU c y c x zx       
                   

(IV.13) 

Avec U   est le terme de correction défini par : 

( )U µs Msign S  
                                            (IV.14) 

la commande U peut étre écrit donc comme suit : 

( )eqU U µs Msign S  
                                           

(IV.15) 

Donc : 

( 1) ( ) ( )U c y c x zx µs Msign S         
           (IV.16) 

Avec :     

                                  

1.5

11

2

c

M

µ





   
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IV.5.2 Test de stabilité au sens de lyapunov : 

Soit la fonction de lyapunov candidate suivante : 

21

2
v s

                                                                  
(IV.17) 

On peut  montre facilement que :  

𝑣̇ = 𝑠 𝑠̇  ≤ 0 

𝑣̇ = 𝑠𝑠̇  = 𝑠(−µ𝑠 − 𝑀𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠)) 

= −𝜇𝑠2 − 𝑀|𝑠|  ≤ 0                                     (IV.18) 

Donc la stabilité de système est vérifie au sens de lyapunov 

IV.5.3 Simulation en utilisant la fonction sign : 

Figure IV.40 représentation des états avec l’injection de commande après 5sec 
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Figure IV.41 représentation de  plan de phase a l’injection de la commande       

après5Sec 

 

 

Figure IV.42 représentation de la surface de glissement 
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IV .5.4 Simulation en utilisation de la fonction de saturation : 

Figure IV.43 représentation des états avec l’injection de commande  après 5sec 

 

Figure IV.44 représentation de  plan de phase a l’injection de la commande          

après 5 sec 
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Figure IV.45 représentation de la surface de glissement 

 

D’après les résultats on conclue lors ce qu’on a injecté la commande VSS  le système 

se stabilise dans uns temps très petit a un temps t=2s et que le plan de phase rejoins 

l’origine 

IV.6 La commande de l’oscillateur de DUFFING par VSS en régime glissant : 

IV.6.1 Synthèse de loi de commande : 

L’oscillateur de DUFFING est défini par :                                

 𝑥̈ = −𝑥3 − 𝛾𝑥 ̇ + 𝑓𝑐𝑜𝑠𝑤𝑡+U                                               (II.25) 

Le dynamique de système est donnée par : 

.

1 2

.
3

2 1 2 cos( )

x x

x x x wt U





                                          

(IV.19) 

 

Généralement, il est souhaitable que les états d'erreur convergent vers zéro donc on a 

choisi la surface de glissent comme suit : 

1 2S cx x 
 

. . .

1 2S c x x   

.
3

2 1 2 cos( )S cx x x wt U    
                      

(IV.20) 
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Et 
eqU la commande équivalente calculée lorsque : 

.

0S   

En utilisant la théorie de la commande par mode de glissement,  la loi de commande 

est la   suivante : 

3

1 2 2( cos( ))eqU x x wt cx     
                  

(IV.21) 

Avec U   est le terme de correction défini  

par :  

( / )U Msign S   
                                              (IV.22) 

Donc la  commande devient : 

( / )eqU U Msign S  
                                    

(IV.23) 

Pour la simulation on a choisi  =0.05 , W=2π.avec des condition initiales x(0)=[3  4] 

Et pour la commande c=1, β=0.05 

IV.6.2  simulation en utilisant la fonction sign : 

 

 

Figure IV.46 représentation des variables d’état de système 

 

0 2 4 6 8 10 12
-2

0

2

4

temps(sec)

x(
t)

0 2 4 6 8 10 12
-4

-2

0

2

4

temps(sec)

v(
t)



Résultat et simulation 
 

 61 

Figure IV.47 représentation de plan de phase 

 

Figure IV.48 la représentation de l’entrée de la commande 

Figure IV.49 la surface de glissement 
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IV.6.3Simulation en utilisant la fonction de saturation 

Figure IV.50 représentation des variables d’état de système 

 

Figure IV.51 représentation de plan de phase 

 

Figure IV.52 la représentation de l’entrée de la commande 

0 5 10 15 20 25 30
-4

-2

0

2

4

temps(sec)

x(
t)

0 5 10 15 20 25 30
-2

0

2

4

temps(sec)

v(
t)

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

x(t)

v(t
)

0 5 10 15 20 25 30
-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

temps(sec)

La
 co

mm
an

de
 (U

)



Résultat et simulation 
 

 63 

 

Figure IV.53  la surface de glissement 

 

D’après  les résultats exprimer dans les figures précédant on remarque que la 

commande arrive stabilisé le système dans  un  temps de repense enivrant 4 seconde 

mais avec l’apparition de phénomène de chattring ou le réticence  et pour illuminer ce 

problème on a remplacer la fonction « sign » par la fonction « sat » et âpres ce 

changement comme il est apparié dans les figures ce problème est résolut  mais le 

temps de réponse est augmenter. 

IV.7 La commande du modèle d’aéroélasticité par VSS en régime glissant : 

pour le modèle d’aéroélasticité on utilisant directement la fonction de saturation pour 

éviter le phénomène de chattring. 

IV.7.1 Synthèse de loi de commande : 

On concéder que le système aéroélectrique donnée par l’équation(7) est écrit comme 

suit : 

𝑥̇1 = 𝑥2                                                                      (21) 

𝑥̇2 = 𝑎ℎ1
𝑥1 + 𝑎ℎ̇1

𝑥2 + 𝑎𝛼11
𝑥3 + 𝑎𝛼12

𝑥3
2 + 𝑎𝛼13

𝑥3
3 + 𝑎𝛼̇1

𝑥4 + 𝑢1 + 𝑑1 

                                 𝑥̇3 = 𝑥4                                                                      (22) 

𝑥̇4 = 𝑎ℎ2
𝑥1 + 𝑎ℎ̇2

𝑥2 + 𝑎𝛼21
𝑥3 + 𝑎𝛼22

𝑥3
2 + 𝑎𝛼23

𝑥3
3 + 𝑎𝛼̇2

𝑥4 + 𝑢2 + 𝑑2 

 

Pour le sous-système 1equation (21) la surface de glissement est proposée comme 

suit : 

𝑠1 ≡ 𝑐1𝑥1 + 𝑥2 = 0 

La commande équivalente : 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

La surface de glissement



Résultat et simulation 
 

 64 

 

𝑢1𝑒𝑞 = −(𝑎ℎ1
+ 𝜇1𝑐1)𝑥1 − (𝑎ℎ̇1

+ 𝑐1)𝑥2 − (𝑎𝛼11
𝑥3 + 𝑎𝛼12

𝑥3
2 + 𝑎𝛼13

𝑥3
3 + 𝑎𝛼̇1

𝑥4) 

Avec U   est le terme de correction défini par : 

∆𝑢 = −𝑀1. 𝑠𝑎𝑡(𝑠1) 

 

Donc l’expression de la commande devient : 

𝑢1 = 𝑢1𝑒𝑞 − 𝑀1. 𝑠𝑎𝑡(𝑠1) 

 

 

Figure IV.  réponse en boucle fermée.(1)réponse d’angle de pitch ;(2)réponse de 

déplacement de plung ;(3)plan de phase de l’ange de pitch,(4)plan de phase de 

déplacement de plung 
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Figure IV.  réponse en boucle fermée.(1),(2)représentation des surfaces de glissement 

S1et S2;(3),(4)representaion de l’entrée da commande U1,U2 

On remarque que loi de commande  arrive a stabilisé le système et supprimé  

effectivement  le mouvement chaotique de l’aile sans problème de broutement.  

 

 

IV.7 Conclusion : 

Nous avons présenté dans ce chapitre l’application de la technique de la commande 

par mode glissant sur Les systèmes chaotique. L’utilisation de cette méthode vient 

après avoir testé que le système est chaotique d’une autre commande linéaire telle que 

la commande PID. 

L’objectif étant de contribuer à l’amélioration des performances et l’amélioration. 

C’est une commande non linéaire à régime glissant déduite sur la base d’un choix 

convenable des surfaces de commutation. Nous montrons d’après les résultats de 

simulation obtenus que les paramètres variables influencent sur l’annulation des 

phénomènes chaotiques du système de commande. 
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                                      Conclusion générale  

 

 
1 

 

    L’un des problèmes les plus importants des systèmes dynamiques non-linéaires est 

l’apparition de comportements chaotique; comme nous avons vu dans notre travail, la théorie 

du chaos est l’une des méthodes les plus utilisé pour étudier la stabilité des systèmes non-

linéaire. Nous constatons que ce comportement stable ou in stable, est lié a la fois à la a la 

caractéristique et  aux conditions initiales. 

   Ce pendant, tout le système non-linéaire ne sont pas réguliers, comme  nous avons remarqué 

dans notre travail, il nous est possible de dégager les conditions nécessaires pour observer des 

trajectoires chaotiques. L’ors qu’il n’existe pas toujours de solutions analytiques aux 

trajectoires calculées dans l’espace de phase, la méthode d’analyse des systèmes dans le plan 

de phase s’applique de façon générale a tout système décrit par un ensemble d’équations 
différentielles du second ordre ; cette méthode connu de puis longtemps, connaît un regain 

d’intérêt lié aux performances des calculateurs actuels qui rendent possible le calcul des 
trajectoires solutions par une intégration numérique . 

    Le chaos s’observe ce pendant dans bon nombres de systèmes physique. si on avait a 

trouver un point commun à la dynamique de ces systèmes si divers, ce serait leur grande 

sensibilité par rapport aux conditions initiales, ce qui signifie qu’une minuscule différence 
entre deux solutions tend a s’amplifier avec le temps. Notre étude du chaos s’est limitée ici à 
quelque modèle physique. 

Les modèles on était utiliser avec sucées, pour modéliser des comportements complexes dans 

les systèmes dynamique non- linéaires. La simulation de ces modèles nous a permet de 

commandé l’évolution des états du système par suppression  du phénomène chaotique  en 

injectant des commandes linéaire comme la commande Pid et non linéaire VSS par régime 

glissant. 
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