RESUME

L’étude dynamique est une étape trés importante dans le calcul des structures d’avions
pour analyser les phénomeénes vibratoires et d’aéroélasticité. La méthode des éléments finis
est I’une parmi les méthodes les plus utilisées pour déterminer les fréquences et les modes

propres d’une structure.

Dans ce travail on utilise la méthode des éléments finis pour déterminer les matrices
de masse et de rigidité d'une structure d’avion (aile) ensuite, on étudie I’influence du couplage

flexion-torsion dans cette derniére.

ABSTRACT

Dynamics is an important stage in characterizing of the phenomena witch relates with
the aircraft structures as vibration and aeroélasticity. The finite element method is a method

used to ddeterminate modes and frequencies of any structure model.
In this work the finite element method is used to determinate mass and stiffness matrix

of an aircraft structure and sub structures (wing) Then, we studied the influence of bending-

torsion coupling in the latter.
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INTRODUCTION

La méthode des éléments finis (M.E.F.) est un des outils les plus efficaces et les plus
généraux pour I’analyse des structures dans de nombreux secteurs de I’industrie : aérospatial,

automobile, nucléaire, génie civil, construction navale, mécanique, etc.

Dans le domaine du calcul des structures, la M.E.F. est une technique a caractére
pluridisciplinaire qui met en ceuvre des connaissances relevant de plusieurs disciplines de
base telles que la mécanique des structures, I’analyse numerique et I’informatique appliquée.
Les bases théoriques de la M.E.F. reposent d’une part sur les méthodes énergétiques de la
mécanique des structures et d’autre part sur les méthodes d’approximation spatiale des
fonctions (Ritz, Galerkin).

La M.E.F. est basée sur une décomposition du domaine dans lequel on désire effectuer
la simulation en sous-domaines de forme geométrique simple appelés ‘éléments finis’ pour
lesquels on procede a des approximations nodales des champs de déplacements ou de
contraintes qui prennent en genéral la forme de fonctions polynomiales. L’ensemble de ces
éléments constitue ce que I’on appelle le maillage du domaine. Ces éléments sont liés par un
nombre fini de conditions de continuité, exprimées en certains points communs a plusieurs

éléments appelés “‘nceuds’.

Ce sont les méthodes classiques du calcul des structures, méthode des déplacements et
la méthode des forces, qui sont & la base de la M.E.F. [Krishnamoorthy, 1987]. Selon que I’on
approxime le champ des contraintes ou le champ des déplacements on crée le modele
contrainte ou le modeéle déplacement. Le modele déplacement semble plus commode a mettre
en ceuvre car il s’adapte généralement mieux aux problémes de calcul des structures et sera
adopté dans ce qui suit.

Les modeles en poutres sont utilisés pour I’analyse des structures d’ailes depuis les
premieres dates de I’aviation. Ces modéles sont efficaces pour le calcul préliminaire de I’aile

construite en métal.




Dans notre étude sur le couplage flexion-torsion des poutres composites on a proposé

le plan de travail suivant :

Aprés une introduction, on commence le premier chapitre par des généralités sur les

composites, la structure de I’aile, définition d’une poutre.

Ensuite, dans le deuxiéme Chapitre on traite la modélisation des structures
aéronautiques (aile), dont on a présenté les différents modeéles utilisés pour le calcul de la

structure d’aile.

La mise en ceuvre de la méthode des éléments finis a été présentée dans le troisieme
chapitre, ou on a calculé les matrices masses (couplée, découplée et globale) et les matrice
rigidité (couplée, découplée et globale) et on termine par I’analyse modale.

En fin, une présentation des résultats et d’interprétations dans le quatrieme chapitre,

suivi d’une conclusion qui cl6turera notre étude.




CHAPITRE |

E



1.1- Matériaux composites

1.1.1- Définition

Un matériau Composite est constitué par un assemblage de plusieurs matériaux qui

different par leurs propriétés mecaniques et physiques, se combinent et se complétent en

donnant un matériau hétérogéne anisotrope dont les performances sont améliorées.

Un matériau composite est constitué essentiellement de matrice et de renfort. Ses
propriétés mecaniques et physiques se trouvent alors fortement influencées par:
- la nature des constituants et leurs propriétés,
- la géométrie du renfort et de sa distribution,
- le processus de fabrication, qui joue un rble essentiel notamment sur

l'interface renfort/matrice.

Les avantages des matériaux composites se traduisent par I'allégement des structures,
la bonne tenue en fatigue, la résistance a la corrosion, I'insensibilité aux produits chimiques
couramment utilisés dans la mécanique, une meilleure tenue au feu, etc. Par contre, les
matériaux composites vieillissent sous I'action des agents extérieurs tels que I'humidité et la
chaleur, et ont une tenue moyenne aux chocs et aux impacts. Il est donc tres intéressant
d'étudier I'endommagement des matériaux composites en tenant compte de I'influence de ces

différents parametres.

1.1.2-Différents types de matériaux composites

En se limitant aux matériaux composites a renfort en fibre et a matrices polymeriques,
il est possible d'effectuer le classement suivant

- les composites a fibres longues : représentées par un ensemble de fibres continues
alignées et immergées dans une matrice qui assure leur cohésion.

- les composites a fibres courtes : le renfort se trouve sous forme de fibres discontinues

disposées de facon aléatoire non orientée.




- les composites a renfort tissu : un tissu est constitué de fils tissés dans deux
directions perpendiculaires, qui sont la direction de chaine (associée a la direction
longitudinale de la couche composite) et la direction de trame (associée a la direction
transversale de la couche composite). Les tissus different par le type de fils utilisés et par le

mode d'entrecroisement des fils de chaine et de trame.

1.1.3-Les constituants des matériaux composites

1.1.3.a- Les renforts

Les renforts représentent les principales composantes porteuses des matériaux
composites, en lui apportant ses hautes performances (rigidité, résistance a la rupture, etc.)
Les qualités recherchées pour le renfort sont surtout des caractéristiques mécaniques élevées,
une masse volumique faible, une bonne compatibilité avec la résine ainsi qu'une facilité de
mise en ceuvre et un faible colt. La concentration du renfort est un parametre déterminant
pour les propriétés du matériau composite. Elle est mesurée par la fraction volumique ou par

la fraction massique du renfort, et elle est généralement comprise entre 0,3 et 0,7.

L'anisotropie du matériau composite est une caractéristique fondamentale, elle est
déterminée par l'orientation des fibres dans le cas ou le renfort est constitué de fibres. Il faut
cependant noter qu'au-dela de la concentration et de l'orientation des renforts, leurs
distributions plus ou moins homogeéne a une influence sur la résistance du composite. En effet
pour une concentration donnée du renfort, une distribution uniforme assure une homogénéité
du matériau, par contre une distribution non uniforme engendre I'initiation de la rupture dans

les zones pauvres en renfort introduisant ainsi une diminution de la résistance du composite.




1.1.3.b- La matrice

La matrice est constituée de résine mélangée, pour améliorer ses caractéristiques, a
une charge qui facilite aussi la mise en ceuvre et diminue le codt de la production. Le mélange
est considéré mécaniquement comme une phase homogéne, et nous obtenons ainsi un

matériau composite formé d'un renfort et d'une matrice.

Le role de la matrice est d'assurer le lien entre les fibres et de transmettre les

sollicitations.
Elle assure la résistance du matériau dans le sens transverse du renfort, ainsi qu'une protection
physico-chimique des fibres contre les agents nocifs de l'environnement. De plus elle
conditionne directement la tenue thermique, et la résistance a la compression et au
cisaillement inter-laminaire.

Les résines utilisées doivent étre assez déformables et doivent présenter une bonne
compatibilité avec les fibres. Elles doivent également avoir une masse volumique faible de
maniére a conserver au matériau composite de caractéristiques mécaniques spécifiques
élevées. Il existe deux grandes familles de résines polymeériques, soient les réesines

thermoplastiques et les résines thermodurcissables.

1.1.3.c- Interface

Au cours de I'élaboration du composite il se produit une interaction physico-chimique
entre la matrice et la surface de la fibre. Cette interface "fibre-matrice' conditionne largement
la résistance globale du matériau composite, notamment, la résistance au cisaillement inter-

laminaire, la résistance a la corrosion et au vieillissement, et la tenue en fatigue et aux chocs.

La qualité et le type de l'interface dépendent essentiellement de la nature et de la
morphologique du renfort et de la matrice, de la nature de l'agent de couplage ou de

I'ensimage de la fibre et des conditions de la méme mise en ceuvre.




1.1.4-L es stratifiés

Les stratifiés résultent de la superposition de plusieurs couches ou plis, qui peuvent
étre des nappes unidirectionnelles, de tissus ou des mats, imprégnés de résine. Chaque couche
peut avoir une orientation propre. Le choix de la nature et de la séquence d'empilement

dépend de l'utilisation, en I'adoptant au mieux au champ de contraintes imposées, a savoir :

- Les couches unidirectionnelles présentent une grande rigidité. Elles constituent un
type de stratifié de base au quel peut se ramener, en principe, tout autre type de stratifié.

- Les mats sont peu résistants en traction.

- Une stratification croisée est sensible au délaminage inter-laminaire.

- Une stratification avec au moins trois directions de fibres sera nécessaire pour avoir

une pseudo-isotropie dans le plan du stratifie.

En général on a tendance a utiliser une stratification symétrique afin de garantir une

bonne planéité du stratifié aprés démoulage.

Figure 1.1- Stratifié a base de fibre
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|1.2- La voilure

La voilure (ou simplement aile) est I'un des éléments constitutifs de I’avion. On les
appelle aussi PLANS ou PROFILS. Ce sont les organes qui assurent la sustentation en vol

d'un avion. arace a des réactions aérodvnamiaues aue l'air exerce sur elles.

Une aile type se compose d’un cadre sur lequel s’étendent deux ou trois longerons qui
vont du fuselage a I’extrémité de I’aile. Entre ces longerons sont disposees des nervures
servant a consolider la structure de I’aile. On construit les ailes d’avion, tout comme la
majeure partie de la structure de I’appareil, avec des matériaux offrant une grande légereté et
une résistance importante. On utilise notamment des alliages a base d’aluminium et de

magnésium, mais aussi a base de titane lorsque la structure doit subir des tempeératures
élevées.

Lomgeron arriére

Longeron principal

Raidisseur wverticsl
Pervure demplanture

Figure 1.3- Structure D’une Aile 2
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En outre, les matériaux composites sont de plus en plus employés pour leur légereté.
Les constructeurs d’avions entreprennent de nombreuses recherches sur la forme des ailes,
afin que celles-ci présentent des propriétés aérodynamiques optimales. Par exemple, on
équipe les avions supersoniques d’ailes trées minces, car une telle forme minimise le choc de
compression qui survient lorsque ce type d’appareils approche la vitesse du son, et limite par
conséquent le surcroit de trainée engendree.

Pour modéliser une structure telle qu’une voilure « demi-aile » il est nécessaire
d’utiliser des poutres en composite ‘’stratifiées’” pour facilité I’étude du comportement

mécanique « vibratoire » de cette derniére.

|1.3- Les poutres

En terme non mathématique, une poutre est un solide élancé dont une dimension, la
longueur, est trés supérieure aux deux autres. Cette particularité permet de simplifier I'étude
mécanique d'une poutre par rapport a celle d'un corps solide quelconque. La section d'une

poutre est définie par le plan perpendiculaire a la direction de I'élancement.

Figure 1.4- Poutre en | (section variable)
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11.1- Introduction

La modélisation joue un r6le tres important pour analyser les phénomenes qui
entourent I’avion (aéroeélasticité, optimisation, calcul vibratoire, champ de contraintes, etc.).
Le choix de la méthode dépend de la nature du probléme. Pour cela une méthode basée sur le
calcul de la matrice de rigidité dynamique est adoptée en plusieurs recherches, c’est la
méthode de la rigidité dynamique (DSM), la matrice contient les propriétés de la masse et de

rigidité.

Cette méthode differe de [I’approche par éléments finis (MEF) qui utilise
I’approximation de déplacement avec des fonctions d’interpolation pour obtenir la matrice
masse et de rigidité séparément. L’approche par MEF exige plus d’éléments pour améliorer
I’exactitude, particulierement pour les modes supérieurs, ou la DSM utilise une fonction
d’interpolation pour former une unique matrice de rigidité dynamique, et la solution est

indépendante au nombre d’éléments.

11.2- Modélisation des structures

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a des sections simples des structures formées par
des plaques minces. Lorsque ces sections existent comme éléments structuraux, elles sont
utilisées fréqguemment, pour rigidifier des formes des structures complexes comme le
fuselage, les ailes et les empennages. La figure (I11.1) montre une section d’aile bi-longerons
ou les lisses (profils en Z) sont utilisées pour renforcer le revétement. L’analyse des sections
de ce type est compliquée a moins que quelques hypothéeses simplificatives soient posées. Les
sections complexes des structures peuvent étre modélisées a des formes simples “modules
mécaniques”, qui conduisent, sous les conditions de charge données, aux mémes résultats, ou

bien plus proche, que la structure actuelle.

J O Rﬁ

Figure 11.1- Section d’aile
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On peut remplacer alors les lisses et les semelles de longerons par des aires
concentrées appelées “booms ”, sur laquelle la contrainte est constante et sont localisées le

long de la ligne moyenne de revétement figure (11.2).

<1 T

Figure 11.2- Modélisation d’une section

Dans les sections d’ailes de type montrées dans la figure (I1.2), les lisses et les
semelles supportent les contraintes importantes ou le revétement est essentiellement effectif a

supporter les contraintes de cisaillement et aussi a supporter quelques contraintes normales.

11.3- Modélisation de I’aile

Une voilure est considérée comme une poutre longue (le calcul de voilures a faible

élancement). Les efforts généraux retenus pour le dimensionnement sont :

L’effort tranchant vertical, le moment de flexion qui en résulte, le moment de torsion
ayant pour origine les charges d’inertie et les forces aérodynamiques. Comme on a défini dans
le chapitre précédent qu’une voilure est composée d’élément longitudinaux (longerons) et

transversaux (nervures) supportant un revétement.

Figure 11.3-Aile encastré




I11.4- Modélisation en poutre

Le modele poutre est le modéle le plus utilisé pour analyser les structures d'avions.
Plusieurs chercheurs et plusieurs ouvrages montrent I’importance de ce modele comme un
modele préliminaire efficace qui répond a tous les probléemes de I’analyse des structures

d'avions telles que I’aéroélasticité, la réponse dynamique, I'analyse des contraintes, etc.

La section de la poutre joue un réle primordial pour la modélisation, pour cela les
caractéristiques du profil de la poutre sont préalablement déterminées. Le centre de gravité
(centre de masse), le centre de torsion (centre élastique) ont une importance majeure pour le

calcul des structures, car les équations différentielles correspondantes dependent d’eux.

11.4.1- Poutre isotrope

La modélisation de I’aile par poutre constituée d’un seul matériau est la plus ancienne
modélisation. Les équations de mouvement d’une poutre isotrope dépendent de la position du
centre élastique et du centre de gravité et la distance entre les deux centres. Pour la
déformation en flexion et en torsion, les équations montrent le couplage en masse des deux
mouvements (mouvement de flexion et de torsion) :

o o*w _o%0 _ o'w

por —satz +El por = L(xt)

(11.1)

0’0 _o*w 0%0
I -9 +GJ =M(x,t
ot? ot? Ox? (1)

Ou : w(x, t) et e(x,t) représentent les mouvements en flexion et en torsion respectivement, L
est la force aérodynamique et M est son moment, m, S, | sont respectivement : la masse par
unité de longueur, moment statique et le moment d’inertie autour de I’axe élastique montré

dans la figure 2.3, E module de young, G module de cisaillement.

N]



Figure 11.4- une aile isotrope

11.4.1.A- Le centre élastique (I’axe élastique)

On appelle axe élastique d’une structure le lieu des points d’application des forces, ne
donnent pas de torsion en aucun point de cette structure, cet axe ne peut pas étre que
rectiligne. Dans le cas d’une structure longue a sections homothétiques (c’est pour les voilures
classiques) cet axe est la droite qui joint les centres de cisaillement (appelés encore centres de
torsion) des différentes sections.

L’axe élastique constitue I’axe de référence pour le calcul des moments de torsion.

L approche de Pranthl qui a été développé pour le calcul du centre élastique.

11.4.2- Poutre anisotrope

Plusieurs recherches ont conduit a I’utilisation de couplage flexion-torsion pour
optimiser les caractéristiques vibratoires de poutres anisotropes composites. Les bénéfices de
I’utilisation des matériaux composites pour I’optimisation sont dues a leurs rigidité
directionnelles et bonnes propriétés, leur rapport rigidité / légereté éleve et I’habilité de
coupler les déplacements de flexion et de torsion. L’effet de couplage de rigidité flexion —

torsion en vibration d’une poutre encastrée est examiné par Weisshaar et Foist [21].

La méthode de rigidité dynamique DSM est utilisée pour réaliser I’analyse vibratoire
d’une poutre composite. Une matrice de rigidité dynamique pour chaque élement est obtenue
par la solution analytique exacte des équations différentielle de mouvement suivantes:

o'w d%0 d’w _8%°6

EI T K +Mm _S = L(X,t)
ox*  ox® ot? ot?

(11.2)

0’0  o*w _o*w 0%6
GJ +K +S —1 =M (x,t
ox? ox® ot? 7 ot? ()




Ou: El, GJ et K sont la rigidité de flexion et de torsion et le couplage de rigidité flexion -

torsion respectivement,m S et |, sont la masse par unité de longueur, le moment statique et

le moment d’inertie polaire.

Les fréquences et les modes propres sont déterminés par I’algorithme de Wittrick et
Williams.

La modélisation en poutre est insuffisante pour la modélisation des problémes
complexes (I’aéroélasticité). Elle est applicable pour le calcul du flottement binaire ou on

s’interesse seulement au calcul du premier mode de flexion et du premier mode de torsion.

11.5- Les poutres composites

Les poutres composites sont fabriquées par des couches multiples qui ont en général
des différentes propriétés des matériaux (voir chapitre 1). Des hypothéses simplificatrices sont
considérées; stratifié symétrique par rapport a I’axe neutre de la poutre (découplage entre la

flexion et la membrane).

Pour une poutre stratifier symétrique avec I’unité de largeur, la rigidité équivalente est
donnée par :

(EI )équiz%z Ei (yls_ylsfl)

i=1 (1.3)

couche et n le nombre de couches de la poutre. y;

Avec Ei : est le module de Young de la i*™
et yi1 sont les coordonnées de bas et haut plan de la i*™ couche comme représentées sur la

figure (11.5).

y A

y0=-h/2

NN NYNNNN

Y

Figure 11.5- Poutre stratifiée
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Cependant, un facteur tres important dans les applications des poutres stratifiées est
I’effet de module de cisaillement transversal. Le module de cisaillement équivalent est donné
par :
n
(GA)équi:ZbGi (Yi _yi—l)
i=1 (1.4)
Gi : le module de cisaillement de la i™ couche et b : la largeur de la poutre.

11.6- THEORIE DE STRATIFICATION

11.6.1- Introduction

La théorie de stratification porte sur le comportement mécanique des stratifies
constitués de plis a fibres longues unidirectionnelles ; on associe a chaque pli les constantes
mécaniques nécessaires aux calculs ‘module d’élasticité, coefficient de poisson et module de
cisaillement), et les parametres géomeétriques tels que I’épaisseur et I’orientation du repére
orthonormé lié a la couche par rapport a la direction principale du matériau stratifié.

Pour notre cas, on se basera au calcul du comportement élastique des plaques minces ou la loi
de HOOKE est valable.

11.6.2- Loi de HOOKE généralisée

Dans le repere lié au matériau, la loi de HOOKE géneralisée reliant les contraintes aux

déformations s’écrit :

01 Ch Cp G Cy Cis Cy| |on
0> Cu Cpn Cu Cy Cypi Cu| |62
O3 | _ Cai Cq Ca3 Cgy Cys Cye | Jo (11.5)
T23 Ca Cu Cuis Cu Cus Cu| |72
T31 Csi Cs; Csz Coy Coss Cog | |73
T12 1Caa Ce2 Ces Cau Cos Ces] 112
Avec :
& = M Vo3 = ” + w
OX oz oy
522:% 731:%\;\/+Z_l; (11.6)
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Pour un matériau orthotrope, cette relation s’écrit :

C, C, C3 0 0
CZl CZZ CZS O O
Cy Cp Ci O 0

o 0 0 C, O
0O 0 0 0 Cg
0O 0 0 0 O

Cee_

O O O o o

Vi2 =

ou
oy

ov
+_
OX

(11.7)

Pour un pli soumis a un état complet de contraintes dans le plan constitué par les axes

naturels x,, x, (longitudinal et transversal), cette relation devient :

Les coefficients de raideurs Q;sont calcules en fonction des

o,
fo =

O

Qll

Qy
0

Q12

Qx
0

0
0

Qee

fondamentales E,,, E,,, v,, et G, tel que :

Avec :

ou:

EL
Q1 = 1
—OLTULT
Lpr Hr
G =Us; =
Urplrr
Er
Qo = 1
—OLTULT
Q16 =G

1
Er=——
TV Vo

Em Ef
OLT =Ufo +Ume

1
Gt =—"—
LT Vm fo

Gm Gf

2
2

YLt

(11.8)

(11.9)

(11.10)

constantes élastiques

g



E:, E,, : Modules de YOUNG des fibres et de la matrice respectivement ;
V¢, V., : Fractions en volume des fibres et de la matrice respectivement ;

v, by, - Coefficients de Poisson des fibres et de la matrice respectivement ;
G:, G, : Modules de cisaillement des fibres et de la matrice respectivement ;

E.., E,, : Modules de YOUNG du composite dans les directions 1 et 2 ;
G,, : Module de cisaillement du composite ;

vy, - Coefficient de poisson du composite.

La 5°™ constante élastique est en fonction des autres constantes et peut étre déterminée du fait

que la matrice [Q]est symétrique.

E
Vg =V (11.12)
11

11.6.3- Relation entre contraintes et déformations hors axes d’orthotropie

En général les axes principaux L et T ne coincident pas avec les axes x et y figure

(11.6) pour cela on utilise les relations de transformations décrites :

GL O-x
or ¢ =[T] 10, (11.13)
Or T

(x, y, z) Axes de référence d’un stratifié.

v

z, LT
Figure I1.6- configuration des axes

La matrice de transformation [T ] est donnée par :

@




c2 s?2 2cs
[T]=]| s2 ¢ —2cs

—CS CS (282
ou - c c_os@
s=sin@

Donc
O-X gx
oyt = [T [RIT] e,
T 1
Y nyy

On obtient aprées avoir effectue des transformations intermédiaires :

Oy Ey
oy = [T]" [QRIRI[T][R]"
Txy 7/xy
Ou:
1 00
[R]=|0 1 ©
0 0 2
On note :

Q] = 1™ [RIRI TR

Matrice de rigidité hors axes d’orthotropie.

Donc :
Qi Qp Qg
[6]: 621 622 623
631 632 633
Et:

- Q]

Tyy 7 xy

Les composantes de la matrice de rigidité [(3] sont données par :

(11.14)

(11.15)

(11.16)

(11.17)

(11.18)

(11.19)

-



Qu =Quc’ + 2(Q12 +2Qss )0252 +Qps’
Qp=Qus*+ 2(Q12 +2Q¢s )‘3252 +Qyc*
Q2 =(Quy + Qyp — 4Qg6 )22+ Qy, (04 + 34)

Q16 —( 11— Q12 —2Qss )C35 + (le — Qg +2Q¢ )C33 (11.20)
(Q11 — Q1 —2Q¢ )C53 + (le —Qp +2Q4s )C33
= (Q11 +Qy —2Q; —2Q4 )CZSZ + Qge (04 + 54)
—’ v
k=1 k=2
A
h?f hq
1 k=n-1
v L k=n
7
Figure 11.7- Géométrie descriptive d’un stratifié
11.6.4- Equation constitutive du comportement mécanigue
(N.1 [A4, 4, Ay | By B, Byl[ed]
N 4 A, An Ay | By Bn By ||f,
N, } A Ay dg | By B . B Vo
M 8, B, I P v, s L K o
M, B, B., B, D, D, D, K,
qM_y_ | By B, B D D D . Ky |
I1.6.5- Les sous matrices A;; H,l. i
— 1 & —
2 : . _ 3 3
&1)(9-,1) (h ‘r’r-l)(gu)’ﬂg“g (h hh .)(Q )
k i k=

=i(

k=1

I1.6.6- Calcul de El

i GJet K

El= b (Dzz

D57

11

Avec b la largeur du stratifie

. GI=4b (Dgs — 3=




CHAPITRE 111
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111-Elément fini poutre
La poutre est un élément de la structure dont les dimensions transversales sont
généralement petites par rapport a la longueur.

111.1-Poutre d’Euler Bernoulli
L’équation (la poutre) d’Euler Bernoulli pour la flexion des poutres est :
2
o w

o2 _ 22w e (11.1)
= L(x,t
ot ox? ox2
w : Le déplacement transversalde la poutre, p la masse par unité de longueur, EI la rigidité
de la poutre, L(x,t) la force extérieure et t,x le temps et I’espace le long I’axe de la poutre.

111.2- Détermination des matrices (Masse et rigidité)

L’étude dynamique ou le calcul des pulsations et les modes propres ainsi que la
réponse d’une structure a une excitation donnée (réponse transitoire et harmonique). Les
matrices masse et rigidité sont déterminées déterminer par la méthode énergétique (la
méthode de I’énergie cinétique pour la matrice masse et I’énergie potentiel), (I’équation de
Lagrange).

111.2.1- Matrice masse [M]

Par la méthode d’énergie cinétique en trouve :

T =1 [p (W) +r(6}) dxdydz (I1.2)

T =% f o (4} + r{6})' (tw} + r{8}) dxdydz

T= % f p ({V'V}T + r{é}T) ({w} + r{6}) dxdydz

T =% f p (W)™ (w}) + ((w3Tr(8}) + ({8} (v} + r*{6} {6}) dxdydz

T = % [ f p{w}T{w }dxdydz + f pr{w}T {6} dxdydz

+ f pr{é}T{v'v} dxdydz + j prz{é}T{é} dxdydz]




r=i [ f pA {W)T{Ww} dx + f I {6} {6) dx + f paA {w}T {6} dx + f paA {6} (w} dx]

2

S(x) = p a A (moment statique).
W(x) = {Nr}. {a}
6(x)= {Nt}. {a}

W1

(:]

=10t

W(X): N1 W1+N 201+N 3W2+N492
e(X) = N5 11U1+N6 l1U6

D’ou

W(x)={N; N, 0 Nz N, 0}.{q}
W,
(91]

W(x)={N; N, 0 N3 N, 0} v3 t
02
Lo/

Alors :

W(X)= {Nr} . {0e}

6x)={0 0 Ns 0 O Ne}.{q}

0
0
0x)={0 0 Ns 0 0 Ng} q(j)l
[ o |
\w,)
Alors:
0(x)= {Nt} . {de}
(1)

01
N1 Nz 0 N3 N4 0 1
{f09}= {z((;c))}: 0 0 Ns 0 0 Nﬁ]' it = INT.
P
\y,)

(11.10)

(111.3)

(111.4)

(111.5)

(111.6)

(111.7)

(111.8)

(111.9)
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7= [[ otaer (N7 N8 (e} e+ [ 10 ()™ (NG NG} e}
+ [ 500 (ae)” (N (N9 (ded dx+ [ 569 ()™ (NG (N (g} i |

(11.11)
T =21 (geyr ( f oA {NFT {Nf} dx + f lo (NGT {Nt} dx

2
+ f S(x) {NHT (Nt} dx + f S(x) {N)T {Nf} dx). {qe}

[Me] = [ pA {Nf}T {Nf} dx+ [Io {Nt}T {Nt}dx+ [S(x) {Nf}T {Nt} dx+
[S(x) {Nt}T {Nf} dx
(1n.12)
[Me]= [Mfe] + [Mte] + [Mfte] + [Mtfe]
111.2.1.2- Matrice masse élémentaire (pour la Flexion)

Ny
N,
l
[Mfl= [, pAG) |y |[N2 N2 O Ny Ny 0]dx
N,
0
(111.13)
N2 NiN, 0 NiN; NN, 0 ]
NaNi Np2 0 NyNs NaNi 0
: 0 0 0 0 0 0
Mf]= [ pA d 11.14
NuNi NuNz 0 NoNs N2 0
o 0 0 0 0 O

111.2.1.b- Matrice masse élémentaire (pour la Torsion)
_0_
0
[Mt]= ] pAX) 1\65 [0 0 Ns 0 0 Ng]dx (111.15)
0
[N




[Mt]= [, pA(x)

T 1
(=l e B e B eo B« B o)

0 0 00 0
0 0 00 0
0 Ns> 0 0 NsNg
0 0 00 0
0 0 00 O
0 NéNs 0 0 N’

dx

111.2.1.c- Matrice masse globale (découplée)

[M]czfol pA(x)a

_N1 0 -
N 0
_ l O SN N1 Nz 0 N3 N4 0
N, O
L 0 N
[ N12 N1N2 0 N1N3 N1N4, 0
N,N; N22 0 N,N; N;N, 0
l 0 0 N52 0 0 N:zNg
Mgla= A d
[Mg]d fop (x) N3N, NsN, 0 N32 N3N, 0 X
N4N;i N4uN, 0 N4N; N42 0
0 0 NeNs O 0 Ng2
111.2.1.d- Matrice masse de couplage
[M]c=pA(x) [{Nf}" {Nt} + {Nt}" {Nf}]
— 0 -
[N1]
N, 0
[M]c:fol pA(x) 1\(])3 [0 0O Ny 0 0 NoJ] + 1\(’)5 [Ny N 0 N3 N, 0]
N, 0
0 | N
0 0 NN O 0 NiNg
O O N2N5 O O N2N6
NiNs N,;Ng 0 N3Ns N4Nsg 0 dx
0 0 NsNs O 0 NsNg
O O N4N5 O O N4N6
L Ni:N¢ N3;Ng 0 N3Ng N4Ng 0

(111.16)

(11.17)

(111.18)

(111.19)

\
)

dx
(111.20)

(111.21)




111.2.1.e- Matrice masse globale [M]

[M]= [Mg]d + [M]c

N2 NN, Ni;Nsa N;N; NN,
N,N; N> N3;Nsa N;N; N3N,

_ ! NiNsa Ny;Nsa N52 N3Nsa N4Nsa
[Mg] N fo pA(X) N3N1 N3N2 N3N5a N32 N3N4-
N4_N1 N4N2 N4N5a N4N3 N42

L N1N6a N2N6a N6N5 N3N6a N4,N6a

(111.23)

111.2.2- Matrice Rigidité [K]

Par la méthode d’énergie potentielle en trouve :

U =% [{E}" {0} dx dydz

= gten () ax+ 25 o0 (8) 70

w=3 10 (52) (5)ax+ 5T @) (5o

N1N6 )

N,N¢
N5N6a
N3N6a
N4Nga
N62

(111.22)

dx

(111.24)

(111.25)

(111.26)

Ue =~ [EL(INE} {q)" ((Nf'}{q) dx + 3 J GJ (Nt} {q))" ({Nt'} {q})"dx

1

Ue =3 {qe}" [Ke] {qe}
1 . .

T=3 {qe}" [M] {qe}

[Ke]=[ Elyy {Nf"}T {Nf"}dx + [ GJ{Nt'}T {Nt'}dx

(1N.27)

(111.28)

(111.29)

&



[Ke] = [Kfe] + [Kte]

111.2.2.a- Matrice rigidité élémentaire (pour la Flexion)

-Nlll_
NZ”
[Kfe] = fol Elyy NO,, [N, N, 0 N5'" N,” 0]dx
3
N4,”
[ o |
D’ou
NII12 N”1N”2 O N”1N”3 N”1N”4 O -
N”ZN”]_ NHZZ O N”2N”3 N”ZN”4 O
l 0 0 0 0 0 0
Kfe] = EI dx
[ e] yyfo N”3N”1 NII3N112 0 N”32 N”3N”4 0
N”4,N”1 N”4,N”2 0 N”4N”3 N”4,2 0
0 0 0 0 0 0
111.2.2.b- Matrice rigidité élémentaire (pour la Torsion)
_ 0 -
0
—_ ! NSH " 17
[Kel= ;67|75 | [0 0 Ns” 0 0 Ne"ldx
0
_N6”_
D’ou
0 0 0 00 0
00 0 00 0
N l 0 0 N5II2 0 0 N5”N6,,
Kel=f6llog0 0 o0 o |%
00 0 00 0
| O 0 N6HN 144 O 0 N6IIZ

111.2.2.c- Matrice rigidité globale (découplée)

N”12 EI 1le1NII2 EI 0 NlllNII3 EI N”lN,,4 EI
N”zN”l EI N”22 EI 02 N”2N”3 EI N”ZN”4_ EI
_ 0 0 Ns"* G] 0 0
[Kg]d_ fo N”3N”1 EI N”3N”2 EI 0 N”32 EI N”3N”4, EI
N”4,N”1 El NII4NIIZ El . 0 . NII4N113 El NII42 El
0 0 Ns"Ne" G/ 0 0

(111.30)
(111.32)
(111.32)
(111.33)

(111. 34)

0
0
N N(;s G| 4
0
N¢'?GJ |




111.2.2.d- Matrice rigidité de couplage

[K]e= [, k

[Kle=k [,

[Kle= J,

T ] _ Nl” Nz” 0 N3II N4” O
[B]" [B] dx avec: [B] = | G e N6,]
-Nlll 0-
2N 0

O 5N, [Nlll N2// 0 N3H N4II O]dx
N;" 0 0 0 Ns' o0 o0 N¢
N, 0

0 Nl

0 0 N.'Ns'k 0 0 N{'Ng'k T

0 0 N2//N5/k 0 0 N2//N6/k
N."Ns'k N,”’N:'k 0 N3"Ns'k N, ’Ng'k 0

0 0 N3”N5,k 0 0 N3”N6,k

0 0 N4”N5,k 0 0 N4”N6’k

| NJ'Ng'k N,'Ng'k o N3'Né'k NJ'Nék g

111.2.2.e- Matrice rigidité globale [K]

[Kg] = [K]d [K]e

[Kal = [,

N",2El N';N'",EI Ny'Ns'k N"N';EI N"N",EI
N”2N”1 EI N1122 EI NZIINSI k N”2N”3 EI N”ZN”4_ EI

N1”N5, k NZHNSI k N5”2 G] N3”N5’k N4,”N5,k N5”N6” G]

N";N"{EI N"3;N",EI N3'Ns'k  N'"3*ElI N"3N",EI
N",N"{EI N",N",EI N,)'Nsk N',N"3EIl N",2EI

L N1,,N6,k N2”N6,k N5”N6” G] N311N6’k N4,,N6,k

(11.35)

(111.36)
(1.37)
dx (111.38)
(111.39)
N{"N¢'k 7
N, ’N¢'k
Ny'No'k | %
N.'Ng'k
N6IIZ G] ]
(111.40)




111.3- Application numérigue

Les fonctions d’interpolation d’une poutre en flexion sont :

3x? 2x3
N;=1- N + NEl

N,= X — T + =
3x2 2x3
T2 t L5
— x? x3
N4: + Y

Les fonctions d’interpolation d’une poutre en torsion sont :

X
Ns(x) =1 T

X
Ne(X) = 7

111.3.1- Les Matrices Masses (découplée, de couplage, globale)

111.3.1.1- Matrice Masse découplée

- 156pAl  22pAl? 0 54pAl —13pAl? 0
420 420 420 420
22pAl%  4pAld 0 13pAl —3pAl3
420 420 420 420
2pAl pAl
[M]d = 54(3,41 13;(;),412 6 2 2 6
0 156pAl2  —22pAl 0
420 420 220 220
_13pA2 —3pAlR 0 —22pAl*  4pAl3 0
420 420 pAl 420 420 2p Al
0 0 e 0 0 |

111.3.1.2- Matrice Masse de couplage

(111.41)
(111.42)
(111.43)
(111.44)
(111.45)
(111.46)
(111.47)




0 0 0 0 =
0 0 I’pAa 0 0 I’pAa
20 30
7lpAa [*pAa 0 7lpAa _lzﬂ 0
[M]c = 2020 7lpAa 20 % —1?pAa
0 o LA o o bt
3lpAa pAa % 1?pAa —lpAa "
| 20 30 0 o 2 0 |
111.3.1.3- Matrice Masse Globale
- 156pAl  22pAl> T7lpAa  S54pAl  —13pAl>  3lpAar
420 420 20 420 420 20
22pAl%  4pAl3 I’pAa  13pAl —3pAl®  I’pAa
420 420 20 420 420 30
7lpAa  1*pAa 2pAl 7lp Aa —1?pAa pAl
[M]g= 20 20 , 6 20 , 30 6
54pAl  13pAl 7lpAa  156pAl —22pAl*  [*pAa
420 420 20 420 420 20
—13pAl* —3pAl®* —1?pAa —22pAl* 4pAl® —lpAa
420 420 30 420 420 20
3lpAa 1?pAa pAl lpAa —1?pAa  2pAl
- 20 30 6 20 20 6 -

111.3.2- Les Matrices de Rigidités (découplée, de couplage, globale)

111.3.2.1- Matrice de Rigidité découplée

- 12EI  6EI 6EI

I3 17 0 I3 17 0
6El  4EI —6EI 2EI
— — 0 ~ — 0
l l l l
G -G
o o Z o o
[K]d = [12E1  —6EI E 6l
12 12 0 = 2 0
6EI  2EI 0 _63“ 4B 0
o l : o
0 O - 0 0 =

(111.48)

(111.49)

(111.50)




111.3.2.2- Matrice de Rigidité de couplage

i 0 0 0 0
0 0 “k k
-12k -k
) 0 _Tk _0 = 1
[K]c= 0 0 12k 0 0 12k (111.51)
12 12
k
0 _0 LI 0 n
0o =X l K
i ! 0 0 n 0 |

111.3.2.3- Matrice de Rigidité Globale

C12EI  6El —12E]  6EI -
oz O T 7z 0

6E] AEl -k  —6EI 261

[E) I L2 L

—k G —12k -G
o T T w0 T
[Kle= {1281 —6E1 —12¢ 12B1 —6EI 12k (111.52

L? L? 2 L3 L2 2

6EI 2EI -k —6El  4El k

1z L I L3 L

o k6L 1k kK GJ
i I L 2 . L -

111.4- Calcul des fréguences et modes propres

La formulation globale du probléme consiste a obtenir des équations du mouvement a
partir des expressions des énergies cinétiques et potentielles en fonction des vitesses et
déplacements aux nceuds de la structure.

Soit {q}; le vecteur ligne transposé des déplacements aux nceuds de la structure a N

nceuds :

{Q}; = {qpqz, Oy veeey G -1qN} (11.53)




Les équations de Lagrange permettant d’obtenir les équations discretes du mouvement,
soit une structure sans amortissement :

oforT | oT  oU _ .
ﬁ(aqi] oG +6qi =0 /1i=1,23,...,N (111.54)
T w2 {af] M, o} nss)
U -v2 g}, [k}, fl s
D’ou on obtient :
M fa+ K o = D (111.57)

Ou: [M] et [K], sont les matrices masse et rigidité de la structure obtenue par assemblage
des matrices élémentaires.

Pour le probleme de vibration libre on a :
{aj={afe™ (111.58)
{G} = —apiq} (111.59)

n €st la pulsation propre de la structure.

D’ou: L’équation (111.57) devient :
(k],-@? [M] ) {a} =0 (111.60)

La résolution de I’équation (111.53) donne les modes et les fréquences propres de la
structure. Donc, on peut dire que I’analyse dynamique des structures peut se ramener a la
résolution d’un systeme d’équations différentielles de second ordre.

B



Dans le cas de structures faiblement amorties, on ramene le cas a |I’étude des oscillations
libres, c’est a dire la résolution aux valeurs propres générales.

K], ax} =w? [M], ax} (111.61)

Avec : [K]g est la matrice de la rigidité de la structure, symétrique, positive, dans le cas
des structures iso ou hyper statique, semi-définie dans le cas de structures libres.

[M ], Matrice masse définie positive et symétrique.

111.5- L’analyse modale

L’analyse modale d’une structure permet d’en améliorer la connaissance physique et
dans certain cas, le comportement ; le calcul de la base modale d’une structure est aujourd’hui
une étape importante de son dimensionnement. Du fait que I’excitation forcée a laquelle est
soumise la structure en fonctionnement, pour éviter les problémes d’amplification dynamique
souvent synonymes d’inconfort voir de rupture, on peut souhaiter lors de la définition de la
structure qu’elle n’ait pas de fréquence propre dans une bande donnée. La base modale doit

étre calculée et la conception de structure doit parfois se modifier.

Les problemes de réponse dynamique des structures sont souvent résolus par
superposition modale, que ce soit pour des analyses temporelles (réponses transitoires) ou
fréquentielles (réponses harmoniques). Il est donc nécessaire de disposer de la base modale

pour le calcul de réponse.

Pour un systeme de n degrés de liberté la déformation est donnée sous la forme :

()} = {g exptiati= Za | {plexpiont) (111.62)

OU {p} : est le vecteur des modes propres de la structure.

L’équation (111.5.1) devient :

.



([K]g - [M ]g ) {plexpliaty=0 (111.63)

D’ou
det(K],-@? [M], ) =0 (111.64)
La résolution du systéme (111.5.3) donne n pulsations propres ., ., @. , ... ... Wy.
Alor wi[M] = [K], {4 ] (111.65)

Pour I’iéme mode propre.

Multipliant cette équation par {¢, }T on obtient :

wifpf M) 4} = K] i) (111.66)
D’apres les propriétés des matrices masses et rigidité on a :
{af (M}, -aho;{af [K]:9}20 Pour 4 }=0 (111.67)

En plus, les vecteurs propres sont orthogonaux entre eux par rapport aux matrices
[M], et[K], .

Soient les modes {¢. }et {¢,-}vérifiant I’équation (1V.4) alors :

o fwe (@ g =16 ] K], @} (111.68)
o fwe o] ) =t f K], i) (111.69)
D’ou:
(ari-a) g | M1 1 f=1i ) K] 4 -1 | (K], i j=0 (111.70)

Si{wi} # {wj} alors

o M) e =1 ] [K], {8 J=0 (111.71)
Si {wi} = {wj} alors
o ML f=m (111.71)
] Kl =7 (111.72)

Ou 4 et y; sont la masse généralisée et la rigidité généralisée de i¢™ mode respectivement.




Les matrices masses et rigidités généralisées sont données par :

[ul=1p] M, 4} (111.73)
=10 ] K], 0 ) (111.74)

[1] et [y]sont les matrices masse généralisée et rigidité généralisée respectivement.

La déformée {q}est donnée sous la forme :

{a}=[s]{d} (111.75)

Ou [¢]:[¢1 o .. .(%] appelée la matrice modale,

{d}={d, ,d,,....du] estle vecteur des coordonnées modales.

pour un systéeme non dissipatif s’écrit alors :

] )+ [} ={F) (111.76)
{Fnj=[g] {F} 7

Avec : {F} : force extérieure et {Fn} : force modale.

111.6- Vibration des structures composites

Comme on a dit précédemment, que les récentes recherches s’intéressent a I’étude
dynamique des structures composites (stratifiées orthotropes, sandwich).

On a démontré dans le chapitre précédent, comment on calcule la matrice de rigidité.
Dans ce paragraphe on va montrer comment en déduire matrice masse d’une plaque
composite.

La masse volumique est donnée par.
Nc
ps =) pr(h —hes) (111.78)
k=1

Ou px est la masse volumique de la couche numéro Kk,

h« L”hauteur de la couche et

Nc est le nombre de couches.

Donc :




[MeFps [INT[N]as (111.79)

S

D’apres les deux relations (111.78) et (I111.79) on peut résoudre le systeme (111.79) pour une
structure composite.




CHAPITRE IV
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1V.1- flexion

Soit une poutre isotrope, de longueur L, encastrée sur un coté et libre sur l'autre

(Figure 1V.1) Avec les caractéristiques suivantes (voir tableau IV.1)

Wi
Bj (‘D

l..|
--|

PO

Fy

Figure 1V.1- Poutre encastrée —libre 1

Tableau 1V.1.1- Caractéristiques de la poutre encastrée — libre 1

caractéristiques Data
Longueur (m) 10
Section (m?) 0.04
E (Pa) 70.10°
| 2.107*
p (kg/m?) 2500

Tableau 1V.1.2- les résultats (les modes)

Fréquences (Hz)
Mode Nos résultats Resultats
exacte
1 2.103 2.094
2 13.1282 13.122
3 36.7783 36.741




Les résultats des modes de la poutre pour chaque fréquence sont représentés dans

les figures suivantes :
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Mode 1 (poutre encastrée —libre 1)
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1.2- Torsion

Soit une poutre isotrope, de longueur L, encastrée sur un coté et libre sur l'autre

(Figure 1V.1) Avec les caractéristiques suivantes (voir tableau 1V.2)

B,

J

ANASASANNN

:

F 3

Figure 1V.1- Poutre encastrée —libre 2

Tableau 1V.2.1- Caractéristiques de la poutre encastrée — libre 2

caractéristiques Data
Longueur (m) 0.1905
largeur (m) 0.0127
Hauteur (m) 0.00318
GJ(N.m2) 0.1891
K(N.m2?) 0
p (kg/m?) 0.0544

l..|
Il-|

Tableau 1V.2.2- les résultats (les modes)

Fréquences (Hz)
Mode Nos Résultats
résultats exacte
1 35.38 30.75
5 221.77 189.8
3 620.95 518.8




Les résultats des modes de la poutre pour chaque fréquence sont représentés dans

les figures suivantes :
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1V.3- Couplage Flexion- Torsion

Figure IV.2- Poutre encastrée —libre (poutre anisotrope)

Tableau (1V.3.1) Caractéristigues de la poutre encastrée — libre (poutre anisotrope)

caractéristiques Data
Longueur (m) 6
El (N.m?) 9.75 10°
GJ(N.m?) 9.88 10°
K(MN.m2) 0
p (kg/m?) 35.75
Xa (kg.m) 0

Tableau 1V.3.2- les résultats (les modes) pour Xao=0et K =0

Mode Fréquences (Hz)

51.005
88.480
265.46
319.64
442.51

g b~ W N P




Les résultats des modes de

représentes dans les figures suivantes :

Ter Mode
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Figure 1V.3.1- Mode 1 (poutre encastrée —libre « anisotrope »)

la poutre pour les trois premiéres fréquences sont

.
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Figure 1V.3.2- Mode 2 (poutre encastrée —libre « anisotrope »)
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Figure 1V.3.3- Mode 3 (poutre encastrée —libre « anisotrope »)

Tableau 1V.3.3- les resultats (les modes) pour Xa = 0.1 et K =0 (couplage en masse 1)

Fréquences (Hz)
Mode Résultats
Nos résultats exacte
(RéF 1)
1 50.679 50.539
2 90.226 91.020
3 260.48 258.43

Les résultats exacts de référence (1), sont les solutions de Banerjee « I’équation (11.2) ».




Les résultats des modes de la poutre pour chaque frequence sont représentés dans

les figures suivantes :
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Figure 1V.3.4- Mode 1 (poutre encastrée —libre « anisotrope » Couplage en masse 1)
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Figure 1V.3.5- Mode 2 (poutre encastrée —libre « anisotrope » Couplage en masse 1)
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Figure 1V.3.6- Mode 3 (poutre encastrée —libre « anisotrope » Couplage en masse 1)

Tableau 1V.3.4- les résultats (les modes) pour Xa = 0.2 et K = 0 (couplage en masse 2)

Fréquences (Hz)
Mode Résultats
Nos résultats exacte
(Réf 1)
1 49.79 49.331
2 95.90 99.202
3 251.58 246.60

-
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Figure 1V.3.7- Mode 1 (poutre encastrée —libre « anisotrope » Couplage en masse 2)
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Figure 1V.3.8- Mode 2 (poutre encastrée —libre « anisotrope » Couplage en masse 2)
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Figure 1V.3.9- Mode 3 (poutre encastrée —libre « anisotrope » Couplage en masse 2)

Tableau 1V.3.5- les résultats (les modes) pour Xa=0 et K=0,1. 10° (Couplage en rigidité 1)

Fréquences (Hz)
Mode
Nos résultats
1 75.351
2 255.91
3 298.05

-
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IV.3.10- Mode 1 (poutre encastrée —libre « anisotrope » Couplage en rigidité 1)
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Figure 1V.3.11- Mode 2 (poutre encastrée —libre « anisotrope » Couplage en rigidité 1)
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Figure 1V.3.12- Mode 3 (poutre encastrée —libre « anisotrope » Couplage en rigidité 1)

Tableau 1V.3.6- les résultats (les modes) pour Xo= 0 et K=0,15.10° (Couplage en rigidité 2)

Fréquenéé_ﬁ'{‘l_-l zZ)
Mode {
Resultats exacte |
Mos résultats (Ref 1)
| 7027 | 6538

2 250.86 22374

3 302.53 | 307.02
| N A _ N
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Figure 1V.4.13- Mode 1 (poutre encastrée —libre « anisotrope » Couplage en rigidité 2)
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Figure 1V.4.15- Mode 3 (poutre encastrée —libre « anisotrope » Couplage en rigidité 2)

IV.4- Interprétations:

Tableau 1V.3.7- Comparaison (les modes « Couplage en masse 1,2»)

Fréquences (Hz)
| Mode Nes résaltats | Resultats exacte
! : (Ref 1) g
| T Xa=01 | Xo=02 | Xo=01 | Xo=02
et K=0 | et K=0 et K=0 et K=0

1 50,679 49.79 50.539 ; 49.33]

2 90.226 95.90 91.020 99.202

3 260.48 | 251.58 | 25843 246.60

— ||

On remarque que le couplage en masse a donné des fréquences proches entre le mode
1 et le mode 2 et il a écarter les frequences entre le mode 2 et le mode 3.

Le mode 1 pour Xa= 0.1 et Xa= 0.2 est un mode de Flexion (avec I’apparition de la
torsion), le mode 2 pour Xa= 0.1 et Xo= 0.2 est un mode de Torsion (avec une légére
flexion), le mode 3 pour Xo= 0.1 et Xo= 0.2 est un mode Couplée.




Tableau 1V.3.8- Comparaison (les modes « Couplage en rigidité 1,2»)

e

Fréquences (Hz)

Resultats

Mode MNos résultats exacte
(Ref 1)

K=1.10 K=1.5. 10’ K=1.5. 10°

et Xo=0 et Xa=10 et Xoa=10

1 75.351 70.27 65.38

2 255.91 250.86 22374

3 298.05 302.53 307.02

On remarque que I’augmentation de couplage en rigidité a changer I’évolution des

fréquences, il a rapprocher les fréquences entre le mode 1 et le mode 2 et il les écarte entre le

mode 2 et le mode 3.
Le mode 1 pour K= 0.110° et

K= 0.1510°

est un mode de Torsion (avec

I’apparition d’une légére flexion), le mode 2 pour Ko= 0.1 10° et K=0.15 10° est un mode

Couplée, le mode 3 est un mode de Flexion (avec I’apparition de la torsion).

Tableau 1V.3.9- Comparaison (les modes « Couplage en masse 1,2 : Couplage en rigidité 1,2»)

Fréquences (Hz) :
Cm=Cr=0 Couplage en Masse Couplage en Rigidité J'
Mode Nos Resultats exacte R- exacte
Nos résultats Nos résultats
résultats (Ref 1) (Ref 1)
Xo=0 | Xa=0.1 | Xe=0.2 | Xo=0.1 | Xa=02 |K=110' |K=1510" |K=1510
et K=0 | et K=0 | et K=0 | et K=0 | et K=0 |et Xa=0 | et Xa=0 | et Xo=0
1 51.005 50.679 49.79 50.539 49331 75.351 7027 65.38
2 88.480 90.226 95.90 91.020 99.202 255.91 250.86 22374
3 26546 | 26048 | 25158 | 25843 | 24660 | 29805 | 30253 | 3p702

L augmentation du couplage Flexion — Torsion en masse ou en rigidité a influer sur
I’évolution des fréquences (entre les modes 1 et 2 et les modes 2 et 3).
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Conclusion

La modélisation joue un r6le tres important pour analyser les phénomenes qui
entourent I’avion (aéroélasticité, optimisation, calcul vibratoire, champ de contraintes, etc.).

Quelques conclusions peuvent étre tirées de notre travail sur la Modélisation par la
Méthode des Eléments Finis du couplage Flexion — Torsion des poutres composites ‘poutres
minces’. D’abord de I’étude théorique présentée et les résultats numériques obtenus.

D’aprés le calcul numérique, la méthode des éléments finis a donnée de trés bons
résultats comparés aux résultats exacts donnés par d’autres études.

Dans I’élaboration du code de calcul, on a trouvé des difficultés surtout dans le calcul
des fréquences lorsqu’en augmente le nombre des nceuds dans le cas de couplage rigidité.

Le Couplage Flexion — Torsion est I’un des phénomenes qui peut se produire sur la
structure d’aile (voilure), avec le couplage cette derniére (aile) répond d’une maniére
différente (réponse vibratoire), notre modéle peut représenter un modéle réel d’aile d’avion
léger actuel.

L’étude de I’influence des parameétres K etoérite beaucoup de résultats.  Cette
étude représente une étape importante pour d’autres études telles que, I’aéroélasticité et la

stabilité et controle, qui peuvent étre proposées comme des futurs études.
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LISTE DES SYMBOLES

E;, E,, : Modules de YOUNG des fibres et de la matrice respectivement
V¢, V., : Fractions en volume des fibres et de la matrice respectivement

v¢, by, - Coefficients de Poisson des fibres et de la matrice respectivement
G;, G,, : Modules de cisaillement des fibres et de la matrice respectivement

E,;. E,, 1 Modules de YOUNG du composite dans les directions 1 et 2
G,, : Module de cisaillement du composite

vy, - Coefficient de poisson du composite

a, Xa : Distance entre le centre de gravité et le centre élastique

b : largueur des fibres

k : coefficient de rigidité

w : déplacement de la poutre

0 : rotation de la poutre

v : cisaillement de la poutre
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