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Résumé :
L’un des objectifs de ce travail est une initiation au domaine de la robotique.

La planification des trajectoires d’un robot manipulateur méne a des équations de mouvement
qui sont souvent délicates a résoudre, donc on procede a la modélisation des robots
manipulateurs qui comporte les modéles suivants: le modele géométrique, le modéle
cinématique et le modéle dynamique. A cet effet, on aborde la modélisation d’un type de
robot et une méthode de planification de trajectoire splines cubiques avec deux exemples
d’un robot 2R.

Le but est de trouver une trajectoire optimale en minimisant dans le 1* exemple le temps de
réalisation de la tache et un coefficient de pondération o et pour le deuxiéeme exemple on
minimise seulement le temps d’exécution de la tache, en respectant pour les deux exemples
les contraintes cinématiques et dynamiques du robot manipulateur 2R.

On utilise deux logiciels SolidWorks et MATLAB pour obtenir les trajectoires optimales des
deux exemples qui Vérifient les contraintes cinématiques et dynamiques du robot
manipulateur, pour mettre en relief la pertinence du modeéle étudié et d’apporter les
conclusions adéquates.

Mots-clés :robotique, systémes robotisés, modélisation mathématique, planification de
trajectoire.

Summary:
One objective of this work is an introduction to robotics.

Planning trajectories of a robot manipulator leads to equations of motion that are often
difficult to solve, so we proceeded to the modeling of robot manipulators that includes the
following models: the geometric model, the kinematic model and dynamic model.For this
purpose, we approach modeling a robot type and method cubic spline path planning with two
examples of a 2R robot.

The goal is to find an optimal path minimizing the ™" instance the time of completion of the
stain and o weighting factor and for the second example is minimized only the time to achieve
the task, respecting the two examples kinematic and dynamic constraints of the robot
manipulator 2R.

Two software SolidWorks and MATLAB are used to obtain the optimal trajectories of the
two examples that verify the kinematic and dynamic constraints of the robot manipulator, to
put the relevance of the studied model and make the appropriate conclusions.

Keywords:robotics, robotic systems, mathematical modeling, path planning.
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ANNEXE B

> Le 1°™ programme:

%%% Programme qui permet de calculer le couple des deux bras %%%%%%

%% % %% % %% %% % %% % %% % %% % %% %% %% %% % % %% % %% %% % %% % %% %
syms M1 M2;

syms g1 g1d qldd g2 g2d g2dd;

syms L1 L2;

syms g;

%% % %% % %% %% % %% % %% % %% % %% %% %% %% %% %% % %% %% % %% % %% %
plg = L1*cos(ql);

ply = L1*sin(ql);

p2q = plg+L2*cos(ql+q2);

p2y = ply+L2*sin(ql+g2);

v1lqg = -L1*sin(gl)*qld;
vly = L1*cos(ql)*qld;
v2q = v1g-L2*sin(gl+g2)*(gqld+qg2d);
v2y = v1y+L2*cos(ql+qg2)*(qld+qg2d);
% Energie cinématique:
KE = 0.5*M1*( v1g"2 + v1y"2) + 0.5*M2*( v2q"2 + v2y"2);
KE = simplify(KE);
% Energie potentielle:
PE = M1*g*ply + M2*g*p2y;
PE = simplify(PE);
%%%%% % %% %% % %% %% %% %% % %% %% % % %% %% %% %% % %% % %% % %% %
pKEpqld = diff(KE,qld);
ddtpKEpqgld = diff(pKEpgld,ql)*qld+ ...
diff(pKEpgld,qld)*qldd+ ...
diff(pKEpgld,g2)*g2d + ...
diff(pKEpgld,q2d)*g2dd
pKEpql = diff(KE,ql)
pPEpgl = diff(PE,ql)

pKEpqg2d = diff(KE,q2d);

ddtpKEpg2d = diff(pKEpg2d,q1)*qld+ ...
diff(pKEpg2d,q1d)*qldd+ ...
diff(pKEpg2d,g2)*g2d + ...
diff(pKEpg2d,q2d)*g2dd

pKEpQ2 = diff(KE,q2)

pPEpQg2 = diff(PE,q2)

%% % %% % %% %% % %% % %% % %% % %% %% % % %% %% %% %% % %% % %% % %% % %

% Le couple des deux bras:

U1 = simplify( ddtpKEpqld - pKEpqgl + pPEpql)

U2 = simplify( ddtpKEpg2d - pKEpg2 + pPEpg2)



ddtpKEpqld =

qldd*(L172*M1 + L172*M2 + L2/2*M2 + 2*L1*L2*M2*cos(g2)) -
g2d*(2*L1*L2*M2*qld*sin(q2) + L1*L2*M2*q2d*sin(g2)) + q2dd*(M2*L2"2 +
L1*M2*cos(g2)*L2)

pKEpqgl =
0

pPEpgl =
M2*g*(L2*cos(ql + g2) + L1*cos(ql)) + L1*M1*g*cos(ql)

ddtpKEpg2d =
qldd*(M2*L2"2 + L1*M2*cos(q2)*L2) + L2/2*M2*qg2dd - L1*L2*M2*qld*g2d*sin(g2)

PKEpQ2 =
- L1*L2*M2*sin(g2)*q1d"2 - L1*L2*M2*q2d*sin(g2)*qld

pPEpQ2 =
L2*M2*g*cos(ql + g2)

Ul=

qldd*(L1"2*M1 + L1"2*M2 + L272*M2 + 2*L1*L2*M2*c0s(q2)) + M2*g*(L2*cos(ql + g2)
+ L1*cos(gl)) + L1*M1*g*cos(ql) + L2*M2*g2dd*(L2 + L1*cos(g2)) -
L1*L2*M2*g2d*sin(g2)*(2*qld + g2d)

U2 =

L2*M2*(L1*sin(q2)*qld"2 + L2*qldd + L2*g2dd + g*cos(ql + g2) + L1*qldd*cos(q2))



clear;close all;clc;
%0%%69%6%%6%%%%%%0%%%%%6 %% %%%0% %% %% %6 %% %% % %% % %% % %% % % %% % %% %
syms M1 M2 M3;

syms g1 qld g1dd g2 g2d g2dd g3 q3d g3dd;

syms L1 L2 L3;

syms g

%0%%69%6%%%% %% %%0% % %% % %% % %% % %% %% %6 %% %% % %% % %% %% %% % %% % %%
plg = L1*cos(ql);

ply = L1*sin(ql);

p2q = pla+L2*cos(ql+q2);

p2y = ply+L2*sin(q1+g2);

p3q = p2q+L3*cos(q1+q2+q3);

p3y = p2y+L3*sin(q1+g2+q3);

vlq = -L1*sin(ql)*qld;

vly = L1*cos(ql)*qld;

v2q = v1g-L2*sin(ql+g2)*(qld+q2d);

v2y = v1y+L2*cos(ql+g2)*(qld+g2d);

v3( = v2q - L3*sin(ql+q2+q3)*(qld+qg2d+q3d);

v3y = Vv2y + L3*cos(ql+qg2+93)*(qld+q2d+qg3d);

% Energie cinématique:

KE = 0.5*M1*(v1g”2 + viy*2) + 0.5*M2*( v29"2 + v2y"2) + 0.5*M3*( v3g"2 + v3y"2);

KE = simplify(KE);

% Energie potentielle:

PE = M1*g*ply + M2*g*p2y + M3*g*p3y;,

PE = simplify(PE);

%%%6%%6%% %% %% %% %% %% %% % %% %% %% %% %% % %% %% % %% % %% % %% %% %% % %% %o

pKEpqld = diff(KE,q1d);

ddtpKEpgld = diff(pKEpgld,ql)*qld+ ...
diff(pKEpgld,qld)*qldd+ ...
diff(pKEpqgld,g2)*g2d + ...
diff(pKEpgld,g2d)*g2dd + ...
diff(pKEpgld,q3)*q3d + ...
diff(pKEpgld,q3d)*q3dd

pKEpql = diff(KE,q1)

pPEpqgl = diff(PE,ql)

pKEpq2d = diff(KE,q2d);

ddtpKEpg2d = diff(pKEpg2d,q1)*qld+ ...
diff(pKEpg2d,qld)*qldd+ ...
diff(pKEpg2d,02)*g2d + ...
diff(pKEpg2d,g2d)*g2dd + ...
diff(pKEpg2d,03)*q3d + ...
diff(pKEpg2d,q3d)*q3dd

pKEpQq2 = diff(KE,q2)

pPEpQ2 = diff(PE,q2)

pKEpq3d = diff(KE,q3d);

ddtpKEpg3d = diff(pKEpg3d,ql)*qld+ ...
diff(pKEpg3d,q1d)*qldd+ ...
diff(pKEpQg3d,g2)*g2d + ...
diff(pKEpg3d,q2d)*g2dd + ...
diff(pKEpg3d,q3)*q3d + ...
diff(pKEpQg3d,q3d)*g3dd

pKEpgq3 = diff(KE,q3)

pPEpQg3 = diff(PE,q3)

%%%6%%6%% %% % %%% %% %% %% % %% %% %% % %% %% %% %% % %% %% %% % %% %% %% %%

% Le couple des Trois bras:

U1 = simplify( ddtpKEpqgld - pKEpgl + pPEpgl)

U2 = simplify( ddtpKEpg2d - pKEpg2 + pPEpg2)

U3 = simplify( ddtpKEpg3d - pKEpg3 + pPEpg3)




ddtpKEpqld =

g2dd*((M2*(2*L2*cos(ql + q2)*(L2*cos(ql + g2) + L1*cos(gl)) + 2*L2*sin(ql +
g2)*(L2*sin(ql + g2) + L1*sin(q1))))/2 + (M3*(2*(L2*sin(ql + g2) + L3*sin(ql + g2 +
g3))*(L2*sin(ql + g2) + L1*sin(gl) + L3*sin(ql + g2 + g3)) + 2*(L2*cos(gl + q2) + L3*cos(ql
+ 02 + q3))*(L2*cos(ql + g2) + L1*cos(ql) + L3*cos(gl + g2 + g3))))/2) +
gqldd*((M2*(2*(L2*cos(gl + q2) + L1*cos(ql))"2 + 2*(L2*sin(ql + g2) + L1*sin(ql))"2))/2 +
(M1*(2*L172*cos(q1)"2 + 2*L172*sin(gq1)"2))/2 + (M3*(2*(L2*cos(gl + g2) + L1*cos(ql) +
L3*cos(ql + g2 + g3))"2 + 2*(L2*sin(ql + g2) + L1*sin(gl) + L3*sin(ql + g2 + q3))"2))/2) -
g2d*((M2*(2*L2*sin(gl + g2)*(L2*cos(ql + q2)*(gld + g2d) + L1*qld*cos(gl)) -
2*L.2*cos(ql + q2)*(L1*gld*sin(gl) + L2*sin(ql + g2)*(qld + g2d)) + 2*L2*sin(ql +
g2)*(L2*cos(ql + g2) + L1*cos(ql))*(qld + g2d) - 2*L2*cos(ql + q2)*(gld + g2d)*(L2*sin(gl
+(2) + L1*sin(ql))))/2 + (M3*(2*(L2*sin(gl + g2) + L3*sin(ql + g2 + g3))*(L3*cos(gql + 2 +
g3)*(qld + g2d + g3d) + L2*cos(ql + gq2)*(qld + g2d) + L1*gld*cos(ql)) - 2*(L2*cos(ql + g2)
+ L3*cos(gl + g2 + g3))*(L1*qld*sin(gl) + L3*sin(ql + g2 + g3)*(gqld + g2d + g3d) +
L2*sin(gl + g2)*(qld + g2d)) + 2*(L3*sin(ql + g2 + g3)*(qld + g2d + g3d) + L2*sin(gl +
g2)*(qld + g2d))*(L2*cos(ql + g2) + L1*cos(ql) + L3*cos(gl + g2 + g3)) - 2*(L3*cos(ql + g2
+03)*(gld + g2d + g3d) + L2*cos(ql + g2)*(gld + g2d))*(L2*sin(ql + g2) + L1*sin(ql) +
L3*sin(gql + g2 + g3))))/2) + (M3*q3dd*(2*L3*cos(ql + g2 + g3)*(L2*cos(ql + q2) +
L1*cos(ql) + L3*cos(ql + g2 + g3)) + 2*L3*sin(ql + g2 + g3)*(L2*sin(ql + g2) + L1*sin(gl) +
L3*sin(gql + g2 + g3))))/2 - (M3*q3d*(2*L3*sin(gql + g2 + q3)*(L3*cos(ql + g2 + g3)*(qld +
g2d + g3d) + L2*cos(ql + g2)*(gld + g2d) + L1*qld*cos(ql)) - 2*L3*cos(gl + g2 +
g3)*(L1*qld*sin(gl) + L3*sin(ql + g2 + g3)*(qld + g2d + g3d) + L2*sin(ql + g2)*(qld + g2d))
+ 2*L3*sin(gql + g2 + g3)*(qld + g2d + gq3d)*(L2*cos(ql + g2) + L1*cos(ql) + L3*cos(ql + g2
+03)) - 2*L3*cos(ql + g2 + g3)*(L2*sin(ql + g2) + L1*sin(gl) + L3*sin(ql + g2 + g3))*(qld +
g2d + g3d)))/2

pKEpgl =



pPEpPQl =

M3*g*(L2*cos(gl + g2) + L1*cos(gl) + L3*cos(ql + g2 + g3)) + M2*g*(L2*cos(ql + g2) +
L1*cos(gl)) + L1*M1*g*cos(ql)

ddtpKEpqg2d =

qldd*((M2*(2*L2*cos(ql + q2)*(L2*cos(ql + g2) + L1*cos(gl)) + 2*L2*sin(ql +
g2)*(L2*sin(ql + g2) + L1*sin(ql))))/2 + (M3*(2*(L2*sin(ql + g2) + L3*sin(ql + g2 +
g3))*(L2*sin(ql + g2) + L1*sin(gl) + L3*sin(ql + g2 + g3)) + 2*(L2*cos(gl + g2) + L3*cos(ql
+ 02 + g3))*(L2*cos(ql + g2) + L1*cos(ql) + L3*cos(gl + g2 + g3))))/2) -
q2d*((M3*(2*(L2*sin(gl + q2) + L3*sin(gql + g2 + g3))*(L3*cos(ql + g2 + g3)*(gld + g2d +
g3d) + L2*cos(gl + g2)*(q1d + g2d) + L1*qld*cos(gl)) - 2*(L3*cos(gl + g2 + g3)*(qld + g2d
+q3d) + L2*cos(ql + g2)*(qld + g2d))*(L2*sin(gl + g2) + L3*sin(ql + g2 + g3)) +
2*(L2*cos(ql + g2) + L3*cos(ql + g2 + g3))*(L3*sin(ql + g2 + g3)*(gld + g2d + g3d) +
L2*sin(gl + g2)*(gqld + g2d)) - 2*(L2*cos(ql + g2) + L3*cos(ql + g2 + g3))*(L1*qld*sin(gl) +
L3*sin(gl + g2 + g3)*(qld + g2d + g3d) + L2*sin(ql + g2)*(qld + g2d))))/2 +
(M2*(2*L2*sin(ql + g2)*(L2*cos(gl + g2)*(gld + g2d) + L1*gld*cos(ql)) - 2*L2*cos(ql +
g2)*(L1*qld*sin(gl) + L2*sin(ql + g2)*(qld + g2d))))/2) + g2dd*((M2*(2*L2"2*cos(ql +
q2)"2 + 2*L272*sin(ql + g2)"2))/2 + (M3*(2*(L2*cos(gl + g2) + L3*cos(ql + g2 + g3))"2 +
2*(L2*sin(ql + g2) + L3*sin(ql + g2 + g3))"2))/2) + (M3*q3dd*(2*L3*cos(ql + g2 +
g3)*(L2*cos(ql + g2) + L3*cos(ql + g2 + g3)) + 2*L3*sin(ql + g2 + g3)*(L2*sin(ql + g2) +
L3*sin(gql + g2 + g3))))/2 - (M3*q3d*(2*L3*sin(gl + g2 + q3)*(L3*cos(ql + g2 + g3)*(qld +
g2d + g3d) + L2*cos(ql + g2)*(gld + g2d) + L1*qld*cos(gl)) - 2*L3*cos(gl + g2 +
g3)*(L1*qld*sin(gl) + L3*sin(ql + g2 + g3)*(qld + g2d + g3d) + L2*sin(ql + g2)*(qld + g2d))
- 2*L.3*cos(ql + g2 + g3)*(L2*sin(ql + g2) + L3*sin(ql + g2 + g3))*(qld + g2d + g3d) +
2*L.3*sin(gl + g2 + g3)*(L2*cos(ql + g2) + L3*cos(ql + g2 + g3))*(qld + g2d + g3d)))/2



PKEpg2 =

- (M2*(2*L2*sin(ql + g2)*(qld + g2d)*(L2*cos(ql + g2)*(qld + g2d) + L1*gld*cos(ql)) -
2*L.2*cos(ql + q2)*(L1*gld*sin(gl) + L2*sin(ql + g2)*(qld + g2d))*(qld + g2d)))/2 -
(M3*(2*(L3*sin(gl + g2 + g3)*(qld + g2d + g3d) + L2*sin(ql + g2)*(qld + g2d))*(L3*cos(ql
+ 02 + g3)*(qld + g2d + g3d) + L2*cos(ql + g2)*(qld + g2d) + L1*gld*cos(ql)) -
2*(L3*cos(ql + g2 + g3)*(gld + g2d + g3d) + L2*cos(gl + g2)*(gld + g2d))*(L1*gld*sin(gl)
+ L3*sin(gl + g2 + g3)*(qld + g2d + g3d) + L2*sin(ql + g2)*(qld + g2d))))/2

pPEpQg2 =

M3*g*(L2*cos(gl + g2) + L3*cos(gl + g2 + q3)) + L2*M2*g*cos(ql + q2)

ddtpKEpq3d =

(M3*g2dd*(2*L3*cos(ql + g2 + g3)*(L2*cos(ql + g2) + L3*cos(ql + g2 + g3)) + 2*L3*sin(ql
+ 02 + g3)*(L2*sin(gl + g2) + L3*sin(ql + g2 + g3))))/2 + (M3*qldd*(2*L3*cos(ql + g2 +
g3)*(L2*cos(ql + g2) + L1*cos(ql) + L3*cos(ql + g2 + g3)) + 2*L3*sin(ql + 2 +
g3)*(L2*sin(ql + q2) + L1*sin(gl) + L3*sin(ql + g2 + g3))))/2 - (M3*g2d*(2*L3*sin(gl + g2 +
g3)*(L3*cos(gl + g2 + g3)*(qld + g2d + g3d) + L2*cos(ql + gq2)*(qld + g2d) +
L1*gld*cos(ql)) - 2*L3*sin(gl + g2 + g3)*(L3*cos(gl + g2 + gq3)*(qld + g2d + g3d) +
L2*cos(ql + g2)*(qld + g2d)) + 2*L3*cos(ql + g2 + g3)*(L3*sin(gl + g2 + g3)*(qld + g2d +
q3d) + L2*sin(ql + g2)*(qld + g2d)) - 2*L3*cos(ql + g2 + g3)*(L1*qld*sin(gl) + L3*sin(ql +
g2 + g3)*(qld + g2d + g3d) + L2*sin(gl + g2)*(gld + g2d))))/2 + (M3*q3dd*(2*L3"2*cos(ql +
g2 + g3)"2 + 2*L.3"2*sin(gl + g2 + g3)"'2))/2 - (M3*q3d*(2*L3*sin(gl + 2 + g3)*(L3*cos(ql
+ 02 + g3)*(qld + g2d + g3d) + L2*cos(gl + g2)*(qld + g2d) + L1*qld*cos(ql)) - 2*L3*cos(ql
+ 02 + g3)*(L1*gld*sin(ql) + L3*sin(gql + g2 + g3)*(qld + g2d + g3d) + L2*sin(ql + g2)*(g1d
+02d))))/2



PKEpQ3 =

-(M3*(2*L3*sin(ql + g2 + g3)*(L3*cos(ql + g2 + g3)*(qld + g2d + gq3d) + L2*cos(ql +
g2)*(qld + g2d) + L1*qld*cos(ql))*(qld + g2d + g3d) - 2*L3*cos(ql + g2 +
g3)*(L1*gld*sin(ql) + L3*sin(gl + g2 + g3)*(qld + g2d + g3d) + L2*sin(ql + g2)*(qld +
g2d))*(g1d + g2d + g3d)))/2

pPEpQg3 =

L3*M3*g*cos(ql + g2 + g3)

Ul=

L172*M1*qldd + L1"2*M2*gldd + L172*M3*qldd + L2"2*M2*qldd + L2/2*M2*q2dd +
L272*M3*qldd + L2"2*M3*g2dd + L3"2*M3*qldd + L3"2*M3*qg2dd + L3"2*M3*q3dd +
L2*M2*g*cos(ql + g2) + L2*M3*g*cos(ql + g2) + L1*M1*g*cos(ql) + L1*M2*g*cos(ql) +
L1*M3*g*cos(gql) + L3*M3*g*cos(ql + g2 + g3) + 2*L1*L3*M3*qldd*cos(g2 + g3) +
L1*L3*M3*q2dd*cos(q2 + g3) + L1*L3*M3*q3dd*cos(g2 + g3) + 2*L1*L2*M2*gldd*cos(g2)
+ L1*L2*M2*q2dd*cos(g2) + 2*L1*L2*M3*qldd*cos(g2) + L1*L2*M3*g2dd*cos(q2) +
2*L.2*L.3*M3*gldd*cos(g3) + 2*L2*L3*M3*q2dd*cos(g3) + L2*L3*M3*g3dd*cos(g3) -
L1*L3*M3*g2d"2*sin(g2 + g3) - L1*L3*M3*q3d"2*sin(g2 + q3) - L1*L2*M2*q2d"2*sin(g2) -
L1*L2*M3*q2d"2*sin(q2) - L2*L3*M3*q3d"2*sin(g3) - 2*L1*L2*M2*qld*g2d*sin(q2) -
2*L1*L.2*M3*qld*g2d*sin(q2) - 2*L2*L3*M3*qld*q3d*sin(g3) -
2*L2*L3*M3*g2d*q3d*sin(q3) - 2*L1*L3*M3*qld*q2d*sin(q2 + g3) -
2*L1*L.3*M3*qld*g3d*sin(g2 + g3) - 2*L1*L3*M3*g2d*q3d*sin(q2 + g3)



U2 =

L2/2*M2*qldd + L2/2*M2*q2dd + L2°2*M3*qldd + L2°2*M3*q2dd + L3"2*M3*qldd +
L3"2*M3*g2dd + L372*M3*q3dd + L2*M2*g*cos(gl + g2) + L2*M3*g*cos(ql + q2) +
L3*M3*g*cos(ql + g2 + g3) + L1*L3*M3*gldd*cos(q2 + g3) + L1*L2*M2*qldd*cos(g2) +
L1*L2*M3*qldd*cos(q2) + 2*L2*L3*M3*gldd*cos(q3) + 2*L2*L3*M3*g2dd*cos(g3) +
L2*L3*M3*g3dd*cos(g3) + L1*L3*M3*qld"2*sin(g2 + g3) + L1*L2*M2*qld"2*sin(g2) +
L1*L2*M3*q1ld"2*sin(q2) - L2*L3*M3*q3d 2*sin(q3) - 2*L2*L3*M3*qld*q3d*sin(q3) -
2*L.2*L.3*M3*g2d*g3d*sin(q3)

U3 =

L3*M3*(L3*gldd + L3*qg2dd + L3*g3dd + g*cos(ql + g2 + g3) + L1*gld"2*sin(g2 + g3) +
L2*g1d"2*sin(g3) + L2*q2d"2*sin(q3) + L1*gldd*cos(g2 + q3) + L2*qldd*cos(q3) +
L2*g2dd*cos(g3) + 2*L2*qld*qg2d*sin(q3))



Conclusion générale :

Dans ce mémoire le travail accomplit c’est de traiter le probléme de planification des
trajectoires dans des taches imposées pour les bras manipulateurs, il contour en particulier une
épreuve d’améliorer des travaux réalisés auparavant dans le domaine de la robotique, notre
objectif est d’utiliser les avantages de ces travaux accomplis et les introduire dans notre
travail. Ce travail est aussi ; une recherche de nouvelle technique de résolution des problemes
de planification des trajectoires des bras manipulateurs qui donne I’efficacité et la facilité de
fonctionnement dans un temps d’exécution similaire au résultats obtenus par les autres

travaux trouvés dans la littérature.

Le probléme de planification des trajectoires durant la realisation d’une tache se
présente sous forme de probléme d’optimisation sous contraintes dans le quel la fonction
objective qu’on doit minimiser est fonction d’une quantité physique,tout on respectant
certaines limitations et exigences de nature technologiques propre au manipulateur,a la tache
et a I’environnement la résolution de ce probléme engendre la détermination de trajectoires
optimale que ce robot doit suivre et les commandes optimisées qui permettent d’avoir un
mouvement le long de cette trajectoire. C’est pourquoi, on a organisé ce mémoire sous quatre
chapitres, on a consacré le premier chapitre aux définitions, notions et généralités utilisées
souvent dans la robotique spécialement pour les robots manipulateurs. Pour le deuxiéme
chapitre nous avons présenté les différentes modélisations du robot manipulateur
géométrique, cinématique et dynamique, en citant les différents formalismes et méthodes.
Tandis que dans le troisieme chapitre on s’est intéressé a la planification des trajectoires on a
cité quelques méthodes de modélisation des trajectoires.

Pour le dernier chapitre on a donné une importance au robot manipulateur 2R et nous
avons calculéles équations dumodeéles géométrique, cinématique et dynamique ensuite on a
utilisé I’interpolation pas les fonctions splines cubiques qui a été détaillée dans le chapitre
précédant et on a aussi utilisé les algorithmes génétiques qui servent a sélectionner la
meilleure solution parmi plusieurs solutions trouvées. Cette approche a été validée avec deux
exemple, pour le premier on a imposé une trajectoire qui se constitue de trois points, point
initial, intermédiaire et final pour un bras manipulateur 2R et on a voulu minimisé une

fonction objective qui est en fonction de temps et le couple moteur des bras, on a extrait des



courbes de différents parametres position, vitesses, accélération, jerk, et couple et le temps
d’exécution de la tache en fonction du nombre de génération. Dans le deuxieme exemple on a
donné les différentes positions que doit le robot exécutées et on a fixé une fonction objective a
minimiser qui dépend que du temps et on a abouti & I’aide des programmes cités
précédemment aux courbes des mémes parameétres du premier exemple, les résultats obtenus
ont montrés que I’approche utilisée peut trouver des solutions optimale et elle possédé une
bonne capacité de reproduire les mémes résultats et elle peut converger dans des temps de
calcul acceptables.

Comme perspectives nous envisageons :Utiliser d’autres fonctions appropriées pour
modéliser les trajectoires (B-Splines, fonction Bézier, ...), prises en comptes des obstacles
dans I’espace de travail du robot manipulateur et appliquer cette approche sur des robots
manipulateurs avec un nombre de degré de liberté important (PUMA560, STANDFORD)
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Chapitre 1: Introduction sur les robots manipulateurs

1.1. Introduction:

La robotique peut étre définie comme I'ensemble des techniques et études tendant a
concevoir des systemes mécaniques, informatiques ou mixtes, capables de se substituer a
I'hnomme dans ses fonctions matrices, sensorielles et intellectuelles.

Le robot a initialement été créé pour décharger I’hnomme des taches fastidieuses, par
exemple, les taches de manutention qui sont souvent fatigantes, répétitives ou méme
infaisables manuellement. L’idée d’une machine se substituant a I’homme pour de telles
taches était donc séduisante. De ce besoin sont nés des manipulateurs relativement simples et
souvent dédiés a une tache bien définie.

1.2. Définition des robots :

Le Petit Larousse définit un robot comme étant un appareil automatique capable de
manipuler des objets, ou d'exécuter des opérations selon un programme fixe ou modifiable.

En fait, I'image que chacun s'en fait est généralement vague, souvent un robot est défini
comme un manipulateur automatique a cycles programmables.

Pour "mériter" le nom de robot, un systeme doit posséder une certaine flexibilité, caractérisée
par les propriétés suivantes : [1]

- La versatilité: Un robot doit avoir la capacité de pouvoir exécuter une variété de taches, ou
la méme tache de différente maniere ;

- L'auto-adaptabilité : Un robot doit pouvoir s'adapter a un environnement changeant au cours
de I'exécution de ses taches.

L'Association Francaise de Normalisation (A.F.N.O.R.) définit un robot comme étant un
systeme mécanique de type manipulateur commandé en position, reprogrammable, polyvalent
(i.e., a usages multiples), a plusieurs degrés de liberté, capable de manipuler des matériaux,
des piéces, des outils et des dispositifs spécialisés, au cours de mouvements variables et
programmeés pour I'exécution d'une variété de taches.

Il a souvent l'apparence d'un, ou plusieurs, bras se terminant par un poignet. Son unité
de commande utilise, notamment, un dispositif de mémoire et éventuellement de perception et
d'adaptation a l'environnement et aux circonstances.

Ces machines polyvalentes sont généralement étudiées pour effectuer la méme fonction
de facon cyclique et peuvent étre adaptées a d'autres fonctions sans modification permanente

du matériel.



1.3. Les Systéemes Mécanigues Robotisés:[1]

Les systemes robotiques intéressent de trés nombreux domaines civils et militaires. Les
grands champs d'application de la robotique sont :

1. La production manufacturiére (usinage, assemblage, soudure, polissage,
formage, etc.)

2. Les interventions en milieux hostiles (sous-marin, nucléaire, exploration,
planétaire, etc.)

3. Les systemes de transport des biens et des personnes (véhicules intelligents,
robots mobiles, etc.)

4. L'aide et l'assistance aux personnes (robots personnels, aides techniques, etc.)

5. Les nombreux domaines de la santé (chirurgie, rééducation, etc.).

6. Le ludique (robots jouets)

Ils prennent des formes tres diverses du point de vue de leur structure mécanique et
de leur commande. Plusieurs types de robots "“génériques™ sont illustrés sur les

figures qui suivent.

Figure 1 1: Robot humanoide - Robot série de type SCARA - Robot série anthropomorphe.



Figure 1 3: Main articulée - Robot chien - Robot hexapode.

1.4. Constituants d’un robot :

La structure mécanique du robot manipulateur peut étre divisée en deux parties distinctes

comme le montre la Figure (1.4)

o Organe terminal : I’organe terminal est un dispositif fixé a I’extrémité mobile
de la structure mécanique (bras). Il est destiné a manipuler des objets (dispositif de
serrage, dispositifs magnétiques,...), ou a les transformer (outil, torche de soudage,

pistolet de peinture etc.).



. Elément porteur : il est composé d’un ensemble de corps souples ou rigides lies
par des articulations, servant a déplacer I’organe terminal d’une configuration a une

autre.

Actionneur (moteur)

Corps (segment)

Base (socle)

Figure 1 4: les constituants d’un robot.

On distingue classiquement 4 parties principales dans un robot manipulateur :

informations proprioceptives

systéme mécanique
articulée (S.M.A))

actionneurs ' capteurs
+ un organe terminal
(voire plusieurs)|
P — environnement
systeme de commande

et de traitement
‘_ informations
extéroceptives

de l'information

Figure 1 5: Architecture générale d'un systeme robotique



Les éléments technologiques sur la base desquels les systemes robotiques sont élaborés

peuvent étre classés plusieurs grandes catégories :

Mécanismes: Corps rigides articulés par des liaisons mécaniques selon différentes
topologies.

Actionneurs: Convertisseur d'énergie primaire en énergie mécanique (actionneurs
électriques, pneumatiques, hydrauliques, piézo-électriques, AFM, électrostatiques).
Capteurs: Capteurs d'état (position, vitesse, accélération), capteurs extéroceptifs (force,
vision, télémétrie, tactile, sonores, . . .).

Contréleurs: Régulateurs d'énergies primaire, calculateurs temps-réel + OS, interfaces
capteurs (traitement du signal et numérisation), bus de communication (VME, CAN,
Internet).

IHM: Langage symbolique, langage structure, COA robotique, contrble d'exécution et

d'aide & la décision, interfaces de telle opération.

Sous le terme organe terminal, on regroupe tout dispositif destiné a manipuler des objets
(dispositifs de serrage, dispositifs magnétiques, a dépression, ...), ou a les transformer (outils,
torche de soudage, pistolet de peinture, ...). En d'autres termes, il s'agit d'une interface
permettant au robot d'interagir avec son environnement. Un organe terminal peut étre
multifonctionnel, au sens ou il peut étre équipé de plusieurs dispositifs ayant des

fonctionnalités différentes.

Il peut aussi étre monofonctionnel, mais interchangeable. Un robot, enfin, peut-étre multi-
bras, chacun des bras portant un organe terminal différent. On utilisera indifféremment le
terme organe terminal, préhenseur, outil ou effecteur pour nommer le dispositif d'interaction

fixé a lI'extrémité mobile de la structure mécanique. [2]

e Le systeme mécanique articulé (S.M.A.) est un mécanisme ayant une structure plus
ou moins proche de celle du bras humain. 1l permet de remplacer, ou de prolonger, son action
(le terme "manipulateur” exclut implicitement les robots mobiles autonomes). Son role est
d'amener I'organe terminal dans une situation (position et orientation) donnée, selon des
caractéristiques de vitesse et d'accélération données. Son architecture est une chaine

cinématique de corps, généralement rigides (ou supposés comme tels), assemblés par des
5



liaisons appelées articulations. Sa motorisation est réalisée par des actionneurs électriques,
pneumatiques ou hydrauliques qui transmettent leurs mouvements aux articulations par des
systemes appropriés. [3]

e Précisons la notion d'articulation : Une articulation lie deux corps successifs en
limitant le nombre de degré de liberté (notion précisée au §2.2) de I'un par rapport a l'autre.
Soit m le nombre de degré de liberté résultant, encore appelé mobilité de I'articulation. La
mobilité d’une articulation est telle que : 0<m<6

Lorsque m =1 ; ce qui est fréqguemment le cas en robotique, l'articulation est dite simple
soit rotoide, soit prismatique.

e Articulation rotoide: Il s'agit d'une articulation de type pivot, notée R, réduisant le
mouvement entre deux corps a une rotation autour d'un axe qui leur est commun. La situation

relative entre les deux corps est donnée par l'angle autour de cet axe (voir la figure suivante).

Figure 1 6: Symbole de I'articulation rotoide.

> Articulation prismatique: Il s'agit d'une articulation de type glissiere, notée P,
réduisant le mouvement entre deux corps a une translation le long d'un axe commun. La
situation relative entre les deux corps est mesurée par la distance le long de cet axe (voir la

figure suivante).



= .

Figure 1 7: Symbole de I'articulation prismatique.

Remarque : Une articulation complexe, i.e., avec une mobilité supérieure a 1, peut
toujours se ramener a une combinaison d'articulations prismatique ou rotoide. Par exemple,
une rotule est obtenue avec trois articulations rotoides dont les axes sont concourants.

Un robot se compose de :

> Le mécanisme: structure plus au moins proche de celle du bras humain, on dit aussi
manipulateur quand il ne s’agit pas d’un robot mobile. Sa motorisation est réalisée par de
actionneurs électriques, pneumatiques ou hydrauliques qui transmettent leur mouvement aux
articulations par des systemes appropriés.

> La perception : Permet de gérer les relations entre le robot et son environnement. Les
organes de perception sont des capteurs dits « proprioceptifs » lorsqu’ils mesurent I’état
interne du robot (position et vitesses des articulations) ou « extéroceptifs »lorsqu’ils
recueillent des informations sur I’environnement (détection de présence, mesure de distance,
vision artificielle).

» La commande: qui synthétise les consignes des asservissements pilotant les
actionneurs. A partir de la fonction de perception et des ordres de I'utilisateur, elle permet
d’engendrer les actions du robot. [4]

S’ajoutent a cela :

I’interface homme-machine: a travers laquelle I’utilisateur programme les taches que le
robot doit exécuter.

le poste de travail et les dispositifs per robotique: qui constituent I’environnement dans
lequel évolue le robot.



1.5._Chaines cinématiques:[2]

On appelle mécanisme un ensemble de solides reliés 2 a 2 par des liaisons. On distingue 2

types de mécanismes:

e Les meécanismes en chaine simple ouverte(ou en série). Lorsque l'on parcourt le
meécanisme, on ne repasse jamais 2 fois sur la méme liaison, ou sur le méme solide. Ce
type de systeme est le plus répandu.

e Les mécanismes en chaine complexe, i.e., tout ce qui n'est pas en série (au moins un solide
avec plus de 2 liaisons). De tels systéemes se subdivisent en 2 groupes : les chaines
structurées en arbre, et les chaines fermées (dont I'avantage est d'étre a priori plus rigide,

plus précis, capable de manipuler de lourdes charges).

OFT
- e N, .__] e e / -'-j: i
[/ ¢ IR DAY RN R X
A, / el {
(] v [ I ,;L‘
e Yol )
1 r h.4 \ b
1 ! ll' 1 i ll' o i ! :-l' i
chaine simple ouverte chaine structurée en arbre chaine fermee

Figure 1 8:les différents types de chaines.

1.6. Morphologie des robots manipulateurs :

Ce paragraphe est relatif aux chaines ouvertes simples. Afin de dénombrer les
différentes architectures possibles, on ne considére que 2 parametres : le type d'articulation
(rotoide (R) ou prismatique (P)) et I'angle que font deux axes articulaires successifs (0° ou 90°
; sauf cas tres particulier, les axes consécutifs d'un robot sont soit paralleles, soit

perpendiculaires).

On convient d'appeler les 3 premiers ddl. Le porteur du robot. Les ddl résiduels forment le
poignet, caractérisé par des dimensions beaucoup plus petites et une plus faible masse. Sont

schématisées dans la figure qui suit les 12 morphologies possibles de porteur (ces
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morphologies sont non redondantes) on élimine a priori les structures limitant les
mouvements du porteur a des déplacements linéaires ou planaires : 3 liaisons prismatiques

d'axes paralléles, par exemple, ou 3 liaisons rotoides d'axes paralleles)). [5]

Dans la pratique, on trouve les 5 structures suivantes :

. Les porteurs anthropomorphes (RRR), et plus précisément la premiére structure de
cette classe , comme par exemple les robots FANUC (LR, ARC), STAUBLI RX,
ACMA(V80 et SR400), UNIMATION (PUMA), SCEMI (6P-01), AID (V5),
CINCINNATI (T3-7XX),AKR 3000, ASEA (IRB6 et 60), KUKA (IR600), AXEA (V08);
. Les porteurs sphériques (RRP) comme par exemple les robots STANFORD,
UNIMATION (1000,2000, 4000), PSA (BARNABE) ;

. Les porteurs toriques (RPR) et plus précisément la premiere structure de cette
classe, comme par exemple les robots ACMA (H80), les robots de type SCARA (IBM,
AXERA, ADEPT, ...);

. Les porteurs cylindriques (RPP) comme par exemple les robots ACMA (TH8S),
MANTEC (A, I et M), CINCINNATI (T3-363) ;

. Les porteurs cartésiens (PPP) comme par exemple les robots ACMA (P80), IBM
(7565), SORMEL (CADRATIC), OLIVETTI (SIGMA).

RRR RRP

RPFP PRER PPR PP
M i i [T

Figure 1 9:Architecture des porteurs. [6]
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Figure 1 10: Différentes combinaisons Modélisation des Robots d’architectures du porteur.

e Le poignet : il est destiné a I’orientation de la pince ou de I’outil porté par le robot

Les deux structures les plus courantes sont présentées dans la figure suivante.
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Figure 1 11: Architecture des poignets. [7]

Dans la pratique, la structure la plus classique d’un robot est celle comportant un bras a trois
degrés de liberté avec un poignet sphérique comme montre dans la figure (1.12)
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ks

portear poignet

Figure 1 12: Structure générale d’un robot manipulateur. [7]

1.7 Robots sériels:[2]

Dans les années70, pratiquement tous les robots étaient des bras manipulateurs dont les
actionneurs sont placés en série (caractére anthropomorphique). Ce type de robot, parfois
appelé sériel, est défini de la fagon suivante : la structure articulée est chaine ouverte formée
d’une succession de segments reliés entre eux par des liaisons a un degré de liberté ; chaque
articulation est commandée par un actionneur situé a I’articulation ou sur I’un des segments

précedents.

Ces robots ont pour avantage de disposer d’un grand volume de travail et étre relativement
simple sur le plan des calculs liés & leur commande. Par contre ces robots présentent des

inconvénients qui peuvent se résumer en ce qui suit :
e Une inertie élevée due aux masses réparties sur toute la chaine cinématique (actionneurs
et organes de transmission) peut engendrer des erreurs de positionnement, des

oscillations et surtout limite la rapidite.
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e Un manque de rigidité d a la mise en série d’éléments souples. Le fait que les éléments
soient disposés en série implique que chaque segment doit supporter la charge, mais

aussi la masse des segments suivants.

e Une fatigue et une usure des liaisons de puissance assurant I’alimentation des

actionneurs peut engendrer des pannes plus fréquentes.

e Une fatigue et une usure des liaisons assurant la circulation des informations entre les
capteurs et la commande a des conséquences importantes sur la sécurité car une erreur

de transmission peut engendrer des mouvements désastreux du robot.

Figure 1 13: Robot sériel.

1.7.1Comparaison des architectures sérielles et paralléles :

I est communément admis que les robots paralleles ont une bien meilleure dynamique
que les robots sériels, bien que ces derniers aient un volume de travail plus important. Le

tableau (1.1) résume les principales différences entre ces deux architectures.
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Manipulateur sériel

Robot parallele

Succession de segments en série de la base
vers I’effecteur

Chaine cinématique ouverte

Important espace de travail

Faible précision

Faible charge transportable

Faible rigidité

Tout segment est au contact de la base et de
I’effecteur

Chaine cinématique fermée

Espace de travail restreint

Grande précision

Lourde charge transportable

Tres rigide

Tableau 1 1: une comparaison entre les deux architectures. [8]

1.8Définitions et terminologies :

1.8.1Redondance :

Un robot est redondant lorsque le nombre de degrés de liberté de I’organe terminal est
inférieur au nombre d’articulations motorisées. Les degrés de liberté supplémentaires
autorisent le contournement des obstacles, cette propriété permet d’augmenter le volume du

domaine opérationnel accessible.

1.8.2Sinqularités :

Les manipulateurs de type sériel ou parallele peuvent rencontrer des configurations dites
singulieres. Au voisinage de ces configurations, une augmentation des efforts dans les
articulations du manipulateur ou une perte de rigidité peut avoir lieu alors que ses
articulations motorisées sont bloguées. Son organe effecteur peut encore gagner ou perdre un
ou plusieurs degré(s) de liberté. Une condition nécessaire a la robustesse d’un manipulateur
est évidement d’éviter les configurations singuliéres. Les singularités d’un manipulateur
correspondent aux configurations annulant le déterminant de sa matrice jacobienne
cinématique [9] [10] [11].

Les mouvements d’un manipulateur sont observés dans I’espace cartésien. Ces

mouvements sont donnés au manipulateur par les actionneurs, que I’on décrit dans I’espace
articulaire. Donc, quand les actionneurs ont des vitesses?. On doit pouvoir connaitre les

vitesses X que cela impose a I’effecteur dans toutes les directions. La correspondance entre
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ces deux mesures doit donc étre établie, en vue d’imposer aux actionneurs les vitesses
articulaires requises pour amener I’effecteur a se déplacer de la facon prescrite dans I’espace
cartésien. [12]

Cette relation prend la forme suivante, ou A et B sont les matrices jacobiennes du

manipulateur :
AX =B6 [1.1]

Les singularités des manipulateurs paralléles se présentent sous trois formes distinctes. Les
types rencontrés sont décrits par Gosselin et Angeles (1990). Essentiellement, les singularités

sont classées de la maniére suivante :

. Type | : La matrice B est singuliere. Ce type de singularité correspond
généralement aux limites de I’espace atteignable. Dans cette situation, les vitesses
cartésiennes peuvent étre nulles pour des vitesses articulaires non nulles.

. Type Il : La matrice A est singuliere. Dans ce cas, des vitesses cartésiennes non
nulles peuvent étre observées méme si les actionneurs présentent des vitesses
articulaires nulles.

. Type 11 : Ce type de singularité peut se produire uniquement dans des cas

particuliers, quand le manipulateur possede une architecture particuliere.

Le type de la singularité qui sera étudié est celui attribué a la matrice jacobéenne A, le type II.
En effet, celui-ci est le plus difficile a étudier et le plus susceptible de causer des problémes

mécaniques au manipulateur, en raison de I’augmentation des forces internes.

1.8.3 Parcourabilité :

L’espace de travail permet d’analyser les performances globales d’accessibilité d’un
robot manipulateur. Or, une simple analyse d’accessibilité peut s’avérer insuffisante, méme
lorsque toutes les contraintes (butées, collisions) semblent avoir été prises en compte. Une
condition nécessaire a la robustesse d’un manipulateur est bien évidemment que ses
trajectoires soient parcourables. Si I’effecteur peut se déplacer entre deux points de I’espace
de travail, cela signifie qu’il existe une trajectoire de liaison. Un changement de posture en
cours de mouvement est nécessaire, ce qui oblige I’organe terminal a passer par une

configuration « bras tendu » et donc par un point de la frontiére de I’espace de travail : la
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trajectoire doit étre quittée et n’est donc pas parcourable. Il existe deux niveaux de
parcourabilité, selon que la trajectoire entre les points soit spécifiée ou non. Pour chaque
niveau de parcourabilité, il est utile de déterminer les régions de I’espace de travail qui sont

réellement parcourables.

1.8.4 Dextérité :

Contrairement aux outils destinés a des analyses d’accessibilité et de parcourabilité, il
existe des outils permettant d’évaluer des performances en un point particulier de I’espace de
travail ou pour une configuration articulaire donné. Ces analyses locales peuvent étre
complémentaires des précédentes. La dextérité, par exemple, peut étre définie intuitivement
comme mesurant I’aptitude de I’organe terminal su robot a effectuer «facilement» des petits
déplacements arbitraires autour d’un point de I’espace de travail. La dextérité est étroitement
liée au rapport entre les vitesses opérationnelles et les vitesses articulaires. Elle est
généralement évaluée a I’aide de la notion de manipulabilité ou de I’indice d’isotropie [13].

1.8.5Généricité :

Dans le cadre de la conception robuste de mécanismes, il est nécessaire de savoir si le
mécanisme étudié est générique ou non puisque de faibles perturbations de ses parametres
peuvent changer ses propriétés globales lorsqu’il est non générique. La généricité d’un
manipulateur implique que I’ensemble de ses configurations singuliéres forme une ou
plusieurs surface(s) uniforme(s) et réguliere(s) dans le domaine articulaire, c'est-a-dire qui ne
se coupent pas. La propriété fondamentale d’un robot générique est sa stabilité vis-a-vis de
petites perturbations de ses paramétres. Les robots non génériques sont reconnaissables par
leurs singularités qui se coupent dans le domaine articulaire [13].

1.9 Conclusion :

Dans ce chapitre, on a présenté d’une facon générale le robot manipulateur, ces
différents constituants et structures mécaniques ainsi que la terminologie utilisée en robotique.
Dans la suite, on s’intéresse a I’architecture sérielle, dont on vient la détailler précédemment.
Dans le chapitre suivant, on atteindra d’une maniére approfondie les modélisations d’un
robot manipulateur, et on présentera des méthodes mathématiques pour décrire les différentes

modélisations des robots manipulateurs.
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Chapitre 2 : modélisation des bras manipulateurs

2.1. Introduction :

La conception et la commande des robots nécessitent le calcul de certains modeles
mathématiques, tels que :

» les modéles de transformation entre l'espace opérationnel (dans lequel est définie la
situation de l'organe terminal) et l'espace articulaire (dans lequel est définie la
configuration du robot).

On distingue :
1. les modeles géométriques direct et inverse qui expriment la situation de l'organe
terminal en fonction des variables articulaires du mécanisme et inversement.
2. les modeéles cinématiques direct et inverse qui expriment la vitesse de l'organe
terminal en fonction des vitesses articulaires et inversement.
3. les modéles dynamiques définissant les équations du mouvement du robot, qui
permettent d'établir les relations entre les couples ou forces exercés par les actionneurs

et les positions, vitesses et accélérations des articulations.

2.2. Modele géomeétrigue :

Le modele géométrique qui expriment la situation de I’organe terminal en fonction des

vitesses articulaires du mécanisme et inversement.

2.2.1. Modéle géométrigue direct:
Le modéle géométrique direct (MGD) est I'ensemble des relations qui permettent

d'exprimer la situation de l'organe terminal, c'est-a-dire les coordonnées opérationnelles du
robot, en fonction de ses coordonnées articulaires. Le modele géométrique direct du robot

peut étre représenté par la relation : [14]

X=f(q) [2.1]
qg: étant le vecteur des variables articulaires tel que :

o=[0, d; - q,]' [2.2]
Les coordonnées opérationnelles sont définies par :

X=[X, X, ... xm]T [2.3]

17



2.2.1.1. Convention de Denavit-Hartenberg : [14]
Méthodologie a suivre pour décrire les robots a structure ouverte simples.

Une structure ouverte simple est composée den+1corps notés C,.......C, et des articulations.
Le corps C, désigne la base du robot et le corps C, le corps qui porte I’organe terminal.

L articulation j connecte le corpsC; au corps C,, (Figure 2.1)

Figure 2 1: Robot a structure ouverte simple.
La méthode de description est basée sur le principe suivant :
e Principe :
- Fixer des repéres a chaque corps du robot.
- Calculer les matrices homogenes entre chaque corps.
- Calculer la matrice homogene entre base et organe terminal.

e Hypotheses :

On suppose que le robot est composé de n+lcorps notés Cg,....... C, et de n
articulations rotoides ou prismatiques. A chaque corps, on associe un repéreR.. Les repéres

sont numérotés de 0a n.

Le corps C,désigne la base du robot et le corps C, le corps qui porte I’organe terminal.

L’articulation i connecte le corpsC, au corps C, , Figure (2.1),
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Le repere R; fixé au corpsC, , est défini de sorte que :
- L’axe z; est porté par I’axe de I"articulation j.

- L’axe X; est porté par la perpendiculaire commune aux axes z; etz,,,. Si les axes z; et z,,

j1t

sont paralléles ou colinéaires, le choix de X n’est pas unique.

2.2.1.2 Les paramétres de Denavit-Hartenberg :

Le passage du repereR , au repere R; s’exprime en fonction des quatre parametres

géométriques suivants :

Cij

Figure 2 2: Parametre géométrique dans le cas d’une structure ouverte simple.

a; . z., .7 . . X4
- 71 :angle entre les axes "It et™1 correspondant a une rotation autour de” it .

d . Z Z X.
-1 distance entre "I et™J le long de it -
0. , Xy o X . . Z

I angle entre I’axe " /1 et i correspondant a une rotation autour de /.

ro .. X, X, Z
-1 : distance entre "1 et” le long de "/,

» Sil’articulation i est de type prismatique, alors di est variable.

» Si Iarticulation i est de type rotoide, alors 6. est variable.
siéme

La variable articulaire q; associée a la j*™ articulation est définie par :

q;=0;0,+0;r; [2.4]
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Avec :

6, =0 Si Iarticulation j est rotoide.

o0, =1 Si Iarticulation est prismatique.

La matrice de transformation définissant le repere R, dans le repereR , est donnée

par :
MT, =Rot(x, a;) Trans(x, d;)Rot(z, 6,) Trans(z, ;)

CQJ. —SHJ. 0 dj
CochHj CoszHj —Socj —eraj
SochHj SoszHj Cocj erocj

0 0 0 1

Ol Rot(u,a) et Trans(u,d) sont des matrices de transformation homogene (4x4)

représentant respectivement une rotation a autour de I'axe u et une translation d le long de u.

2.2.2. Modeéle géométrique inverse :

2.2.2.1. Introduction :

Le modéle géométrique direct d’un robot permet de calculer les coordonnées
opérationnelles donnant la situation de I’organe terminal en fonction des coordonnées
articulaire. Le probléme inverse consiste a calculer les coordonnées articulaires correspondant
a une situation données de I’organe terminal. Lorsqu’elle existe, la forme explicite qui donne
toutes les solutions possibles (il y a rarement unicité de solution) constitue le modeéle

géomeétrique inverse.

2.2.2.2. Position du probleme :

Soit ' T.* la matrice de transformation homogeéne représentant la situation désirée du

repére outil R_ par rapport au repére atelier R,. Dans le cas général, on peut exprimer " T.°

sous la forme :

T =2°T,(q)E [2.6]

20



Expression dans laquelle (figure 2.3) :
e Z est la matrice de transformation définissant la situation du robot (repére RO) dans le
repére atelier ;
o °T, est la matrice de transformation du repére terminal R, dans le repére R, fonction
du vecteur des variables articulaires q ;
e E est la matrice de transformation définissant le repére outil R. dans le repére
terminal R, .
Lorsque n > 6, on peut écrire la relation suivante en regroupant dans le membre de droite tous
les termes connus :
T (a)=2""TE” [2.7]
Lorsque n < 6, I'espace opérationnel du robot est de dimension inférieure a six. Il n'est

pas possible de faire coincider le repére outil R avec un repére R." décrivant la tche sauf
lorsque les repéres R, et R sont conditionnés de fagon bien particuliére pour s'adapter au
nombre insuffisant de degrés de liberté. Pratiquement, au lieu d'amener le repére R sur le

repéreR.’, on cherchera a faire coincider entre eux des éléments géométriques liés a ces

repéres (points, droites).

Dans le calcul du MG, trois cas se présentent :

I. Absence de solution lorsque la situation désirée est en dehors de la zone accessible du
robot. Celle-ci est limitée par le nombre de degrés de liberté, les débattements articulaires et la
dimension des segments.

I1. Infinité de solutions lorsque :
- le robot est redondant vis-a-vis de la tache ;

- le robot se trouve dans certaines configurations singuliéres.

I11. Solutions en nombre fini, exprimées par un ensemble de vecteurs{ql, ...,qr} . On dit

qu'un robot manipulateur est résoluble [15], [16] lorsqu'il est possible de calculer toutes les
configurations permettant d'atteindre une situation donnée. Aujourd'hui, tous les
manipulateurs série ayant jusqu'a six degrés de liberté et qui ne sont pas redondants peuvent
étre considérés comme résolubles [17], [18]. Le nombre de solutions dépend de l'architecture

du robot manipulateur.
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Figure 2 3: Transformations entre I'organe terminal et le repére atelier.

2.2.2.3. Principe de la méthode de Paul : [19]
Considérons un robot manipulateur dont la matrice de transformation homogeéne s’écrit

par expression suivante:
oTn = 0T1(Q1) sz (QZ) n_lTn (Qn) [2-8]

Soit U, la situation désirée telle que :

SX r]X a'X I:>X
s, h, a, P
U, = y 'y Uy oy [2.9]
SZ nZ a'Z PZ
0 0 01
On cherche a résoudre le systeme d'équations suivant :
Up="T,(a,) T, (dz) - ""T,(d) [2.10]

Pour trouver les solutions de I'équation [2.10], Paul a proposé une méthode qui consiste

a pré multiplier successivement les deux membres de I'¢quation [2.10] par les matrices’T

pour j variant de 1 a n-1, opérations qui permettent d'isoler et d'identifier I'une apreés l'autre les
variables articulaires que I'on recherche.[19]

Pour un robot a six degrés de liberté par exemple, on procéde comme suit :

— multiplication a gauche de I'expression [2.10] par *T, :
U, =T, LT, T,°T, [2.11]

22



Le terme de droite est fonction des variablesq,, ....q; . Le terme de gauche n'est

fonction que des éléments de U, et de la variableq, ;

— Identification terme a terme des deux membres de I'équation [2.11]. On se ramene a un
systéme d'une ou de deux équations fonction de g, uniquement, dont la structure appartient a
un type particulier parmi une dizaine de types possibles ;

— Multiplication a gauche de I'expression [2.11] par °T, et calcul deq, .

La succession des eéquations permettant le calcul de tous les g; est la suivante :

U, = o-|-11-|-2 2T3 3T4 4T55T6
1ToUo = 1Tz 2-|-33-|-44-|-5 5T6
2T11T0U0 = 2T3 3-|-44-|-5 5T6

[2.12]
3Tz 2T1 1ToUo = 3T4 4Ts 5T6
4T3 3Tz 2T11T0U0 = 4Ts 5T6
5T4 4T3 3Tz 2T11T0U0 = 5T6
Les éléments des deuxiéemes membres ayant déja été calculés lors du calcul du MGD :
U, = IT, = jTj.lUj.l [2.13]

L'utilisation de la méthode sur un grand nombre de robots industriels a permis de
constater que les types d'équations rencontrés sont peu nombreux et que leur résolution méme

si elle nécessite parfois quelques développements reste cependant relativement simple. [20]

2.3. Modélisation cinématique :

Le modele géométrique du robot (qu’il soit direct ou inverse) est utile car il apporte une
vision «globale» du comportement d’un robot. Toutefois, il reste limité pour le controle réel
d’un robot. En effet, il correspond a un contréle « point a point », qui bien qu’encore
largement utilisé dans le monde industriel, répond mal au probléme d’un déplacement entre
deux points relativement distants. Il est nécessaire alors d’introduire les paramétres de vitesses
et accélérations pour obtenir un contr6le du comportement plus efficace. Le contrdle en

position n’est donc qu’un modele restreint par rapport a la réalité robotique.
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Le modeéle cinématique permet non seulement de compléter éventuellement le modéle
géométrique en tenant compte des vitesses, mais aussi de le remplacer : en agissant par
accroissements successifs.

Le modele cinématique posséde une propriété essentielle : il est une différentiation du modele
géomeétrique. Il est donc une linéarisation du systeme d’équations non linéaires représentant le
modele géométrique. Par conséquent, on peut toujours facilement obtenir les transformations
inverses, puisqu’elles proviennent de I’inversion d’un probléme linéaire. Toutefois le modéle

cinématique comporte aussi des inconvénients :

e La non unicit¢ du modeéle géométrique inverse implique qu’il existe plusieurs *’
chemins “” pour se rendre d’un point a un autre ;
e Le traitement par incrément peut amener a des imprécisions provoquant des

singularités, mécaniques et/ou mathématiques.

2.3.1. Modeéle cinématique direct : [21]

Le modele cinématique direct d'un robot manipulateur décrit les vitesses des

coordonnées opérationnelles en fonction des vitesses articulaires. Il est noté :
X =J(a)q [2.14]
Ou J(qg) désigne la matrice jacobienne du mécanisme, elle intervient dans le calcul du

modéle différentiel direct qui donne les variations élémentaires dX des coordonnées

opeérationnelles en fonction des variations élémentaires des coordonnées articulairesdq, soit :

dX = J(q)dg [2.15]

2.3.1.1. Calcul de la matrice Jacobienne:
Il existe plusieurs méthodes pour calculer la matrice Jacobienne. Ces méthodes se
caractérisent par le repére dans lequel la matrice Jacobienne est exprimée ainsi que par le

corps auquel elle correspond, c’est-a-dire par le choix de i et j dans le calcul deiJj . matrice
. dX - o
Jacobienne du corpsaz f (X,u) exprimée dans repeére i.

Pour calculée la matrice Jacobienne, on propose deux méthodes [21] :
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Premiere méthode :
On considere un manipulateur a n degreés de liberté :

i

eme .
H articulation

Figure 2 4: manipulateur n degre de liberté.

La matrice Jacobienne est sous la forme :

olzix?dn:ORi*(iRixidn) etoizi = ORi * ilzi
Avec 'k =[001] eti=1....6

Avec « n » est le nombre de degrés de liberté.
Pour un bras manipulateur a six degrés de liberté :

J( )_ OklxgdG OkzxgdG Oksxgdﬁ Ok4x?1d6 Oksxgdﬁ 0k6xgd6
q Okl 0k2 Oks 0k4 0k5 0k6
La matrice Jacobienne est sous la forme 6x6
Donc J(Q):[jl jz j3 j4 j5 jﬁ]
Deuxiéme méthode :
= . . . T
On a X:[Xn Yn Zn WXn WYn WZni|

Ou oVn :‘]DaD
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Ol
O

m
Ol

od, od, od,
X aql aqz aqn q
1
y || od, d, [2.20]
Z' aql an aqn q
od, ad, ad, [~
aql aqz aqn
Et °w, =J.q [2.21]
0 0 0
‘w, =¢, o W, +@, O W o +d, oW, [2.22]
aql aqz aqn
. 0°R . on OR _ o"'R
‘w = °R +4q,° 2R e, +q °R_,—°R! 2.23
n ql aql Rl q2 Rl aqz 2 qn n-1 aqn n [ ]
La forme de la matrice Jacobienne et donnée par :
‘]D
J(d)= [2.24]
‘]R
o 3, = Mhl%) _T(@) [2.25]
ddp aq
0
et g, =% [2.26]
aq

2.3.2. Modeéle cinématigue inverse :

Le probleme de la cinématique inverse consiste a déterminer les vitesses articulaires g

qui correspondent aux vitesses d’exécution X de la tiche, le vecteur des vitesses

opérationnelles X est linéairement relié au vecteur des vitesses articulaires par la matrice

Jacobienne :

B RYA .

X=|,"|=3.0 [2.27]
Wn

Si le jacobienne n’est pas singuliére c’est-a-dire que le déterminant de J est différent de zéro,

la matrice J " existe et les vitesses articulaires sont calculées par :

§=J"X [2.28]
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2.4. Modélisation dynamique :

Le modeéle dynamique exprime la relation entre les charges appliquées aux actionneurs
et les positions, vitesses, et accélérations articulaires. On représente le modele dynamique par

une relation de la forme :
r =g, 4.4, f,) [2.29]
Avec :
e [ : vecteur des couples/forces des actionneurs, selon que l'articulation est rotoide ou
prismatique. Dans la suite, on écrira tout simplement couples ;
e  (: vecteur des positions articulaires ;

e (: Vecteur des vitesses articulaires ;
e {§: Vecteur des accélérations articulaires ;
o f.: Vecteur représentant l'effort extérieur (forces et moments) qu'exerce le robot sur

I'environnement.
Par convention, la relation (2.30) est appelée « modele dynamique inverse », ou tout
simplement « modéle dynamique ».
Le modele dynamique direct, est celui qui exprime les accélérations articulaires en

fonction des positions, vitesses et couples articulaires, il est représenté par la relation :
G=g(a,q,T,f,) [2.30]
Plusieurs formalismes ont été utilisés pour obtenir le modele dynamique de robot, les
plus utilisés sont : le formalisme de Lagrange et le Formalisme de Newton-Euler.

2.4.1. Formalisme de Lagrange :

Le formalisme de Lagrange décrit I’équation du mouvement en termes de travail et
d’énergie du systéme, ce qui se traduit par I’équation suivante :

r-dot by [2.31]
dtog;, oq;

Avec :

o L : lagrangien du systéme égal a E — U ;

* E : énergie cinétique totale du systéme ;

U : énergie potentielle totale du systéme.

L’énergie cinétique du systéme est une fonction quadratique des vitesses articulaires :

=%qTAq [2.32]
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A est appelée matrice d’inertie du robot, c’est une matrice de dimensions (nxn),
symétrique définie positive, ses éléments sont en fonction des variables articulairesq; .
L’énergie potentielle etant en fonction des variables articulairesq;, le vecteurI” peut se
mettre sous la forme :
I'=A(q)4+C(q,4)q+Q(qa) [2.33]
*C(a,9)q : Vecteur de dimension (nx1) représentant les couples/forces de Coriolis et des
forces centrifuges ;

Q(q): Vecteur des couples/forces de gravite.

e L’élement A, est égal au coefficient de E(qi)2 dans I’expression de I’énergie
cinétique ;

o L’élément A si i#j est égal au coefficient ded.4; dans I’expression de I’énergie
cinétique ;

e LecalculdeC se fait selon la relation suivant :

Cj = zci,jk qk
k=1

234
C.. = l 8'A\l +8Aik _aAik [ ]
W2\ eq,  6q,  aq,

e Les éléments de Q se calculent selon la relation suivante :

U

Qi_a_qi

[2.35]

2.4.1.1. Efforts exercés par I’organe terminal sur son environnement [1] :

Pour accomplir une tche donnée, I’organe terminal porté par le corpsC, doit exercer un

effort statique sur I’environnement. Pour cela, on doit établir le modéle statique qui permet de

calculer les couples et/ou forces articulaires correspondant a un effort donné par I’orange
terminal.

Soit f,, I’effort statique exercé par I’organe terminal sur son environnement. On a :
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m

f {f“ }:[fx f, f, m_ m, m,]|[2.36]
en
Pour calculer I’effort T", des forces/moments que doivent fournir les actionneurs d’un
robot pour que I’organe terminal exerce I’effort f,, sur son environnement, on utilise la
relation :
'T,="Jf, [2.37]
Avec : f, exprimé dans le repéreR, lié au corpsC; .
On en tient compte en ajoutant le terme I',au second membre de I’équation [2.33]

2.4.2. Formalisme de Newton-Euler :

Le formalisme de Newton-Euler est basé sur les théorémes généraux de la mécanique.
I ne nécessite pas le calcul intrinséque des coefficients dynamiques du robot. Le modele est
obtenu par double récurrence [22].

2.4.2.1. Equation de NEWTON :

Le schéma suivant montre un corps rigide dont le centre de masse accélére avec une
accélération” .Dans une telle situation, la force, F, agissant sur le centre de masse qui cause
cette accélération est donnée par I’équation de NEWTON [22].

F=mv, [2.38]
Ou m est la masse totale du corps.
2.4.2.2. L’équation d’EULER :

Le schéma suivant montre un corps rigide tournant avec une vitesse angulaire @ et avec
une accélération angulaire @ .Dans une telle situation le moment N qui doit agir sur le corps
pour causer ce mouvement est donné par I’équation d’Euler ;

N=°lo+ole [2.39]

‘I : est le tenseur d'inertie du corps dont l'origine est le centre de la masse.

2.4.2.3Formulation dynamique itérative de Newton-Euler :
Le probleme est de trouver les couples qui correspondent a une trajectoire donnée d'un

manipulateur. Nous supposons connues la position, la vitesse, et l'accélération des
articulations 0,0, .Cette hypothése faite et avec la connaissance des informations et des

résultats de la cinématique et de la distribution de masses du robot, nous pouvons calculer les
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couples communs pris pour causer ce mouvement. L'algorithme présenté est basé sur la

méthode editée par Luh, Marcheur, et Paul [23].

2.4.2.4. Récurrence avant pour calculer les vitesses et les accélérations:

Il est nécessaire de calculer les forces d’inertie agissant sur les liens, la vitesse de
rotation et l'accélération linéaire et de rotation du centre de la masse de chaque lien du
manipulateur a n'importe quel instant donné.

Ces calculs seront donnés dans une nature itérative commengant par le lien 1 et en
déplacant successivement lien par lien vers I’extérieur du lien n.

La propagation de la vitesse de rotation d’un lien vers un autre est donnée par la relation
suivante :

Pour(i +1) rotation:

iJrla’m = i+ilRia’i +9i+1 i+1Zi+1 [2.40]
Nous obtenons I’équation de transformation de I’accélération angulaire d’un lien a
I’autre ;
o, =""R'o, +"R'e,x0,,"Z.,+6_,"Z., [2.41]

i+1 i+1

Quand le lien (i+1) est prismatique :

i, = ""R'o, [2.42]

i+1

L’accélération linéaire de chaque lien est obtenue par la relation suivante ;

iy, —'+1R[ x'Py+'a x('o,x'P,,)+' } [2.43]

Pour le lien(i+1) de forme prismatique :

N = "R Gx R+ x('o <P

i+ i+l

)+, [+ 2", xdy, 2+ d 2 [2.44]

i+1

L’accélération linéaire du centre de masse pour chaque lien est :
Ny ="ay % Py + o x (‘o x "By )+, [2.45]

Cl 1 Cl 1 1 Cl 1

Notons que I’application des équations de liaison est spécialement simple quand :
‘w, = "w, =0 [2.46]
La force et le couple agissant sur un lien :

v Apres avoir calculé les accélérations linéaires et angulaires du centre de masse de

chaque lien, on peut appliquer les équations de Newton-Euler pour calculer la force

d’inertie et le couple agissant au centre de masse de chaque lien.
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Récurrence arriere pour calculer les forces et les couples :
v Apres avoir calculé les forces et couples agissant sur chaque lien, maintenant il reste a

calculer les couples de conjoints qui se traduiront par ces forces et les moments
appliqués a chaque lien (Figure 2.16).

f,: La force exercée sur le lien i par le lieni—1.

n, : Le couple exercé sur le lieni par le lieni-1.

Figure 2 5: les forces agissant sur le lien i. [44]

En additionnant les forces agissant sur le lien i, nous arrivons a une relation équilibre
des forces,

iFi — ifi _ i+i1Ri+1f [247]

En additionnant les couples sur le centre de masse, nous arrivons a I'équation équilibre
de couples:

iNi = ini _ini+1+(_ipci)x i f; _(iPi+1_ iPci)Xifm [2.48]

En utilisant le résultat de I'équilibre des forces et en ajoutant une matrice de rotation, on
peut écrire I’équation d’équilibre de couples sous la forme suivante :

iNi = ini - i+1iRi+1ni+1 - iPci x iI:i - iPi+1 x i+1iRi+1fi [2.49]
Enfin, on peut réorganiser les équations de forces et de couples sous la forme;

i fi= i+1iRi+1 fiat iI:i [2.50]

=N+ R P xR R xR, [2.51]
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Comme dans le cas statique, les couples requis communs se trouvent en prenant la
composante Z du couple appliqué par un lien sur son voisin :

. ="n"'Z [2.52]
Siona(i+1) une articulation prismatique, on utilise :

T ="f""Z [2.53]
2.4.2.5. L'algorithme itératif de dynamique de Newton-Euler :

L'algorithme complet pour calculer des couples communs du mouvement des joints se
compose de deux parties. D'abord les vitesses des liens et les accélérations sont itérativement
calculées du lien 1 dehors au lien n et les équations de Newton-Euler sont appliquées a chaque
lien. Ensuite, les forces et les couples de l'interaction et les couples du déclencheur de joint

sont calculés périodiquement du lien n de nouveau au lien 1. Les équations sont récapitulées

pour le cas de tous les liens de rotation.

» Récurrence avant ;

i=1.... 5;
iJrla’m = i+ilRia’i +9i+1 iJrlZi+1 [2.54]
"y, ="IR'a +"IR'w,x6,,"Z,,+6,,"'Z,, [2.59]

i+, i+l i i i i i
Vi+l: iR|:a)|>< R+l+ a)lx(a)ix Pi+l

) + i\./i ] + 2i+1a}l+l x d.i+l iJrlZiJrl + di+l iJrlZiJrl [256]

Ny ="y x Py + oy x (e x P )+ T, [2.57]
i+1Fi+1 =M, i+1vci+1 [2.58]
MR =T Ml Tl x T, ey, [2.59]
» Récurrence arriére :
I=6..cueee 1;
f="R™M,+F [2.60]
' =N+, RN+ 'Pyx'F+ P, x R, [2.61]
. ="n"'Z [2.62]
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2.4.2.6. Inclusion des forces de pesanteur dans I'algorithme de la dynamique :
L'effet de la gravité du chargement sur les liens peut étre inclus, tout simplement par la

mise en®v, =G , ol G est le vecteur de gravité. Ceci est équivalent & dire que la base du robot

est l'accélération ascendante de G accélération. Cette accélération ascendante fictive cause
exactement les mémes effets sur les liens que la gravité ainsi, sans des dépenses informatiques

supplémentaires, l'effet de pesanteur est calculé [22]

2.4.2.7. Comparaison entre les deux formalismes :

Le formalisme de Lagrange est le plus adapté pour le calcul du modéle dynamique
direct.il est souvent employé pour la modélisation et la simulation du systéme [24].
Par contre le formalisme de Newton-Euler est utilisé pour la commande en temps réel car il
offre une réduction considérable du temps de calcul du modele dynamique inverse comme le

montre le tableau suivant :ffffff

Formalisme Multiplications Additions

Lagrange 321t 18621 4171 n2 45350128  25n* +665n°+1292n7 + 421096
2 12 4 3 3 2 2

Newton- 150n —-48 131n-48

Euler

Tableau 2 1: Nombre d’opérations effectuées pour chaque formalisme. [25]

2.4.2.8. Situation d’un robot dans son environnement :
L’environnement dans lequel évolue le robot est modélisé par un repere supposé absolu
et fixe appelé « repére atelier ». Les formalismes décrits précédemment nous permettent de

définir les paraméetres géométriques, cinématiques et dynamiques relativement au repere lié a

la base du robot. Pour calculer ces paramétres par rapport au repére atelier (R,,0,,%, Y. Z,),

on doit définir la situation de la base du robot dans le repére atelier par la matrice de

transformation suivante :

A A A A A A
=] o e "3 TRl A Po [2.63]
0 0 0 1] |0
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Ou:

[ *A]=["y *n, *a, | : Matrice (3x3) définissant I'orientation de la base par rapport au
repére atelier ;

p, : Vecteur position de I’origine du repére(R,,0,, X, Yo, Z,) Par rapport au repére atelier.

La situation d’un lien i relativement au repere atelier est définie par :
ATi = AT01 OTi

2.5. Conclusion :

Dans ce chapitre on a présenté les grandes lignes de la modélisation des robots
manipulateurs, commencant par la description des modeles géométrique directe et inverse qui
ont été décrite d’une maniére générale. Ainsi, on a exposé le modele cinématique directe et
inverse avec les méthodes de calcul de la matrice Jacobienne et son inverse. Pour la
modélisation dynamique on a présenté les deux formalismes de Lagrange et Newton-Euler
avec les deux récurrences avant et arriere. L’étude faite dans ce chapitre nous a permis de
préparer les différents modeles mathématiques régissant un robot ou bras manipulateurs. Le
but est de comprendre et d'introduire des aspects utiles a notre démarche dans la suite de notre

travail.
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Chapitre 3 : planification des trajectoires

3.1 Introduction :

La planification des trajectoires est consacrée a générer les entrées de référence pour le
systeme de contr6le du manipulateur de maniere a pouvoir exécuter la requéte.
Le chemin géométrique, les contraintes cinématiques et dynamiques sont les entrées de
I'algorithme de planification des trajectoires, alors que la trajectoire des articulations (ou de
l'organe terminal) exprimé sous la forme d'une séquence temporelle des valeurs de position,
de vitesse et d'accélération a la sortie. [26]
De l'autre coté, la planification des trajectoires est effectuée dans I'espace articulaire du robot,
apres une inversion cinématique de la trajectoire géométrique donnée. Les trajectoires sont
alors obtenues au moyen d'une interpolation fonctionnelle qui répond aux contraintes
cinématiques et dynamiques imposées.
Presque toutes les techniques trouvées dans la littérature scientifique sur le probléeme de la
planification des trajectoires sont basée sur l'optimisation de certains parametres ou d'une
fonction objective :
> Minimiser le temps d’exécution.
> Minimiser I’énergie.
» Minimiser le couple.
Dans ce chapitre, nous allons aborder les différentes méthodes de planification des
trajectoires :
> Interpolation polynémiale
> Spline cubique
> B-spline
> Bézier

3.2. Les méthodes de planification des trajectoires :

3.2.1 Interpolation polynomiale : Lagrange [23]

% Théoreme :
— Soient n+1 points distinctsx, réels et n+1 réelsy., il existe un unique polynéme p P, tel
que p(x)=y.pouri=0an

Démonstration :
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Construction de p : p(x) =Y y;L;(x)

=0 [3.1]
A 1 (x=X)
Avec polyndme Lde Lagrange L, (x) = [——%
=0 (% —X;)

i [3.2]

% Propriétés del, :

L(x)=1

L(x;)=0 j=i Avec L est un polyndme d’ordre n

Figure 3 1: Interpolation de Lagrange. [27]

Commentaire: Nous pouvons le voir sur la figure 3 1(b) ou la courbe continue d'osciller

lorsque les points sont stables.
< Avantages et inconvénients :

> L'avantage de l'interpolation de Lagrange est qu'elle est relativement simple, et qu'il
est possible de relier beaucoup de points avec une seule fonction polynomiale et non
plusieurs arcs de cubiques ou de paraboles.

> Le principal désavantage est que la courbe peut étre complétement aberrante.

. : . e 1
> En effet, si nous essayons d'interpoler une fonction reguliére commel—2 , nhous
+ X

voudrions que plus les points choisis sur cette courbe sont rapprochés plus
I'interpolation s'approche de la fonction donnée. Malheureusement, ce n'est pas le cas

« plus nous prenons de points plus la courbe oscille entre ces points ». L'interpolation
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de Lagrange n'est donc pas une tres bonne méthode, et il est généralement préférable
d'interpoler les points avec plusieurs arcs de degré moins élevé puis de les raccorder.
> Ce probléme est trés génant et explique que l'interpolation de Lagrange n'est pas trés
utilisée.
» Un autre inconvénient est que le polyndme est de degré n, donc si nous avons
énormément de points les manipulations peuvent devenir lourdes. C'est aussi une

raison de préférer l'interpolation par bouts de cubiques. [27]

3.2.2._Représentation de Bézier : [28]

Chaque segment de polynéme de courbe peut étre représenté par son soi-disant Bézier
polygone. La courbe et son polygone de Bézier sont étroitement liés. lls ont en commun des
points d'extrémité et des tangentes d'extrémité, le segment de la courbe se trouve dans la
partie convexe coque de son polygone de Bézier, etc. De plus, I’'un des plus rapides et plus
stable utilisé pour rendre une courbe polynomiale est basée sur la représentation de
Bézier.[28]

o,

+ Polynémes de Bernstein :

Calcul du développement binomial :

n

1=(u (1)) =3 T 00)" 33

i=0

Conduit a des polynémes de Bernstein de degré n.

B! (u):(inju‘ (1-u)"[3.4]

Qui sont illustrés a la figure (3.1) pour n = 4.
Les propriétés suivantes des polyndmes de Bernstein de degré n sont importantes.
> lls sont linéairement indépendants.

Pour savoir, en divisant :

3" by (1-u)"" =0Par (1-u)"[3.5]
Et on définit s comme suite:

s=u+(1-u)[3.6]
Donc en peut donner :

37



> st =0[3.7]

Ce qui implique :

b, =.....=b =0[3.9]

Figure 3 2: Les polyndmes de Bernstein de degré 4 sur [0,1].

> |ls sont symétriques
B'(u)=B,(1-u)[3.9]

> lls ont des racines a 0 et 1 seulement

8"(0)=B!,(1)=1- pour ' Oliaio)
N e [ i>0 "
> lls forment une partition de I’'unité

D B'(u)=1 ueR[3.11]

i=0

> lls sont positifs dans [0, 1]

B"(u)>0 uel0,1] [3.12]

3.2.3. Représentation des splines :

Splines sont des courbes polynomiales par morceaux qui sont différentiables jusqu'a un pré
ordre fixé. [28]

+ Lessplines:
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Une courbe s (u) est appelée spline degré n avec les nceudsa,,...,a, ol <a, eta <a, ,

pour tout i possible. Si : s(u) est n-r fois dérivable a tout nceud r, et s(u) est un polynéme de

degré < n sur chaque intervalle de nceud[a;, a,,,|Pouri =0,...,m-1,

Il est également fréquent de se référer a une spline de degré n en tant que spline d'ordre n+1.
Les Figures (3.5) et (3.6) montrent des exemples de splines avec des nceuds simples obtenus
par la construction de Stark.

Figure 3 3: Fonctions splines de degré 1, 2 et 3.

3.2.3.1. Splines cubiques : [26]

Y

rF

Figure 3 4: interpolation polynomiale en utilisant les splines cubiques.
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Une interpolation polynomiale entre les points [X,,Y,] et[X,,Y, ] peut étre effectuée de

la maniere suivante ;

e Utiliser un polyndme de degré n s'écrit:
f(x)=> ax" [3.13]
i=0
Qui passe par tous les points intermédiaires [X;,Y;] , du fait qu'il posséde (n-1)
extremums, la courbe f(x) va présenter des oscillations si n est trop élevé. Cette derniére ne

sera pas réguliére.

e Utiliser un polynéme de degré faible pour éviter ces inconvénients en effectuant une
interpolation par morceaux. On préconise des fonctions splines qui peuvent étre
linéaires, quadratiques ou cubiques. Pour leur caractere de stabilité, ces derniéres
présentent des avantages au niveau des nceuds de raccordement entre les morceaux
(bon lissage de la courbe totale) a l'inverse des splines linaires qui présentent des

points anguleux. 11 suffit d'assurer la continuité de la courbe totale.

Si 1 (X5)=Si(X5) Si(X)=S;-1(X)

Y

4
Sisi1(X) Si1(X)

N s S WO
: o : '

Yo [---- 6 E
5 ? x
Xo X X1 X X Ko X,

Figure 3 5: une courbe représente les splines cubiques.
S(X) représente la courbe totale reliant tous les points[Xi ,Yi] :
S(x)={S,(x)}Avecxe [X.X,]
S, (x)Représente le morceau qui relie les points [X,,Y;] et[X,,,Y,,,].
S, () Représente la valeur de S, (x) au pointXx;.

Soient (n+1) points tels quea =X, <X <...<X, _, <X, =b.
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La fonction S(x) est appelée spline cubique s'il existe N fonctions polynomiales S, (x)

qui Vvérifient les propriétés suivantes:
> S(x)=S(x) =a1.'0+a1.‘1(x—xi)+ai'2(x—xi)2+aiv3(x—xi)3 [3.14]

Pour tout x €[ x;, X, ] et pour i=0,1,...,n-1

> S(x)=ypouri=0,1,...,n [3.15]
Qui implique que la courbe passe par tous les points.

> S(X.;) =S (%, )pouri=0,1...,n-2 [3.16]
Qui implique la continuité de la courbe totale S (x) .

> §/(%..)=Sl(%,)pouri=0,1...,n-2 [3.17]
Qui implique que la fonction totale est lisse au niveau des nceuds de raccordement

> S/(%..) =S/ (%, )pouri=0,1...,n-2 [3.18]
Qui implique que les dérivées secondes sont continuées.
Les inconnues des problémes:

L'expression [3.14] contient 4 inconnues (31,0131,1131,2131,3) pour I'intervalle[Xi,X ] . Comme

i+l
ces derniers sont au nombre de N ((N+1) points) alors, au total on doit déterminer 4N
inconnues.

Construction des courbes:

Dans I'intervalle[Xi,XM] on peut toujours écrire que:
S”(X) — Si//(x)

yilg—l = Si”( Xi+1) Et yi” = Si”( X; )

S ()

Xy Xir71

Figure 3 6: courbe représente la linéarité de la dérivée seconde de S, (X)
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La linéarité de la dérivée seconde est telle que:

S/(%)-S/(%)=(x-x)tg aOu tg a=%_si(xi) [3.19]

Ce qui donne apres calcul:

S”(X) = $/(X) = 8" (% ) 2L 1 8" (x;,, ) —— [3.20]

X = Xin Xia =X

On pose : m, :S”(xi); m., :S”(xm); h :(xi+1—xi)

L'expression [3.20] devient :

$7() :%(xm —x)+%(x—xi) [3.21]

On intégre 02 fois[3.21], ainsi on obtient:
S, (X) = (%, —x) +%(x—xi)3+pi(xi+1—x)+qi(x—xi) [3.22]
Ou p etq; représentent des constantes d'intégration.

On remplace successivement dans l'expression [3.22] x par X, et par X;,, :

m.
Yi :Si (Xi):?hi2+ pihi

Yin = Si (Xi+l) :%hiz +qih

D’OU . pi :%—miThi et qi :%_ miélhi

Les seules inconnues de I'expression [3.22] sont les termes {m;} qu'on peut trouver en

dérivant la méme expression. Ainsi, on a:

m. m
Si'(X):—ﬁ(Xm—X)z+2;;(X—Xi )2+ p.+q  [3.23]

Cette derniéere expression est valable quand x = x; . Alors:

Si’(xi) _ _% hi _ mé+1 hi + yi+1 I: yi+1 [3_24]
Elle est aussi quandi =i-1 donc:
1. (x)= -+ Tty e [3.25]
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En utilisant la propriété 4 et les expressions [3.24] et [3.25], on obtient une relation qui lie

m_,,metm,, .Pouri=1..,n-1.

h.m,+2(h,+h)+h.m, = 6( yi+1h_ Yo Y _hy‘-lj [3.26]

L'équation [3.26] représente un systeme de (N-1) équations linéaires a (N+1) inconnues.

Les deux équations manquantes sont obtenues aux extrémités. Une fois les valeurs de{m;}

sont déterminées, les coefficients de la fonction spline S; (x) seront calculés comme suit::

— Yia —Yi _ hi (zmi + mi+l)
h 6
m m

a, = ' &5 = ]

2 6h,

Ao =Y ) a'i,l

Chaqgue polynéme peut se mettre sous la forme:
S (X) :{[81,3(X_)(i)+ai,2](x_xi)+ai,l}(x_xi)+ai,0 [3.28]
Ou: X <X<X,

3.2.3.2. B-Splines :[28]

Comme dans le cas de la représentation de Bézier de courbes polynomiales, il est souhaitable

d'écrire une spline s(u) comme une combinaison affine de certains points de contrdle c,

sachant que :s(u)=> ¢ N/ (u) [3.29]

Ou les N (u) sont des fonctions splines de base avec un minimum de soutien et certaines
propriétés de continuité. Schoenberg a introduit le nom de B-splines pour ces fonctions. Les
polygones de Bézier peuvent étre construits par le théoréme de Stark.[28]

Une simple définition de B-splines

Pour définir B-splines, soit a des séquences de nceuds qui doivent étre par souci de
simplicité strictement augmenté, ce qui signifiea <a ,, Pour tout i. Nous définissons la

B-splines N." avec ces nceuds par la formule de recurrence suivante:

43



Ni°(u):{1 si_UE[ai,aM) (3:30]
0 sinon

EtN" = o™ N (u) + (1- o2 )N"2(u)

i+1

i+1

La Figure (3.5) montre une courbe cubique B-spline.

Figure 3 7: Les points de Bézier de la B-spline N3 (u)

Oou:

ot =(u-g )/(ai+n -a ) Est le paramétre local en ce qui concerne I'appui duN ™

Figure 3 8: B-splines de degrés 0, 1 et 2.
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En cas de plusieurs nceuds, les B-splines N (u) sont définis par la méme formule de récurions

et la convention : N =N */(a,, —-a )=0 si a, =4 [3.31]

Les propriétes suivantes de B-splines sont évidentes :

N (u) est courbe d’un polyndéme de degré n
N/ (u) est positif dans (a, ,a,,,,,)

N (u) est égal a zéro a I’extérieur de [ai ,a1+n+1]

vV V V V

N (u) a une c6té droit continue.

Conversion a la forme B-spline

Comme tout polyndme de degré n peut étre considérée comme une spline de degré n ou plus
élevé avec une séquence arbitraire de nceuds, on peut exprimer les monémes comme des

combinaisons linéaires de B-splines sur toute séquence de nceud (a) Faire cela, le mondme :

ny . _ _ ) j
A (u) :(JUJAUX formes polaires suivantes : A [u,..u,]= Y. u;---u,

i<k
Ainsi, il résulte du principal théoréme 5.5 que :
Al (u) = Zaﬁ N"(u) [3.32]
Ola; =Al[a,,..a;,,]
Et, par conséquent,

a(u) =a, Ay (u)+---+a, A/(u)

:Z(ao aOi +'“+an ani)Nin(u) [333]

Qui généralise l'identité de Marsden donné Probleme 4 ci-dessous.

En particulier, on obtient :
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1.,
U:H'A& (u)

[3.34]
:ZViNin (u)

ou:

vi=oyln=(a,+--+a,)/n [3.35]

Les conversions entre Bézier et représentations B-splines :
Il y a aussi un algorithme tétraédrique pour convertir une représentation B-spline dans une

représentation de Bézier et vice versa. lls peuvent étre dérivées de maniére similaire, avec :

r k
Qi =S, [a...aam. a b...b} Pour i =r+K,...,n . Ainsi, les points de la languette de

*Pitn-r-k
commander les points de Bézier des polyndmess, sur [a, b] sont donnés par sont donnés
successifspar:c;=qy, , b;=q, .,
Encore une fois, les pointsq, sont commodément disposées dans un réseau tétraédrique,

comme illustré dans la Figure3 9 pour n = 2, ou a3, ab, etc.

La face gauche est calculée selon la regle :

. =l-a)q..,, +aq.. , Q=—— 3.36
qr+1,|,k ( )qr,l-l,k qr,l,k ai+n_r_k _ ai [ ]
Et la face inférieure selon la régle :
b-a
Qrixer = (1- 7)qr+1,i,k 70k 7:—a [3.37]

i+n-r—k — %

A l'inverse, on peut calculer les contr6le points de B-spline on utilise les points de la Bézier.

Tout d'abord, on résout les deux formules ci-dessus pourq, ., etq,;,. Seconde, on applique

les formules pour calculer le fond, puis la face gauche.
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aa

¢ P ik

Figure 3 9: Conversion entre Bézier et représentations B-splines.

3.2.4 Représentation du NURBS : [27]

o,

< NURBS:

» Non-Uniform : Dans le vecteur nodal, I’intervalle entre deux nceuds successifs
n’est pas nécessairement constant.
En particulier il peut méme étre nul.
> Rational : Le terme rationnel utilisé dans la dénomination des NURBS signifie
qu’une courbe NURBS est la projection dans I’espace cartésien IR3 d’une courbe
B-spline non-uniforme définie dans I’espace homogene IR4.
> B-Splines

< Définition de NURBS :

Une courbe NURBS (Non Uniform Rational B-Splines) d’ordre m est définie par :

> un vecteur de nceudsT =(t,,t,...,t)

» n+1 points de controle P,
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> n+1 fonctions de pondération R déduites des fonctions de pondération des B-splines

S, au moyen de n+1 poids w, (généralement choisis positifs stricts) :

m,k
Wksm,k (t)

> wS, (1)

]

Rok(t) = [3.38]

¢ Fonctions de pondération :[[27]

Les courbes des fonctions de pondération associées comparaison entre les fonctions de
pondération. D’une B-spline interpolée aux extrémités. Et d'une NURBS avec les

pondérations suivantes :

L=
kd
[ |
L&)
I
=)
=
m
[} [}

Figure 3 10: courbe des fonctions de pondération.

48



Comparaison avec une B-spline :

MUERS ardre 4
P interpolée P, r tp
1 AU A RTIES |
ponda 1, 14,4, 1,101
Y FI
Bsplime condee 4
imterpolée
HITEREEN B TE

B F,
P '

Figure 3 11: courbe représente une comparaison entre B-spline et NURBS.

3.2.4.3.Propriétés géométriques des Courbes NURBS :

» Représentation des coniques : En choisissant correctement les points de contréle et
les poids, toute conique peut étre représentée exactement par une NURBS.
> Invariance affine : La transformée affine d'une courbe NURBS est la courbe passant
par la transformée des points.
» Invariance projective : Contrairement aux courbes B-spline, I'image d'une courbe
NURBS par une
> projection de la courbe NURBS passant par la projection des points : Les poids
doivent étre recalculés en fonction de la matrice de projection.
En raison de ces propriétés, les NURBS sont fournies dans de nombreux logiciels
d"infographie. [28]
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Remarque

e La planification d'une trajectoire dans I'espace commun plutdt (I'espace d'exploitation)
a un avantage majeur a savoir que le systéme de commande agit sur les articulations du
manipulateur (I’organe terminal) de sorte qu'il serait plus facile d’ajuster la trajectoire en
fonction des exigences de conception si I'on travaille dans I'espace articulaire. Par ailleurs, la
planification de la trajectoire dans I'espace articulaire permettrait d'éviter les problémes qui se
posent avec les singularités cinématiques et manipulateurs redondants.

e Le principal inconvénient de la planification de trajectoire dans l'espace commun est
que le mouvement réellement effectué par l'organe terminal du robot est difficilement
prévisible, du fait de la non-linéarité introduite lors de la transformation des trajectoires des

articulations dans les trajectoires de I’organe terminal par le modéle cinématique directe.

3.3 Conclusion :

Dans ce chapitre on a présenté d’une maniére générale le sujet des planifications des
trajectoires en robotique. Apres avoir détaillé les représentations de Lagrange, Bézier et les
différents Splines et a la fin la représentation du NURBS, ensuite on a donné une petite
comparaison entre eux. Dans le prochain chapitre, nous allons traiter en détails la planification
des trajectoires d’un robot manipulateur a deux degrés de liberté de type rotoide (2R) en

minimisant une fonction objectif.
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CHAPITRE 4

4.1 Introduction :

Les modélisations géométriques, cinématiques et dynamiques pour décrire le
comportement d’un robot avec suivi de trajectoire s’avere une tache fondamentale mais
délicate a traiter. A partir des fondements théoriques abordés dans les chapitres précédents,
dans ce chapitre on procédera a la modélisation cinématiques et dynamiques (LAGRANGE et
Newton-Euler) de robot manipulateur. Dans un souci de validation et/ou d’interprétation de
résultats.

Dans ce chapitre, on cherchera de trouver une solution optimale qui correspond a
minimiser une fonction objectif (temps et/ou couple moteurs) en utilisant les algorithmes
génétiques tout en respectant les contraintes lies aux données et capacités technologiques de
chaque robot manipulateur ainsi que la tache a réaliser, en exploitant les avantages des
fonction splines cubiques pour modéliser les trajectoires. On utilisera respectivement les
logiciels MATLAB et Solid-Works pour I’obtention des résultats numériques et les différents
graphes.

4.2 L es modeles de robot manipulateur 2R :

4.2.1. Modele geométrique direct :

Dans le cas de notre bras manipulateur nous avons trouvé les équations suivantes :

X =Llcosa +L2cos(a + B)
Y =Lisina +L2sin(a + )
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Figure 4 1: un bras manipulateur de 2R.

4.2.2. Modéle géométrique inverse :

Une fonction réciproque constitue un modele géométrique inverse du bras manipulateur
qu’on note :

g=f"(X)

Ona:

X=L, cos(ex) + L, cos(a + ) = X—-L, cos(a) = L, cos(e + ) [4.1]
Y =L sin(e) + L, sin(a + B) = Y-L, sin(a) = L, sin(a + B) [4.2]

(1)* +(2)* = X* + L2 cos® () +Y* + L2 sin’ (r) — 2L, X cos(ar) —2L,Y sin(a) =2

cos(a) + Ysin(a)) + L =L, =
X2+ Y2+ 12— =2L, (Xcos(a) + Ysin(a))

XZ2+Y?%+ L3212

Xcos(a)+ Ysin(a) = 7L [4.3]
1
2 2 2 2
On pose : Z = Xo+¥ +L -l
2L,
(3) devient : X cosa+Ysina =Z [4.3"]
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[4.3']= X cos(ar) = Z— Ysin(a) = X*cos®(a) = Z°+Y ?sin?(a) — 2ZY sin(a) =
~X?*(=sin*(a))+Z* +Y?*sin’(a) -2 ZYsin(a) =0 =
—X*+Z%+(X?+Y?)sin*(a)—2ZY sin(a) =0

C’est une équation de deuxieme degré, on pose que sina=A I’équation devient :

(X2 +Y2)A?-2YZA+Z? - X* =0 [4.4]

On calcul

A =Y2Z2 - (X2+Y2)(Z? - X2) = A’ =Y2Z2 - X?Z2-Y?Z2+ X *+ XY 2=
A= X2(Y2-Z%+X?)

Pour qu’il existe une solution il faut que :

A20= X?+Y?270= X 24y 2> (L)
(2L, -1)

Les solutions sont les suivantes :

YZ £(X23Y?2-2Z2%)
X2+Y?

sin(a) = [4.5]

D’autre part :
(3')= Xcos(a)+Ysin(a)=2Z = Ysin(a)=2- X cos(a) =
Y?sin?(a)=2%+ X?cos*(a)-2ZX cos(a )=
X?cos®’(a)-Y?sin?(a)-2ZX cos(a)+Z*=0=
X?cos?(a)-Y?(1-cos’(a))-2ZX cos(a)+Z2%=0
(X?+Y?)cos? (ar)-2ZX cos(a)+Z -Y* =0

A':ZZXZ—(X2+Y2)(ZZ—Y2):Y2(X2+Y2—ZZ)

AN>0=X2+Y?-Z2>0= X2+Y2> 7?2

Pour qu’il y a des solutions :
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ZX +(X2+y2-72)"?
COS(a)= ((X2+Y2) ) (4’):>

(4) _ . YZi(XZYZ—ZZ)l/Z
%") '9(«) Zx +(x?+v2-2?)"

a :arctg(YZ J_r(X2+Y2_ZZ)]/2)/(ZX i(x2+Y2_Zz)]/2)

[4.6]

ona: (2)/(1)=tg(a+pB)=(X-Lcosa)/(Y -Lsina)

Apres des calculs on trouve que :

ﬁ=arctg(X3+XY2—L12X i(Xz+Y2—ZZ)]/2)/(Y3+YX2—L12X i(x2+Y2—22)”2)_a

4.2.3. Modeéle cinématique direct :

Le modele cinématique direct est la fonction g qui permet d’exprimer I’accélération et

la vitesse du point P dans R(O, X,Y)en fonction des vitesses des différentes liaisons. Il est

obtenu par dérivation par rapport au temps du modéle géométrique.

__, [X =Lcos(a)+L,cos(a+f)

OP/R = {Y =L,;sin(a)+L,sin(a+ p)

w/de(OP)z X'=-Lsin(a)a'-L,sin(a+).(a'+ B')
Y'=Lcos(a)a'+L,cos(a+pB).(a"+B")

{X ’} B {—Ll.sin (a)-L,sin(a+B) -L,sin(a +ﬁ):H;'1

Y| L,.cos(a )+ L,.cos(a + B) L,.cos(a + 8)

X"=-La"C(a)-La"S(a)-L,(a'+B")a'C(a+B)-
— dv(P) |La"S(a+p)-L(a'+p)B'C(a+pB)-LB"C(a+p) 7]
TROdt Y =—La®S(a)+ La'C(a)-L, (' + B)a'S (a+ B)+ |

La'C(a+pB)-L(a'+B")B'S(a+B)+LB"C(a+p)
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4.2.4. Modele dynamique :

» Formalisme de Lagrange :

Les équations de Lagrange opérent a partir de I’énergie cinétique et I’énergie potentielle
d’un systéme, le lagrangien s’écrit sous la forme :

i[i]—a—bfi (48]
dtlog ) oq
L=K-V

K : énergie cinétique de I’organe terminal.

V : énergie potentielle de I’organe terminal.

L’énergie cinétique du systéme est une fonction quadratique des vitesses articulaires :
1. ,
K:Eq M(q)a  [49]

M (q) : est la matrice d’inertie de dimension (n«n) symétrique définie positive.

L’énergie potentielle du systéeme est sous la forme :

~ ~ ~ ~ T - - 7 - Ve
g= [gx, 9,,9,, 0} : Vecteur des accélérations de la gravité exprimées dans R,

Le modele obtenu peut étre mis sous la forme matricielle suivante :

r=M(0)¢+N(q,q)4+G(q) [4.11]

Ou:

= ¥ tr(a"Tk H aOTkJ

[4.12]
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n o°T.
G(q)=2 mq’ 5 -,
= G [4.13]

M (q) : Matrice d’inertie du manipulateur, symétrique et réguliére définie positive [39] [42].
N (q,q)q : Vecteur des termes Coriolis et centrifuges.

G (q) : Vecteur des actions de gravité.

°T. : La matrice de transformation homogeéne.
S =['s,.’s..'s, | : posii " -
i ix1 Oyr O | : Position du centre de gravite de masse (m) du corps i exprimée enR,.

i T
Hi :j rr dm : Matrice des pseudo-inerties du corps i.

i i i
=+ 1, +'1 _
yy izz
2 Ii><y Ii><z miSix
i i i
| Iixx_ Iiyy+ Iizz | mé
H, = i 2 v Y [4.14]
i i i
I+l I ~
I I IXX yy 122 m S
IX2 1yz 2 171z
L mISIX miSiy mISIZ ml i
i i i
lex - Iixy - lez
i _ i i i A A . .,
li=| - Iixy Iiyy - Iiyz : Tenseur d’inertie du corps i eno, exprimé dansR.
i i i
| Iizx - Iizy Iizz

i i,.2 i,.2 . .
i :J.(Iry +'T, )dmi : Moment d’inertie.

IIixy = I Irx + Irydmi : Produit d’inertie.

En appliquant le formalisme de Lagrange sur le robot manipulateur de 2 d.d.l avec :
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0
gq= ( 91 j Vecteur des variables articulaires.
2

T,

1

T:(r j Vecteur des couples généralisés.
2

On trouve :

> La matrice d’inertie :

2 2 2
M () = m,l; +2m,llc, +(m, +m,)I; m,l> + m,Llc, (415
m,1Z + m,Llc, m, |

» Matrice de Coriolis et de centrifuge :

v (q’q):(—Zmzlzllszez —mzléllsﬁz] (4.16]

m,l,1;s,6,

» Vecteurs des forces de gravité :

G(q):(mzlzgcm+(m2+m1)llgc1] [4.17]
mzlzgc12

On applique I’équation (4.11) on trouve :

7, =m,l? (91 +92) +m,llc, (Zél +6, ) +(m, +m, ) 176, —

m,l1,5,07 —2m,11,5,0,0, + m,l,gc,, +(m, +m,)l,gc, [4.18]
r, =mL1,c,8, + m,L1s,67 + m,l,gc,, +m,l? (él + 9'2)

4.3.1. Formalisme de Newton-Euler :

On applique le formalisme de Newton-Euler sur le robot manipulateur 2 d.d.l on obtient les

résultats suivants :
e L’organe terminal est de masse négligeable donc :
f;=0
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>
3
Il
o

e Larotation de la base du robot est nulle donc :

@, =0
a3 =0
0\./o:gYo

e La rotation entre deux liens successifs est donnée par :

Cisi —Si 0

i+1iR = si+1 Ci+1 O
0 0 1
Ci+1 i+1 0
i+1iR =| -8, C O
0 0 1

0
0w, =6,"2Z,=|0
6, ]
0]
'o,=6,"'Z, =10
L]
c, -5 0 gs,
1\71: S C g|=19¢
0 1]]0 0
0 —|1912_ gs, _Ilélz +0s,
e, =| L0, |+| 0 |+|gc |=] 16,+gc,
0 0 0 0
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- mlllélz + m1 951

'F, =| ml6, +magc,
0
0
IN, =0
0

Récursive arriére du lien 2 ;

0
2a)2: O
0, +6,
0
%o, =| 0
0, +0,
¢, -s, O
V,=|s, ¢, 0
0o 0 1
0
e, = I2(9'1+9'2) +
0

. ‘s

|19152 - I1‘91 Cz + 9512

|19.102 + |191252 + gC;,
0

. -
|19152 - |191 Cz + 9512
. .
+|1,6.c, +1,6s, + gc,,
0

.. . . . 2
m2|1‘9152 - m2|1912C2 +M,0S;, — mzlz (‘91 + ‘92)

, .. ) .
F, =| m,6.c, +m,l6o°s, +m,gc, + m,l, (91 + 92)

’N

0
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Récursive avant du lien 2 ;

0
’n, = 0

m,L1,0,¢c, + m,l,1,87%s, + m,l,gc,, + m,I? (01 + 9'2)

Récursive avant du lien 1 ;

.. . . . \2 ]
¢, —s, O m,l,0,s, — m,L,07c, + m,gs,, —m,l, (91 + 92) “m,,62 + m,gs,
fo=[s, ¢, 0| mlbic,+m,LE]s, +m,gc, +m,l, (6,+6,) || mlL +mgc,
0 o0 1 0 0
0 0 |
n, = 0 0 +
m2lll29;l.c2 + m2lll291252 + m2l2 9012 + m2|22 (91 + 92) m1I1291 + mlllgC12 _

0
0

. . .\ 2 .
m2|1291 - m2|2 (91 + 92) + m2|1952512 + m2|1|2c’2 (91 + 92 ) + m2|1902012

7.=n'Z

T, = m,l? (91 + 6, )+ m,ll,c, (29“1 +0, )+ (m, +m, )20,
) .
—m,1,1,s,0, —2m,l1,s,6,60, + m,l,gc,, + (m, + m, )l,gc,

. " P
7, = M,11,¢,0, + m,L1,s,67 + m,l,gc,, +m,l} (6, +6,)
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4.4. Organigramme:

La figure suivante présente I’organigramme de I’approche utilisée :

v

Données: Nombre de Générations, Nombre et la taille
de chromosome, probabilité de croisement probabilite
de mutation

!

Initialisation:
Geénérer une population initiale

h

Fonction objectif:
Evaluation de la F,p,; pour chaque
chromosomes

¥

[ Geo—Geat] ] Operateurs Génétigue:

Reproduction, croisement, mutation

Gen =Max Gen

Figure 4 2: organigramme de I’approche utilisée
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4.4. Exemples sur le robot a 2ddl planaire :

Dans le code de calcul des algorithmes génétiques, on a fixé le nombre de génération
égale a 80, le taux de croisement égal a 0.8 et le taux de mutation égal a 0.05.

4.4.1. Exemple 1 : trajectoire passant par trois points :

Pour une premiére application, on va traiter le cas d’un robot planaire a 2ddl. Les
parametres geométriques des bras et les performances limitées sont indiqués successivement
dans les tableaux 1 et 2. Ce robot manipulateur doit suivre une trajectoire dans le plan
horizontal (xy) qui passe par trois points commencant par (O m, 0.1 m) via (0.5 m, 0.3 m) a (0

m, 0.5 m), et le but de cette application est de minimiser une fonction objective qui est sous la

forme suivante : Foy =T [a +(1-«a )(%J.FT J
Avec T : le temps d’exécution de la tAche en (s). Fr: couple des bras en (N.m)

o Représente un facteur de pondération et varié selon le besoin soit o e[O,l] pour cela on va

donner des valeurs a a et on trouve les résultats suivants :

Lien1 Lien 2
M (kg) 30 19.2
D (m) 0.15 0.16
L (m) 0.30 0.32
1zz (kg m?) 0.225 0.16

Tableau 4 1: parameétres géométriques et inertiels du robot a 2ddl planaire.

Lien1 Lien 2
Couple (N m) 40 40
Vitesse (rads™) 5 5
Accélération (rads?) 20 20
Jerk (rads™) 30 30

Tableau 4 2: Contraintes cinématiques et dynamiques du robot.
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Pour 0=0.25 :

Figure 4 3: Animation du déplacement de robot 2R dans I’espace opérationnel.

=
¥

min.f.obj

o
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=1
o
T
.

min. fonction objective
= =
5 &
T 1

o
3

0.42 - : ' '
0 10 20 30 40 50 60 70 80

genération

Figure 4 4: graphe qui représente la variation de la fonction objective en fonction du nombre de
génération.
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Figure 4 5: graphe qui représente la variation des angles des liens en fonction du temps.
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%-2— 3'I«:'\ ! 7 i
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Figure 4 6: graphe représentant la variation de vitesse des liens.
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Figure 4 7: graphe représentant la variation de I’accélération des liens.
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Figure 4 8: graphe représentant la variation du jerk des liens.
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Figure 4 9: graphe qui représente la variation du couple des liens.

Pour 0=0.5:

Figure 4 10: Animation du déplacement de robot 2R dans I’espace opérationnel.
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Figure 4 11: graphe qui représente la variation de la fonction objective en fonction du nombre de
génération.
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Figure 4 12: graphe qui représente la variation des angles des liens en fonction du temps.
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Figure 4 13: graphe représentant la variation de vitesse des liens.
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Figure 4 14: graphe représentant la variation de I’accélération des liens.
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Figure 4 15: graphe représentant la variation du jerk des liens.
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Figure 4 16: graphe qui représente la variation du couple des liens.
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Pour a=1 :

Figure 4 17: Animation du déplacement de robot 2R dans I’espace opérationnel.

1.95 ' : 1 : ' . .
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1.8F .

175} .

min. fonction objective
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16 L I 1 i L | 1

generation

Figure 4 18: graphe qui représente la variation de la fonction objective en fonction du nombre de
génération.
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Figure 4 19: graphe qui représente la variation des angles des liens en fonction du temps.
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Figure 4 20: graphe représentant la variation de vitesse des liens.
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Figure 4 21: graphe représentant la variation de I’accélération des liens.
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Figure 4 22: graphe représentant la variation du jerk des liens.
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Figure 4 23: graphe qui représente la variation du couple des liens.

0=0.25 0=0.5 o=1
Temps d’exécution 8.785172 S 11.094966 S 9.088211 S
du code de calcul
T optimal (5s) 1.6443 1.7208 S 1.6071S
f.obj optimal 0.4220 0.8686 1.6071
Vimax (M/S) Vimax=1.4307 Vimax=1.5003 Vimax—=1.3684

amax (rad/s®)

Vomax=1.4191
almax=3.0826
aZmalel. 1351

almax=3.2031
aZmax=10.0067

Vomax=1.4484
almax=2.9173
aZmax=11.8826

Jerk max (rad/s®)
Couple max(N.m)

Couple optimal
(N.m)

Chromos optimal

Jimax=5
Jomax= 25
Cimax=20.0721
Comax=4.7928

0.0146

[0.9632 ,0.6812]

Jimax= 4
Jomax= 19
Cimax=19.7892
Comax=4.7037

0.0165

[1.0703, 0.6504]

Jimax= 4.75
Jomax= 29
C1max=20.1885
Comax=4.8253

0.0137

[0.8955, 0.7116]

Tableau 4 3: les résultats obtenus pour le 1°" exemple.
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Figure 4 25: Animation par SolidWorks du robot 2R au point intermédiaire.
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Figure 4 26: Animation par SolidWorks du robot 2R au point final.

Apres avoir traité les deux exemples du robot 2R et appliqué I’organigramme indiqué ci-
dessus on a constaté que :

Pour le 1* exemple : on a traité une trajectoire a trois points (point initial, point intermédiaire
et le point final) et d’apres les résultats obtenus, on remarque que plus la valeur du coefficient
de pondération o augmente la fonction objective f.obj augmente aussi, alors f.obj est
proportionnelle avec a

Pour 0=0.25—1f.0bj=0.4220
Pour 0=0.5—1.0bj=0.8686
Pour a=1—f.0bj=1.6071.

Notons que les différents contraintes cinématiques et dynamiques ont été respectées et les
résultats trouvés montrent que les valeurs des vitesses, des accélérations, le jerk et les
couples ne dépassent pas les valeurs limitées. On a trouvé aussi I’intervalle optimal du
chromosome optimal

e Pour 0=0.25—chromo optimal= [0.9632, 0.6812]
e Pour 0=0.5—chromo optimal=[1.0703, 0.6504]
e Pour o=1—chromo optimal= [0.8955, 0.7116]

4.4.2. Exemple 2 : Trajectoire passant par onze points :
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Dans cet exemple on va traiter un robot 2R planaire qui subitdes contraintes
dynamiques dues aux couples, ce robot doit passer par onze points imposés (tableau 4.4) le
deuxieme point est calculé en faisant la somme des points 1 et 3 et divisant sur 2 et la méme
chose pour le dixieme point on fait la somme des points 9 et 11et on divise sur 2. On opte
pour une trajectoire aun temps minimal donc on forme une fonction objective qui minimise le
temps d’exécution de la tache (f.obj=T), I’expression du couple est donnée par I’équation
[4.18].

Figure 4 27: représentation schématique des deux bras planaire.

x°=1.00 y° =-0.500 g’ =0.0000 g =-1.5708
x? =1.00 y* =-0.375 92 =0.1253 g2 = -1.6804
x® =1.00 y* =-0.250 ¢ =0.2517 g =-1.7594
x* =1.00 y* =-0.125 q’ =0.3789 ¢ =-1.8074
x°® =1.00 y°> =0.000 g’ =0.5054 g =-1.8235
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x® =1.05 y* =0.100
x" =1.15 y" =0.200
x® =1.30 y* =0.100
x° =1.30 y* =0.050
X =130 y* =0.000

g, =0.5837 g5 = -1.7087
g  =0.6119 g, =-1.4581
g =0.4263 g5 =-1.1040
g, =0.3903 g} =-1.1124

q'=0.3526 g;' = -1.1152

Tableau 4 4: I’organe terminal passe par les points exprimes en metre et I’équivalent des liens passent par
les points exprimés en radians des deux bras.

Apres avoir trouvé la fonction objective et le couple et former le programme MATLAB

on obtient les résultats suivants :
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Figure 4 28: Animation du déplacement de robot 2R dans I’espace opérationnel en passant par le point
initial points intermédiaires-point final.
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Figure 4 29: graphe qui représente la variation de la fonction objective en fonction du nombre de
génération.
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Figure 4 31: graphe représentant la variation de vitesse des liens.
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Figure 4 33: graphe représentant la variation du jerk des liens.

81



300 T T T

- = Couplel
— oLl 2
250 ™ ~ /'~ _ - ]
RN p \
NN
200} / |
= \‘ /4 ,/
Z 150} '/ - ]
73]
@
S 100} .
8

18 i

- = =
<] = =1
T T T
L I i

point & point(s)

=
=]
T
I

Temps consommé pour le mouvement

generation

Figure 4 35: graphe qui représente le temps consommée pour le mouvement point & point en fonction du
nombre de génération.

82



Résultats obtenus

Temps d’exécution 60.719949
du code de calcul (s)
T optimal (s) 2.4008
F.obj optimal 2.4008
Vg1 (mM/s) Max= 0.7875
Med=0.1905
Vg2 (mfs) Max= 1.2481
Med= 0.6240
aq (rad/s?) Max= 3.0064
Med= 1.5032
aq (rad/s?) Max= 5.0631
Med= 2.5315
Jo1 (rad/s®) Max= 83.8303
Med= 42.6438
Joz (rad/s®) Max= 86.6402
Med= 45.3043
Couple (N.m) glmax= 259.8654
g2max= 28.2971

Tableau 4 5: les résultats obtenus pour le 2 “™exemple.
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Tableau 4 6: Animation par SolidWorks du robot 2R du point initial au point final en passant par les
points intermeédiaires imposés.
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Pour cet exemple, on a traité une trajectoire a onze points avec un point initial et un
point final et neuf points intermédiaires, en appliquant les programmes sous MATLAB et en
respectant les contraintes imposées on a procédé une fonction objective qui dépend
uniquement du temps et on a trouvé comme fonction optimale Fct. optimal=2.4008. Notons
que le chromosome optimal qu’on a trouvé pour cette tache est égale a h; = [0.0241, 0.3833,
0.2165 0.2024, 0.1693, 0.1885, 0.2122, 0.4847, 0.1464, 0.3136, 0.0599].

4.6. Conclusion :

Dans ce chapitre on a traité le probleme de planification des trajectoires dans les
taches imposées, pour cela on a proposé une technique qui se focalise sur la modélisation des
trajectoires en utilisant les fonctions splines cubiques et I’optimisation des criteres oud’une
fonction objectif qui représente le temps d’exécution de la taches et/ou le couple moteur des
bras manipulateurs en utilisant les algorithmes génétiques. Pour cela, on a traité deux
exemple, le premier concerne un bras manipulateur de 2 d.d.l qui doit réaliser une tache
composée par un seul point intermédiaire sous des contraintes cinématiques et dynamiques et
en minimisant une fonction objective qui est en fonction du temps et couple. Tandis que le
2°™ exemple concerne a réalisé une trajectoire optimale qui est composéeavec neuf point
intermédiaires sous des contraintes dynamiqueset en minimisant une fonction objectif qui est
fonction que du temps. Les résultats trouvés et mentionnés dans les tableaux et par des figures
montrent que cette approche peut donner des résultats satisfaisants car les contraintes n’ont
pas été dépassées et le temps d’exécution du code de calcul ne prend pas assez de temps pour
trouver la solution optimale (exécution avec PC a 2Ghz).
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Introduction générale

La maitrise de la conception et du fonctionnement de mécanismes complexes motorisés
ou « machine », a toujours été un facteurimportant de progréstechnologiquement et parfois
aussi sociaux et économiques dans divers domaines. Ces machines sont destinées a augmenter
les possibilités de I’lhomme pour la rapidité de ses déplacements et ses actions, et pour
I’amplification de sa force et de son champ d’action, notamment dans I’accomplissement de
taches pénibles, dangereuses et/ou répétitif. Les fonctions généralementconcernées sont :

> Le déplacement.
» La « manipulation » :
- Déplacerun outilpour saisir des objets ou de la matiére, les transporter et les
déposer.
- Exercer des efforts sur I’environnement.

- Lacombinaison des deux fonctions précédentes.

Un robot manipulateur peut donc étreconsidéré d’une maniére générale, vu par son
environnement, comme un générateur de mouvements et d’efforts dans les diverses directions

de I’espace.[Technique de I’ingénieure]

En effet, lutilisation courante des robots manipulateurs dans I’exécution des
tachesrépétitives fait que les recherches se sont naturellement orientées vers la planification
de mouvement qui cherchent en général une meilleure gestion de la rapidité de I’exécution et

de la fiabilité du fonctionnement du manipulateur.

En résume, le probleme de planification d’un mouvement optimal le long d’une tache de
transfert est formulé mathématiquement sous forme d’un probléme d’optimisation sous
contrainte dans lequel I’objectif est de minimiser une quantité physique représentée par critere
de performance tout en respectant certaines limitations et exigences de nature technologique
liées au robot manipulateur, a la tache et a I’environnement. La résolution de ce probleme
conduit a la détermination de la trajectoire optimale que le robot manipulateur doit suivre
ainsi que les commandes optimisées qui permettent d’engendrer le mouvement le long de

cette trajectoire.

Selonla tache que doit accomplir le robot, on s’intéresse seulement a une
trajectoireimposée.



» Trajectoire imposee :

De tels mouvements sont rencontres lorsque I’outil en fin de chaine agit sur son
environnement sans interruption et selon un parcours déterminé. Il est nécessaire dans ce

cas, de spécifier la trajectoire del’effecteur dans I’espace opérationnel.

Par exemple : les travaux de découpage ou de soudure continu.
Etat de I’art :

Des travaux dans la robotique ont traités le probleme de planification des trajectoires
des robots manipulateurs.

Le principal objectif de ces travaux est d’assurer la fiabilité du fonctionnement et une
meilleure gestion de la rapidité du manipulateur,la plupart de ces travaux tentent de planifier
une trajectoire de qualités en respectant certaines limitations et contraintes caractéristiques, a
la tache réalisée et a I’environnement dans lequel évolue le manipulateur.

Le bon fonctionnement du manipulateur souventdépond de la minimisation d’un critére
de performance en respectant des exigences imposées comme les limitations géométrigques,
cinématiques, dynamiques et technologiques propres au robot manipulateur. Un autre
probléme qui se pose dans la planification des trajectoires ; c’est I’encombrement de I’espace
de travail, sa consiste a définir des trajectoires assurant I’évitement de tout obstaclelors de
I’exécution de la tache.

Dans la littérature de la robotique des travaux tentent de proposer des solutions pour
planifier des trajectoires des robots manipulateurs de fagcon optimale. Les différentesméthodes
proposées se distinguent entre elles par I’un des quatre facteurs suivants :

e La nature des taches a exécuter.
e La modélisation du comportement du robot
e Le critére d’optimisation considéré et les contraintes prise en compte.

e Latechnique employée pour la résolution du probléme d’optimisation.

Notre travail consiste a planifier des trajectoires des robots manipulateurs dans des
taches imposées, pour cela des approches de resolution ont été proposées en tenant compte de
la nature de modélisation adoptée.

La modélisation d’un systeme permet d’obtenir des équations qui représentent le
comportement du systeme étudié. Pour I’obtention de ces équations, il est nécessaire d’opter

pour un paramétrage adéquat [14].



Pour le modéle dynamique le formalisme de Lagrange ne donne forcément pas le
modéle le plus performant du point de vue du nombre d’opérations. Cette méthode est
parmiles plus simples pour I’obtention du modele dynamique [1]. C’est un formalisme qui
décrit le modéle en termes de travail et d’énergie du systeme.

En général, les équations de mouvement sont accompagnées par des équations de
contraintes qui généralement algébriques et non linéaires [1].Des autres travaux ont cité un
autre formalisme de Newton-Euler qui est basé sur les théorémes généraux de la mécanique
[22]

Pour le probleme de planification des trajectoires des travaux réalisés ont proposé des
méthodes on cite :

Interpolation polynomiale de Lagrange qui est a comme avantage la simplicité et relie
des points avec une seule fonction polynomiale mais elle peut étre complémentaire absurde
[27].Le travail accomplit dans [28] c’est la représentation de Bézier qui cite chaque segment
de polyndme peut étre représenté par son Bézier polygone.De la méme référence [28] les
auteurs ont donné une autre méthode d’approche B-spline qui permet d’écrire une
combinaison affine de certains points.Les auteurs de [29] ont donné une autre approche
appelée NURBS (Non Uniforme B-Spline)qui a comme propriétés la représentation des
coniques, invariance affine, invariance projective, projection de la courbe NURBS passant par
la projection des points.

Notre mémoire a été exposé comme suit : Le 1% chapitre aborde une généralité sur la
robotique, les différents systemes mécaniques robotisés, la terminologie utilisée.Et le 2éme
chapitre traite les modeles de transformation entre l'espace opérationnelet I'espace
articulaire. On distingue :

- les modeles géométriques direct et inverse qui expriment la situation de I'organe terminal en

fonctiondes variables articulaires du mécanisme et inversement.

- les modéles cinématiques direct et inverse qui expriment la vitesse de I'organe terminal en

fonction des vitesses articulaires et inversement.

— les modeles dynamiques définissant les équations dumouvement du robot, qui permettent
d'établir les relations entre les couples ou forces exercés par les actionneurs et les

positions, vitesses et accélérations des articulations.



En suite le 3éme chapitre présente la planification des trajectoires d’un bras manipulateur en
utilisant les différents méthodes d’interpolations comme Lagrange, Bézier, Spline cubique, et
B-Spline.Et le 4éme chapitre est consacrée a étudié un exemple pratique : « robot 2R ».Enfin
la conclusion générale qui reflete les résultats des chapitres suivi par des perspectives

envisagées.



ANNEXE A

1. Les algorithmes génétiques :

Les algorithmes génétiques sont des techniques d’optimisations fondées sur les
mécanismes de la sélection naturelle et de la génétique [4-12] [4-14]. Leur fonctionnement est
relativement simple. On part avec une population de solutions potentielles (chromosomes)
initiales arbitrairement choisie. On évalue leurs performances (fitness) relatives sur la bas
desquelles on créé une nouvelle population de solutions potentielles en utilisant des
opeérateurs évolutionnaires simples: la selection, le croisement et la  mutation. On
recommence ce cycle jusqu’a ce que I’on trouve une solution satisfaisante. Ces algorithmes se
distinguent des autres méthodes stochastiques par les deux principaux points suivants :

> lls utilisent un codage des parameétres (solution) et non pas les parametres eux méme.
> lls travaillent sur une population de points, au lieu d’un point unique.

Un algorithme génétique se présente en général de la maniére suivante :

4 A

Générer une population initiale
Répéter :

e Evaluer les performances de chaque individu (chromosome)

e Sélectionner et regrouper les chromosomes par paire selon leurs
performances.

e Geénerer une nouvelle population : (appliquer les opérations de
croissement, et de mutation).

Jusqu’a convergence.

. J

Algorithme (1) : les algorithmes génétiques.
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