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Introduction générale

Les études statiques des matériaux homogénes ont d'abord permis de construire des
modéeles de plus en plus fins notamment en ce qui concerne les contraintes [1]. D. Gay a
repris la théorie classique avec une prise en compte des cisaillements transverses en

I'étendant au domaine dynamique [2].

L'extension aux matériaux composites a été permise par les travaux de J.M. Cieaux
[3] et M.Carrier [4]. Le développement de I’utilisation des matériaux composites dans les
structures nécessite de mettre en place les outils nécessaires a la modélisation du
comportement mécanigue des matériaux composites et a l’analyse des structures stratifiées.
L’objet de cette analyse est d’établir une synthese de I’analyse du comportement
mécanique et de la théorie des stratifiés, et d’en appliquer les développements aux

problémes de I’instabilité agroélastique [5].

Parmi les problémes d’aéroélasticité que risque de rencontrer un avion, le flottement
[6] est probablement le plus complexe et potentiellement le plus désastreux de tous. Il se
déclenche sans prévenir, sans qu’aucun indice ne permette au pilote de déceler I’approche
de lavitesse critique. La rapidité avec laquelle s’amplifie la vibration, varie selon le cas,
mais souvent elle est telle que la rupture survient avant que le pilote n’ait le temps de
réduire la vitesse pour quitter le domaine d’instabilité. Dans ce cas les aéroéasticiens
emploient le mot « explosif » pour donner une idée de la soudaineté du phénomene [6]
d’ou I’importance majeure de connaitre la vitesse critique de flottement d’une structure.

Les matériaux composites ont pris une telle ampleur d’utilisation, particulierement
dans le domaine aéronautique et spatial, que nous optons dans notre éude de résoudre les

équations du flottement pour le cas d’une structure fabriquée en matériau composite.

Cette éude comporte cing chapitres. Le premier porte sur des généralités sur les
matériaux composites, leurs définitions et leurs propriétés, ainsi que leurs applications dans
le domaine aéronautique. Le deuxieme et le troisieme sont consacrés a I’analyse du
comportement mécanique des stratifiés, a la théorie classique des stratifiés et a la théorie
FSDBT. Le chapitre quatre présente la modélisation du comportement vibratoire de la
poutre, les solutions du probléme sont présentées dans le chapitre cing passant par I’étude

modal e du systeme vibratoire et par la résolution du probleme aux valeurs propres.
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Introduction générale

Ce travail porte d’une part sur la détermination, par la méthode de variationnelle de
Ritz, du comportement vibratoire d’une poutre plane composite stratifiée symétrique, se
comportant d’un point de vue élastigue comme un matériau orthotrope. D’autre part, nous
déterminons la vitesse critique du flottement, dans le cadre de la prévision des instabilités
aéroélastiques des structures d’avions. L’analyse, en effet, joue un r6le majeur dans la
conception et la certification des avions civils.
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Chapitre 1 Généralité des composites

Généralité sur lesmatériaux composites

Introduction :

Un matériau composite est un matériau différent du classique (les métaux, les
plastiques) car il est constitué d’une matrice et d’un renfort. C’est pour cela que le matériau
composite posséde d’excellentes caractéristiques mécaniques, d’ou son importance
économique notoire. Les prévisions portent a penser que cette importance va croitre dans
les années qui viennent. Une grande diversité de fabrication est concernée, depuis les
produits composites dits a grande diffusion jusqu’aux composants aérospatiaux a hautes
performances mécaniques et thermomécaniques [2].

Parmi les composites, on distingue deux types: les composites grandes diffusions
(GD) et les composites hautes performances (HP).

Les GD représentent 95% des composites utilisés. Ce sont en général des plastiques armeés
ou des plastiques renforcés. Les HP, principalement utilisés dans I'aéronautique sont d'un

colt élevé.
1-1 Définition de base:

1-1-1 Définition M C :

Dans un sens large, le mot « composite » signifie « constitué de deux ou plusieurs
parties différentes ». En fait, I’appellation matériau composite ou composite évogque un
matériau différent des matériaux macroscopi quement homogenes habituels.

On appelle maintenant de fagon courante « matériaux composites » des arrangements de
fibres continues ou non d’un matériau résistant (le renfort) qui sont noyées dans une
(matrice) dont la résistance mécanique est beaucoup plus faible, la matrice conserve la
disposition géométrique des fibres et leur transmet les sollicitations auxquelles est soumise
la piece. L’ensemble « renfort — matrice » se complétant et permettant d’aboutir a un
matériau dont I’ensemble des performances est supérieur a celui des composants pris

separément.

1-1-2 I sotropie, anisotropie:
Lorsqu’on aborde I’étude du comportement des corps élastiques sous charge (théorie
d’élasticité), on est amené & mettre en évidence, avec des considérations et des moyens qui

ne sont pas forcément compliqués, les propriétés fondamental es suivantes :
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Chapitre 1 Généralité des composites

Un corps éastique soumis a des contraintes se déforme de fagon réversible; En chague
endroit a I’intérieur du corps, on peut isoler des facettes privilégiées sur lesquelles ne
s’exercent que des contraintes normales. Les normales a ces facettes sont appelées
directions principales pour les contraintes.

Une petite sphére du matériau entourant un point du corps devient apres application du
chargement — et donc sous I’effet des contraintes — un petit ellipsoide.

La position de cet ellipsoide dans I’espace relativement aux directions principales pour les
contraintes permet de caractériser la nature isotrope ou anisotrope du matériau constitutif
du corps considéré (figure 1-1).
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Figure (1-1) : Matériau isotrope / anisotrope.

Une maniére simple de constater les effets de I’anisotropie lors de la déformation
d’une piéce consiste a solliciter dans son plan une plague de matériau anisotrope. Pour une
plague anisotrope, les traits obliques symbolisent par exemple la direction privilégiée
suivant laguelle on a disposé des fibres de renfort. On peut constater que, pour une
orientation quelconque du renfort, la méme sollicitation uniaxiale appliquée
successivement a la plague isotrope et a la plaque anisotrope provoque chez cette derniere,
en plus des dilatations longitudinales et transversales, une distorsion angulaire
caractéristique (figure 1-2) [2].
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Figure (1-2) : Effets de I’anisotropie lors des déformations [2].
1-2 Quelques propriétés des matériaux composites:

1-2-1 L égeretéet rigidité:

La caractéristique principale d’un matériau composite est d’offrir le meilleur rapport
légéreté/rigidité. A partir de 3 kg/m2, la rigidité est déa supérieure a celle d’une téle
d’aluminium 5 fois plus lourde ! Sa résistance mécanique le rend adaptable a tout niveau

de charge et sollicitations statiques et dynamiques.

1-2-2 Esthétique :

Parce qu’il utilise les techniques du collage, le composite est un produit
particulierement esthétique, auss bien dans son aspect général que dans sa finition. De
plus, les panneaux peuvent étre revétus de toutes sortes de peaux : acier, inox, aluminium,
composites, bois,...y compris de fines feuilles de marbre ; ils sont de ce fait
particuliérement adaptés a la décoration intérieure ou extérieure.

1-2-3 Absorption de chocs:

Une qualité tres remarquable du composite est sa capacité a absorber I’énergie
cinétique. Il peut absorber des forces trés importantes d’une maniére constante
parfaitement maitrisée et sans générer de rebonds. Selon le type de nids d’abeilles,

I’énergie absorbée couvre une large plage de 0,15 a 3,5 millions de J/m 3.
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Chapitre 1 Généralité des composites

1-2-4 Adaptabilité:

Le composite est souvent utilisé sous forme de panneaux de forme plane, mais sa
structure, ses qualités propres et ses nombreuses possibilités de mise en ceuvre lui
permettent d’apporter une réponse technique a de trés nombreux problémes de forme et de
structure, de la cloison décorative courbe ala coque autoporteuse de grandes dimensions.
En plus les matériaux composites ont les avantages suivants :

» Grande résistance alafatigue.

» Faible vieillissement sous I'action de I'humidité, de la chaleur, de la corrosion (sauf alu
carbone).

» Insensibles aux produits chimiques "mécaniques " comme les graisses, huiles, liquides

hydrauliques, peintures, solvants, pétrole.
1-3 Evaluation desgains:

1-3-1 Lathéorie:

C’est par exemple I’étude realisee par la société Lockheed (USA) pour la conception
d’un gros porteur ayant pour principales caractéristiques: charge utile 68 tonnes,
transportée sur 8 300 km. Elle afourni les résultats significatifs suivants :

-Pour un appareil en construction métallique classique :
Masse totale au décollage : 363 tonnes.
Masse de la structure : 175 tonnes.
-Pour un appareil en construction composite:
Masse totale au décollage : 245 tonnes
Masse de la structure : 96 tonnes.
(Moins 33 % pour |la méme mission).

Une telle différence s’explique par des conséquences en cascade que I’on peut illustré

comme suit (figure 3-1) : v

Diminution delamasse avide

v

Diminution de la motorisation

v

[Di minution du carburant consommé

v
[ Diminution de la masse totale ]
[

Figure (1-3) : Evaluation des gains sur le poids.
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Chapitre 1 Généralité des composites

1-3-2 Lapratique:

En réalité, I’introduction des matériaux composites dans les appareils est limitée a
certaines parties de la structure ; elle se fait de plus en coup par coup et de fagon
progressive au cours de la durée de vie d’un appareil (opérations de revalorisation). On est
alors amené a prendre en considération différentes notions :

» Notion de taux d’échange : c’est le colt du kilogramme gagné lorsqu’on substitue
une piece métallique classique par une piéce composite. Pour la substitution alliage |éger-
carbone/époxyde, ce colt est de I’ordre de 800 FF (1984) par kilogramme lorsque la piece
est dimensionnée en rigidité (déformations analogues pour une méme sollicitation). Il est
amorti en moins d’une année par le gain en charge payante.

» Notion de gain en charge payante : c’est le gain en passagers, en fret, ou en
carburant : par exemple pour un gros porteur :

Un avion de 150 tonnes, 250 passagers comporte 60 tonnes de structure ; une introduction
progressive de 1600 kg de matériaux composites a hautes performances amene a un gain

de 16 passagers avec leurs bagages.

1-4 Constitution d’un matériau composite :

Un matériau composite est constitué d’une matrice et d’un renfort. La matrice est
elle-méme composée d’une resine (polyester, epoxyde, etc.) Et de charges dont le but est
d’améliorer les caractéristiques de la résine tout en diminuant le codt de production. D’un
point de vue mécanique, I’ensemble résine-charges se comporte comme un matériau
homogeéne.

Le renfort apporte au matériau composite ses performances mécaniques €leveées,
aors que la matrice a pour réle de transmettre aux fibres les sollicitations mécaniques
extérieures et de protéger les fibres vis-a-vis des agressions extérieures.

En plus de ces deux constituants de base, il faut rgouter : une interface qui assure la
compatibilité renfort matrice, qui transmet les contraintes de l'un a lautre sans
déplacement relatif. Des produits chimiques entrent aussi dans la composition du
composite. Qui peuvent jouer sur le comportement mécanique, mais n'interviennent
pratiquement jamais dans le calcul de structure composite.
Pour les composites, on construit sa structure ala demande :

» Lanature, latexture et laforme du renfort,

» Letaux de renforcement,

» Lanature delarésine et des charges ou additifs,
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Chapitre 1 Généralité des composites

» Laqualité del'interface renfort-matrice,
» Lagéométrie de lapiece aréaliser,
» Leprocédé de mise en ceuvre utilisé.
On cherchera toujours a orienter au mieux les renforts en fonction des efforts auxquels la

structure est soumise.

1-4-1Les résines:

Les résines utilisées dans les matériaux composites ont pour réle de transférer les
sollicitations mécaniques aux fibres et de les protéger de I’environnement extérieur. Les
résines doivent donc étre assez déformables et présenter une bonne compatibilité avec les
fibres. En outre, elles doivent avoir une masse volumique faible de maniére a conserver
aux matériaux composites des caractéristiques mécaniques specifiques élevées.

Trois grandes familles de résines existent : les résines thermoplastiques, les résines
thermodurcissables et |es résines thermostabl es.

Matrices

organiques |.| et T ———p| minérales
Y 7,
v H""R — =i ,-"’f -.___\
X e F F 1

thermodurcissables | | thermoplastique | éla.'itrﬂmérrs | cEramique mstalliques

e il S

bomrez carbures nifruras

Figure (1-4) : Les différentes familles de matrice.

1-4-2 Lescharges et additifs:

Différents produits peuvent étre incorporés a la résine pour lui conférer des
caractéristiques particulieres ou en réduire le colt. L’addition de ces produits a pour
fonction soit d’améliorer les caractéristiques mécaniques et physiques du point fini, soit
d’en faciliter la mise en ceuvre.

Les charges incorporées sont soit renforcantes pour I’amélioration des caractéristiques
mecaniques de la résine, ou non renforcantes pour diminuer le colt des résines en
conservant leurs performances.
Les additifs se trouvent en faible quantité (quelque % et moins) et interviennent comme :

v Lubrifiants et agents de démoulage,

v" Pigments et colorants,
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Chapitre 1 Généralité des composites

v Agents anti-retrait,

v' Agents anti-ultraviolets.

1-4-3 Lesrenforts (fibres et tissus) :

Les matériaux de renfort conférent aux composites |eurs caractéristiques mécaniques:
rigidité, résistance a la rupture, dureté, etc. Ces renforts permettent également d’améliorer
certaines propriétés physiques : comportement thermique, tenue en température, tenu au
feu, résistance a I’abrasion, propriétés électriques, etc. Les caractéristiques recherchées
pour les renforts sont : caractéristiques mécaniques é evées, masse volumique faible, bonne
compatibilité avec les résines, facilité de mise en oeuvre, faible colt, etc. En fonction des
utilisations, les renforts peuvent étre d’origines diverses : végétale, minérale, artificielle,
synthétique, etc. Toutefois, les renforts les plus utilises se présentent sous formes de fibres
ou formes dérivées. Les renforts fibres se présentent sous diverses formes commerciales :

» Sous forme linéique (fils, méches, etc.),
» Sous forme de tissus surfaciques (tissus simples, mats, etc.),
» Sous forme multidirectionnelle (tresses, tissus complexes, etc.).

Des fibres courtes particulieres, les whiskers, dont les caractéristiques mécaniques
sont éleveées, sont également développées. Leur utilisation est toutefois limitée du fait des
difficultés de fabrication.

i [Renfert b
CRrganliuss - ’ i -".L.! Inorganiques |
— . R =
Polyesters Aramides | Aliné rame | [ Vigémnx
e e A
. L J ; .
v 2 ke I
| Cérmmigues Metmlliques | IL' hca
L s) e o ] Popier
- Tk
| Veme | | Carbone | | Bore ] Jue

Figure (1-5) : Principaux matériaux de renfort.
1-4-4 Lesprincipalesfibres:

1-4-4-1 Lesfibresde verre :

Les fibres de verre sont élaborées a partir d’un verre filable, appelé verre textile,
composé de silice, alumine, chaux, magnésie, etc. Ces produits peu colteux, associés a des
procédés assez simples d’élaboration, conférent aux fibres de verre un excellent rapport
performances/prix, qui les place de loin au premier rang des renforts utilisés actuellement
dans les matériaux composites.
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Chapitre 1 Généralité des composites

1-4-4-2 Lesfibres de carbone :

Le graphite a une structure hexagonale d’atomes de carbone, disposés en plans
cristallographiques paralleles (figure 1-6). Ces plans décalés de telle sorte qu’un atome de
carbone se projette au milieu d’un hexagone des plans voisins. Les liaisons entre atomes
voisins de méme plan sont fortes, et donnent au graphite des propriétés mécaniques élevées
dans la direction parallele aux plans cristallographiques. L’étude théorique des liaisons
prévoit dans cette direction un module d’Young de 1200 gpa et une résistance a la rupture
de 20000 Mpa. D’autre part, la masse volumique faible (inférieur a 2000 kg/m3) conduit a

des propriétés mécaniques spécifiques théoriques remarquablement éevées[5]..

1-4-4-3 Lesfibres aramides :

Les fibres aramides a caractéristiques mécaniques é evées sont généralement connues
sous le nom de « Kevlar », nom commercial de lafibre mise au point par
Dupont de Nemours (USA), et commercialisée en 1972.
L’élaboration des fibres est effectuée par synthese a basse température (-10° C), puis par
filage en solution. Les fibres sont ensuite étirées et traitées thermiquement pour augmenter
leur module d’élasticité.

1-4-4-4 Lesfibres céramiques::

Diverses fibres de matériaux réfractaires ou céramiques (carbures, borures, nitrures,
etc.) Peuvent étre élaborées par dépdt chimique en phase vapeur sur un fil support.
Actuellement, les fibres obtenues par ce procédé, et faisant I’objet d’une production sont :

» Lesfibresde bore (B),
» Lesfibresde bore (B)-carbure de bore (B4C),
» Lesfibresde carbure de silicium (sic),

» Lesfibres de bore-carbure de silicium, appelées borsic.

1-4-4-5 Les fibres synthétiques thermostables :

Les fibres synthétiques thermostables sont des fibres organiques obtenues par synthése, et
qui conservent leurs caractéristiques mécaniques a températures é evées.

Associées a des résines thermostables, elles permettent d’obtenir des matériaux dont les
caractéristiques mécaniques en température sont conservées. Les caractéristiques
meécaniques de ces fibres sont toutefois nettement plus faibles que celles des fibres

usuelles. Elles sont utilisées dans les isolants éectriques et thermiques, les protections
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Chapitre 1 Généralité des composites

thermiques : boucliers de missiles, cones de rentrée de véhicule spatial, etc. Parmi ces
fibres, nous avons:
» LeKermel élaboré par Rhéne-Poulenc,
Le Nomex développé par Dupont de Nemours,
Le Kynol fabriqué par Nippon kynol,
Lafibre PBI (polybenzimidazole) éaboré par Hoechst-Celanese,
Lafibre Apyeil de Unitika Ltd.

YV V VYV V

Autresfibres:
Il existe diverses autres fibres utilisées pour des applications particuliéres. Ces fibres sont
généralement a faibles module et contrainte de rupture, excepté les fibres métaliques.
Parmi ces fibres nous avons [5]:

» Lesfibres d’origine végétale : le bois, lesisal, lejute, lelin, etc.,

» Les fibres d’origine minérale : I’amiante, la silice,

» Lesfibres synthétiques : polyester, polyamides, polyéthylene,

>

Les fibres métalliques : acier, cuivre, duminium.
1-5 Architectur e des matériaux composites:

1-5-1 Les monocouches::

Les monocouches représentent I'édément de base de la structure composite. Les
différents types de monocouches sont caractérises par laforme du renfort : afibres longues
(unidirectionnelles UD, réparties a éatoirement), a fibres tissées, a fibres courtes.

Vi @0 Iy

?:'//;/?*
, , i
/’/f/z/ "//" // é;’/

Figure (1-6) : pli unidirectionnelle.
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1-5-2 Les dtratifiés:
Un dtratifié est constitué dun empilement de monocouches ayant chacun une
orientation propre par rapport a un référentiel commun aux couches et désigné comme le

référentiel du stratifié.

Figure (1-7) : Constitution d’un stratifié.
Le choix de I'empilement et plus particulierement des orientations permettra d'avoir des

propriétés mécani ques spécifiques.

1-5-2-1 Notation :

Un stratifié possédant I'empilement (90, -45, -45, 90)s est un stratifié avec 4 couches
dans les directions 90°, -45°, -45°et +90°, |'orientation 0° coincidant avec la direction 1 du
repére principal du composite. Ces plans seront réparties symétriqguement par rapport au
plan moyen du stratifié.

Fi E'J]‘:‘
l} / (£6

=t
m!
¥
L
]

pla de smétrie miroir-——" T

bl g

]
Figure (1-8) : dtratifié.
On pourra avoir des stratifiés de type::
» Equilibré: stratifié comportant autant de couches orientées suivant la direction +&
gue de couches orientées suivant la direction -8
» Symétrique: dtratifié comportant des couches disposées symétriquement par
rapport a un plan moyen.

» Orthogona : stratifié comportant autant de couches a0° que de couches a 90°.
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1-5-3 Les sandwichs:

Ce sont des Matériaux composes de deux semelles (ou peaux) de grande rigidité et
de faible épaisseur enveloppant une ame (ou cceur) de forte épaisseur et faible résistance.
L'ensemble forme une structure d'une grande |égéreté. Le matériau sandwich possede une

grande |égéreté en flexion et c'est un excellent isolant thermique.
10 =2¢ /de, =100
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Figure (1-9) : matériau sandwich.
Pour que les structures sandwichs jouent pleinement leur réle, il est nécessaire de
veiller & avoir une solidarisation parfaite de I’ensemble dme-peaux, de maniére a répartir
les efforts entre ame et peaux. L’assemblage est réalisé par un collage a I’aide de résines

compatibles avec les matériaux en présence.

Figure (1-11) : Matériaux sandwichs a ames creuses.
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Généralité des composites

1-6 Applications des matériaux composites :

L’eventail des applications est trés large, et le tableau suivant nous donne une idée

sur I’utilisation des matériaux composites dans les domaines suivants :

Electrécité et electronique

Batiment et travaux publics

Isolants de construction Electrique,
Supports de digoncteurs,
Supports des circuits imprimes,

Antenne, raddmes,

Cellules d’habitation,
Coffrages,
Moules a béton,

Cloisons, portes, mobilier, sanitaire

Transport routier

Mecanigue génerale et diverse

Piéces de carrosseries,
Roues, boucliers, calandres,
Arbre de transmission,
Ressorts de suspension,

Bouteilles de carburant gazeux,

Engrenages, coussinets,

Boitiers, carters, corps de vérins,
Lances de métier atisser,
Eléments de tables tracantes,
Bouteilles de gaz sous pression,

Transport spatial

Transport maritime

Corps de propul seur,
Réservoirs,
Tuyéres,

Corps de rentrée dans I’atmosphere

Embarcations de sauvetage,
Engins de débarquement,
Voiliers de compétition.

Transport aérien

Sports et loisirs

Avions de tourisme <tout composite>,
Planeurs <tout composite>,

Certaines de piéces d’avions : radome,
Volets,

Pales d’hélicopteres, hélices,

Arbres de transmission,

Raquettes de tennis et de squash,
Cannes a péche, javolets,

Planches avoile de surfing, aroulettes,
Casgues de protection,

Cadres de bicyclette,

Clubs de golf, avirons.

Tableau (1-1) : Applications des matériaux composites[2].
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Chapitre 1 Généralité des composites

1-7 Applications aéronautiques :

1-7-1 Lesgrosporteurs:

Avion européen Airbus A - 310 - 300 [7]

-Masse de la structure : 44.7 tonnes,

-Masse de composites : 6.2 tonnes ; composites a hautes performances : 1.1 tonne
Pourcentage de composites : 13.8 % de la masse de la structure.
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Figure (1-12) : Eléments en composite de I’ Airbus A - 310 — 300.

1-7-2 Lesmoyens porteurs:
Avion detransport ATR 72. Aérospatiale (FRA) et Aeritalia(ITA)
Masse totale en charge : 20 tonnes,

Pourcentage de matériaux composites supérieur a 25 % de la masse de la structure,
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Figure (1-13) : Eléments composites sur I’avion ATR 72.
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Chapitre 1 Généralité des composites

1-7-3 Lesavions de combat :
Avion Mirage 2000 A.M.D.-B.A. (FRA) [7].
Masse de matériaux composites : 65 kg.
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m
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A
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- o “{ rruppres de rain
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| preertes ale flavelage

citrbome B

Figure (1-14) : Les zones composites sur I’avion Mirage 2000.

1-7-4 Leshélicopteres:
Evolution de la masse des matériaux composites sur les hélicoptéeres de I’ Aérospatiale

(FRA).

<% composite en %

30% |- de la masse struciure
+ motorisation /

20%

10% |

] | ] | h

j950 1960 1970 1980 1990

Figure (1-15) : Evolution de la masse des composites sur |les hélicoptéres.
En comparaison d’une construction métallique conventionnelle, on peut noter des gains de
masse : de 15 % sur les structures secondaires, Jusqu’a 50 % pour les piéces travaillantes,
comme des éléments de transmission de puissance et de commande.

Lafigure suivante (figure 1-17) Montre les éléments composites sur un hélicoptere :
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Figure (1-16) : Les zones composites sur hélicoptere.

Conclusion :

Ce chapitre nous a permis d’avoir un apercu global sur les matériaux composites.
Nous avons vu leurs définitions, leurs constituants et leurs architectures. Les matériaux
composites sont différents des matériaux classiques car ils ont d’excellentes propriétés
mecaniques, ainsi que des geométries différentes. La connaissance de quelques éléments
mécaniques des composites est indispensable pour aborder par la suite le probleme de
vibration de la poutre composite. Dans le chapitre qui suit, nous allons mettre la loupe sur
la théorie des stratifiés.
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Chapitre 2 Aéroélasticité et lathéorie genérale desstratifiés

Aérodlasticité et lathéorie généraledesstratifiés

Introduction

Les problemes d’aeroelasticites n’existeraient pas si les structures, en particulier celles
des avions éaient parfaitement rigides. Parmi les phénomenes d’aéroélasticités que risgue de
rencontrer un avion, le flottement (flutter), il est probablement le plus complexe et
potentiellement le plus désastreux de tous. Pour étudier I’influence des phénoménes
d’aéroélasticités sur les structures en composites, il faut d’abord dégager les grandes lignes de
I’étude de comportement mécanique d’une structure complexe (étude vibratoire). Cette étude
comportera deux phases :

» I’étude du comportement mécanique de chaque couche, parfois appel ée comportement
micromécanique du matériau composite .Cette éude est assez souvent désignée par
microanalyse du matériau composite.

» I’étude du comportement globale du matériau constitué de plusieurs couches, est
désignée genéralement par le comportement macroscopique du matériau composite ou
comportement du stratifié.

L’analyse des structures simples (poutre et plaque) peut généralement étre abordée par
une méthode anaytique. Alors que I’étude de structure complexe nécessite [’utilisation de
méthodes approximatives telle que la MEF. L’analyse du comportement mécanique d’une

structure en matériau composite est schématisee sur la (figure 2-1).

Tarmimates -
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- = —_ g
gl A e it e
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Figure (2-1) : Processus d’étude des matériaux composites [5].

Processus d’étude :

Microanayse comportement de stratifié anayse de STR
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Chapitre 2 Aéroélasticité et lathéorie genérale desstratifiés

2-1 Aérodadticite:

L’aéroélasticité est la science qui étudie l'interaction entre les forces d'inertie, élastique
et aérodynamique. Il a été défini par Collier en 1947 comme « L'étude de l'interaction
mutuelle qui se déroule dans le triangle des forces dinertie, élastique et aérodynamiques
agissant sur les ééments de structure exposée a un courant d'air, et |'influence de cette étude
sur la conception ».

Deux ensembles peuvent étre définis : I'aéroélasticité statique et I'aéroéasticité dynamique.

L’étude du flottement (ou flutter) fait partie de |'aéroél asticité dynamique [6].

2-2 Définition de flottement :

On le définit comme étant une auto-excitation dynamique d’une structure élastique. I
correspond a I'apparition d'une oscillation divergente de la structure soumise aux forces
aérodynamiques. Son étude revient a déterminer les conditions de stabilité dynamique de cette
structure associée aux phénomeénes aérodynamiques. Cette instabilité est souvent
catastrophique car elle conduit a une rupture localisée ou globale de |la partie sollicitée. Dans
ce phénomeéne, la vitesse critique de flottement correspond a la vitesse d'apparition du

flottement.

2-3 Lestypesdu flottement :
Lestypes les plus dangereux sont :
- Ladivergence : ou flottement a fréquence nulle.
- Le flottement de décrochage: qui se produit lorsqu’il y a décollement de la couche
limites, en particulier a un grand angle d’incidence.
- Le flottement des modes couplés : dans le quelle les fréquences des oscillations de deux
ou plusieurs modes convergent vers une méme valeur provoquant ainsi I’instabilité de la

structure. Ce type de flottement est le plus fréquent sur les structures d’avion.

2-4 Prévention du flottement :
Dans le passé la prévention contre le flottement reposait sur des régles empirigues, tout
d’abord on se concentrait uniqguement sur le dimensionnement statique de I’avion. Puis les

constructeurs effectuaient des controles. Si la vitesse de flottement s’aurait inferieure a celle

......

structures lourdes et trop rigides, ce qui est un grand défaut pour des structures aéronautiques.

Ceci est une méthode révolue depuis longtemps.
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Une autre méthode qui permet actuellement une analyse de flottement plus complete est
de construire des modeles de la structure a une échelle réduite et d’utiliser la soufflerie.
Malheureusement, ces modéles sont trop onéreux a réaliser puisqu’ils doivent étre une
réplique reproduisant aussi fidélement que possible, non seulement la géométrie externe de
I’avion, mais également la distribution de la masse et de rigidité. Pour ces raisons plutot
économiques que techniques, les essais expérimentaux en soufflerie ne sont que tres rarement
utilisé.

Avec les machines de calculs tres rapides et le développement d’algorithmes efficaces,
I’analyse théorique du probleme de flottement a réalisé un grand pas en avant. On utilise
souvent la méthode des éléments finis afin d’avoir des informations sur la distribution de
masse et de rigidité et sur les modes d’oscillations et des méthodes de calcul aérodynamique.
Il est ainsi possible de construire des structures optimales et qui ne flottent pas [6].

2-5 Conditions de compatibilité et le champ de déplacement :

Il existe un lien entre déplacements et déformations, et entre les déformations elles-mémes.

e

-:I_-:tz_ -:l'_:t;._,_ 9 %k

di.® dag= d;d .

St R

TPy It o G e el @
c'.lu-jt; 4 = -:l'i; (_ d-:l'.:; + a-:l'.:_. + du'.tz,j

c'.lu-jt; 2 - -:l'i.;_ (_ au'.:_. + a-:l'.:, + au'.ll;j

2-5-1 Expressions générales du champ de déplacement :

L‘expression de déplacement en tout point M d’une poutre, de coordonnées
(x,v,2),s0us la forme de polyndme enz, généralement limites au degré trois, et de
coefficients dépendant de (ix, ) .le champ de déplacement est alors écrit sous laforme :
u(x,y,2) = ulx,y,0) + 2P, (, ¥) + 229, (x, ¥) + 27, (x,¥)
vy, 2) = v(x, ¥, 0) + a2, (r, ¥) + 2%, (x5, ) + 27, (x, ) (2-2)
w, ¥, 2) = w(r,y,0) + 21, (x, ¥) + 2. (x, ¥)

Cette forme du champ de déplacement répond aux conditions de compatibilité des

déformations (2-1), et permet de prendre en compte un gauchissement éventuel de la section
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droite des poutres et plaques lors de la déformation .dans le cas d’un probléme de dynamique,
le facteur temps doit étre introduit dan larelation (2-2).

Le deplacement d’un point quelconque M (x, v, ) est donc développé, suivant (2-2), en
série de la variable z a coefficients en (x, ¥), a partir du point de référence M (x,v,0). Le
champ de déplacement du point Mo sera noté par :
ug (x,¥) = u(x, ¥,0)
vg(x, ) = v(x, ¥, 0) (2-3)
w(x, ) =w(x,»,0)

2-5-2 Schémas du premier degré:

Les schémas les plus simples et les plus utilisées (par exemple schéma de Hencky-
Mindlin, schéma de Kirchoff) se réduit a des schémas du premier degré de laforme:
ule, v, 2) =ulx,y,0) + zh, (x, v)
vy, 2) = v(x, ¥, 0) + 2, (x, ¥) (2-4)
w(x,y,z) = w(x,y,0)

Les schémas du premier degré permettent de résoudre la plupart des problémes é émentaires.
Dans le cas ou un schéma du premier degré ne permettrait pas d’approcher convenablement

un probléme donné, il seraaors nécessaire de passer au 2° degré, voire au 3° degré.

2-6 Champ de déformation :

Le champ des déformations se déduit de I’équation (2-2)

eXX ﬂu ﬂuo +Zﬂyx+z2ﬂ| X+Z
x % ix ‘ﬂx

ezz=:1h—2'=yz+2212
SR T L LT T
d, ZeXZ—:T[\—:+%_§:T—N; +y = +zg Z+2j z+ZZ§ETXZ+3 -
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2-7 Champ des contraintes:

2-7-1 Illustration des contraintes dans un cube élémentaire:

Figure (2-2) : Représentation des contraintes sur les faces d'un cube élémentaire.

2-7-2 Notation :
Le champ de contraintes au point M d'un solide est un tenseur symétrique noté a (M)

0y 0p Oy
o(M)=|0r 0z Oz I
R

oy 0, Oz

Comme o (M) est symétrique, o, = o; pour tout t # |

Nous utiliserons indifféremment les deux notations (1,2,3) = (i, ¥, 2).

L’état des contraintes en un point M de stratifié s’exprime en fonction du champ des
déformations, le champ de contrainte rapportée aux axes de référence du dratifié (0 )

s’écrit donc :

1S 5 €€y, Cp Cp O 0 Cil €U
IS I %l 1 1 f u Ie I
'I. W.I. e~ C 22 C 23 0 0 c 26() _I' W'I.
fs.f _ &y Cyx Cy O 0 Clie,t
s ¥ %0 0o o c, c, olUlg? (2-6)
iSvi @& 44 45 G 19y
is i o o0 o0 Cc, C, O0UIg]
P>y & 45 55 i .I.gle

is Xyb &L C,x Cyx O 0 C'wxi Tgxyb
Ou C'; sont les coefficients derigidite de la couchek.

Dans le cas général, le champ des déformations est donné par les expressions (2-5).
Il en résulte que les contraintes dans la couche k sont des polyndmes en z. La théorie des
stratifiés a pour objet de ssimplifier le probleme a trois dimensions(ix, ¥, #), la réduction du
probleme est obtenue par intégration des contraintes suivant I’épaisseur, cette intégration

conduit aintroduire les résultantes et moments.

DAB| 2010 21



Chapitre 2 Aéroélasticité et lathéorie genérale desstratifiés

2-7-3 Simplification destenseursderigidité dansle cadre delathéorie des stratifié:

La théorie élémentaire des stratifiés fait I’hypothese que les contraintes normales a,
sont négligeables dans le volume de la poutre, par rapport aux autres composantes
Oy , Oy , 0y

Avec I’hypothése précédente, la relation (2-6) contrainte-déformation s’écrit [9]:

}.S XX:J §'C'11 C'12 C'13 0 0 le;l :e :J
1 1 1 u
:':SW:': gclz Cp Cx 0 0 Cuyi®wi
¥O t - 2(:'13 C'23 C'33 0 0 C 3 ?ezz ‘I,
iS YZ%/ g0 0 0 C,u Cx O a |gyz|y (2-7)
is i o0 0o ©0 c, C, O0Uig]I
.I.S Xy & | . 45 55 "4 ngzl
Tsxyb s Cx Cy% O 0 Ceﬁgfgxy'b

Quelque simplification de tenseur derigidité :
» Matériau orthotrope :

Le matériau orthotrope est un matériau a 3 plans de symétrie orthogonaux deux a deux. En
pratique, c'est le cas des tissus noyés dans un polymeére.

eCll CI12 CI13 0 0 0 l;'
T 1 ' u
gcm C22 Czs 0 0 0 U (2-8)
§C'13 C'23 C'33 0 0 0 L,J
e . u
& 0 O 0 C 0 0 G
€o0 o o0 o0 cCc, oOUu
e u
860 0 0 0 0 Cupj

9 constantes d’élasticité

> Matériau unidirectionnel :

Le matériau unidirectionnel est un matériau possedant un axe de symétrie, par exemple
I’axed . C'est le cas pour un ensemble de fibres unidirectionnelles dans un substrat. Par
géométrie, le matériau unidirectionnel est orthotrope. Il est souvent appelé orthotrope de

révolution. Dans le repére d'orthotrope, la matrice sécrit :

éczlll CI12 C'12 O 0 O l;'
&€y Cp» Cyx 0 0o 04
é&c', C, C', 0 0 o0 (2-9)
e el u
éeo 0 0 C%Cy 0 0u
é 2 , a
e0 0 0 0 Ce 04
€0 0 O 0 0 C4.H

5 constantes d’élasticité
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> Matériau isotrope:

Le matériau isotrope est un matériau possedant méme propriétés dans toutes les directions.

€'y Cp Ch 0 0 0
1 1 1 u
é 12 Cll C12 0 0 0 l:l 2 10
E(:Ilz C|12 C'11 0 0 0 l;l (' )
e el u
g0 o o SuCe 0
é 2 . a
€0 0 o© o Lufe o U
é 2 u
& c..-Cc',u
~ o o o 0 O 11 12 -
& 2

2 constantes d’élasticité

2-7-4 Expression des constantes de rigidités d’un composite orthotrope dans les axes
principaux en fonction des parametres d’ingénieures :

Les constantes de rigidités sont :

e e -
Gy =Gy Cs =0 Co =0y
A = 1=y Va —Va Vg —Vq Vg —2Va V3 Vq (212

EyE; By

Avec:
E, E,,E; : Modules de Y OUNG du composite dans les directions 1 ,2 et 3 ;
G, G5, G,; : Module de cisaillement du composite

U,,,U.5,U,; : Coefficient de poisson du composite.

Il existe un lien entre les modules d'élasticité et |es coefficients de Poisson :f—‘ = f—’ (2-13)
t i
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2-7-5 Expression des constantes derigidité d’un composite orthotrope en dehors de ses
axes principaux :

Ladirection desfibresfait unangle & avec ladirection x de référence [5]:

v

z, LT
(L, T, LT) Axes de référence d’un pli ;

y

(X, Y, z) Axes de référence d’un stratifié.

Figure (2.3) : configuration des axes.

Cy =Cp o *8+C, s *8+2(C, +2C,)s 6o °8

€'y =€y +C; —4C ) s 0o %6+C (o "8+ s *6)

'y, =C o 28+C, s 28

€'y =0 ¢y =0

€y =(Cy —Cp —2C,) s o “8+(0, —C;y +2C,)s B
Cy =C; 5 *0+2(C, +2C,)s “Bo B+0C, o 8

', =C, o 20+6, s %6

cy =0 ¢, =0
E'E = (E]_ — E]_ — ZEEJ ) 5 ?E i + (l':]_ — EE + ZEEJ )5 i ?E
'y =04 'y =0 'y =0 (2-14)

E'3 == (E]_ - EE )5 Ci
l’::; = C4 i EE + EE 5 EE
l’::; = (CE - E4 )5 [

E'4 ==
E'E = C4 5 EE + EE i EE
E'E =0

E’Ej :[l':]_ +l‘:_a —Z(El +EE- )]S EEE'{ EE"‘E&, (f% 45"‘ 5 45)
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L’état de contraintes @, , oy , 0, €t les déformations(ey , &y , ¥y ), correspond a I’état
des contraintes planes. Les contraintes dans la couche k s’expriment a I’aide des coefficients

derigidité (', suivant :

IS0 ¢, Q, Qg 0 oule,l

i T Al . . i i

:{Syy::: ngz Qr Qx O 0 a :i:eyy::.

_|_Sxyy :g?'m Qs Qe O 0 3 _[gxy)_’/ (2-15)
|

1 vzl

st 80 00 Cy Clyyigy,:
fozb 80 0 0 C'45 CI55H$gXZI)

T

planes hors axes principaux. Les expressions des coefficients (J'; de la matrice de rigidité

réduite de la couche k sont:

U, =6y o "8+ s *04+2(U; +20s)s “8o 8

', =W +Uz —40g ) s 8o 26+, (o *6+ s %6)

@y, =W — U —20s) 5 o 8+ —Gz +20)s "o (2-16)
', =G s *8+2(th +20s)s “Bo 64+, o %8

O, =Wy -0y —20s) s 8o+ —0Uy +20g)s o 8

'y =y +0z —2(¢y +Us )]s o 8+ (o "8+ s %8)

Les coefficients {J; sont appelés |les constantes de rigidité réduites dans un état de contrainte

planes dans |es axes principaux :

u,,E E
Qu= 5 Q,=—2"2— Q= 2 Qs =Gy, (2-17)
1- Uy U oy 1- U Uy 1- Uy Uy
Avec .
ELt =EfVi +EqVm ULt =u¢Vi +umVm
_ 1 _ 1 2-18)
Er=— - G+ =— (
! Vm , Vi - Vm Vi
Em Ef Gm Gf

E:, E,, : Modulesde YOUNG des fibres et de |a matrice respectivement ;
V;,V,, : Fractions en volume des fibres et de |a matrice respectivement ;
u;,u, : Coefficients de POISSON des fibres et de la matrice respectivement ;

G;, G,, : Modules de cisaillement des fibres et de |a matrice respectivement ;
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La 5°™ constante éastique est en fonction des autres constantes et peut étre déterminée du fait

que lamatrice [Q] est symétrique.
E22

Uy By =Up, B Up =Upp == E
11

2-8 Résultantes et moments:

2-8-1 Résultantes en membrane:

Le champ des résultantes en membrane, noté N(X, y), est défini par :

h/2

N(xy)= ¢5«(M)dz

-h/2

Ou s, (M) est lamatrice des contraintes en membrane dans la couchet:.

Soit dans le stratifié :

x
=

('QP) ('QDCD) ms

focoo

N(x,y) = C) - dz

e =) C\ [y e
1
E QJOD

oD ('D> D> D~
Z

W
Xy
2-8-2 Résultante en cisaillement :

Les résultantes en cisaillement sont définies de la méme maniére par :

QU ¢ ™ &,u
Qxy)=e~ u=a dz
ol OS"'yz”

(2-19)

(2-20)

(2-21)

(2-22)

Comme les résultantes en membrane, les résultantes en cisaillement sont définies par unité de

longueur du stratifié.

2-8-3 Moment deflexion et detorsion :

Les moments de flexion et de torsion, sont définis par :
eM u by
M (xy)—AMyu é_ c‘)z

M, e M, Sontles momentsdeflexion, et M, les moments de torsion.
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Figure (2-4) : Schématisation des résultantes en membrane et en cisaillement des actions
exercées sur un éément du stratifié, et des moments de flexion et de torsion [5].

2-9 Equation constitutive d’un stratifié :

2-9-1 Notation :
Le stratifié constitué de 11 couches numeérotées de la face inférieure ala face supérieure.

La surface moyenne et choisie comme plan de référence (fJ ) et I’axe 0, est dirigé dansle
sens croissant des numéros des couches, chague couche & est repérée par les cotes
algébriques de saface inferieure (hy,_,) €t de saface supérieure (hy,).

Les notations utilisées sont reportées sur lafigure (2-6).

Tz

X
¢—k:5 k=4
g = / s
h.
ot =,
4 -
y

Figure (2-5) : Géométrie du stratifié

2-9-2 L’équation constitutive d’une poutre stratifiée :
L’équation constitutive d’une plaque stratifiée, exprime les résultantes en membrane et

en cisaillement et les moments de flexion et de torsion en fonction des déformations en

membrane et des courbures. Elle s’obtient en regroupant les expressions (2-21), (2-22) et (2-

23), suivant une seule écriture matricielle sous laforme:
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(2-24)

(2-25)

Les termes des matrices peuvent étre exprimés en introduisant; I’épaisseur e , et la cote z,

du centre de la couchek , souslaforme:

A =8 (- h.)(QD, =& (@,

Blj :1 5
2 &
17

D ==

1734
g

Fu =a

=~
{0l

1

(h* - h%1)(QP),

k=1

k=1

-4 @Q9.ez

(he - h )(C) = én (C' )&

n 3
(W% - W)@ = QD (82%+)
k=1

(2-26)

(2-27)

(2-28)

(2-29)

Les coefficients A, B, , B; ET F; de I’équation constitutive d’un stratifié, s’expriment donc a

partir des constantes de rigidité des couches..

2-10 Relation fondamentales dans le cas d’un schéma de premier degré :

2-10-1 Larelation fondamentale de la dynamique [9]:

d

d
ﬂ_ﬂx +_ﬂI

d

i
_ﬂx +a_ﬂ}|
a a
_ﬂx +a_

a ﬂ}l

0
a

d

o +% = pa,

a

+—0, +F = pu,

d

(2-30)

(F., F,, F.) sont les efforts de volume exerces sur un solide (champ de gravite, champ

magnétique...)

(uy, u,, u,)Sont les composantes du vecteur accélération du pointM.

£ Est lamasse volumigue en un point M.
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En introduisant les relations (2-6) et (2-24) dans la relation (2-30). La relation

fondamentale pour un stratifié s’écrit :

ey aL + B+t —tay = Py ﬁ;';” + K % (2-32)
TN (2-33)
T Gt ) PR - G = KGR T (39
M B Mgy tay) + B~y = KO, T (2-35)

Les grandeurs g., K, 1,, sont déterminés pour un stratifié de masse volumique g, pour chaque

couche par :

£y =1 = Xig—1 85 (hg — hy—1) (2-36)
k=1 :_ch 1.Fff(hﬁ — hg—q ) (2-37)
e =l = Thker e (ha” = M=) (2-38)

2-10-2 Relations fondamentales r elatives aux r ésultantes de membrane :

Ay TEyoa A S T+ A S (A +A )T A S e+ By Thsyop, S

By t:;I;‘+H1_ d% + (B, +Hg )3 by + H, d;}ty = p, dl:::‘+}f‘::';—‘ (2-39)
Ay TE (A + A )TE A ‘:,“f+.45 Sly24, 44, ‘::P‘“'fuf1 Ty

(B + B )52+ B, Th4b Ty 2B, 4B ‘:}ty= p ol 4 g h (2-40)

2-10-3 Relations fondamentales relatives aux résultantes de cisaillement :

. fdwy, a® dpy | dyy 8wy o fBwy @y _ a3y _
”"5( + _‘J]+l"'4 (r:] +r:'.| +2.:} )|+""4 (ﬂ +ﬂ_}l:,'l+q_":z'ﬂz: (241)
2-10-4 Relations fondamentales r e atives aux moments :

By & "“+231 ; 1 By ':];”+Hl ‘::.::“’ (By + B ); 4B, ”,;;“+ D, =24
a3y a3y a4 a4 4 . &
200§+ Dy TE Dy Ty + 06 )T 4 0y T ks (00 + 5 -
fy (o) +5%) = K52+ 1 52 (2-42)
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l'.l “u l'.l E-'|_| l'.l Ly U !-'|_|

By T8t (B, +B, )TN 48, ML By TEA2B, S4B, T4 TE
1 i ay iy
Uy +U) T2+ 1, TE Uy S 20, g Ly, S 2~ Iy (qﬂx ) -
Fa (ﬁﬂy udﬂj = Hu !:u + 1, ‘:U (2-43)

Dans la plupart des cas, les termes d’inertie de rotation peuvent étre négliges et, en I’absence

desforces volumiques et de contraintes de cisaillement sur les faces.

2-11 Formulation énergétique de la théorie des stratifiés:

Les théoremes de I’énergie peuvent étre utilisés pour aboutir a une formulation
variationnelle des relations fondamentales des stratifiés. Cette formulation associée aux
conditions aux frontieres permet. Dans le cadre du calcul variationnel.de développer des
méthodes de recherche des solutions approchées du comportement mécanique des stratifiés.

2-11-1 Energie de défor mation :
L’énergie de deformation d’un solide élastique s’écrit en coordonnées cartésiennes

suivant I’expression :
1
el = Efff(ﬂx E:l- + ﬂ}l t}l + ﬂz Ez + ﬂx Fx + ﬂ}l F}I + ﬂx Fx )d d d (2'44)

Cette relation peut étre exprimée en fonction des déplacements u,, tge wy par:

:‘ff{dl ("';u] + 24, ﬂ”_!"-'_}_dﬂ (‘:;UJJ +2(.ﬂl U“u+-|"1,3 L:uj (uu._,_l_ j_}_

duy | dwyt ﬂu Wy ﬂu"zwu duy &* gy ﬂﬁ:wu _
Ag (a T By g das — 2B, (a dx3 @ aéyiJ) a8  ays
28, |G (T ) v 2] -2k [ (5o ) 2 -

diwy fduy | dw A%y 8%y 87w, A wy ) a%my,
43555 a +a,J+U1 (ar) + 20, dxt ayi+'uf3 (a;.-i) +4(U1 g T
FEwy) By 83w,y ]
b, )2 g, (8 “]d d (2-45)

Dans le cas du stratifié symétrique, les termes B; de couplage membrane-flexion sont

nul, la formule d’énergie de déformation se réduit suivant :

=1 duyy? ﬂﬂ LTy guy aw) (Suy
= ffldl =) 424, S + A, (a ) +2(.r~1l + Ay ‘J( +

anyy 1 A wy ) Fwy @y | L (FEwy a%my,
)Jﬂ a + fflul( ] +2m SRR, (ﬂy;J +4(ul 4

daxs  day=
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L’énergie de déformation apparait comme la somme de deux termes :
Fonction uniquement des déplacements i, v  de membrane, I’autre fonction uniquement de
déplacement transverse w.. Dansle cas de probleme de flexion pure, |e premier terme est

réduit a une constante C, donc :

_ 1 LI ||"|-'|_| LI-':I"I-'U LI-':I"I-'U I U":Wuﬁ'l Cl Ir'l'|_| Hll Cl-'zln"l'u
U'f‘_zﬂlﬂl ax? ) +ZDL dx? ay3 + Dy (a‘;ui) +4(D s T D a‘yiia a
ﬂq:WU-"lE -
4, (M‘JJJ d +C (2-47)

Pour un stratifié orthotrope Ay, =0, =0

1 84w a2y 85w 84w 4w \12
d_gfflul _“J + 21, ?;afuuz( ”J, + 4l (3 a”‘JJuI d +C (2-48)

2-11-2 Travail desforces exercées sur le stratifié:
Dans le cas d’une flexion transversale, les actions exercées se réduisent aux charges
transverses exercees sur les faces inferieure et supérieure du stratifié.la variation du travail de

ces actions s’écrit [15], [16]:

aw, = [f [ﬂz (gj — 0o (— —j]ﬁw,:d (2-49)
En introduisant les contraintes g, donc :
W, = [f qwed d (2-50)

2-11-3 L ’énergie potentielle :
U= Ua - Wf

Doc pour un stratifié orthotrope, symétrique :

F F F £
_1 ff[ ":f ) +en TETE G, (TE) 4 (55 —qu]d d +C (2-51)

2-11-4 Energie cinétique d’un stratifie :
L’énergie cinétique d’un solide s’écrit :
1 3 (A 4 (Y
“L—;fffﬂl(a,: +(GF) +(F) J‘f d d
En négligeant les dérivées par rapport au temps des rotations, puis en intégrant en z suivant
I’épaisseur du stratifié, I’énergie se réduit a :

o= | () () =
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2-11-5 Fonction de Hamilton ou Hamiltonien :

Pour résoudre des problémes de mécanique, on utilise des principes variationnel s fai sant
intervenir la fonction de Hamilton, que I'on désigne le plus souvent sous le terme de
« Hamiltonien ». Pour arriver a comprendre le sens de cette fonction, considérons un

probléme dépendre du tempst et qui admet le Lagrangien [12], [13] :
L=E —U=E —Us+W, (2-53)

E, : Energie cinétique
i : L’énergie potentielle
Considérons le mouvement de notre systéme matériel entre lesinstantst; et t4, le point

figuratif g de coordonnées g, décrit un arc de courbe 44, A, de I’espace de configuration.
Considérons maintenant I’intégrale d’action, S = f:u’Lﬂ , que I’on nome action

Hamiltonienne.

Figure (2-6) : Tragectoirerée et virtuel [12].

Imaginons un autre parcours pour g entre A,¢ A, voisin du parcours vrai, et définie par
lavariation virtuelles dq .
Le principe de Hamilton : un systéme se meut d’une configuration a une autre de telle fagon
que la premiere variation d’action entre trajectoire virtuelle infiniment voisine ayant les méme

extrémités dans I’espace et dans le temps soit nulle.

s[fcd|=o0 (2-54)
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2-11-6 PrincipedeRitz:
2-11-6-1 Généralité :

Les méthodes d’approximations sont utilisées lorsque les solutions exactes du probléme
de la mécanique des solides déformables ne peuvent étre trouvées. Le principe géné&ale de
I’approximation d’une solution u(M) consiste a rechercher la meilleure approximation, que
nous noterons ii(M). Satisfaisant au mieux les conditions physiques auxquelles obéit la
solution u(M) sur son domaine d’étude [5].

Parmi les méthodes d’approximation, la méthode de Ritz, basée sur une approche
variationnelle, fournit une méthode efficace pour obtenir des solutions approchées au
probléme de la mécanique des solides déformables. La méthode de Ritz consiste a rechercher

une approximation appartenant au sous-espace de fonction de base X, (M) souslaforme:
(M) = Xis, A X, (M)

Les fonctions X, sont des fonctions connues, choisies a priori et dont I’ensemble
constitue la base fonctionnelle. Les coefficients 4;, a déterminer, sont appel és les coordonnés
généralisees. Les fonctions de base X; doivent satisfaire les conditions de continuité, les
déplacements imposés aux frontiéres, et forment une base fonctionnelle compléte pour assurer
les conditions de convergence de I’approximation. Les fonctions de base doivent également
étre dérivable aun ordre au moins égal a celui correspondant aux équations différentielles.
L’approximation recherchée est alors celle qui rend extrémale I’énergie approcheée:
8|1 Ed =0

Cette approximation est caracterisée par un extrémum relatif. L’énergie approchée
apparait donc sous forme d’une fonction des coefficients A, et I’approximation recherchée est

caractérisée par les i conditions de stationnarité de £ par rapport aux coefficients A4,, suivant :
ar

Ay

=0 (2-55)

(5]

Remarque: £ = 0 Pour le cas statique.
L’énergie s’écrit sous une forme quadratique des coefficients A,, et il en résulte que les
conditions de stationnarité conduisent a un systeme de rn équations linéaires, permettant de

déterminer les i coefficients de 4,.
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2-11-6-2 Convergence :

Pour assurer une convergence des solutions approchées lorsque n augmente, la base
fonctionnelle X; doit ére compléete. Une base fonctionnelle est dite compléte si elle permet de
représenter n’importe quelle fonction u(M) dans le domaine de définition, en augmentant le
nombre de coordonnées généralisées. Soit :

lim [u(M) — i, A%, (M)] = 0 (2-56)

2-11-6-3 Expression des fonctions de base X;:

Il existe deux solutions approchées, la solution par des fonctions polynomiales, et la solution
par des fonctions trigonométriques et hyperboliques.

» Lasolution approchée par des fonctions polynomiales :
Nous choisissons des fonctions polynomiales de laforme :
X,(M) = (x® —ux)?x? (2-57)
Danslecasoui = 1, I’'approximation (2-67) réduit a:
Xy(M) = (x* —ux)®

» Lasolution approchée par des fonctions trigonométriques et hyperboliques :
Cette approximation développée par D.Young, pour obtenir les fréquences propres d’une
poutre isotrope et adaptée par J.M. Whitney a I’étude de la flexion des stratifiés, consiste a
exprimer les solutions approchées sous laforme [5]:
Apx

— ":.I'_"L_ - ';'I'_'IL_ - 2 e ":.I'_"'HII -
X,(M) = cos — h I (,5 S h ) (2-58)

Conclusion :

Les éléments développés dans ce chapitre sont applicables a la résolution d’un probleme
guelconque d’élasticité d’un matériaux composite. Dans le cas ou le probleme d’élasticité
peut étre ramené a un probleme d’élasticité a deux dimensions, les relations établies
précédemment dans le cas géenérale se simplifient.

Nous étudions dans le chapitre suivant, les deux théories utiles pour étudier le comportement

mécanique d’un stratifié.
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Modélisation du comportement mécanique des stratifiés

Introduction :

La théorie de dtratification porte sur le comportement mécanique des stratifiés
constitués de plis a fibres longues unidirectionnelles; on associe a chaque pli les
constantes mécaniques nécessaires aux calculs (module d’élasticité, coefficient de poisson
et module de cisaillement), et les paramétres géométriques tels que I’épaisseur et
I’orientation du repére orthonormé lié a la couche par rapport a la direction principale du
matériau stratifié.

Notre objectif est de schématiser le comportement mécanique des stratifié pour
simplifier au mieux I’analyse de la structure .nous verrons que cette simplification consiste
a ramener le probléeme initialement a trois dimensions (i, ¥,2) a un probleme de deux

dimension (i, ¥)de moindre difficulté.
3-1 Théorie classique des stratifiés:

3-1-1 Hypothéses dela théorie classique des stratifiés :

La théorie classique des stratifiés utilise un schéma de déplacements, appelé schéma
de Kirchhoff du premier degré, qui est développé a partir du point de référence Mo(X, v, 0)
(éguation 2-4), dle utilise également un schéma du premier degré pour les déformations
(équation 3-1), et fait ensuite une hypothése supplémentaire, qui consiste a négliger le
cisaillement transverse. Dans ce schéma, les déformations en cisaillement transverse sont

nulles (éguations 3-1):

_ LII:!|_|

Ex —j— + 2=
: _ﬂ__ﬂ_fm 5 ¥y
tz _fj_zuawu_o
gxy=2exy=a—u+@: au0+6v0 +281X+ Ly
oy oOX oy oX oy OX
g, =2, =W, u_ Mo i —0 (3-1)

Xz +Jx_
ax 0z OX

g, =2, 8W+ﬂ aW°+jy=0
oy 0z oy

Cette hypothése implique d’apres (I’équation 3-1) :

T,

y X(X’ y):_ X
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T,

y (Xy)=—— (3-2)
y ﬂy

Le champ des déplacements, s’écrit alors, d’apres (I’équation 2-4).

H(I,}',Z) = 'I-!(I,_'}-', O) — £ E::]ﬂ (IJ}I)

v(x,y,2) = 1(x,,0) — 252 (x,3) (3-3)

wr, v, 2) =w(r,y, 0) = wg

La déformée de la normale au plan moyen (£J ), est dors un segment de droite
normale & la déformée du plan moyen, I’ensemble des notations est schématisé sur la
figure (3-1) [10].

L :}_I
e - o
i . oL
e T
- = i 4 i 5
1-4 E S - - - e T
ST ar i o 3 o~ Ea
=i R S -~ S - = n
- H Ir
i F i
i T
it : s 1 I
g -
T, 25
= N
e '
: ".—.r..
e
: e

Figure (3-1) : Schématisation des déformations dans la théorie classique des
stratifiés.

3-1-2 Expression du champ des défor mations::
Le champ des déformations s’écrit d’apres (I’équation 3-1), et en tenant compte de

(I’equation 3-2) :

=."—u°—z‘"2W0
1 Y
:M—z‘”2Wo
%=y
€57 =0 (3-4)
g =(M+M)—22ﬂzwo
Ty WX ixTy
9, =0
g,,=0
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Le tenseur des déformations en un point M est :

€ & O

eM)=le, e, O
0O O O

La matrice de déformations, se réduit a trois composantes non nulles :

B«
e(M)=|e,

9

Finalement le champ des déformations est la superposition :

v' des déformations en membrane:

LTy fix

fu,
x
vy
Ty

(3-5)

(3-6)

(3-7)

S’exprimant exclusivement, en fonction des déplacements (i, 1) dansleplan (¢ ) des

points de ce plan.

v" des déformations en flexion et torsion :

-2z
i Ty |

x?
y?
Tw,

(3-8)

S’exprimant, en fonction des angles de rotation de la déformée du plan moyen, et de la cote

z du pointM. Géneralement, les déformations en flexion et torsion s’expriment suivant la

relation :

e (M) =zK(x,y)

Avec:
KX
K(xy)=| K, |=
K

1w,

1x?

1 2w,

Ty’
T
Ty |

(3-9)

(3-10)

Lamatrice K (ix, ¥) est appelée matrice des courbures de la poutre sollicitée en flexion.
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Les angles de rotation de la déformée du plan moyen au pointH (x, ¥, 0), s’expriment

en fonction du déplacement transversalw (ix, ¥) de ce point (figure3-1) par :

q, = % Suivant ladirection i (3-11)
y

qa, = % Suivant ladirection |
X

Le champ des déplacements (équation 3-3), s’écrit alors :

u(x,y,2) = (x,y) - 20,

V(X,Y,2) = V,(X,y) — ZgX (3-12)
W(X,Y,2) = Wo(X,Y)

Finalement, le champ des déformations s’écrit :

e(M)=¢,(M)+e (M) (3-13)
€] 8"« K,

ou (e, [=|e’w|+Z K, (3-14)
Yol |V Ky

Avec

0 fug 0 vo 0 lu, | vy
w = (X, ey = (X, =—+—
e x (x,y) "=y (x,y) g % v i 319

~ T°w, ~ T°w, L Tw
ke=="ge DN) == 0y) kg =2 g ()
Le champ des déformations s’écrit donc :
e(M) =e(x,y,2) =e,(x y) + ZK(xy) (3-16)

Les fonctions e, (X, y) etK(x,y), ne dépendent que des coordonnées (x, ¥) du point H du

plan moyen du stratifié [10].

DAB|2010 38



Chapitre 3 Modélisation du comportement mécanique des stratifiés

3-1-3 Champ des contraintes :

3-1-3-1 Forme du champ des contraintes :

Le champ des contraintes, est obtenu a partir de larelation (2-15). Dans le cadre de la

théorie classique des stratifiés, nous obtenons, pour la couchek :

S 5 = Q€ + Qe + Q,y

Sy = Qi + Qézeyy + Q0 xy

S 5y = Qi€ + Q€ + Qecsy (3-17)
s,=0 S,=0 S, =0

Le tenseur des contraintes enM, est donc delaforme :

Ox 04 O
o(M)=i0,, o, O (3-18)
0O 0 O

Le champ des contraintes, se réduit aux seules contraintes en membrane :s,,,S,, ;S

3-1-3-2 Expression des contraintes :

Les relations (3-17), montrent que les contraintes dans la couchek, s’expriment par :

XX eXX
s, | =Qe, (3-19)
S Xy K ng
Avec
Q; Q. Qg
Qu=|Q Q Q% (3-20)

Q],.G QéG QéB K
S Q. Q. Qg |e
Sy| = Q, Qp Qx| |&
Xy Q1,6 QEG QéG K g

OXX Q1'1 Q1’2 Qlls kx
W2 Q@ Q| (3-21)
OXV Qs Qs Qs K K(y

Soit :
s (M) =s,(xY,2) = Qe (X y) + ZQk(X,Y) (3-22)

s (M), représente la matrice des contraintes dans la couchek:h,_, < z< h . Lamatrice de
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rigidité reduiteQ,, varie d’une couche a I’autre. Il en résulte donc une discontinuité du

champ des contraintes entre couches successives.

3-1-3-3 Expression des constantes de rigidités réduites d’un composite orthotrope dans les

axes principaux en fonction des parameétres d’ingénieures :

Q —i Q _ﬂ
n—l m—l
—Up Uy —UpUy
Ez
Qp=r""-"— Qe =Gy, (3-23)
1—U12L121
Avec:
ELr =E¢tVsi + EnVn Ut =usVg +UupVp
1 1
Er =—— G =——c
T Vo Vi LT Vo Vi
Em E¢ Gm Gf

E:, E, : Modules de YOUNG desfibres et de |a matrice respectivement ;

V;,V,, : Fractions en volume des fibres et de |a matrice respectivement ;

u;,u, : Coefficients de POISSON des fibres et de |a matrice respectivement ;

G;, G, : Modules de cisaillement des fibres et de |a matrice respectivement ;

La 5°™ constante élastique est en fonction des autres constantes et peut étre déterminée du
fait que lamatrice [Q]est symétrique.

E
u21-E11 :Ulz-Ezz yUpp =Upp E_22 (3'24)
11

3-1-3-4 Expression des constantes rigidités d’un composite orthotrope en dehors de ses

axes principaux [10]:

A partir le systeme d’équation (2-16) les constantes de rigidités en dehors de ses axes

principaux s’écrit :

Q®y=0Q," cos’q™ + Z(QKlz +2Q%e )cos2q M sinzg™ + Q*» sin*q™® (3-25)

QWss=G," cos?’q™ + G, sin?q™ (3-26)
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3-1-4 Expression desrésultantes et moments:

3-1-4-1 Résultantes en membrane :

Le champ des résultantes en membrane, noté N(x, y), est défini par :

N(X, ) = j ; (M)dz (3-27)

-h/2

Soit dans le stratifié :

Nx n hy Sxx

N y) = N, [=> j s, |dz (3-28)
N k=1 he 1 s
Xy Xy |k

L’expression (3-27) associée alareation (3-21) ou (3-22), conduit a I’expression des
résultantes en membrane, dans le cadre de la théorie classique des stratifiés. Nous
obtenons :

n

NGy = [Qten () + 2Qk(x )z

k=1 he_;

N = Y Qe ] b+ 3| Qx| (329)

=1

n

N(xy) = {i(q - hM)QL}em(X, D+ 530 ~M, kxy)

k=1

Soit en définitive:

N(x,y) = Ae,(X,y) + Bk(x,y) (3-30)
En introduisant les matrices :

A=[A] avec A =Y (R -h Q) (3-31)
B-[8, ) aveo B, - ;2 (h7 ~n )y (3-32)

L’expression développée des résultantes, s’écrit donc :

N X All A12 Alﬁ exxo Bll BlZ BlG kx
N y | = A12 Azz Aze eyyo + Blz Bzz st ky (3-33)
N Xy A16 A26 A66 g xy0 Ble BZG BGS Xy

Ces équations montrent, que dans le cas d’un stratifié, les résultantes en membrane
(N,, N,, ny) , he sont pas seulement fonctions des déformations en membrane, mais sont

également fonction des courbures en flexion et en torsion.
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3-1-4-2 Moments de flexion et detorsion :

Les moments de flexion et de torsion, sont définis par :

Ile n hy sxx
M. (xy)=| M, :ijsyy dz (3-34)
k=lh, ,
M, h S

M, et M, sont les moments de flexion, et M, |les moments de torsion, ils sont schématisés

en figure (3-2). Le champ des moments, s’explicite en introduisant I’expression (3-17) des
contraintes dans I’expression (3-34), soit :

M () = D[ [2Qien(xy) + ZQik(x,y)]dz (3-35)
13 1

M (x,y) =[5k21(h2k—h2k-1)Qk' len(x.y) |+ 52(h3k—h3k_1)Qk' k(x,y) (3-36)
Soit :
M; (x,y) = Be,,(x,y) + Dk(X,y) (3-37)
En introduisant la nouvelle matrice::

1 n
D=|D,] Avec D, = 32 (M- (@) (3-38)

k=1

L’expression développée des moments, s’écrit sous la forme :

Mx Bll Bl2 BlG e’ D11 D12 D16 kx
M = BLZ Bzz Bze € ° + D12 D22 D26 k (3'39)

y yy y

0
M, B, B, B O % Dis Dy Dgs || Ky

Les moments de flexion et de torsion, sont donc des foncions des courbures en flexion et

en torsion, mais sont également fonctions des déformations en membrane.

Lo

e ’
il
= X710,

Figure (3-2) : Schématisation des résultantes en membrane des actions exercées sur

un élément du stratifié, et des moments de flexion et de torsion [10].
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3-1-5 Equation du comportement mécanique (lathéorie classique des stratifiés) :

3-1-5-1 Equation constitutive (théorie classique) :

L’équation constitutive d’une poutre stratifiée, exprime les résultantes et moments
en fonction des déformations en membrane et des courbures. Elle s’obtient en regroupant

les expressions (3-33) et (3-39), suivant une seule écriture matricielle sous laforme :

N T A, A, A; B, B, By ¢ xxo
Ny A, A, Ag B, By By ¢ yyo
N,y _ As As Ag Bg By By || Yy (3-40)
M, By B, Bg Dy D, Dg| k
M, B, By, By D, Dy Dyl Kk,
My [Bs Bx B Dis Dy De | i Ky |

Soit, sous forme contractée :

N| |A | Bfe,
-\|=- - —-|- (3-41)
M| |B | DJ|k
Les termes des matrices introduites, sont donnés par les expressions (3-34), (3-35) et
(3-41). lls peuvent étre également exprimes en introduisant; I’épaisseur e, , et lacote z du

centre de la couchek, souslaforme:

A= kZ,;(Q';)kQ( B, = kZZl( )k BZ D, = ;(Q})k(ekzzk +%) (3-42)

D

Les coefficients A, , B . de I’équation constitutive (3-41) d’un stratifie,

j 1
s’expriment donc a partir des constantes de rigidité réduites des couches, obtenues pour

chague couche en fonction des relations (3-25) et (3-26) [5].

3-1-5-2 Matrice derigidité :

La matrice intervenant dans I’expression (3-44), est lamatrice derigidité du stratifié,

décrivant e comportement é astique macroscopique du stratifié au point

Mg (x,») = M(x,v,0). La matrice A est la matrice de rigidité en membrane, D est la

matrice de rigidité en flexion, et B la matrice de couplage membrane-flexion-torsion.
Divers couplages peuvent étre observes. Le couplage traction-cisaillement provient

des termes A1s et Azs. Le couplage Membrane-flexion résulte des termes B11, B1o, et B2,

alors que le couplage membrane-torsion résulte des termes B1s et B2s. Enfin, le couplage

flexion-torsion résulte des coefficients D1g €t D2s.
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3-1-6 Relations fondamentales :

Les relations fondamentales de la théorie classique des stratifiés sont obtenues en
introduisant I’équation constitutive (3-40) des stratifiés dans les équations (2-31), (2-32) et
(2-34):

aiy -:u‘-u'_t ] 8y gy
I + B+ gy — sy = f P> +Hazi
Wy % L p by, — g, = g (3-43)
a a y Ty Ty T A ats
aiM, | 8EMy 4, a2y 8%uy a1y 8y AWy
- = = — 4+ K - =)+ 1, -+ —
ax: Ty T2 Ha= e tRG D) T Gt

Les grandeursg,,l, et K déterminer par les relations (2-36), (2-37) et (2-38).

Nous obtenons les trois rel ations fondamentales :

A 24, Ty pe R ”ﬂ,"”+(4r1l + Ag )” Mt Ay "3;';”—31 S
3y o= (By + 2B ) 2~ By ”";;”=pf;;;”

A (A + 4, )” ST 5+ A "J;';”+2d-,3 Ty oA, "J;";”—Hl St
(By +2Bg ) o — 38, 2% —, T = g T (3-44)
b & —+ 40, & =+ 2(Uy + 20U, )aj“"“” + 40, 2 ";” +1, S ay, Y _ B, *ﬁa‘:*_.u_
3y po = (By + 2B ) — By T By TH— (B +28, ) o

3By 3 = 2 Z;_'.'IZ'J?—ESET:U

Les équations précédente ne prennent pas en compte les force volumiques, les
contraintes de cisaillement sur les faces du stratifié, et négligent les effets d’inertie en
rotation .ces équations associées aux conditions imposees sur les frontieres de la structure,
permettent de trouver en principe les déplacements .solution de probleme d’élasticité .la
résolution de ces équations est toutefois complexe .et ne peut ére menée de maniere
anal ytique que dans quel ques cas particuliéres.

Une simplification importante apparait lorsque tous les termes B; sont nuls (stratifié

symétrique), dans ce cas, les équations sont découplées :

-Equation 1et 2 ne contiennent que les déplacements up €t Vo.

-Equation 3 ne fait intervenir que le déplacement wo.
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Les relations fondamentales s’écrivent alors sous la forme:

Ay Thgon, Fuyp, ”,“”+:‘ll Tui(a +4) 5 44, i‘_;:pf;u
a4 u._. diuy a4 u._. a4 E-|_| d%y, TR i i 1
11]_ + (4'1]_ + 4’1&, ) + 1’12 ay + .l"llg:l ax + 24’1_3_ + 1’12 a3 = Ay EYe
p, W L+ 4D, ; 420y 420, ) ”_""”_ + 40, 2 "‘;” iy, AL “;
=1 ] =1 ]
I (”-“’”- +-—) (3-45)

dx=di= ayats

3-2 Prise en compte du cisaillement transverse dans la théorie des
stratifiés:

3-2-1 Limitation delathéorie des stratifiés :

La theorie classique des stratifies base sur I’hypothese de Kirchhoff, permet de
décrire avec une bonne précision les champs des contraintes et déformation dans les
matériaux composites peu épais.

Par contre, dans le cas de dtratifiés épais, la théorie classique devient assez mal
adaptée a la description du comportement mécanique, une premiere amélioration consiste a
tenir compte du cisaillement transverse. Une deuxiéme améioration consiste a modifié
cette théorie, en introduisant des facteurs de correction aux module de cisaillement
transverse du stratifié. Cette analyse a été initialement développeée par J.M. Whitney et N.J.
Pagano.

3-2-2 champs de déplacement :

Le schéma utilisé est un schéma du premier degré de laforme générale :

uCx, v, z) =ulx,y,0) + 2@, (x,v)

v,y 2) = v, ¥,0) + z¢,(x, ¥) (3-46)
we,y,2) =w(x,y,0) + 2¢.(x,y)
Avec

ug(x,¥) = u(x, ¥,0)
v (x, ¥) = v(x,y,0) (3-47)
w(x, ) = w(x,,0)

Nous avons montré que dans un schéma de premier degré, la déformé d’une normale

AB du stratifié reste un segment de droite lors de la déformation .toutefois. Contrairement
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a la théorie classique. Cette déformée ne reste pas normale a la déformée du plan moyen

dans le cas ou I’on tient compte du cisaillement transverse.

J Aol
q - | = == '*.,‘:IHL s |
I% el EI middle plaue e 1.\ ___’_,_I}\
| | e

Wi

Figure (3-4) : déformation avec cisaillement transverse (schéma du premier degré).

3-2-3 Champ de défor mation :
Le champ de déformation déduit du champ de déplacement.il s’écrit :

8u auo J
« —t+z—=
ax OX OX
oi
— @ — % + Zg

Yoey oy oy
e, =6—W= 0
0z
. oi

g, = 2e, _OU V[ No |, A Dy (3-48)
oy OX oy OX oy OX
oX 0z OX
aw ov _ ow,

=2e, 0 4
9r = T oy "oz ox Iy

Le tenseur des déformations en un point M est :

€ €y ©u
eM)=le, e, e,
e vz 0

Le champ des déformations est la superposition :

v" Des déformations en membrane-flexion :

eoxx
e (M)=| e’
9%
es(M)=¢€,(M)+e (M) (3-49)
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v" Des déformations en cisaillement transverse :

w, .
g 11_yO+J Y
9.(M ){ ﬂ} = (3-50)
gXZ M"'J
v

3-2-4 Champ des contraintes::

Les contraintes dans la couche k s’expriment suivant la relation générale :

S x _Q1’1 Q, Qs O 0 |8
Syl |Q Q Q 0 O W
Syr=|Q QG X% 0 0 |40, (3-51)
s,/ |0 0 0 Cu Cull|g%
s,|] 0 0 0 C, Cull|g,

Les parametres {J', e €', de la couche k sont rapportés aux axes de reférence du

stratifié. Ils s’expriment en fonction des paramétres exprimés dans les axes principaux des
couches. Leurs expressions sont reportées dans les relations (2-14) et (2-16).

Le champ des contraintes est constitué des contraintes en membrane o, ,0, ,o, €t des
contraintes en cisaillement transverse: @y , o, .I’expression (3-51) montre que ces deux

champs sont découpl és.

3-2-5 Equation constitutive d’un stratifié :
L’equation constitutive des stratifiés avec cisaillement transverse s’écrit en

rassemblant les résultantes et |es moments sous laforme :

_ - . o
NX Au A12 ALB Bn Blz BlG 0 0 € X>(<)
N y Alz Azz Aze BlZ Bzz Bze 0 0 € vy
0
NXV Ale A&a A\se BlG Bze Bse 0 0 Yo
M X Bu BlZ BLG D11 D12 D16 0 0 kx ( 35 2)
M y BlZ Bzz Bze D12 D22 Dze 0 0 ky
M Xy Bs Bx Bi Dis Dy DgO 0 kxy
Q, 0 0 0 0 0 0 F, Fly%
_Qx . _0 0 0 0 0 0 Fus Fss__ yoxz ]

Les coefficients des matrices sont exprimés par les équations (2-26), (2-27), (2-28) et
(2-29).
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3-2-6 Relation fondamentale du comportement d’un stratifié, tenant compote du
cisaillement transverse :

Les relations fondamentales des stratifiés, tenant compte du cisaillement transverse,
sont obtenue en introduisant I’équation constitutive (3-52) dans les relations fondamentales

des poutres .soit le stratifié symétrique 8, =0e K =0:

a= u._. duy duy a= p._. a3y 8wy d'uy
Ay 5z +24) —+ 4 3y +A; —+ Ay +4g ) + Ay o = P
a4 u._. diuy d%y, d%y, TR i i 1
11]_ + (.l"i]_ + 4’1&, ) + 1’1_3 -:I_}-E + 1’15 Gat + 24’1_3_ + 1’12 a3 = A Ere

Fs (%+”;:f”]+h (v o251k (452 +a =500

sy, T84 (p, +1J.;j)”““’+ug “H

ay dx* dys
E. ( *'-'WI.IH'I F ( ‘:'"WUH'I =I. %y (3_53)
s \P«t 57 )~ ha \@y+757) X =
Dy S8 0y + U )T+ 0y TR0, T2, S , S -

fa (0 +5%) s (00 +5) = Iy

3-2-7 Théorie modifiée des stratifié avec cisaillement transverse :

Une amélioration de la théorie des stratifiés avec cisaillement transverse, consiste a
adapter le schéma suivant :
1-la partie de I’équation constitutive relative aux résultantes en membrane et au moment
n’est pas modifiee.
2-la partie relative aux résultantes en cisaillement les coefficients F; remplacer par de
nouveaux coefficients de cisaillement H; du stratifié:
Q},J_ H, H4J Yoy

Q..'i - H4 HE y0XZ

(3-56)

H =k, F
Les paramétres k', sons des facteurs de correction en cisaillement, a déterminer.

La relation inverse exprimant les déformations moyennes en fonctions des résultantes en
cisaillement s’écrit :

Ve | 1K, K4J QJ,J

yOXZ - H-'l Q.’t

(3-57)
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Lamatrice H; etK; sont inverses I’une de I’autre par exemple:

Hy =1, Hy =Hy =1 Hy =5 AK =K, Ky - K%, (3-58)
L’equation constitutive s’écrit donc sous forme :
o o
NX '011 Aiz Als Bn BlZ B.I.6 0 0 8><>(<)
Nyl [A, A, As B, B, B0 0 g,
0
NXV Aie Aze Ats(a BlG st Bee 0 0 Yy
M X B.I.l B.I.Z B.I.G D11 D12 D16 0 0 kx (3-59)
M y BLZ BZZ BZB D12 D22 D26 0 0 ky
My Bs Bs B Dy Dy Dg0 0 Ky
Q, 0 0 0 O 0 O H, Hg|Vy
_Qx i _0 0 0 0 0 0 H45 H55_ yoxz

Le facteur de correction en cisaillement k'; dans le cas d’une poutre homogene
isotrope égale%p iI,j =4,5[5].

Le facteur de correction en cisaillement &', dans le cas d’une poutre orthotrope égale

5;”6;: i, =45.

Conclusion :

La théorie classique des stratifies, basée sur I’hypothese de Kirchhoff, permet de
décrire avec une bonne précision les champs de contraintes et de déformations dans les
matériaux composites stratifiés peu épais, excepté dans les régions peu éendues prés des
bords des stratifiés. Lavalidité de lathéorie des stratifiés a pu étre établie en comparant les
résultats obtenus a partir de cette théorie aux solutions exactes des equations d’éasticité,
solutions qui peuvent étre explicitées dans certaines configurations particuliéres.

Par contre dans le cas de stratifié épais (rapport largeur sur épaisseur inferieur a 10),
lathéorie classique devient assez mal adaptée a décrire le comportement mécanique (fleche
de stratifié, répartition des contraintes, etc.). Une premiere amélioration consiste a tenir
compte du cisaillement transverse, avec une théorie des stratifiés de premier degré. Une
deuxieme améioration consiste & modifier cette théorie, en introduisant des facteurs de

corrections aux modul es de cisaillement transverse du stratifié.
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Analyse numérique du comportement dynamique

de la poutre composite

Introduction
Le modéle analytique peut étre réalisé par I’étude modale de la structure. L’analyse

modale consiste en la détermination des valeurs et vecteurs propres du systeme. Cette
analyse permet, dans un premier temps, de déterminer |es fréquences naturelles du systeme
structural pour chaque cas d’étude. Dans un deuxiéme temps, et suite a la prise en compte
des forces de pression, la détermination de I’ensemble des valeurs propres permet de
déterminer I’évolution de la stabilité du systeme en fonction des paramétres etudiés.
Une fois les équations de vibration de la poutre établies, |e probléme est de caractériser le
phénomeéne de flottement, autrement dit de déterminer :

» I’évolution des fréquences en fonction de la vitesse de vol.

» la vitesse a laquelle se produisent des oscillations auto-excitées qu’on appelle

également : vitesse critique de flottement.

La vitesse de flottement la plus basse marque la frontiére entre les vitesses sures et les
vitesses dangereuses.

5-1 Présentation de I’outil Maple :
Maple a été initialement développé al'Université de Waterloo en Ontario (Canada) a

partir de 1981. La premiére version publique date de 1985 (version 3.3).
Le logiciel permet aussi bien de travailler sur des quantités numeériques (entiéres, réelles,
complexes) quavec des polyndmes, fonctions, séries. Maple réalise des dérivations,
intégrations, résolutions de systemes d'éguations linéaires, inversions de matrices,
dével oppements asymptotiques et résolutions d'éguations différentielles. Le systeme Maple
offre aussi de nombreuses fonctionnalités en arithmétique des nombres et en combinatoire.
Il est possible de:

Copier et coller les formules mathématiques correspondantes dans un traitement de

texte;

Tracer des courbes ou des surfaces (en aspect 3D) ;

Géneérer les programmes de calculs numériques (par exemple en C)
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5-2 Description du programme::

Dans cette partie, nous nous proposons de mettre en ceuvre les outils informatiques

nécessaires al'exploitation numérique de lathéorie (FSDBT).
Nous allons d'abord calculer v, et les constantes de rigidités réduites, Puis nous alons
construire les matrices élémentaires masse et rigidité d’une poutre développées au
paragraphe (4-1-1), en passant par le calcul des fonctions poutres et les intégrales
constantes.

Enfin, dans un but de validation des algorithmes et matrices dével oppés, nous faisons
quelques applications numériques et nous les comparons avec les résultats de la référence
[11] pour une variation de température nulle.

Afin de concevoir notre programme de calcul, nous passons par les étapes
suivantes:

4 La gpécification des paramétres d’entrées suivants :

1. lescaractéristiques mécaniques de la poutre :
Ey, E5 : Les modules YOUNG.
¥y : Coefficients de Poisson.
{7y , (73, : Les modules de cisaillement.
£ € &:Lamasse volumique et L'épaisseur.
k' : coefficient de correction.
2. Les caractéristiques de I’écoulement d’air :
£, - Lamasse volumique d’air.
M, : Lenombre de Machv/2 < M, < 2.
3. Lescaractéristiques géométriques de la poutre :
bp : largeur de la poutre.
[ : longueur de la poutre .
h/l: Le raport d’épaisseur.
# : Les angles d’orientation du stratifiées.
11 : Nombre de couches.
4 L’analyse modale par la résolution du probleme aux valeurs propres: apres la
formation de la matrice rigidité I et matrice masse I¥ll on résout le probléme aux

valeurs propres.
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4 Les résultats (output) : les sorties du programmes sont les valeurs propres

correspondant a une vitesse d’écoulement d’air donnée.

5-3 Organigramme :

Les données :

Les données de la poutre les données de I'écoulement

Ly, E; Lu
¥y MH
Gy , Gy , Gy
npb,e e
L,K _
Calcui de:
s
hhg, hhy, hhy, hh4
£y, Ly, 84, £4
J‘.l rJE

Calcul les constantes de rigidité

et rigidités réduites de chaques couches

calcul des fonctions poutre

A X A x AX A x
XE(M)=COS!T—L'4 hiT—}"!(S !T—S' hIT]

A x A x A x A x
filcos ;o hT_“("“ T hT]

En calculant y, 2 A,

Calcul des constantes d’intégrales :

00 p00 ~11 1l 10 Q01 01 10
GIJrBij'aIJ' ijry”'eij'alJ'GIJ
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gl

Formation des matrices rigidité et masse ‘

K K OKY KPP etM,

Formation du probleme aux valeurs propres \

{—w?[M] + [K]}(A) = 0 \

Résolution du probleme aux valeurs propres :

Calcul des fréquences propres

—

_ Envariant la vitesse de I’écoulement

\'-——_;

Figure (5-1) : Organigramme du programme

5-4 Validation du programme:

L’idéal pour la validation d’un programme numérique serait de confronter les
résultats avec ceux de testes expérimentaux, ce qui a notre niveau, n’est pas possible
(mangue de moyens expérimentaux). Nous optons donc pour une comparaison avec les
résultats de la référence [11]. Pour ce faire, nous annulons le travaill des forces
aérodynamiques (systeme libre) et nous calculons les cing premiéres fréquences
naturelles. Les fréquences naturelles obtenues par notre programme sont tres proches de
celles obtenues dans la référence [11] aAT = 0 avec un léger décalage, ce qui est tout a
fait normal puisque, contrairement a la réf[11] qui utilise une méthode analytique, donc
exacte, notre programme utilise une méthode approximative qui est la méthode de Ritz
basée sur les fonctions poutre.

L es caractéristigues mécaniques et géométriques de la poutre :

Nombre des couches: n = 4

Lesmodules YOUNG :E;, = 144,7899 ¢ ,E; =9,653 (¢
Lesmodulesdecisaillement: G, =3,4476 ,Gy =G, =4,136 G
Les Coefficients de POISSON: v; = 0,3

L’epaisseur du stratifié: 0,25 * b
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La masse volumique d’une couche: g = 1389,23 k /m”

Largeur delapoutre: b = 0,0254 m

fréquences exactes [11]

0,9241

4,8925

11,44

18,6972

26,2118

Fréquences approximatives

0,95496

5,03236

11,73726

19,15194

26,96575

Tableau 5.1 : Les valeurs exactes et approximatives des fréquences naturelles.

5-5 Résultats et interprétations:

5-5-1 Calcul delavitesse critique du flottement :

Tableau 5.2 : Variation de lafréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.
(Poutre composite, Graphite Epoxy - [0/90/90/0], I/h= 120, wo= 1/ [I2 (p/E1h2)°9)).

V (m/s) 482 500 520 540 560 580 600 620 640 660 682
Model| 3546| 3,549| 59,049| 357| 3585 3602| 362| 364| 366 3,68L| 3,705
Mode2| 8,694| 8,697 0 0 0 0 0 0 0 0| 8859
Mode 3 0 o| 8705| 8717| 8732| 8749 8768| 8789 8811 8833 0
Mode4 | 21,251| 21,253| 21,256| 21,261| 21,267 | 21,274| 21,282| 21,29| 21,299| 21,309| 21,319
Mode5 | 59,048| 59,049| 59,052| 59,056 59,061| 59,066| 59,072| 59,079 | 59,086| 59,094| 59,102
Ver =510 m/s  wcr = 4w,
15
0 e e e e === === N
5 s /‘ﬁ / — = MODE 3
0 . > . MODE 2

480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700

La vitesse (m/s)

Figure (5-2) : Variation de lafréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.
L orsque nous augmentons la vitesse de |I’écoulement d’air lentement, nous remarquons que

deux modes coincident a une vitesse de 508m/s. C’est la vitesse critique du flottement.

5-5-2 Influence de la configuration de I’orientation des couches sur la vitesse critique
du flottement :

En variant lavitesse de |’écoulement d’air dans un intervalle de 482m/s a 682m/s,
les cing premieres fréguences adimensionnelles pour les différentes orientations des
couches (0/90/90/0), (90/0/0/90), (0/45/45/0), (45/0/0/45), (0/0/0/

0)e (—45/45/45/—45) et un rapport d’épaisseur(1/h = 120) sont définies dans les
tableaux (5-3, 5-4, 5-5, 5-6, et 5-8) :
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Chapitre 5 Analyse numérique du comportement méc

anique des MC

1- Laconfiguration : 0/90/90/0

Tableau 5.3 : Variation de lafréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.

(Poutre composite, Graphite Epoxy, I/h = 120, wo= 1/ [12 (p/E1h?)?]).

V (m/s) 482 500 520 540 560 580 600 620 640 660 682
Model| 3,546| 3,549 59,049| 357| 3585 3602 362 364, 366/ 3681 3705
Mode2| 8,694| 8,697 0 0 0 0 0 0 0 o| 8859
Mode 3 0 o| 8705| 8717| 8732| 8749 8768| 8789 8811 8833 0
Mode4 | 21,251 | 21,253| 21,256| 21,261 21,267 | 21,274 21,282| 21,29 21,299| 21,309 21,319
Mode5| 59,048 59,049 59,052 59,056| 59,061 59,066| 59,072| 59,079 59,086 59,094 59,102
Ver =510 m/s  wcr =4w0
15
2 10
2 re-—"—=-======- \
3 5 / \ = == MODE 3
o -___',—I 1 T T 1 T T I—\l—\ MODEZ
480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700
La vitesse (m/s)

Figure (5-3) : Variation de lafréguence adimensionnelle en fonction de

2- Laconfiguration : 90/0/0/90

lavitesse du vol.

Tableau 5.4 : Variation de lafréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.

(Poutre composite, Graphite Epoxy, I/h = 120, wo= 1/ [12(p/E1h?)°7]).

V (m/s) 482 500 520 540 560 580 600 620 640 660 682
Mode1| 1,978| 1,978| 1,979| 1981| 1984| 1986| 1,989 1,992| 1,995| 1,998 2
Mode2 | 10,147| 10,15| 5,166 5,18| 5,198| 10,211| 10,233| 5,264| 5,288| 5,313| 5,338
Mode3| 5,152| 5,156| 10,16| 10,174| 10,191| 5,219| 5,241| 10,256| 10,281| 10,307 | 10,334
Mode 4 | 26,819| 26,821| 26,828 | 26,839| 26,852 | 26,867 | 26,883| 26,901| 26,919| 26,939| 26,959
Mode5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ver=510m/s wcr =7.4w0
15
3 10 S A - .V
= 7/ S
5 - — — MODE 3
0 MODE 2
480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700
La vitesse (m/s)

Figure (5-4) : Variation de lafréguence adimensionnelle en fonction de
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lavitesse du vol.
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Chapitre 5 Analyse numérique du comportement mécanique des MC

3- Laconfiguration : 0/45/45/0

Tableau 5.5 : Variation de lafréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.

(Poutre composite, Graphite Epoxy, I/h = 120, wo= 1/ [12 (p/E1h?)?]).

V (m/s) 482 500 520 540 560 580 600 620 640 660 682
Mode1| 5595 5599| 5609 5625 5644 5665 5689 5,714| 11,711| 11,721| 11,734
Mode 2 2,085 2,086| 2,089 2,094 21| 2106| 2,113 2,12| 5,741| 5,768| 5,799
Mode3| 11,656| 11,657| 11,661| 11,667 | 11,674| 11,682| 11,691 11,7 2,127 2,135| 2,143
Mode4 | 21,913| 21,914| 21,917 | 21,921 | 21,926| 21,932| 21,938| 21,945| 21,953| 21,96| 21,969
Mode5| 56,619| 56,62| 56,623| 56,627 | 56,632| 56,638 | 56,645| 56,652 | 56,659 | 56,667 | 56,675
Ver=628 m/s wcr =8w0
15
________ -—————_—
o 10 N
3
S~
S /\ < = = MODE 3
o T T T T T T T T - -I - I. 1 MODE 1
480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700
La vitesse (m/s)

Figure (5-5) : Variation de lafréguence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.

4- Laconfiguration : 45/0/0/45

Tableau 5.6 : Variation de lafréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.

(Poutre composite, Graphite Epoxy, I/h = 120, wo= 1/ [12 (p/E1h?)?]).

V (m/s) 482 500 520 540 560 580 600 620 640 660 682
Mode1| 2608| 2609 2613| 2,617| 6,184| 2,63| 2637| 2,645 2,653 2661 2,669
Mode2 | 13,261| 13263| 13,269| 13,277 2,623| 6,207| 6,233| 6,261 6,289 6,319| 6,353
Mode3| 6.131| 6,135 6,146| 6,163| 13,288 13,3| 13,313| 13,328| 13,343| 13,359| 13,377
Mode 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Mode5| 35656| 35658| 35663| 3567| 35679| 3569| 35701| 35713| 35726| 35,74| 35755
Vcr =548 m/s wcr =9w0
15 - - - - ——— =
2 10 \¢
§ 5 /————= ’\ -~ MODE 3
\ -7
0 T T T T T T T T T T 1 MODEZ
480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700
La vitesse (m/s)

Figure (5-6) : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.
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Chapitre 5

Analyse numérique du comportement mécanique des MC

5- Laconfiguration : 45/-45/-45/45

Tableau 5.7 : Variation de lafréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.

(Poutre composite, Graphite Epoxy, I/h = 120, wo= 1/ [12 (p/E1h?)?]).

V (m/s) 482 500 520 540 560 580 600 620 640 660 682
Mode1| 1794 1,807| 1,795| 1,796| 1,798 1,8| 1,802 1,804| 1,806| 1,808 1,811
Mode2| 4.777| 4895| 4,788| 4,801| 4815 4,832| 4851 487 4889 491 4932
Mode3| 8778 8922 8791| 8806 8823| 8843 8866| 8889 8915 8941 8971
Mode4 | 19,623| 19,739| 19,633| 19,645 19,659 | 19,675| 19,693| 19,712| 19,733| 19,755| 19,779
Mode5| 80,437 | 80,473| 80,445| 80,447| 80,453| 80,46| 80,469| 80,463| 80,474| 80,479| 80,493
15
g 10
=
3 5 == = MODE 2
0 MODE 1
480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700
La vitesse (m/s)
Figure (5-7) : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.
6- Laconfiguration : 0/0/0/0 :
Tableau 5.8 : Variation de lafréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.
(Poutre composite, Graphite Epoxy, I/h = 120, wo= 1/ [I2 (p/E1h?)°7]).
V (m/s) 482 500 520 540 560 580 600 620 640 660 682
Mode1| 232| 2321| 2323| 2,327| 2,331| 2335| 234| 2,345| 2,351| 2356| 2362
Mode2| 5626 563| 5642| 5658 5678 5701| 5726| 5752| 578 5809 5,841
Mode3 | 11,42| 11,423| 11,429| 11,439| 11,451| 11,465| 11,481| 11,497 | 11,515| 11,533| 11,555
Moded | 24,35| 24,351| 24,355| 24,361| 24,368| 24,376| 24,385| 24,395| 24,405| 24,416| 24,428
Mode5| 47.86| 47,861| 47,863| 47,866| 47,871| 47,876| 47,881 | 47,887| 47,893 47,9| 70,604
15
2 ———
=
3 5 = == MODE 2
O T T T T T T T T T T 1 MODE]-
480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700
La vitesse (m/s)
Figure (5-8) : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.
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Chapitre 5 Analyse numérique du comportement mécanique des MC

Influence de la configuration de |'orientation des couches :

Tableau 5.9 : Variation de la vitesse critique de flottement en fonction de la configuration

de I’orientation des couches.

Configuration | 0-90-90-0 90-0-0-90 | 0-45-45-0 | 45-0-0-45
Vert (M/s) 502 510 628 510

5-5-3 Influence du rapport d’épaisseur sur la vitesse critique du flottement :

En variant toujours la vitesse de I’écoulement d’air dans le méme intervalle, les cing
premieres fréquences adimensionnelles pour les différents  rapports d’épaisseurs
(40,60,80,100,120,140,160,180 ¢ 200) sont définies dans les tableaux (5-10, 5-11, 5-
12, 5-13, 5-14, 5-15, 5-16, 5-17 et 5-18) :

1- Rapport d’épaisseur 1/h=40 :
Tableau 5.10 : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.
(Poutre composite, Graphite Epoxy - [0/90/90/0], wo = 1/ [I2 (p/E1h?)°]).

V (m/s) 482 500 520 540 560 580 600 620 640 660 682

Mode1| 4158| 4,158 4,158| 4,163| 4,165| 4,167| 4,171| 4,187 4,188 4,195| 4,195

Mode2 | 10,812| 10,817| 10,83| 10,863| 10,894| 10,929| 10,968| 11,04 11,076| 11,129| 11,169

Mode3 | 20,415| 20,414| 20,412| 20,447| 20,467 | 20,487 | 20,513| 20,633| 20,647| 20,707| 20,721

Mode 4 | 42,537 | 42,505| 42,405| 42,459 | 42,405| 42,309| 42,262| 42,669| 42,514| 42,583| 42,389

Mode5| 89,053 | 88,926| 88,544 | 88,684 | 88,438| 87,999| 87,824| 89,133| 88,505| 88,653| 87,902

Ver=590 m/s wcr = 3,8w0

wr/w0

MODE 2

_______________ = = MODE1

o N B O
N\
b4

480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700

La vitesse (m/s)

Figure (5-9) : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.
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Chapitre 5

Analyse numérique du comportement mécanique des MC

2- Rapport d’épaisseur [/h = 60 :

Tableau 5.11 : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.
(Poutre composite, Graphite Epoxy - [0/90/90/0], wo= 1/ [I2 (p/E1h2)°]).

V (m/s) 482 500 520 540 560 580 600 620 640 660 682
Mode1| 6.333| 6,333| 6,334| 6,336| 6,338 6,34| 6,343| 6,345| 6,348| 6,351| 6,355
Mode2| 1612 1,613| 1617 1,622 1629 1,637 1645 1,654, 1663| 1,673 1,683
Mode3| 16,956 | 16,956 | 16,957 | 16,957 | 16,958| 16,959| 16,959| 16,96| 16,961| 16,962| 16,963
Mode4 | 31,802| 31,802 31,802| 31,802| 31,803| 31,803 | 31,803| 31,804 | 31,804 | 31,805| 31,806
Mode5 | 66,394 | 66,394 | 66,394| 66,394 | 66,395| 66,395| 66,396| 66,397 | 66,398| 66,398 | 66,399
8
o 6
24
3, = = MODE 2
0 MODE 1
480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700
La vitesse (m/s)

Figure (5-10) : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.

3- Rapport d’épaisseur I/h =80 :

Tableau 5.12 : Variation de lafréguence adimensionnelle en fonction de la vitesse du val.
(Poutre composite, Graphite Epoxy - [0/90/90/0], wo= 1/ [I2 (p/E1h2)°]).

V(m/s)| 482 500/ 520/ 540/ 560| 580| 600| 620| 640/ 660 682
Mode1| 2128 213| 2136| 2144| 6585 6591 2178 2192 2205 222| 2235
Mode2| 6572 6573| 6576| 658| 2154| 2166| 6597| 6604 6611 6619] 6,627
Mode3 | 17.274| 17,275| 17,276| 17,277| 17,279| 17,281| 32,459| 17,285| 17,287| 17,29| 17,292
Modea | 32.455| 32,455| 32,455| 32,456| 32,457 | 32,458| 17,283| 32,46| 32,462| 32,463| 32,464
Mode5 | 69,091 69,091 69,092| 69,093| 69,094 69,095| 69,096| 69,098| 69,099| 69,101| 69,103
Ver=550m/s wcr=4,3w0
10
o
I b N anmn. U S
S AR __ 7 — = MODE 2
0 MODE 1
480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700
La vitesse (m/s)

Figure (5-11) : Variation de lafréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.
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Chapitre 5

Analyse numérique du comportement mécanique des MC

4- Rapport d’épaisseur [/h = 100 :

Tableau 5.13 : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.
(Poutre composite, Graphite Epoxy - [0/90/90/0], wo = 1/ [I2 (p/E1h2)°]).

V (m/s) 482 500 520 540 560 580 600 620 640 660 682
Mode 1 7| 7,002 2691 2,701 2,713| 2,726 2,741| 2,757| 2,774 2,79 7,109
Mode2 | 2682| 2684 7,008 7,016 7,026| 7,037 7,05| 7,064 7,078 7,094| 2808
Mode3 | 17.851| 17,852| 17,853| 17,856| 17,86| 17,864| 17,868| 17,873 17,877 17,883| 17,888
Mode4 | 36,433| 36,433| 36,434 | 36,436| 36,438 36,44| 36,442| 36,445| 36,448| 36,451| 36,454
Mode5| 76.91| 76,91| 76,911 76,913| 76,915| 76,917| 76,92| 76,923| 76,926| 76,929| 76,932
V,=510m/s w,=4,8w,
8
o6 —— Y \ 7
34 A PN
§2—/-————— —————— < N\ = = MODE5
0 MODE 4
480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700
La vitesse (m/s)

Figure (5-12) : Variation de lafréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.

5- Rapport d’épaisseur [/h = 120 :

Tableau 5.14 : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.

(Poutre composite, Graphite Epoxy - [0/90/90/0], wo = 1/ [I2 (p/E1h?)°]).

V (m/s) 482| 500/ 520/ 540/ 560| 580| 600| 620| 640| 660| 682
Mode1| 3546| 3549| 3557| 357| 3585 3602| 362 364 366/ 368l 3,705
Mode2| 8694| 8697 0 0 0 0 0 0 0 0| 8859
Mode 3 0 o| 8705| 8717| 8732 8749 8768 8789 8811 8833 0
Mode4 | 21,251| 21,253 21,256| 21,261| 21,267 | 21,274| 21,282 21,29| 21,299| 21,309| 21,319
Mode5 | 59,048| 59,049 | 59,052| 59,056| 59,061| 59,066| 59,072| 59,079| 59,086 59,094 | 59,102
Ver =510 m/s  wcr = 4w,
15
Q10 —— 5
S~
5 5 }\/ \ MODE 3
O T T T o L T b | e |/ T 1 - - MODEZ
480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700
La vitesse (m/s)

Figure (5-13) : Variation de lafréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.
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Chapitre 5

Analyse numérique du comportement mécanique des MC

6- Rapport d’épaisseur [/h = 140 :

Tableau 5.15 : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.
(Poutre composite, Graphite Epoxy - [0/90/90/0], wo= 1/ [12(p/E1h?)%]).

V (m/s) 482 500 520 540 560 580 600 620 640 660 682
Mode1| 2902 2899| 2888 2,898 2,894 2902| 2,882 2941 7,067| 2937| 7,099
Mode2 | 6927 6925 6916 6942 6951 6,977| 6,968| 7,071| 2,924| 7,07| 2914
Mode 3| 12.748| 12,736| 12,698| 12,721| 12,703| 12,716| 12,656 12,815| 12,759| 12,79 12,723
Modea| 2421| 24202| 24,178| 24,195| 24,184| 24,194| 24,158| 24,266| 24,231| 24,255| 24,213
Mode5 | 67.812| 67,799| 67,759| 67,78| 67,757| 67,763| 67,701| 67,859| 67,796| 67,822 67,745
Ver =630m/s wcer =4,9w0
10
EQe NS AN
- NN/ N\ MODE 2
0 = == MODE 1
480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700
La vitesse (m/s)

Figure (5-14) : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.

7- Rapport d’épaisseur [/h = 160 :

Tableau 5.16 : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.
(Poutre composite, Graphite Epoxy - [0/90/90/0], wo = 1/ [I2 (p/E1h?)°]).

V (m/s) 482 500 520 540 560 580 600 620 640 660 682
Mode1| 3.867| 3,868| 3,873 3,88| 3888| 3897| 3907 3917| 3,928| 3,938 3,95
Mode2 | 9.151| 9,158 9175| 9201 9232 9269 9,308 935| 9,394| 9,439| 9,491
Mode 3| 19,341| 19,344| 19,353| 19,367 | 19,384| 19,403| 19,424| 19,447| 19,471| 19,497| 19,526
Mode4 | 48,646 | 48,648 | 48,655| 48,667 | 48,68| 48,697 | 48,713| 48,737 | 48,755| 48,778 48,8
Mode 5 140,09 | 140,076 | 140,034 | 140,048| 140,02| 140,005| 139,95| 140,092 | 140,022 | 140,037 | 139,953
150
2 100
=
5 50 = = MODE 2
0 MODE 1
480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700
La vitesse (m/s)

Figure (5-15) : Variation de lafréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.
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Chapitre 5 Analyse numérique du comportement mécanique des MC

8- Rapport d’épaisseur [/h = 180 :

Tableau 5.17 : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du val.
(Poutre composite, Graphite Epoxy - [0/90/90/0], wo = 1/ [I2 (p/E1h?)°]).

V (m/s) 482 500 520 540 560 580 600 620 640 660 682

Mode1| 4013| 4,014 4,016| 4,022, 4,027| 4,032| 4,039 4,05| 4,056| 4,064| 4,072

Mode2 | 9.942| 9948| 9966, 99%, 1003| 10,068 | 10,111| 10,164| 10,21| 10,26| 10,31

Mode3| 19,591| 19,593 19,6 19,622| 19,642| 19,661| 19,69| 19,745| 19,769| 19,809 | 19,845

Mode4 | 40,014| 39,999| 39,953| 39,982| 39,96| 39,912| 39,905| 40,103 | 40,034| 40,073| 40,077

Mode5| 97,085| 96,915| 96,408 | 96,589 | 96,263 | 95,701| 95,466| 97,17| 96,333| 96,522| 96,374

200
o
2 100
- — — MODE 2
0
MODE 1

480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700

La vitesse (m/s)

Figure (5-16) : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.
9- Rapport d’épaisseur [/h = 200 :

Tableau 5.18 : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol .

(Poutre composite, Graphite Epoxy - [0/90/90/0], wo = 1/ [12 (p/E1h?)°9)).

V (m/s) 482 500 520 540 560 580 600 620 640 660 682

Mode1| 4158| 4,158| 4,158| 4,163| 4,165| 4,167| 4,171 4,187| 4,188| 4,195| 4,195

Mode 2 | 10812| 10,817| 10,83| 10,863| 10,894| 10,929| 10,968 11,04| 11,076| 11,129 11,169

Mode3| 20,415| 20,414| 20,412| 20,447| 20,467 | 20,487 | 20,513| 20,633| 20,647| 20,707| 20,721

Mode 4 | 42,537 | 42,505| 42,405| 42,459 | 42,405| 42,309 | 42,262| 42,669 | 42,514| 42,583| 42,389

Mode5| 89,053| 88,926| 88,544 | 88,684 | 88,438 87,999| 87,824| 89,133| 88,505| 88,653| 87,902

100

o

2 5o

5 MODE 2
0 — — MODE1

480 500 520 540 560 580 600 620 640 660 680 700
La vitesse (m/s)

Figure (5-17) : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.
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Chapitre 5

Analyse numérique du comportement mécanique des MC

Lavariation de lavitesse critigue du flottement en fonction du rapport d’épaisseur :

Tableau 5.19 : Variation de la vitesse critique du flottement en fonction de rapport

d’épaisseur.

Rapport D'épaisseur

I/h 40 80 100 120
Ve (M/s) 590 550 510 510
L'influence du rapport d'épaisseur sur la vitesse critique
du flottement
600
()]
=]
g >0 \
5 500
b
8 450
s 50 60 70 80 90 100 110 120 130

Figure (5-18) : Variation de la vitesse critique du flottement en fonction de rapport

Lavariation de la fréquence critigue adimensionnelle en fonction de rapport d’épaisseur :

d’épaisseur.

Tableau 5.20 : Variation de la fréquence critique adimensionnelle en fonction de rapport

d’épaisseur.

Rapport D'épaisseur (I/h)

I/h 40 80 100 140
Wer [/ o 3,8 4,3 4,8 4,9
L'influence du rapport d'épaisseur sur la fréquence
critique adimensionnelle
6
5,5
3 s
;b a5 /
4
3,5
40 60 80 100 120 140

Figure (5-19) : Variation de lafréquence critique adimensionnelle en fonction de rapport
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Chapitre 5

Analyse numérique du comportement mécanique des MC

5-5-4 Influence d’orientations des fibres sur les fréquences adimensionnelles :

En variant

la vitesse d’écoulement d’air,

Les cing premiéres fréquences

adimensionnelles pour les différentes orientations des couches (4, —#, —#, &); sont définies

dans les tableaux (5-21, 5-22, 5-23, 5-24, 5-25, 5-26 et 5-27) :
Lesangle d’orientations & sont: 0, -

1-

L’orientation : O

M m om m 3m

e .

Tableau 5.21 : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.
(Poutre composite, Graphite Epoxy, I/h = 120, wo= 1/ [12(p/E1h?)%7]).

V(m/s)| 482 500/ 520| 540| 560 580| 600| 620 640 660| 682
Model| 232| 2321 2323| 2327| 2331 2335 234 2,345 2351 2356| 2362
Mode2| 5626 563 5642 5658 5678 5701 5726| 5752| 578 5809 5841
Mode3| 11,42| 11,423| 11,429| 11,439 11,451| 11,465| 11,481| 11,497 11,515| 11,533| 11,555
Moded| 24,35| 24,351 24,355| 24,361 24,368| 24,376 24,385| 24,395| 24,405| 24,416| 24,428
Mode5| 47,86| 47,861 47,863| 47,866| 47,871| 47,876| 47,881| 47,887 47,893| 47,9| 70,604

2- L’orientation : El

Tableau 5.22 : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.
(Poutre composite, Graphite Epoxy, I/h = 120, wo= 1/ [12(p/E1h?)*]).

V (m/s) 482 500 520 540 560 580 600 620 640 660 682
Mode1| 3.033| 3,035| 3,041| 3,049 306| 3,072 3,084| 3097 3111| 3125| 3141
Mode2 | 7.105| 7,108 7,118| 7,133| 7,151| 7,172| 7,195 722 7,246| 7,273| 7,304
Mode3| 16,592| 16,594 | 16,597 | 16,603| 16,609| 16,617 | 16,626| 16,635| 16,645| 16,655| 16,666
Mode4 | 32431 | 32,431| 32,433| 32,436| 32,44| 32,444| 32,448| 32,453 | 32,458 | 32,464 | 3247
Mode5 | 65,097 | 65,097| 65,099| 65,102| 65,106| 65,111| 65,115| 65,121| 65,126| 65,132| 65,138

3- L’orientation : El

Tableau 5.23 : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.

(Poutre composite, Graphite Epoxy, I/h = 120, wo= 1/ [I2 (p/E1h?)?]).

V (m/s) 482 500 520 540 560 580 600 620 640 660 682
Mode1| 3045 3047| 3053| 3061 3071 3,083 3095 3107| 3121| 3134| 3,149
Mode2 | 7,096 71| 711| 7126| 7145 7,66| 7,19 7,216| 7,243| 7271| 7,303
Mode 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Mode4 | 16,456| 16,458 | 16,462 | 16,468| 16,476| 16,485| 16,495| 16,506 | 16,518| 16,53 | 16,544
Mode5 | 45034| 45035| 45,039| 45044 45051 | 45,059| 45,068| 45,077 | 45,087| 45,097 | 45,109
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4- L’orientation : %

Tableau 5.24 : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.

(Poutre composite, Graphite Epoxy, I/h = 120, wo= 1/ [I2 (p/E1h?)?]).

V (m/s) 482 500 520 540 560 580 600 620 640 660 682
Mode1!| 3.241| 3,243| 3251| 3,261 3,274| 3,288 3,304 332| 3,338 3355| 3,374
Mode2 | 7.821| 7.824| 7,833 7847 7863 7,882 7.902| 7924 7948 7972 8
Mode3| 18,923 | 18,924| 18,927| 18,931 | 18,937 | 18,943| 18,951| 18,958 | 18,966| 18,975| 18,984
Mode4 | 3537| 3537| 35372| 35374| 35377| 3538| 35383| 35387| 35391| 35,395 354
Modes| 70,565| 70,566| 70,568 70,571| 70,574| 70,578| 70,583| 70,588| 70,593| 70,598| 70,604
5- L’orientation : -

Tableau 5.25 : Variation de la fréquence adimensionnelle en fonction de la vitesse du vol.

(Poutre composite, Graphite Epoxy, I/h = 120, wo= 1/ [I2 (p/E1h?)°)).
V (m/s) 482 500 520 540 560 580 600 620 640 660 682
Mode1| 1209 1209 121 121 121 1211 1212] 1212] 1,213] 1,213] 1,214
Mode2| 3609 3,611 3,614 3,619 3624 3631 3,638| 3645 3,652| 3,659 3,668
Mode3| 6.733| 6,737 6,749| 6,765| 6,785 6,808 6,833| 6,859 6,887 6,916| 6,948
Mode4 | 13,856| 13,86| 13,874| 13,893 | 13,917 | 13,945| 13,976| 14,008| 14,043| 14,08 14,122
Mode5 | 44,643| 44,645| 44.649| 44.654| 44,661 | 44,668| 44,677| 44,684| 44,694 44,704 44,716

5-5-5 Interprétations:

+ Les résultats représentés dans le tableau (5-1) et qui consistent en la résolution du

probléme aux valeurs propres naturelles de la poutre composite montrent que notre

méthode de résolution est correcte puisque ces résultats sont comparés a ceux de la

référence [11] qui sont quant a eux déterminés par une méthode analytique.

« La vitesse critique du flottement apparait lorsque les fréquences de deux modes de

vibration convergent puis coincident en un seul point. D’apres nos résultats, une ou

plusieurs vitesses de flottement existent, celle prise en considération est la plus petite

car elle marque la frontiére entre le domaine des vitesses slires et celui des vitesses

pouvant entrainer I’apparition des instabilités dues au flottement.

< D’apres le tableau (5-9), nous constatons que la configuration de I’orientation des

couches n’a pas une grande influence sur la vitesse critique du flottement pour les
configurations (0/90/90/0) et (90/0/0/90). Mais pour les configurations (0/45/45/0) et
(45/0/0/45), nous remarquons une importante influence sur la vitesse avec un écart de

80m/s entre les deux configurations. Pour la configuration (45/-45/-45/45) et pour le

stratifié unidirectionnel (0/0/0/0), nous n’avons détecté aucune vitesse critique de

flottement dans I’intervalle des vitesses considérées.
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< D’apres la figure (5-18), nous remarquons que la vitesse critique de flottement diminue
lorsque le rapport d’épaisseur augmente. Donc il faut augmenter I’épaisseur de la poutre
on bien diminuer sa longueur pour faire sortir la vitesse critique de flottement du
domaine de vol considéré.

< Dr’apres la figure (5-19), lavaleur de la fréquence adimensionnelle critique augmente
avec I’augmentation du rapport d’épaisseur ce qui est conforme avec la constatation
précédente.

« Pour la variation des angles d’orientation des fibres de chague couche du stratifié
(8, —8,—8,8), nous montrons dans les tableaux (5-21), (5-22), (5-23), (5-24) et (5-25)
I’évolution des fréquences adimensionnelles des cing premiers modes de vibration en

fonction de & sans pour autant obtenir de vitesses critiques de flottement.

Conclusion :

Dans ce chapitre consacré aux résultats, nous avons validé notre programme par
une comparaison avec la référence [11], nous avons déterminé les fréquences de vibration
des cinqg premiers modes pour différentes configurations. Nous avons par la suite
déterminé des vitesses critiques de flottement pour différents rapports d’épaisseur et pour

différents angles d’orientation des fibres
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Analyse du comportement dynamique de la poutre composite

Introduction :

L’ importance de développer une analyse des poutres est liée d’une part a I’utilisation
des poutres comme ééments de base des structures, et d’autre part a la caractéristique
mecanique des dtratifiés a partir d’essais de flexion sur des éprouvettes en forme de
poutres. La théorie des poutres considere que la longueur [ de la poutre est trés supérieure
a sa largeur I >> b (figure 4-1). Dans ce chapitre, nous étudions la flexion des poutres
constitué de stratifie orthotrope [5].

Figure (4-1) : configuration de I’éément poutre.
4-1 Etude d’une poutre en composite stratifié de TIMOSHENKO :

4-1-1 Présentation dela poutre:

Nous considérons une poutre plane constituée des couches de matériau composite
unidirectionnel. Ces couches possédent trois plans de symétrie orthogonaux deux a deux, et
se comportent d’un point de vue élastigue comme un matériau orthotrope. Les
caractéristiques géométriques de la poutre sont la longueur I, 1a largeur b et I’épaisseur h.
La poutre est constituée d’un stratifié symétrique comportant quatre couches identiques.
Les caractéristiques mécaniques (Jy , (s , 0y , U , By, B, Gy Gy vy vy L8, 0) SONt les

mémes pour chague couche.

Gy , U, , 0, , 0| Constantes de rigidités réduites d’un composite dans les axes principaux

E,, Es Les modules YOUNG

Gy, Les modules de cisaillement
¥y, Vs Les Coefficients de POISSON
€ L’épaisseur d’une couche

h L’épaisseur du stratifié
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0 La masse volumique d’une couche
) Longueur de la poutre
by, Largeur de lapoutre

4-1-2 Déplacement :

Le schéma de déplacement est un schéma du premier degré, qui est développé a
partir du point de référence Mo(x, y, 0) (3-46), et fait ensuite une hypothése supplémentaire,
qui consiste a négliger le déplacement suivant la direction & (le déplacement est
considéré comme indépendant de la coordonnée suivant lalargeur de la poutre).

u(x, v, 2) =ulx,y0)+ 2z (4-1)
w(x,y,z) = w(x,y,0)
4-1-3 Défor mation :

Le champ des déformations s’écrit d’apres (I’équation 3-48), et en tenant compte de

I’hypothese, qui consiste a négligere,, ,e,,, 9, €t d,,,s0uslaforme suivante:

B, =€ +z K(x)=iﬂ+zj— (4-2)
a
e =¥+ a
Avec:
Kx) =2 (4-3)

K (x) : est appelée la courbure de la poutre sollicitée en flexion.

4-1-4 Contraintes:
Pour une couche k la contrainte est :
o, = (U ),
op (U5 ' (4-4)
(U, e (¢, )" : sont les constantes de rigidités réduites de la couche k.
& : Nombre de couche.
Les autres @ éments de la matrice de contrainte sont nuls. Le tenseur des contraintes en M,

est donc delaforme:

o, 0 o,
oM)=[{0 0 O (4-5)
o, 0 O

Xz
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4-1-5 expression desrésultantes et moments:

L e champ des résultantes en membrane :

N,=b, [

h/z
—h/z2 "%

0, dz (4-6)

A partir de larelation (4-4), les résultantes s’écrit sous forme suivante :

h/z

N"; = b]-- Z£=1 f—Jl/E(Q'l t‘[)H li-I!Z (4_7)
A partir de I’expression (2-16) et (2-17) les constantes de rigidités réduites s’écrit sous
forme:
Q'l - Qll COS4q )+ 2(Q12 + 2Q66)C052q (1 sn¥q ‘9 4 sz Sin4q 1o (4-8)
E E, u,,E,
i = =122 -G
h 1-uuy e 1-uu,, ? 1-uu, Qes 12 (4-9

Le champ des résultantes en cisaillement : il est défini apartir de larelation (2-22) :

h/z
Qx = f—JI/E oy dz
Qx = As Y, (4-10)
Avec:
’ h N
As = b}: k' Yie=1 “:_!(Q 5 )R dz (4-11)
k' : est le facteur de correction du cisaillement (k' = 5f6)'
U, =G o 8% +6, 5 9™ (4-12)
Le champ des moments :
h/z
M;=b, f—n/z 0, Zdz (4-13)
A partir delarelation (4-4) :
nz .
M, = b].: 21::1 _1“/2(':3 1 E.\:)R z dz (4'14)

4-1-6 Equation constitutive :

L équation constitutive exprime les résultantes et moments en fonction des

déformations en membrane et des courbures. Elle s’obtient de I’expression (3-52).

N,y 1Ay
M_‘; == B]_
Qx 0
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Les élémentsA; ,By ,D; sont déterminés a partir les expressions (2-26), (2-27) et (2-28) :

Ny

Ay =Xl by (U )5 dz (4-16)
h o

By = Yheafy by (@) )X 2 dz (4-17)
! I E o

b, =%0_, h‘}f_!ap Q) 2% dz (4-18)

4-2 Equations devibration dela poutre:

Dans le cas de I’étude des poutres en flexion, I’analyse la plus complexe est celle des
stratifiés constitués d’un empilement quelconque, présentant des couplages membrane-
flexion, membrane-torsion et flexion-torsion. Une premiére simplification de I’analyse de
la flexion des poutres en stratifiés consiste en I’étude de stratifiés symétriques, pour
lesquels il n’existe pas de couplage membrane-flexion/torsion : les termes B, sont nuls
(B, =0)et(l; =0). Une smplification supplémentaire est apportée dans le cas ou il
n’existe pas de couplage flexion-torsion: les termes (U; ) e (U, ) sont nuls
(Uy e U; =0).

Les dstratifiés symétriques (B; = 0), pour lesquels il n’existe pas de couplage
flexion-torsion (U; = L}, = 0) sont appelés stratifiés orthotropes. Ce type de stratifié
est obtenu soit a partir d’une seule couche de matériau orthotrope, soit a partir d’un stratifié
symétrique constitué de couches orthotropes dont les axes principaux coincident avec les
axes de références du stratifié croisés.

Les hypotheses :
1- Ledéplacement suivant ladirection y est négligeable devant ladirection x, le terme
derotation K = 0.
2- N, e M, sontnégligeable.
3- Stratifié symétrique — B, = 0 - pas de couplage membrane-flexion/torsion.
4- Stratifié orthotrope— U; e U, = 0- pasde couplage flexion-torsion.

Nous considérons une poutre orthotrope soumise a une charge transverse W,,, et en
introduisant la formulation variationnelle (principe de Hamilton); I’équation de flexion est
donnée a partir les relations fondamentales (2-39), (2-41) et (2-42) :

d%uy, d%uy,

~h 5= 1 g = 0 (419
—L S+ Ay (3E+3E) + b, Ap=0 (4-20)
L2l 2o (w+2) = (4-21)
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Le déplacement longitudinal u; n’intéresse pas le calcul de flottement d’ou on ne
s’intéresse pas a la résolution de I’équation différentielle (4-19), le systéme se réduit aux

deux équations::

gy @w dy | atwny .
I 5= t4s (a tos) Thlp=
—L R0 TE-a; (v+3) =0 (4-22)

Le systéme des équations différentielles admet comme solutions :

w(e, t) = W) el=t
P t) = P(x) el ! (4-23)

Le systeme d’équations différentielles devient :

ho'Wee! +45 (TP +500e )= [T e 48 @e [=0

- W(JI:) f_, wi

low? W) el ™t + )y As (‘P(x) f:“‘*+dd—u) ei“jzo (4-24)

Nous éiminons e ®* :

. _ d¥(e) | d W) a4 (x) - .
Lw? W) +As (52 + dx:‘“" [A D 1B W(x)]zo
Lw? W) + 0y, 2D 4 (e + =) =0 (4-25)
Nous obtenons deux éguations couplées :
(hw? = JhBw)W () + 45 B4 TUD 45,20 g (4-26)
(s w? — A5 )W) + 0, T g L0 =g (4-27)
D’aprés I’équation (4-26) :
() _ & W(:-:) Abyd (% ]
] —+ o (4-28)
W) e d ) d'Ww@) ﬂdzw(x) )
dsf A;  d dx? + FET (4-29)
W) v A=W (x) _ AW (x) Aby d* W () )
ds*  ~ Ag dx= x4 Ag dx= (4 30)
En posant :

c=Lw'—jb,Bw

g=1lw* —Ag
Iy = p..
IE=R.

I-'_'.!=Ix.
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La derivation de I’équation (4-26) par rapport a:x, hous donne:

d‘-l-'(.t) d- "'l"(..'i) d¥ W (x)

+ I, — Ay —==0 (4-31)
En remplagons O o d:(x) par les expressions (4-28) et (4-30) dans I’équation
(4-31) ;

- W(x) Abyd  (x) codfW)  dYW(x) | Aby dEW(x) _ d4WGe)
g[——W() ta d ]+D1 [_E de e A ae As —gm =0
g §Aby d (x) Ly oy e*w(x) | Ly Aby a*w(x) ad'w(x)

:}'__W()-}_ o il (‘qs +g+L ) axs T .-q_r,‘I ae 01 g =0
Si le nombre de Mach M,, est comprisentre+/2 et 2 dors:
ap == 29 15 (4-33)
[hg,,F—1
|
D’ou
Ap= —A d @ _ pd @~ pe? d (x) [16] (4-34)
Ij ﬂ IMw:—i
\
Donc :
B=0e A=——2“ =_} [16] (4-35)
In,2—1
\
A: Paramétre de pression.
A= 22 (4-36)
u'Mw"—i
¢ =1 w? (4-37)
g =lw*— Ag (4-38)

L’équation différentielle en W (xx) devient :

y:’. ghppr®  d (x) z , D f.uijdiw(x)_ﬂ. by  pu? d'W(x)
W() 4 lgiq @ +(:Ew + Ag dx? Ag [z . dx? +
5 Mo*—1 Me* 1
N N
d9W (x)
1 e (4-39)

Soit le changement de variable suivant :

§=1 => d =-d => d =1d
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L’equation de vibration de la poutre s’écrit sous la forme suivante :

D_;d"].-'lr'(_t) _ Dy By ped dfw(a) Dy dyw "11 W (x) Hu]JPF: d (x)
T tas s, & + (L_:_w + PR FERTE Ga g @ +
'\J ) 5 1‘] 0

=

4-3 la résolution de I’équation de vibration:

Nous considérons le cas d’une poutre encastrée sur un coté I’autre étant libre et
soumise a une charge wp. Dans la pratique |le probléme ne peut étre résolu en explicitant
les solutions exactes, et des méthodes d’approximation doivent étre utilisées. Dans notre

cas, nous optons pour des solutions approchées en utilisant la méthode énergétique de Ritz.

4-3-1 Formulation éner gétique:

Nous appliquons le théoréme des travaux virtuels qui dans le cas d’un probleme
dynamique se traduit par :
slfical=o0 (4-41)
Ou L est lalagrangien
L=K —U=E —Us+W; (4-42)

E, : Energie cinétique.
Wp : Travail desforces extérieures.

U, : Energie de déformation.

4-3-1-2 Energie de déformation :
L énergie de déformation d’un solide élastique s’écrit en coordonnées cartésiennes

suivant I’expression :

Ug=:[(oy e )d d d (4-43)
Donc:
Ug =3[l (0t +0x 1 )d d d (4-44)

Puisque les coordonnés forme un systeme libre, I’expression (4-44) s’écrit :

Ug =2 [yl (0ctx + 0y 1 )0 0 (4-45)
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Nous avons aussi :
= 4z (x) = IC]—+:|:"Z— (4-46)
H(I) = E.l_
a
Yr =Y+ a
A partir desrelations (4-46) et (2-21), (2-22), (2-23) :
Ug =2 [y[Net" + MK () + Uy 1 1d (4-47)
D’aprés I’équation constitutive :
g 2
Ug=1J, I.ql (3) Ci28, 2t (a‘J +4s (¥ +3 ]Jd (4-48)
Comme u est faible devant w et que la poutre est symétrique et orthotrope, aors (4-48)
s’écrit :
_ g y?

4-3-1-3 Energie cinétique:

L’énergie cinétique d’un solide s’écrit :

b= 20| + € + () e a @ (50
Puisquet = 0, alors:
Eo=2f e I(d‘J +(& ]Jd d (4-51)

En introduisant les expressions de déplacement (schéma de premier degré) :
1, bl d
bt:ifcﬂd'sl(ﬂ-l' a) +(ade d

= _f I,‘l ﬂ:!uﬁ + 1 (aﬁzwj — 21, (uuu d wj +1, (E;j—wjiJ d (452)

u; est faibledevant w :

=], I:,, ﬂ"‘ +1, (3 JJ (4-53)

4-3-1-4 Travail desforces de pression W,

W, =b, [, Apwd [15] (4-54)
Soit :
Ap=—AZt =257 [16] (4-55)
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Donc:

W,=b[ Awd (4-56)

4-3-2 Laséparationsdesvariables:

Nous considérons un mouvement harmonique de laforme :
w(x, t) = W) el=t (4-57)
Plx,t) = W) et (4-58)

L’expression d’énergie de déformation :
1 01 a 3 a e
Ua =5fu|”l () +4s (v+5) J"i

2o (e ) )

D’apres I’équation de séparation des variables :

Ua =20 [Dr (Z2 6t) 4 4y We)? 204 Ay (2 gion)'|

dw(.r)

2 A; W(x) 2 g2wt gy (4-60)

L’énergie de déformation devient donc :

Ug=3e4 [} I.[Jl (B9) + 45 w@)? +45 (“‘:(“)] +24;5 Y )"W(")Jd

L’expression d’énergie cinétique :

Eo= G )]

b= 2 2 ) e (5 @

En introduisant les expressions de séparation des variables :
b (8 2 0 ) en Wt Y]
Eo=2 [1 |5 (i ) i ] + (e W) el ]EJd

E, =% g2l Jc I dw('t)] —w?ly( W(x))EJd

L’énergie cinétique devient donc :

E, = % g2l f: I law? (m:—(‘t)f + Lw?( W(x))EJ d (4-62)
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L’expression de travail desforces de pression:
L aw
w,=b [ [1w 5]d
En introduisant une autre fois les expressions de séparation des variables :

w,=be [iawe) FE]a (4-63)

Pour exprimer les intégrales, il est pratique d’introduire les variables réduites :
§=7=2d =l (4-64)
En introduisant (4-64) dans les équations (4-60), (4-62) et (4- 63) :

> L’énergie de déformation s’écrit :
a=d et 2[5 (52) 4 e vt (2) 4 w0 229 14
Ug=tedh [ ‘*TL(%(")T LA W) +“‘Tf'("“:(")j2 +2 As P(x )"‘“'(")] d
Ug(m =1 ‘“T‘(%(")]i +14; W(x)* +“‘TS(‘“:(")] +2 A W(x )"“"'(")] d (4-65)
> L’énergie cinétique s’écrit :
E, = % gl f; ’I'::: (.:n:(x) ]E + Lw?( W(x))EJ ld

ko=p e [ () st (w) | @

. 1 1| he® paw) 32 2 Y
E(m )=: [0 |5 (a“] +Him(W(Jc))Jd (4-66)
E,(m )=0
> Letravail desforces externes s’écrit :

A
W, = Bpet [1Ew@) =21a
W, = by et [Haw() B2 d

Wy(m )=k [ [AW@&) ”“;ﬂ] d (4-67)

En intégrant les énergies termes par termes (les énergies adimensionnelles) :

Uglm )= () d 1 [Jw@ta + 5 (M9 d oAy 9P| (468)

b.c(m ) _ [.I'_;_t:l"le (dl‘:(l') )i d + ol ar* f ( W( ) :| (4‘69)
wem )=k 2 [} [ W) =] d (4-70)
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L’expression du Lagrangien :
L=Em )= Ug(m )+wy(m )
En introduisant lesrelations (4-67), (4-68) et (4-69) dansle Lagrangien :

=g (“““(”] A&+ (W) de+ b2 [ [ w) 2] de -
f (d‘%‘(l)"ll

=>E=(‘;‘—‘*’E A (‘“"““*)“1 dE -+ [t (2 dg - L (2 g -

dE _If (d]-"l-"(_x)“'l dE A5 f \P( )ldl-"l-"(_l)dE

2

dl-“l-"(_x)

- As JWCO TR dE+ b [ W) T2 d @7)

4-4 Application dela méthode de Ritz :

Dans le cas d’une poutre en appuis simple, en explicitant les solutions exactes des
équations fondamentales de probléme de vibration vérifiant les conditions aux limites.
Dans la pratique la plupart des problémes ne peuvent étre résolus en explicitant les
solutions exactes, et des méthodes d’approximation doivent étre utilisées. Dans notre étude
(poutre encastrée-libre), nous recherchons des solutions approchées en utilisant la méthode
de Ritz (paragraphe (9-7) chapitre 2).

4-4-1 Lesconditionsaux limites:
Dans le cas d’une poutre encastrée al’extrémité x = O et libre a I’autre extrémitéx =

[, les conditions aux frontiéres sont :

Extrémitéx = 0:
wl=0=0
‘;—(x =0)=0
Extrémitéx =1 :
M,(x =0)=0
Q.t(x = D =0
Ou bien:

2
%u::):o
3
%u::):o
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4-4-2 les solutions approchées:

L es solutions approchées sont recherchées sous la forme des séries a variables séparées :
W(x) = XL AiXi(X)

W) = XLiBiYi(x) (4-72)
L est le Lagrangien obtenu en reportant les expressions approchées (4-72) dans
I’expression (4-70). Le calcul du Lagrangien approché nécessite d’expliciter les termes :
(%Vj d:;*] W LTJZ,LTJXd\—N w W ; et ces dérivées par rapport aA; e B;.

4-4-3 Les conditions de stationnarité:

D’aprés I’équation (2-64) (condition de stationnarité) :
arL _ _ ) i
d.lll d_fll O t=1.n (4 73)

On obtient donc un systéme de (2r)x(2) éguations:

> Lepremier sous systéme:

i 1 dx; dX It w? (1
I _ (8 Ay oy A (S S g - Y Lo A (X, X;) o

dA 21 dE o S

—Ass [, 2B(% jjj d& + b Ay LA (Xi 3 d&+ A [y T A (X)) d& =0
Donc::

(A=) VAL (S dd?]dé— 110 6? DA (X X)) dE = AssT By [y (52 ;) e +
B AT A Sy (X0 G de+ B AT A fy (%) dE =0 (4-74)

L’expression (4-74) peut se mettre sous laforme pratique, en introduisant les constantes
d’intégration :

| A
(125 A%) w At~ 1162 B A 0® — A X B Y0+ B AT A af +EoASA o =0)
(4-75)

> Ledeuxiéme sous systeme :

oE D dv; dv; 1Ags (1 1 XY g =
75 = o h 228 () & E 2B (Vi Vi) de - Ass XA (Vi) cE =0
Donc:

aX

SEE (T T d ~ls BE LN y)d - s Iaf(WE)d =0 (476)
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Chapitre4 Analyse du comportement dynamique de la poutre composite

En introduisant les constantes d’intégration :

D4 L
—=-XBiBii —lAs XB;Bi — As TA8;} =0, ,j=1.n

Sous forme matriciel (probléme aux valeurs propres) :

2 My, OJ + "{f‘:‘ "{f‘:‘ (Aj
0 ol |[kY K B
Avec:

A ~Ass 11 01 10
K“ :TGIJ+£1_FAG|J +£1_FAG|J
Kf!" = A55V|J
'I{J]!] - Asseicj)l

D 11 00
Jl{J]!_': 11 Bij - 55[3”'
|
My, —fallal + Ll a
Et .
1
oy = (X X;) d&

00 1
Bij fo (Yi YJ) dg

11 dX;  dXj

En développant les matrices :

.

_H]‘?‘

Ky
Ky

K

K Ky
K K}
Ky K?
Ky  Kp
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]:

(

0y
0/

o= .

OO e

(4-77)

(4-78)
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Chapitre4 Analyse du comportement dynamique de la poutre composite

4-4-3 Solution approchée par desfonctions poutres:

Pour obtenir les fréquences propres de la poutre orthotrope symétrique, en exprimant

les fonctionsk, (M), ¥,(M) de la solution approchée par :
Xy(m) = COSALTJ—D hﬁTx— Vi (_5; ’ﬂT‘t_S h"ELT-"j

PE(M):COSJﬂTx—m hﬁTx—h(g ‘ﬂT‘t_S h’ﬂT-"j

Vérification des conditions aux limites :

(4-79)

(4-80)

Pour une poutre encastrée a une extrémité x=0 et libre a I’autre extrémité x=l, les

conditions aux limites sont :
Cotéencastre £ = 0 :

X(f—O)—cos——c h——yi( ‘T':—s %]
P}(f—O)—cos——f h——yi( ’%‘T':—,s; %j
Et

X .o o\

S §=0=0

¥ o o

5 §=0=0

Cotélibre& =1

X,(=1)=cosdy —ci hd; —y,(s 4 —s hi;)=0
Et

TE(g=1=0
Thg=1=0
TR @E=1=0
L E=1=0

D’apreés les conditions (4-81) et (4-82) :
CoSs A‘E + i h..l'li - FE(-S A‘E + 5 hjli ) S 0
SlIl ..l'li — 5 hjli + Fi(f‘ ..l'li + i hjli ) S 0

Une solution différente de y, = 0 est obtenue lorsque :

c Ade RA 0 s Km0 R
5 A & RA e Ap e R
D A B |2010

(4-81)

(4-82)

(4-83)
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Chapitre4 Analyse du comportement dynamique de la poutre composite

En tenant compte des égalités :
cos®d, +sin“d, =1
cosh® 4, —sinh®* 4, =1
Nous obtenons :
cosd; *or hd; =—1

Les coefficients y, sont exprimés par larelation :

Lesvaleursde A, ont é&é déterminées:
A = 1,875
A = 4,694

A= ({—0,5n pouri > 3,

Conclusion :

(4-84)

(4-85)

(4-86)

Dans ce chapitre nous avons développé les équations dynamiques du mouvement

vibratoire de la poutre composite soumise a une force transversale de pression. La

résolution de ces équations différentielles par une méthode analytique étant tres difficile,

voire impossible, nous avons opté pour une résol ution basée sur la méthode énergétique de

Ritz qui approche les solutions par des fonctions poutres.

Le chapitre suivant sera consacré a la résolution proprement dite du probléme de

flottement de la poutre stratifiée.
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Conclusion

Conclusion

Les technologies les plus prometteuses pour une efficacité a vie et une fiabilité
améliorée impliquent aujourd’hui I’utilisation de structures et de matériaux composites. Les
objectifs ultimes de la recherche dans ce domaine sont de comprendre et de contrbler le

comportement dynamique de tout nouveau matériau composite.

L'objectif de notre travail consiste en I'étude du comportement vibratoire des poutres
composites soumises a des forces aérodynamiques, par la méthode variationnelle de Ritz.

Nous avons essayé de regrouper plusieurs ééments qui sont respectivement : les
matériaux composites (spécia ement les stratifiés orthotropes), les différentes théories étudiant
leur comportement dynamique et |es projections sur e domaine aéronautique (flottement).

Nous avons effectué en premier lieu une étude genérale sur I’aéroélasticité et la théorie
des dtratifiés (théorie classique et FSDBT), puis une modélisation dynamique qui nous a
permis de réduire le probleme initialement a trois dimensions (i, ¥, z) a un probleme a deux
dimensions (x, ¥) de moindre difficulté. Nous avons résolu le probléme aux valeurs propres et
nous avons étudié I’influence des différents paramétres du stratifié sur I’évolution des
fréquences adimensionnelles et sur la vitesse critique du flottement. L'ensemble des résultats
obtenus montre I'influence des charges aérodynamiques sur le comportement dynamique des

structures élancées assimilables a des poutres.

Comme perspectives :

Les efforts d’écoulement d’air appliqués sur I’aile peuvent étre intégrés sous la forme
d'un chargement aérodynamique instationnaire. Il est envisageable de les calculer en fonction
de lavitesse et des caractéristiques d’écoulement afin de pouvoir les intégrer directement dans
les équations de vibration.

L’étude peut étre étendue aux autres conditions aux limites afin de montrer leur
influence sur e comportement dynamique de la structure.

Il sera également intéressant d’introduire le parametre température couplé a la théorie
des grands déplacements (relations de Von-Karman) et de noter son influence sur le
comportement aéroélastique de la poutre composite.

Pour avoir une meilleure précision, les théories d’ordre supérieur peuvent étre utilisées

afin de mieux predire les frontiéres du domaine de I’instabilité agroéastique.
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