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Résumé:

Dans le présent travail, nous avons introduit des méthodes générales, utilisées dans la
robotique industrielle, pour la modélisation géométrique et cinématique des robots
manipulateurs. Par la suite, nous avons appliqué ces concepts sur un manipulateur de soudage
de type « Anthropomorphe », pour développer un programme informatique qui simule ce type

de robots.

Mots clés:  Modélisation géométrique. Modélisation cinématique. Manipulateur

anthropomorphe.

Abstract:

In the present work, we have introduced general methods, used in industrial robotics, for
the geometrical and kinematic modeling of robot manipulators. Subsequently, we applied
these concepts to an "Anthropomorphic" welding manipulator, to develop a computer

program that simulates this type of robot.

Keywords: Geometric modeling. Kinematic modeling. Anthropomorphic manipulator
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Introduction générale

Introduction générale

De nos jours les robots manipulateurs ont pleinement trouvé leur place dans divers
domaines de la science et de I’ingénierie. Notamment dans le secteur industriel, ou ils ont
permis de soulager les opérateurs humains des taches pénibles et répétitives, telles que le
soulévement de pieces lourdes, le serrage, le découpage, le soudage...etc. La structure et le
controle d’un manipulateur differe selon la nature de la tache qui lui est destinée. Ainsi, pour
exécuter une tache donnée de maniére aussi performante que possible, il nous faut avoir un
algorithme de contrdle optimal, qui répond aux besoins de cette tache. Pour développer des
algorithmes de controle satisfaisants, la solution est d’exploiter la simulation informatique.

Ainsi, on pourra facilement vérifier la justesse et améliorer I’exactitude de ces algorithmes.

Le contrdle et la simulation des robots nécessitent plusieurs niveaux de modélisation en
fonction des objectifs, des consignes de la tache et de la performance souhaitée. L’obtention
de ces mod¢les n’est pas une tache facile. La difficulté varie en fonction de la complexité de

la structure mécanique et des degrés de libert¢ du manipulateur.

L’objectif principal du présent travail est la modélisation géométrique et cinématique, pour
la simulation d’un manipulateur de soudage a six axes. La modélisation géométrique va nous
permettre de calculer la nouvelle configuration du manipulateur en fonction du point qu’on
veut atteindre avec une orientation donné de 1’outil. Par contre la modélisation cinématique
nous permettra de suivre un contour ou une trajectoire donnée avec un profil de vitesse et

d’accélération prescrit.

Nous avons choisi d’organiser ce travail en quatre chapitres suivis d’une conclusion

générale.

Le premier chapitre contient des généralités sur la robotique. Le second chapitre est
consacré au développement du modéle géométrique, pour un manipulateur a n corps. Le
troisiéme chapitre porte sur le développement d’une méthode générale pour la modélisation
cinématique d’un manipulateur a n corps. Le quatriéme chapitre contient 1’application des
concepts vus dans les chapitres 2 et 3, sur un manipulateur de soudage, suivie d’une

présentation de I’application créée pour simuler ce manipulateur.

Mod¢élisation géométrique et cinématique pour la simulation d’un manipulateur de soudage -1-



CHAPITRE I : Généralités sur la robotique

CHAPITRE 1 : Généralités sur la
robotique

I.1.  Larobotique

La robotique est un domaine relativement jeune de la technologie moderne, qui peut étre
défini comme I’ensemble des techniques et études tendant a concevoir des systemes
mécaniques, informatiques ou mixtes, capables de substituer a I’homme dans ces fonctions
motrices, sensorielles et intellectuelles. La compréhension de la complexité des robots et de
leurs applications nécessite des connaissances dans divers domaines de 1’ingénierie, tels que

I’¢lectronique, le génie mécanique et I’informatique.

La science de la robotique a considérablement évoluée au cours des vingt derniéres années,
alimentée par des progres rapides dans le domaine de 1’informatique et de 1’électronique. Pour
cela cette science a trouvée des applications dans divers domaines, la robotique industrielle,

la robotique domestique, la robotique médicale, la robotique militaire ...etc.

I.2.  Historique

L'histoire de la robotique commence avant les robots, avec l'automate. La différence
fondamentale entre automate et robot est simple : 1'automate ob€it a un programme préétabli,
que ce soit de maniére mécanique ou ¢€lectrique, alors que le robot dispose de capteurs et ses
actions seront décidés par l'intermédiaire de son programme en fonction de 1'environnement

dans lequel il agit.

Le terme robot a d’abord été introduit dans le vocabulaire scientifique par le dramaturge
tcheque « Karel Capek », le mot « Robota » étant le mot tchéque pour le travail. Depuis le
terme a ¢té appliqué a une grande variété de dispositifs mécaniques, tels que les
téléopérateurs, les véhicules sous-marins...etc. Pratiquement tout ce qui fonctionne avec un
certain degré d’autonomie, généralement sous controle d’un ordinateur, a été appelé a terme

un « Robot ».

Dans cette présente étude on appelle « Robot », tout manipulateur industriel contr6lé par

ordinateur. Ce type de robots est essentiellement un bras mécanique fonctionnant sous

Mod¢élisation géométrique et cinématique pour la simulation d’un manipulateur de soudage -2-
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controle informatique. De tels dispositifs sont des systémes €lectromécaniques extrémement

complexes dont la description analytique nécessite des méthodes treés avancées.

Figure I-1 Bras manipulateur

I1.3. Composants et structure des robots

L.3.1. La représentation symbolique des robots

Un robot est composé de plusieurs corps rigides reliés par des joints, formant une chaine
cinématique. Les joints sont généralement rotoides ou prismatiques. Les joints rotoides sont
comme des charniéres, ils permettent une rotation relative entre deux corps. Les joints
prismatiques permettent un mouvement relatif linéaire entre deux corps. Nous utiliseront la
convention (R) pour les joints rotoides et (P) pour les joints prismatiques et on les dessine

comme indiqué sur la (Figure 1-2).

Revolute Prismatic

3D %

Figure I-2: Schématisation des joints rotoides et prismatiques
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CHAPITRE I : Généralités sur la robotique

1.3.2. Degrés de liberté et espace de travail

Le nombre de joints détermine le nombre de degrés de libert¢ (DDL) du manipulateur.
Généralement un manipulateur doit posséder au moins six (DDL) indépendants : trois pour le
positionnement et trois pour 1’orientation. Avec moins de six (DDL), le bras ne pourra pas
atteindre tous les points dans son environnement de travail avec une orientation arbitraire.
Certaines applications tels que I’atteinte de points derriere des obstacles nécessitent plus de
six (DDL). La difficulté¢ de contréler un manipulateur augmente rapidement avec le nombre

de joints. Un manipulateur ayant plus de six joints est appelé€ « cinématiquement redondant ».

L’espace de travail d’un manipulateur est le volume total balayé¢ par I’organe terminal
lorsque le manipulateur exécute tous les mouvements possibles. L’espace de travail est
contraint par la géométrie du manipulateur, ainsi que les contraintes mécaniques sur les joints,

par exemple les joints rotoides peuvent étre limités a moins de 360° de rotation.

1.3.3. La classification des robots

Les robots peuvent étre classés selon plusieurs critéres, tel que leur source d’énergie, la
maniére dont les articulations sont actionnées, leur géométrie, leur structure
cinématique...etc. Une telle classification est utile pour déterminer quel robot est bon pour

une tache donnée.

1.3.3.1. Source d’énergie

En régle générale, les robots sont alimentés électriquement, hydrauliquement ou a la
pneumatique. Les actionneurs hydrauliques sont inégalés dans leur vitesse de réponse et leur
capacité de produire des couples importants. Par conséquent les robots hydrauliques sont
utilisés pour soulever des charges lourdes. Mais ils ont I’inconvénient de fuites répétitives et
ils nécessitent beaucoup d’équipements auxiliaires comme les pompes, par conséquent ils
sont plus bruyants. Les robots pilotés par des servomoteurs CC et CA sont de plus en plus
populaires, car ils sont moins chers, plus propres et moins bruyants. Les robot pneumatiques
sont peu coliteux et simples mais ne peuvent pas étre controlés par précision. En conséquence

les robots pneumatiques sont limités dans leur gamme d’applications.

1.3.3.2. Meéthode de controile

Les robots sont classés selon leur méthode de controle en deux catégories, « Les servo
robots » et les « non-servo robots ». Les premiers robots étaient des non-servo robots, qui
sont des dispositifs a boucle ouverte dont les mouvements sont limités aux arréts mécaniques

prédéterminés, et ils sont généralement utilisés pour le transfert de matériaux. Les servo

Mod¢élisation géométrique et cinématique pour la simulation d’un manipulateur de soudage -4-



CHAPITRE I : Généralités sur la robotique

robots sont contrdlés par ordinateur en boucle fermée, pour déterminer leur mouvement et

sont donc capables d’étre des dispositifs multifonctionnels et reprogrammables.

Les servo robots sont encore classés selon la méthode utilisée par le controleur pour guider
I’organe terminal. Le type le plus simple est le « Robot point a point », dans ce type de robots
un ensemble discret de points est introduit, mais il n’y a aucun contrdle sur la trajectoire de
I’organe terminal entre les points introduits. Par conséquent ces robots sont treés limités dans
leur gamme d’application. L’ autre type de robots sont appelés « Robots a chemin continue »,
en contrepartie dans ce type de manipulateurs toute la trajectoire de 1’effecteur peut étre
controlée. L’organe terminal peut suivre un contour prédéterminé, par exemple un cordon de
soudure, tout en contrélant sa vitesse et son accélération. Ce type de robots sont les plus
avancées et nécessitent des contréleurs sophistiqués et des logiciels de controle tres

performants.

1.3.3.3. La géométrie

La plupart des manipulateurs industriels existant a I’heure actuelle posseédent au moins six
degrés de libertés. Ils sont généralement classés cinématiquement sur la base des trois
premiers joints. La majorité de ces manipulateurs appartient a I’un des cinq types de

géométrie :

Articulé (RRR)

- Sphérique (RRP)
- SCARA (RRP)

- Cylindrique (RPP)
- Cartésienne (PPP)

Chacune de ces cinq configurations est un robot en série, dans lequel on trouve chaque
joint indépendant des autres et représente un degré de liberté. Il existe une autre classe de
manipulateurs, qui est fondamentalement distincte des cinq précédentes, c’est la classe des
robots paralleles. Dans une configuration paralléle les joints sont disposés dans une chaine
cinématique fermée plutdt qu’ouverte, donc le déplacement de certains joints est dépendant

avec d’autres joints, ce qui va donner un degré de liberté inférieur au nombre de joints.

Mod¢élisation géométrique et cinématique pour la simulation d’un manipulateur de soudage -5-



CHAPITRE I : Généralités sur la robotique

Figure I-3: Robot paralléle

1.3.4. Les systémes robotiques

Un robot manipulateur doit étre considéré comme étant plus qu’un simple assemblage de
pieces mécaniques. Le bras mécanique n’est qu’un élément d’un systéme robotique global.
Un systéme robotique se compose généralement d’un bras mécanique, de la source
d’alimentation externe, de I’outil effecteur et de I’ordinateur de commande. Méme le logiciel
de contrdle doit étre considéré comme partie intégrante du systeme global, puisque la manicre

dont le robot est programmé et controlé, peut avoir un impact majeur sur ses performances.

1.3.5. La précision et la répétabilité d’un manipulateur

La précision d’un manipulateur est la mesure de 1’exactitude de son déplacement, vers un
point donné dans son espace de travail. La répétabilité est la mesure de 1’exactitude de
déplacement d’un robot vers un point exécuté précédemment. La plupart des manipulateurs
industriels actuels ont une répétabilité ¢levée mais leur précision est trés moyenne. La
méthode principale utilisée pour la détection des erreurs de positionnement, est I’utilisation de
détecteurs de position, situés soit sur I’arbre du moteur qui entraine ’articulation soit sur
’articulation elle-méme. Il n’y a pratiquement aucune mesure directe de la position et de
I’orientation de 1’organe terminal. Alors la position et 1’orientation de [’effecteur sont
calculées a partir des positions articulaires. La précision est donc affectée par des erreurs de
calcul résultantes a partir des effets de flexibilité induits par les charges des composants du

robot, et par d’autres effets dynamiques. C’est principalement pour cette raison que les robots
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sont congus avec une rigidité extrémement €levée. Sans rigidité élevée la précision ne peut
étre améliorée que par une sorte de détection directe de la position de 1’organe terminal, par
exemple en utilisant la vision. Une foi qu’un point donné est enregistré dans 1’ordinateur de
commande, les effets cités ci-dessus seront pris en compte par le logiciel de contrdle. Par

conséquent la répétabilité n’est affectée que par la résolution du contrdleur.

I.4.  Conclusion

Dans ce chapitre nous avons fait le point sur des généralités et des définitions dans le
domaine de la robotique, qui vont nous étre utiles dans la suite de notre étude. Nous avons
¢galement présenté les différents critéres de classification des robots, parmi lesquels on va
choisir les robots de type « en série/ a chemin continue ». Dans le chapitre suivant nous
allons, présenter une méthode générale utilisée pour 1’établissement du modele géométrique

des manipulateurs de type « en série a n corps »
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CHAPITRE II : Modélisation
géométrique

II.1. Introduction

Dans ce chapitre nous allons développer les équations du modele géométrique, qui consiste
en les relations entre la position et I’orientation de 1’organe terminal « effecteur » et les
positions des différents joints constituant le manipulateur. Pour cela nous allons définir un
systeme général de coordination permettant de déterminer les différentes variables du SMA
« Systeme Meécanique Articulé » en fonction de la position et de 1’orientation désirée de

I’effecteur.
Dans un systéme mécanique articulé on distingue deux catégories de parametres :

- Les parametres structuraux : sont des constantes liées a la géométrie du SMA, comme
la longueur de chaque corps constituant le manipulateur.

- Les variables articulaires : Sont les angles entre les corps du SMA dans le cas de joints
rotoides et les déplacements relatifs entre deux corps dans le cas de joints

prismatiques.

Le modele géométrique consiste en 1’établissement de relations mathématiques reliant les
variables articulaires avec la position et Dorientation de I’effecteur « variables

opérationnelles ».

I1.2. Les transformations homogenes

Pour décrire le mouvement d’un corps rigide par rapport a un référentiel donné, on a
besoin d’attribuer un autre référentiel qui sera attaché a ce corps rigide. Ainsi décrire la
position et 1’orientation de ce corps rigide par rapport a ce repere de référence, revient a

décrire la position et I’orientation du repere qu’on lui a attribué.

Il est connu que pour définir une position dans ’espace, on a besoin de définir une
quantité algébrique appelée vecteur V(X ¥ Z) et pour définir une orientation arbitraire on
introduit une matrice R (3 X 3), qui exprime l’orientation des trois vecteurs unitaires du

référentiel attaché au corps rigide par rapport au repere de référence. Ainsi, dans une
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transformation quelconque, on a toujours besoin de définir ces deux quantités. Pour simplifier
I’analyse, il sera intéressant de regrouper ces deux quantités en une seule entité qu’on appelle

une matrice de transformation homogene.

Figure I1-1 : Transformation homogéne en deux dimensions

Considérons la (Figure II-1), le repére R;(0;x,y;) est obtenu par la rotation du
repére Ry(09xyYyo) par un angle 8, et le repére R,(0,x,y,) est obtenu par la translation du
repére R;(0;x,y,), exprimée par le vecteur déplacementv,. Si on considére le
point p;comme étant rigidement attaché au repére Ry(0¢xoY,) @ mesure que ces
transformations sont effectuées, alors p, est I’emplacement de p; aprés la rotation, et p3 est
I’emplacement de p;, aprés la translation. Si on nous donne les coordonnées du point p; par
rapport au référentiel R,(0,x,Y,) et si on connait la rotation et la translation appliquées pour
obtenir le référentiel R,(0,x,Y,), il est facile de calculer les coordonnées du point p; par
rapport au référentiel Ry (0¢xY,). Pour voir cela, notez que le point p3 est déplacé par rapport
a Ry(0¢x0y0), d’un vecteur v3. De plus, nous voyons que U3 = v; + U,. Par conséquent, pour
résoudre notre probléme il suffit d’exprimer les deux vecteursv; et v, dans le
repére Ry(09xyy,). Nous pouvons obtenir les coordonnées du vecteur 7; en appliquant la
matrice de rotation aux coordonnées qui représentent le pointp, dans Ie
référentiel Ry (01%1Y4).

vi = Ri.p;
(2.1)
= R3.p3
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Ou la seconde égalité suit parce que les orientations des deux repéres R;(01%1Y;)
et R,(0,x,Y,), sont identiques et p = p3. Si on note ¥, par dy (qui désigne le déplacement
de l’origine du référentiel R,(0,x,y,), exprimé par rapport au référentiel Ry(0¢x0V,)), on

obtient
Y = RE.p} + @2)

Notez que les résultats obtenus ci-dessus ne sont pas uniquement vrais pour un espace
bidimensionnel, mais ils peuvent étre généralisés pour un espace tridimensionnel. Si un repere
R;(01x1y12,1) est obtenu a partir d’un repere Ry(0¢X0VoZo), €n appliquant d’abord une
rotation spécifiée par la matrice RY suivie d’une translation donnée par rapport

a Ry (009X0YoZzo) par dY. Les coordonnées p° seront données par
p® = R{.p" +d} (2.3)

On dit qu’une transformation définie par la forme donnée dans 1’équation (2.3) est un

mouvement rigide si la matrice R} est orthogonale.
Si on a deux mouvements rigides définis par :
p° =R).p! +d) (2.4)
Et
p' = R;.p* +d; (2.5)

Alors leur composition définit un troisieme mouvement rigide, que I’on peut décrire en

substituant I’expression pour p! de (2.5) dans (2.4).
p® = RIRY.p?2 + RY.d} + d} (2.6)

Puisque la relation entre p° et p? est également un mouvement rigide, nous pouvons

¢galement le décrire comme
p® = RI.p?+d) 2.7)
En comparant les équations (2.6) et (2.7), nous aurons les relations
R3 = RYR; 2.8)

d9 = RY.d} + d? (2.9)
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L’équation (2.8) montre que les transformations de rotations peuvent simplement &tre
multipliées ensemble et 1’équation (2.9) montre que le vecteur déplacement de 1’origine o,
vers Dorigine 0, est donné par la somme entre d? (qui est le vecteur de o, vers 0; exprimé
dans le référentiel Ry(00XyY0Zo)) et de R3. d3 (qui est le vecteur de o, vers 0, exprimé dans le

référentiel Ry(09x¢Y020)).

La comparaison des résultats ci-dessus avec 1’égalité matricielle (2.10), montre que les
mouvements rigides peuvent €tre représentés par un ensemble de matrices H de la forme

@2.11).

R? d? [ R; d%]:[ RIR;  RY.d3+d?] (210
o o0 0 11l o 0o 1/ 1o o 0 1
_ R d (2.11)
#=lo o o 1

Les matrices de transformation de la forme (2.11), sont appelées « matrices de
transformation homogenes ». Pour représenter la transformation (2.3) par une seule
multiplication matricielle, il faut augmenter la dimension des vecteurs p! et p? en ajoutant

une quatriéme composante (1) comme suit.

PO — [pl"] (2.12)
Pl = [?’11] (2.13)

Les vecteurs P et P! sont appelés, les représentations homogenes des vecteurs p° et pl,
respectivement. On peut maintenant voir directement que la transformation (2.3) est

équivalente a I’équation matricielle homogene suivante.

Ainsi une matrice de transformation homogéne est utilisée pour exprimer des
transformations de référentiels en combinant les rotations et les translations en une seule
entité. Alors la composition de plusieurs transformations de référentiels sera tout simplement
exprimée par le produit matriciel entre les matrices de transformations homogenes entre
chaque deux repéres successifs. Elle est subdivisée en 4 parties, comme montré dans

I’équation (2.15).
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R daxs (2.15)
(0 o0 0 : 1

- Une matrice de rotation R33, pour exprimer 1’orientation

- Un vecteur déplacement d;q, pour exprimer la translation

- Le vecteur ligne en bas de la matrice, sera toujours prit comme vecteur nul dans notre
¢tude, mais dans d’autres applications comme dans le domaine informatique, il est
utiliser pour définir les transformation de perspectives

- Le dernier élément en dessous du vecteur déplacement, est utilis¢ dans d’autres
applications comme un facteur d’échelle. Dans notre étude on le prend toujours égal a

I’unité.

I1.3. Modéle géométrique directe

Le mod¢ele géométrique directe consiste en la détermination des variables opérationnelles
« Position et orientation de [’effecteur », en fonction des variables articulaires. Pour cela nous
allons considérer notre manipulateur sous forme d’une structure arborescente composée de

«n+1 » corps rigides en comptant la base.

Un manipulateur constitué par « n » joints, se compose de « n+1 » corps, puisque chaque
joint relie deux corps. Nous numérotons les joints de « / a n » et les corps de « 0 a n » en

commencant par la base « le bdti ».

Effecteur
Toint 3 Jointi Jointn

FCALEN Corpsn

Toint 1
o Corps 1

Corps 0 : Base

Figure I1-2: Structure arborescente
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Par cette convention le « joint i » relie le « corps i-1 » avec le «corps i». Nous
considérerons que I’emplacement du « joint i » est fixé sur le « corps i-1 ». Lorsque le « joint
i » est actionné, le « corps i » se déplace. Par conséquent le « corps 0 — base » est fixé et ne se

déplace pas quand les joints sont actionnés.

Avec le i°™ joint on associe une variable articulaire notée q;. Dans le cas des joints
rotoides, q; représente un angle de rotation & et dans le cas de joints prismatiques g;

représente un déplacement d.

0;: ] ointsrotoides
ai = { (2.16)

d;:] ointprisnatique

Nous allons attacher un repére R(oxyz) sur chaque corps. En particulier nous attachons le
repére R;(0;x;y;z;) sur le corps i. Cela signifie que, quelque soit le mouvement que le robot
exécute, les coordonnées de chaque point ducorpsi sont constantes lorsque elles sont
exprimées dans le i™ repére. En outre lorsque le j ointi est actionné le corps i et son repére
attaché R;(0;x;y;z;) vont avoir un mouvement résultant. Le repere Ry(0¢XoVoZp), qui est

attaché¢ sur la base du robot « corps 0 » est appelé le repere inertiel.

Supposons maintenant que A:™1, est la matrice de transformation homogéne qui exprime la
position et I’orientation du repére R;(0;x;y;2;), par rapport au repere R;_1(0;_1X;_1Yi-1Zi—1)-
La matrice Af_l n’est pas constante mais varie a mesure que la configuration du robot change.
Cependant, I’hypothese selon laquelle tous les joints sont, soit rotoides, soit prismatiques

signifie que A:~* n’est fonction que d’une seule variable articulaire g;, En d’autres termes :

AT = Ai(g) @17)

Figure I1-3: Repéres attachés aux corps d'un manipulateur
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Maintenant la matrice de transformation homogeéne qui exprime la position et 1’orientation
du repere R; (ojx]-yjzj) par rapport au repére R;(0;x;v;z;) s’appelle par convention une
matrice de transformation et est désignée par T]l

I pi i+l J=2 01 o o
Tj = A1 Aiyz A A st i<

Ti=1sii=j (2.18)

Tl = (1)) si i>]

Puisque nous avons rigidement attaché les différents repéres a leurs corps correspondant, il
s’en suit que la position de n’importe quel point sur I’organe terminal, lorsqu’elle est
exprimée dans le repere R,,, est une constante indépendante de la configuration du robot.
Indiquer la position et 1’orientation de I’effecteur par rapport au référentiel inertiel, revient a
définir un vecteur 02 qui donne les coordonnées de ’origine du repére lié a effecteur
exprimée dans le repére de base R, et a définir une matrice de rotation R (3 X 3). Pour avoir
la matrice de transformation homogéne H :

H = [1;2 013 (2.19)

Ensuite, la position et I’orientation de I’effecteur, exprimés dans le repére inertiel sont

donnés par :
H=T) = AY(q)A43(q2) - A3~ (@n-1) AR (qn) (2.20)

Chaque transformation homogéne Af_l est de la forme :

A = [R;"l 0;'—1] (2.21)
0 1
Par conséquent :
; . . . . i i
T = Al A L AT AT = [1;, 011] (2.22)

La matrice Ri] exprime I’orientation du repere R; (ojxjyjzj) par rapport a R;(0;x;y;z;) et

est donnée par les parties rotationnelles des matrices A :
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Rl =Rl REY ...RITZRIT (2.23)
Les vecteurs de coordonnées Oji sont donnés récursivement par la formule :
i _ i i -1
0j = 0j_1 + R;j_10; (2.24)

En principe c’est tous ce qu’il y’a dans le modéle géométrique directe. On détermine les
matrices A;(q;) et on les multiplie entre elles pour obtenir les parametres opérationnels en
fonction des parametres articulaires. Cependant il est possible d’obtenir une simplification
considérable de la matrice de transformation résultante A2, en introduisant d’autres

conventions telles que la représentation de Denavit-Hartenberg.

I1.4. La représentation de Denavit-Hartenberg

Bien qu’il soit possible d’effectuer toute I’analyse cinématique en choisissant un repere
arbitraire associ¢ a chaque corps, il est utile d’étre systématique dans le choix de ces repéres.
Une convention couramment utilisée pour le choix des repéres de référence dans les
applications robotiques, est la convention de Denavit-Hartenberg. Dans cette convention
chaque transformation homogene A; est représentée comme le produit de quatre

transformations de base.

A; = Rot, g Trans, g, Trans, . Rot, o,

Co, —Se; 0 OJf1 0 0 O09f1 0 0 aq[t O O O
_|Se; Co, 0 0|[0 1 0 offo 1 0 0|0 Co —Sa O 595
"o o 1 of[0 0 1 dffo 0 1 offo S, C, O (2.25)
o o o 1Jto 0 o 1dt0 0 O 1dlp o 0 1

Cgi —Sgicai Sgi.sai al'Cgl.
Sgl. Cgicai —Cgi.sai al'Sgl.
0 Sa; Co, d;
0 0 0 1
Ou les quatre quantités 6;, a;, d;, a; sont des parametres associés au « corps i » et au
« joint i ». Comme la matrice A; est fonction d’une seule variable, il s’avere que trois des
quatre grandeurs ci-dessus sont constantes pour un corps donné, tandis que le quatriéme
parametre, qui est 8; pour les joints rotoides et d; pour les joints prismatiques, est la variable

articulaire.
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11.4.1. Problémes d’existence et d’unicité

Il est clair qu’il n’est pas possible de représenter toute transformation homogene arbitraire,
en utilisant seulement quatre parametres. Par conséquent nous commengons par déterminer
quelles transformations homogeénes peuvent étre exprimées sous la forme (2.25). Supposons
quon a deux reperes notés respectivement par R, etR;. Il existe une matrice de
transformation homogéne A unique, qui exprime les coordonnées du repére R; dans celles du
repere Ry. Supposons maintenant que les deux reperes ont deux caractéristiques

supplémentaires :

- (DHI) : L’axe x; est perpendiculaire a 1’axe z,

- (DH2) : L’axe x; se coupe avec ’axe z,

Comme montré sur la (figure II-4). Sous ces conditions nous prétendons qu’il existe quatre

parametres uniques a, d, 6, «a,tel que:
A = Rot,gTrans, sTrans, sRot, 4 (2.26)

Pour montrer que la matrice A peut s’écrire sous cette forme, on écrit A comme :

(i :
o
l— % W
e &t O\él =
d :
Gf"-.?h ];“

Yo

Figure II-4: Repéres satisfont les hypothéses DH1 et DH2

A= [1;10 01{’] (2.27)
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On désigne parr; 1ai™® colonne de la matrice de rotation RY. Maintenant nous allons

examiner les effets des deux contraintes de Denavit-Hartenberg.

Si la contrainte (DHI1) est satisfaite, alors x; est perpendiculaire a z,, donc le produit
scalaire x;.z9 = 0 est nul. Exprimons cette contrainte par rapport a Ry(0¢x¢YoZp), en

utilisant le fait que ryest la représentation du vecteur x; par rapport au référentiel Ry, on

obtient :
0= 2020 (2.28)
0=[ri1 "1 m4]".[0 0 1]7 (2.29)
0=r3 (2.30)

Comme r3; = 0, il suffit maintenant de montrer qu’il existe des angles 6 et a, tel que :

[Ce —S5¢Cq SBSO(]
0 S, C,

La seul information dont nous disposons est 13; = 0, mais ¢a nous suffit. Premiérement
puisque chaque ligne et colonne de la matrice RY, est un vecteur unitaire, 7r3; = 0 implique

que :

2 2 _
g +ry =1

(2.32)
S +ri=1
11 existe donc deux angles 6, a tel que :
(r11,121) = (cosO,sif) (r33,13,) = (cosa,sim) (2.33)

Une foi que 6, a sont trouvées, il est facile de montrer que les éléments restants de la
matrice RY doivent avoir la forme indiquée dans (2.31), en utilisant le fait que RY, est une

matrice de rotation orthogonale.

Ensuite, I’hypotheése (DH2) signifie que le déplacement entre oy et 0, peut étre exprimé
sous forme d’une combinaison linéaire des vecteurs z, et x;. Ceci peut étre écrit comme 0, =
Og+d.zy + a.x;. Encore une foi, nous pouvons exprimer cette relation dans le

référentiel Ry(09x¢Y02o), €t On obtient.

(2.34)
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0 =00 +d.z) +a.x}

[0 0 Co
=lo|+d|o|+a 59] (2.35)
L0 1 0
'an
L d

En combinant les résultats ci-dessous nous obtenons (2.25). Ainsi, nous voyons que quatre
parametres sont suffisants pour spécifier une transformation homogeéne qui satisfait les

contraintes (DHI1) et (DH2).

Maintenant que nous avons ¢tabli que chaque matrice de transformation homogene
satisfaisant aux conditions (DHI1) et (DH2), peut étre écrite sous la forme (2.25), nous
pouvons en fait donner une interprétation physique a chacune des quatre quantités a, d, 6, a.
Le parametre a représente la distance entre les axes z, et z;, il mesuré au long de I’axe x;.
L’angle a est ’angle entre les axes z, et z;, mesuré sur un plan normal a x;. Le sens positif
pour a est déterminer de z, a z; par la régle de la main droite comme montré sur la (figure
IL1.5). Le parameétre d est la distance entre 1’origine o, et le point d’intersection de I’axe x;
avec z,, mesuré le long de 1’axe zy. Enfin 8 est 1’angle entre 1’axe x, et x;, mesuré dans un
plan normal a z,. Ces interprétations physiques vont s’avérer utiles dans le développement
d’une procédure pour le choix des reperes de référence qui satisfont les conditions (DHI) et

(DH2).

by

cx; -

Ti—1

Figure II-5: Sens positif pour a; et 0;
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11.4.2. Le choix des repéres de référence

Pour un manipulateur donné on peut toujours choisir les repéres (RyR; ... Ry,), de telle
manic¢re que les deux conditions citées précédemment soient satisfaites. Dans certaines
circonstances il faudra placer 1’origine dans un emplacement qui peut ne pas é&tre
intuitivement satisfaisant, mais généralement ca ne sera pas le cas. Dans ce qui suit nous
allons essayer d’introduire une procédure pour le choix de référentiels qui satisferont les

conditions (DH1) et (DH2).

Pour commencer notez que les choix des axes z; est arbitraire. En particulier a partir de
(2.31) on remarque qu’en choisissant 6; et @; de maniére appropriée, nous pouvons obtenir
une direction arbitraire pour z;. Ainsi, pour notre premicre étape, nous assignons les
axes (zy2; ... z,) d’une maniére trés intuitive. Plus précisément, nous choisissant 1’axe z; pour
étre I’axe d’articulation pour le « joint i+1 ». Ainsi, z, sera I’axe d’articulation pour le « joint

1 », z, pour le « joint 2 », etc. Cependant, on a deux cas a considérer :

- Le «joint i+1 » est rotoide, z; sera I’axe de rotation

- Le «joint i+1 » est prismatique, z; sera I’axe de translation

Une fois que les axes z; sont établis, nous établissons le repére de base. Le choix de ce
repere est d’une maniere arbitraire. Nous pouvons choisir son origine o, pour étre n’importe
quel point sur I’axe z,. Par la suite on définit les deux axes x et y, dans la maniére qui nous

convient le plus. Ceci définira le référentiel Ry (00XY0Z0)-

Une fois que le référentiel R, est établi, nous commencgons un processus itératif dans lequel
nous définissons le référentiel R; en utilisant le référentiel R;_;, tout en commengant par le

référentiel R;.

Pour définir le référentiel R; il est nécessaire de considérer trois cas : (i) les axes z;_4 et z;
ne sont pas coplanaires, (ii) les axesz;_; etz; se coupent, (iii) les axesz;_; etz; sont
parall¢les. Notez que dans les deux cas (ii) et (iii) les axes z;_; et z; sont coplanaires, cette

situation est en fait assez courante.

- Les axesz; 1 etz;sont pas coplanaires : si les deux axesz;_; etz; ne sont pas

coplanaires, il existe un seul segment de droite perpendiculaire sur eux. L’axe qui
porte ce segment de droite va définir I’axe x; et le point d’intersection entre z; et x;

définira I’origine 0;. Ainsi, on remarque que les deux conditions (DH1) et (DH2) sont
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satisfaites et le vecteur (0;_;0;) est une combinaison linaire de z;_; et x;. La définition
du repére R; sera compléte par le choix de 1’axe y;, de telle sorte que (x;y;z;) forme
un triedre direct.

- Les axes z;_, et z; sont paralléles : si les deux axes z;_, et z; sont parall¢les, il existe

un nombre infini de normales communes entre les deux axes. Alors, dans ce cas la
condition (DHTI) reste toujours vérifiée, pourvu que 1’axe x; soit porté sur I’'une de ces
normales communes. Dans ce cas nous somme libres de choisir I’origine o; sur
I’axe z;. Une méthode commune pour le choix de I’origine o0;, est de considérer la
normale qui passe par 0;_; comme 1’axe x;. L’ origine o; sera alors le point ou cette
normale coupe z;. Dans ce cas d; eta; seront nuls. La définition du repere R; sera
compléte par le choix de I’axe y;, de telle sorte que (x;y;z;) forme un triédre direct.

- Les axes z;_, et z; se coupent : Dans ce cas x; est porté par la normale au plan formé

par les deux axes z;_; et z;. Le choix le plus naturel pour I’origine o; dans ce cas, sera
le point d’intersection de z;_; et z;. Notez que dans ce cas le paramétre a; sera égal a
zéro. La définition du repere R; sera donc compléte par le choix de I’axe y;, de telle

sorte que (x;y;z;) forme un triédre direct.

Cette procédure fonctionne pour les repéres (RyR; ...R,_1). Pour compléter Ia

construction, il est nécessaire de spécifier le repere R, (0, X, VnZy) attaché a I’organe terminal.

Enfin, notez le fait important suivant. Dans tous les cas, soit les joints sont rotoides ou
prismatiques, les quantités a; et a; sont toujours constantes, quelque soit i et elles sont des
caractéristiques du manipulateur. Notez aussi que si le « joint i » est prismatique la quantité 6;
sera constante et d; sera la i variable articulaire. Si le « joint i » est rotoide la quantité d;

sera constante et ; sera la i®"® variable articulaire.

11.4.2.1. Algorithme de la méthode utilisée pour le choix des repéres
On peut résumer la procédure ci-dessus basée sur la convention de Denavit-Hartenberg,

pour dériver le modele géométrique directe pour n’importe quel manipulateur.

- Etape 1 : Localiser les axes d’articulation pour chaque joint et déterminer les
axes (zy2q ... Z).
- Etape 2 : Etablir le repere de base, 1’origine o, peut €tre n’importe ou sur I’axe z,. Les

axes x, et yo sont choisis pour former un triedre directe.

Note : Les étapes 3 a 5 sont appliquées sur les reperes R; i = 1,...,n— 1.
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IL.S.

Etape 3 : Localiser I’origine o; sur I’axe z; dans le point d’intersection de la normale
commune entre z; et z;_;. Si I’axe z;_; coupe ’axe z;, 0; sera localisé dans ce point
d’intersection. Si z; et z;_; sont paralléles, I’origine 0; peut occuper n’importe quelle
position sur I’axe z;.

Etape 4 : Etablir ’axe x; le long de la normale commune entre z; et z;_;. Ou bien
suivant la direction normale au plan formé par z; et z;_4, si I’axe z;_, coupe I’axe z;.
Etape 5 : Etablir I’axe y; en utilisant la régle de la main droite, pour former un triedre
direct.

Etape 6 : Etablir le repére R, (0,X,YnZy,) attaché sur I’organe terminal.

Etape 7 : Pour chaque corps constituant le manipulateur, créer une table de
paramétres @;, 6;, d;, a;.

a; = La distance le long de 1’axe x;, depuis 0; jusqu’au point d’intersection entre Xx;
etz;_1.

d; = La distance le long de I’axe z;_; depuis 0;_4 jusqu’au point d’intersection entre
x; et z;_,. Elle sera la i®™ variable articulaire si le « joint i » est prismatique.

a; = L’angle entre les axes z; et z;_;, mesuré dans le plan normale a x;.

0; = L’angle entre les axes x; et x;_;, mesuré dans le plan normale a z;_;. Elle sera
la i™ variable articulaire si le « joint i » est rotoide.

Etape 8 : Les matrices de transformation homogenes A; en substituant les parametres
ci-dessus dans I’équation (2.25).

Etape 9 : Former la matrice de transformation globale T;) = 4,4, ... A, ¢a donnera la

position et I’orientation de I’organe terminal, exprimés dans le référentiel de base.

Modg¢le géométrique inverse

Dans la section précédente, nous avons montré comment déterminer la position et

I’orientation de I’effecteur en fonction des variables articulaires. Le modele géométrique

inverse consiste a trouver les variables articulaires en termes de la position et de 1’orientation

de ’organe terminal. Ce probléme est généralement beaucoup plus difficile que le précédent

et cette difficulté réside dans le fait que la fonction qui relie les variables opérationnelles aux

variables articulaires est fortement non-linéaire.

Le probléme général du modele géométrique inverse peut étre indiqué comme suit : Soit

une transformation homogene 4 X 4
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R o
= 2.37
H=[y 9] esE® (2.37)
Avec R € S0(3), trouver (une ou toutes) les solutions pour 1’équation

T2 (91, Gz ) = H (2.38)

Avec

T2(q1, G2 r Gn) = A%(q1)A3(q2) - A1 (qn) (2.39)

Ici, H représente la position et ’orientation désirée de 1’effecteur, et notre tache est de
trouver les valeurs pour les variables articulaires (q4, 42, ...,q,) de  sorte
que T2(q4, 9z, ..., qn) = H. L’équation (2.37), aboutit & douze équations non-linéaires avec n

inconnues qui peuvent étre écrites comme
Tl](qll CIz; ey qn) = hl]l l = 112131 ] = 112r3r4 (2'40)

OuT; j h; jreprésentent les douze entrées non-triviales de T? et H, respectivement.

I1.5.1. Résolution par découplage

Bien que le probléeme général du modele géométrique inverse soit assez difficile, il s’avere
que pour les manipulateurs ayant six joints, avec les axes d’articulation des trois derniers
joints se coupant en un point, il est possible de découpler le probléme géométrique inverse en
deux problémes plus simplifiés, connus comme « positionnement inverse » et « orientation
inverse ». En d’autres termes pour un manipulateur a six degrés de liberté, avec un poignet

sphérique, le probléme géométrique inverse peut €tre séparé en deux problémes plus simples :

- Trouver la position du point d’intersection des axes du poignet (le centre du poignet)

- Trouver I’orientation du poignet

On exprime I’équation (2.38) sous forme de deux ensembles d’équations en sé€parant le

positionnement et 1’orientation.
Rg(Qlf q>2, "'1q6) =R (241)
08(q1, 92 -, q6) = O (2.42)

Ou O et R sont la position et 1’orientation souhaitées du repére 1i¢ a ’outil, exprimés par

rapport au repére inertiel.
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L’hypothese du poignet sphérique signifie que les axes z3, z4, Z5 se coupent au point O, et
donc les origines 0, et Os assignés par la convention de Denavit-Hartenberg, serons toujours
au centre du poignet. Le point important de cette hypothése est que le mouvement des trois
derniers joints autour de ces axes ne va pas changer la position du point 0., par conséquent la

position du centre du poignet ne sera fonction que des trois premieres variables articulaires.

L’origine du repere liée a I’outil, est simplement obtenue par une translation de distance dg
le long de I’axe z5 depuis O.. Dans notre cas z5 et zg sont confondus, et la troisiéme colonne
de la matrice R exprime la direction de zg par rapport au repére de base. Par conséquent nous
avons :

0

0
1

0= 02+ deR (2.43)

Ainsi, pour positionner 1’effecteur au point O avec une orientation donnée par R =1 ;, il

est nécessaire que le centre du poignet ait des coordonnées données par :

0
0
1

0% =0 —d4R (2.44)

Si les composantes de la position de 1’organe terminal sont notées parx,y,z et les

composantes du centre du poignet par x.,V., Z., [’équation (2.44) donnera la relation

suivante :
Xc X — dgT3
}Ic = y - d6r23] (245)
ZC Z — d6T33

En utilisant I’équation (2.45), nous pouvons trouver les valeurs des trois premicres
variables articulaires. Cela déterminera la matrice de transformation RS, qui dépend
uniquement de ces trois premiéres variables articulaires. Nous pouvons maintenant déterminer

I’orientation de I’organe terminal par rapport au repere R3(03X3Y323) depuis 1’expression :
R = R = R3R; (2.46)
Ainsi

R:=R)'R=RY"R (2.47)
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Nous verrons plus tard que les trois angles du poignet peuvent étre considérer comme un
ensemble d’angles d’Euler correspondant a R (Voir Annexe A). Notez que le coté droit de
(2.47) est complétement connu, puisque R est donnée et RY peut étre calculée, puisque les
trois premicres variables articulaires sont connues. L’idée de la résolution par découplage est

illustrée sur la (figure 11-6)

-

dﬁ Rl!-'

| i

N

Figure I1-6: Résolution par découplage
11.5.1.1. Résumé de la méthode de résolution par découplage
Pour la classe de manipulateur possédant un poignet sphérique, 1’algorithme de résolution

par découplage peut étre résumé comme suit :

- Etape 1 : trouver les variables articulaires q, g5, g3 tel que le centre du poignet sera

donné par :

0
0
1

- Etape 2 : évaluer la matrice RS en utilisant les variables articulaires calculées dans la

0% =0 —d.R (2.48)

premiere étape
- Etape 3 : trouver un ensemble d’angles d’Euler correspondant a la matrice de rotation

R:=RNR=RY"R (2.49)
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II.6. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons donné la définition d’une transformation homogene. Par la suite
nous avons présenté la convention de Denavit-Hartenberg utilisée pour le choix des repéres de
référence dans les applications robotiques. Par cette convention on peut facilement établir le
modele géométrique direct pour n’importe quel manipulateur de type « En série ». Cependant
on a constaté que le probléme géométrique inverse est bien plus difficile a établir que le
modele géométrique direct. Pour cela nous avons introduit la méthode de résolution par
découplage, qui peut étre utilisée dans le cas de manipulateurs a six axes avec les trois
derniers joints formant un poignet sphérique. Cette méthode va nous permettre ultérieurement
de résoudre analytiquement le probléme géométrique inverse pour notre manipulateur de

soudage, sans avoir recours a des méthodes numériques.
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CHAPITRE III : Modélisation
cinématique

III.1. Introduction

Pour exécuter une trajectoire donné avec un profile de vitesse et d’accélération prescrit,
nous devons connaitre les relations entre la vitesse linéaire et angulaire de I’organe terminal et
les vitesses articulaires aux joints. Dans le chapitre précédent nous avons introduit les
¢quations du modele géométrique, qui relient la position et I’orientation de 1’organe terminale
aux variables articulaires. Dans ce chapitre nous allons introduire les équations qui relient les
vitesses angulaires et linéaires de I’effecteur avec les vitesses aux joints « vitesses

articulaires ».

Les équations du modéle géométrique direct, définissent une fonction f qui relie les
variables géométrique dans 1’espace opérationnel aux variables articulaires. Les équations
reliant les vitesses linéaire et angulaire de I’effecteur aux vitesses articulaires, sont ainsi
déterminées par le « Jacobien » de la fonction f. On appelle le « Jacobien » une matrice a
coefficients réels et elle peut étre considérée comme la version vectorielle de la dérivée
ordinaire d’une fonction scalaire. Cette matrice est d’une trés grande importance dans
I’analyse et le controle des robots. Elle se manifeste pratiquement dans tous les aspects de la

manipulation et du contréle robotique.

III.2. La vitesse angulaire pour une révolution autour d’un axe fixe
Lorsqu’un corps rigide est en rotation pure autour d’un axe fixe, chaque point du corps
induit un cercle. Les centres de ces cercles se situent sur 1’axe de rotation. Lorsque le corps

tourne, une perpendiculaire & I’axe passant par n’importe quel point du corps balaye un

angle 6, qui est le méme pour n’importe quel point du corps. Si K est un vecteur unitaire dans

la direction de I’axe de rotation, la vitesse angulaire sera donnée par :
w = 0k (3.1

Avec 6 la dérivée temporelle de 6.

Mod¢élisation géométrique et cinématique pour la simulation d’un manipulateur de soudage -26-



CHAPITRE III : Modélisation cinématique

En connaissant la vitesse angulaire du corps on pourra déduire la vitesse linéaire de

n’importe quel point par la relation :
V=wXT7T (3.2)
Ou 7 est le vecteur position du point en question.

Comme dans le chapitre précédent, pour spécifier la position et I’orientation d’un corps
rigide, nous attachons un repere de coordonées a ce corps. Etant donné que chaque point du
corps en rotation balaye le méme angle 6, la vitesse angulaire sera une propriété du référentiel
attaché. La vitesse angulaire n’est pas une propriété¢ des points individuels, mais ils peuvent

connaitre une vitesse linéaire induite par cette vitesse angulaire.

Dans ce cas de révolution autour d’un axe fixe, le probléme de spécification des
déplacements angulaires est trés simple, puisque chaque point trace un cercle porté sur un
plan. Par conséquent, la représentation de la vitesse angulaire se fera par 6, (la dérivée
temporelle de 8). Cependant, ¢a ne se généralise pas sur un cas tridimensionel. Pour cela nous
allons développer une représentation plus générale des vitesses angulaires. L’outil clé dont

nous aurons besoin pour développer cette représentation est les matrices antisymétriques.

II1.3. Les matrices antisymétriques

Dans la section suivante nous allons dériver les propriétés des matrices de rotation, qui
peuvent étre utilisés pour le calcul des transformations des vitesses relatives entre les reperes
liés aux corps du robot. De telles transformations impliquent des dérivées de matrices de
rotation. En introduisant la notion de matrice antisymétrique, il est possible de simplifier les

calculs de maniére considérable.
Définition : Une matrice S est dite antisymétrique, si et seulement si
ST+S=0 (3.3)

Nous désignons 1’ensemble de toutes les matrices antisymétriques de dimension 3 X 3

par SS(3). Si S € §5(3), I’équation (3.3) équivaut aux neuf équations :
Sij+ S]'i =0 l,] = 1,2,3 (34)

A partir de 1’équation (3.4) on voit que s;; = 0 ; c'est-a-dire que les termes diagonaux de la

matrice S sont nuls et les termes non-diagonaux s;; i # j, vérifients; ;= —s;;. Ainsi S
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contient uniquement trois entrées indépendantes et toutes les matrices antisymétriques de

dimension 3 X 3 ont la forme :

O _53 52
S = [ 53 0 _51]

Nous désignons par,j,k les trois vecteurs unitaires liés aux trois axes du référentiel de

coordonnées.
7=(1,0,0)T
j=1(0,1,0)7 (3.6)
k = (0,0, 17

Les matrices antisymétriques S(7), S(j) et S (I_c)) sont données par :

00 O 0 0 1 . 0 -1 0
S(?)=[o 0 —1]; S(7)=[ 0 0 o]; S(k)z[l 0 o] (3.7
01 0 -1 0 0 0 0 0

III.3.1.  Les propriétés des matrices antisymétriques
Les matrices antisymétriques possédent plusieurs propriétés qui s’avéreront tres utiles dans

les développements qui vont suivre dans la suite de ce chapitre

- (1) La linéarité :

S(ad + pb) = aS(@) + BS(b) (3.8)
Pour tout les vecteurs d et b appartenant & R3et pour tout scalaires a et 8
S(@p=axp (3.9)

Pour tout vecteurs d et p ou d X p représente leur produit vectoriel
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- (3) : SiR estune matrice de rotation orthogonale
R(d@x b) = Rd x Rb (3.10)
- (4) : SiR estune matrice de rotation orthogonale

RS(@)RT = S(RQ) 3.11)

Supposons maintenant qu’une matrice de rotation R est fonction d’une seule variable 6.

Comme la matrice R est orthogonale il s’ensuit que :
R(ORO)T =1 (3.12)

En dérivant les deux cotés de 1’équation (3.12) on obtient :

dRR(G)T + R(6) dr’ =0 3.13
do do G.13)
Définissant la matrice :
S = dRR )T
=29 R© (3.14)
Donc la transposée de S sera
dR T dR”
v e T\ — bt
ST = (S5 RO)7) =RO (3.15)
D’apres I’équation (3.13) on aura :
S+ST=0 (3.16)

En d’autres termes la matrice S définit par (3.14) est une matrice antisymétrique. En

multipliant les deux cotés de 1’équation (3.15) et en utilisant le fait que RRT = I, on obtient :

dR (3.17)
5 = SR®)

D’aprés 1’équation (3.17) on remarque que le calcul de la dérivée d’une matrice de
rotation R, est équivalent a une multiplication matricielle avec une matrice antisymétrique S.
La situation la plus courante est que R soit une matrice de rotation basique ou bien un produit

de matrices de rotation de base.

Exemple : Si R = R, o (la matrice de rotation autour de I’axe Ox), alors le calcul direct

montre que :
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dR [1 0 0 1 0 0
SzﬁR(H)T= 0 —sird —cosG] [0 cosé Sirﬂl (3.18)
0 cosfd —siml 0 —si@ cosf
0 0 0
=10 O —1]=S(T) (3.19)
[0 1 0

Ainsi nous avons montré que :
dR, g

T SRy g (3.20)
Des calculs similaires montrent que :
dRy‘Q dRZ’Q -
W = S(]_')Ry'g 5 W = S(k)RZJQ (321)

I11.4. La vitesse angulaire : Le cas général

Nous considérons maintenant le cas général de la vitesse angulaire, pour une révolution
autour d’un axe arbitraire, éventuellement en mouvement. Supposons qu’une matrice R qui
varie dans le temps tel que R = R(t). On supposant que R(t) est continuellement dérivable,

alors sa dérivée temporelle est donnée par :
R(t) = S(OR(D) (3.22)

Ou S(t) est une matrice antisymétrique. Maintenant puisque S(t) est antisymétrique, elle
peut étre représentée par S (w (t)). Le vecteur w(t) est la vitesse angulaire du repére qui est en

rotation par rapport au référentiel fixe, a un instant t. Ainsi la dérivée R(t) est donnée par :
R(®) = S(w(®))R(®) (3.23)

III.5. Addition des vitesses angulaires

Nous sommes souvent intéressés a trouver la vitesse angulaire résultante en raison de la
rotation relative de plusieurs référentiels. Nous dérivons maintenant les expressions pour la
composition des vitesses angulaires de deux repéres mobiles R (0,X1V121) et R,(0,%2Y225)
par rapport au référentiel fixe Ry(0yXxyo2o). Pour I’instant on suppose que les trois repéres
partagent la méme origine. Si les orientations relatives des deux repéres Ry(01X1Y121)

et R,(0,x,Y,2,), sont données par les matrices de rotation RY (t) et R2(¢t).

R3(t) = R{(DR;(¢) (3.24)
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En prenant les dérivées temporelles des deux cotés de (3.24) on obtient :
R3 = R{R; + R{R; (3.25)
En utilisant I’équation (3.23), le terme R sera donné par :
R? = S(wd)RYI (3.26)

Dans cette expression, w3 représente la vitesse angulaire totale du repére R,(0,X,Y,25).

C’est une résultante des rotations combinées exprimées par RY et R3.

R{R; = S(wQ)RYR; = S(w)R? (3.27)

Notez que dans cette équation, le terme wQ désigne la vitesse angulaire du

référentiel R; (01x,Y,2;), due a la variation de RY et exprimée dans le repére Ry (09X0Y0Zo)

. 3.28

ROR} = RIS(w)R} (3:28)
= R{S(w})RY RIRY = S(RYw})RYR}

= S(R{wp)R3 (3.29)

Notez que dans cette équation, le terme wj désigne la vitesse angulaire du
référentiel R,(0,x,Y,2,), due a la variation de R} et exprimée dans le repére R (01x1y121).
Cependant le produit RYw} désigne la vitesse angulaire du repére R,(0,x,y,2,) par rapport
au repére Ry (09x¢Y02o). Maintenant en combinant les expressions (3.26), (3.27) et (3.29) on

obtient :
S(@R? = {S(w?) + S(R°w})IRY (3.30)

D’aprés la propriété de linéarité des matrices antisymétriques S(a) + S(b) = S(a + b), on
déduit que :

S(w9) = S(wl + RYw} (3.31)
Dong, la vitesse angulaire totale sera donné par :

w) = wd+ Rw} (3.32)
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En d’autres termes les vitesses angulaires relatives, peuvent étre additionnées une foi
qu’elle sont exprimées dans le méme repére de coordonnées. Dans notre cas ¢a sera le repere

de base Ry(09x¢Y020)-

Les résultats trouvés ci-dessus peuvent étre étendus pour n’importe quel nombre de

référentiels de passage. Supposons le cas le plus général :

RY = RIRY ...RI1 (3.33)
RY = S(wd)RY (3.34)

On obtient alors :
wp = @? + R{w; + Ryw3 + R3w; + -+ Ry_qp ™" (3.35)

II1.6. La vitesse linéaire d’un point attaché a un repére en mouvement
Nous allons maintenant considérer la vitesse linéaire d’un point attaché a un repére en

mouvement. Supposant qu’un pointp est attaché au référentiel R;(01x1y121) qui est en

rotation par rapport au référentiel Ry(09xoY02o). Les coordonnées du point p par rapport au

repére Ry (09xy0Zo) seront données par :
p° = R} ()p* (3.36)

La vitesse du point p par rapport a Ry(09Xx¢YZ), sera donc donnée par :

p° = RY(Op* + RY(Dp* (3.37)
= S(WHRI(D)p*
= S(@HP° = wf x p* (3.38)

Supposons maintenant que le mouvement du repére Ry(0,x;y,2,) par rapport
a Ry (09x0Y0zp) soit plus général. Supposons que la transformation homogéne reliant les deux
repére soit dépendante du temps, tel que :
HO(t) = [Ri’ O(t) 0y 1(t)] (3.39)

Pour simplifier les expressions on va omettre I’argument t et les indices sur RY et o et on

écrit :
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p° =Rp' +o (3.40)
En différentiant 1’expression ci-dessus on obtient

p° = S(w)Rpr + 0
(3.41)
PP=wxr+v

Avecr = Rp? est le vecteur de 0; ap exprimé dans le repére Ry(09XoY0Zo) et v est la

vitesse de déplacement de I’origine o;.

II1.7. La construction du Jacobien
Considérons un manipulateur possédantn corps, avec des variables articulaires q,

qz, -, qn- Soit :

To(q) = [Rﬂ(gq) 03§q)] (3.42)

L’équation (3.42) désigne la transformation depuis le repére li¢ a I’organe terminal vers le
référentiel de base, ou q = (qy, g3, ..., q,)T est le vecteur des variables articulaires. Au fur et
a mesure que le robot se déplace, les variables articulaires g;, la position de I’effecteur 02 et
son orientation RY seront des fonctions du temps. L’objectif c’est de trouver une relation entre

la vitesse linéaire et angulaire de 1’effecteur et les vitesses articulaires g;(t).
S(w9) = RARYT (3.43)
L’équation (3.43) définit le vecteur de la vitesse angulaire de 1’effecteur.

d
v =2 0D G4

L’équation (3.44) définit le vecteur de la vitesse linéaire de 1’effecteur. Nous recherchons des

expressions de la forme :
v =J,q (3.45)

wn = Jud (3.46)

ou J, et], sont des matrices de dimension 3 X n. On peut assembler les deux équations

(3.45) et (3.46) pour obtenir :
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v )

o] = 12 (347
Ou J2 est donné par :

=2 (3.48)

La matrice /O est appellée « Le Jacobien du manipulateur ». C’est une matrice de
dimension 6 X n, oun est le nombre de corps constituant le robot. Dans la suite de ce chapitre
nous allons développer une méthode générale qui permet d’obtenir le Jacobien pour n’importe

quel manipulateur.

II1.7.1. Détermination de J

On rappelle d’apreés ’équation (3.35), que les vitesses angulaires peuvent étre ajoutées
vectoriellement, pourvu qu’elles soient exprimées par rapport a un repere de coordonnées
commun. Ainsi, nous pouvons déterminer la vitesse angulaire de 1’organe terminal par rapport
au repere de base en exprimant la vitesse angulaire apportée par chaque joint, dans le

référentiel de base, ensuite on somme ces vitesses angulaires obtenues.

Si le i"™ joint est rotoide, la i"" variable articulaire q; est égale a ; et ’axe de rotation
estzi_;. ! ' Représente la vitesse angulaire du corpsi, exprimée dans le

repere R;_1(0;_1X;_1Yi—1Z;—1)- Elle est donnée par :
o™t = qizis] = ik (3.49)
Avec k le vecteur unitaire (0,0, 1)7.

Si le i joint est prismatique, alors le mouvement du repére R;(0;x;y;z;) par rapport au
repere R;_1(0;_1X;_1Yi—1Z;—1) est une translation pure, donc la vitesse angulaire relative sera

nulle.

Wit =0 (3.50)

Par conséquent la vitesse angulaire globale de I’organe terminal, w? dans le repére de base

est déterminée par 1’équation (3.35) comme :

wy = P1511]_<) + PZQZRfE + -+ annRr(:—l]_é
(3.51)

0 — n . 0
Wn = Ni1PiGiZi_q
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Avec p; = 1 si le joint est rotoide et p; = 0 si le joint est prismatique.

Ainsi, la partie /,, du Jacobien sera donnée par :

Jo =1p123 p2z? .. pnZn-i] (3.52)

II1.7.2. Détermination de J,,

La vitesse linéaire de 1’organe terminal est donnée par 02, qui est calculé par la formule :

= 909
09 = . 1a—q’l?qi (3.53)
1=

Ainsi nous voyons que la i*™ colonne de J,,, que nous désignons par Jv; est donnée par :

0
_ 0oy

— (3.54)
aq;

]17[

Pour évaluer I’expression (3.54) on doit considérer les deux cas de joints prismatiques et

rotoides séparément.

111.7.2.1. Premier cas (Joints prismatiques)
Si le i™ joint est prismatique, il apporte une translation pure a 1’organe terminal. D’aprés
notre étude de la convention de Denavit-Hartenberg dans le chapitre précédent, on peut

écrire T,) comme le produit de trois transformations :

RO o0
n On|=T0 (3.55)
[0 1.

[0 07 , i

Ii)n Oln :Tio_lTil_lTri (356)
RS OS'Z[R?_l 0?_1] [Rf'l 05'1] [Rr‘} on (3.57)
[0 1] 0 1 0 1 1lo 1 '

R og'z[Rg (R?o;l+R?_1o§—1+o?_1)] (3.58)

o 1] lo 1

Ce qui donne :

02 = R%0% + RY ;0™ + 02, (3.59)

Si tous les joints du manipulateur sont immobiles sauf le jointi, alors o}, o) ;,

R} et R?_, sont constantes. D’aprés la convention de Denavit-Hartenberg on déduit que :
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L

0oi™! = (a;cosh; a;siw; d;)T (3.60)

La différentiation de 1’équation (3.59) donne :

00 9 -
50, = 5a; (Ri-107) G.o1)
l l
900 o [@ cosb;
o R, —|a;sim, (3.62)
aqi adl di
600 0
aqn = Rlp—l O] = le—l (363)
i
1

Dans ce cas d; est la variable articulaire pour le joint prismatique i. Donc pour les joints

prismatique :
Jo, = 204 (3.64)

111.7.2.2. Deuxieme cas (Joints rotoides)
Si le joint i est rotoide, on a q; = 6;. En commengant par I’équation (3.59) et en

prenant q; = 6;, avec R} n’est pas constante on obtient :

7308 = oo [R0h + RE1of ™ (.65
6%02 = 6%- (Rop) + a% (RL10i™) (3.66)
-8 = S )Rk + S0 R yof 367
0%03 = S(z{,)[R)0} + R 0{ "] (3.68)
5%03 = S(z)1)(op — o) (3.69)
6%03 =z (08 = ol (3.70)
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Le second terme de I’équation (2.67) est obtenu comme suit :

P a; coso;
R?—1a—9i0il_1 = R?—1a—9i [aiili Iﬂi] (3.71)
i
0 ] —a; Si Iﬂi
R?—1%05_1 = R?_l a; coso; ] (3.72)
l
0
0 4 i-1 0 ) i1
Riigg-0i " = RS (k)o; (3.73)
l
0 J i-1 0 o 0 \TpoO _i-1
Ri—1£0i =Ri—15(k)(Ri—1) Ri_10; (3.74)
l
0 4 i-1 0 \po ,i-1
Ri—lﬁoi = S(Ri—1k)Ri—10i (3.75)
l
o 9 i 0 0 i-1
Ri-igg-0i " = S(zi_1)Ri_10; (3.76)
l
Donc pour un joint i rotoide, la i™ colonne du Jacobien J, est donnée par :
Jo; = 2=y % (0p = 0{_) (3.77)

II1.7.3.  Assemblage des deux parties du Jacobien J, et ],
Comme nous 1’avons vu dans la section précédente la partie supérieure du Jacobien J,, est

donnée par :

Jo=Uvi Jv, - Ju,l (3.78)
Ou la i"™ colonne Jy,; est donnée par :

Jv, = z{ 1 X (op — 0{_1) (3.79)

Si le joint i est rotoide et par
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Jo, = 74 (3.80)
Si le joint i est prismatique
La partie inférieure du Jacobien J,, est donnée par :
Jo =l Jo, - Jo,] (3.81)
Ot la i"™ colonne Jo; €st donnée par :
Joy = 24 (3.82)
Si le joint i est rotoide et par :
Jw; =0 (3.83)
Si le joint i est prismatique.

Maintenant, on assemble les parties inférieure et supérieure du Jacobien et on obtient pour

un manipulateur a n corps la forme suivante :

J=U 2~ Jul (3.84)

Ou la i"™ colonne J; est donnée par :

J, = z) X (02 — 0! )
i 20, (3.85)
Si le joint i est rotoide et par :
0
Ji = [2151] (3.86)

Si le joint i est prismatique.

Les formules ci-dessus rendent la détermination du Jacobien pour n’importe quel
manipulateur simple, puisque toutes les quantités nécessaires sont disponibles, une foi que le
modele géométrique directe est établi. En effet, les seules quantités nécessaires pour
déterminer le Jacobien sont les vecteurs unitaires z; et les coordonnées des origines o;. Les
vecteurs unitaires z) sont extraits de la troisiéme colonne de la matrice T{". Cependant, les
origines o] sont extraits & partir de la quatriéme colonne de T. Ainsi seule la troisiéme et la

quatriéme colonne des matrices T; sont nécessaires pour évaluer le Jacobien.
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II1.8. Le mode¢le cinématique inverse

La détermination des vitesses et des accélérations articulaires en fonction des vitesses et
accélérations opérationnelles, est généralement plus simple que la résolution du modele
géométrique inverse. La résolution du modéle cinématique inverse revient a résoudre le

systéme d’équations :

X=J@4q (3.87)

La différentiation de 1’équation (3.87) donne :

. d
X=](@g+ (E](q)) q (3.88)

Ayant le vecteur X des accélérations opérationnelles, le vecteur des accélérations

articulaires instantanées peut étre déterminé par la résolution du systeme :

b =](q@)q (3.89)

Avec :
. (d ,
b=X-|2J@ |4 (3.90)

Donc pour un manipulateur ayant six degres de liberté, les vitesses et les accélérations

articulaires sont données par :

q=J(@'X (3.91)

Et
Gd=J(@"b (3.92)

II1.9. L’exécution des trajectoires

Pour amener ’organe terminal a suivre un mouvement prescrit suivant une trajectoire
donnée, on considére cette trajectoire comme étant une succession de points p; atteints par
I’effecteur, au fur et a mesure que le manipulateur change de configuration dans le temps.
Pour imposer un profil de vitesse et d’accélération de I’effecteur suivant cette trajectoire, on
aura besoin de déterminer une représentation analytique de cette trajectoire qui nous donnera

a chaque instant t, la position, la vitesse et I’accélération de I’effecteur.
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II1.9.1.  Les courbes paramétrées

Pour représenter une trajectoire quelconque dans le plan (oxy), il n’est pas toujours
évident d’utiliser les fonctions de la forme y = f(x), car la variation de y ne dépend pas
forcément de x et vice versa. Pour cela on considére un cas plus général, appelé les courbes

paramétrées.

Définition : Une courbe paramétrée est une application qui, a un réel t (le parameétre) associe

un point M du plan (oxy)

t— M) = (;) (3.93)
Ou
X = fx(t)
b=ro (59

Tel que fy, f, des fonctions scalaires.

Ainsi notre trajectoire sera considérée comme une courbe paramétrée, et le probléme de

définition de la trajectoire revient a définir les deux fonctions scalaires f,(t) et f,(t).

Remargue : Le paramétre t n’est pas forcément le temps. On peut paramétrer ndtre courbe

avec n’importe quel parametre choisi de maniére arbitraire.

FE)P= 3% ===
:\\(’__..-'"
VT T
. :
x[£) X

Figure-111-1: Courbe paramétrée
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II1.9.2. L’interpolation par splines cubiques

Comme nous I’avons vu dans la section précédente, la représentation analytique de la
trajectoire revient a définir les deux fonctions scalaires f,.(t) et f; (t), ce qui n’est pas toujours
¢vident dans la pratique. Ainsi, pour approcher le mieux une trajectoire dont on ne dispose

que de quelques points, le mieux sera d’effectuer une interpolation entre ces derniers.

Ayant un ensemble de points relevés sur la trajectoire, on cherche une courbe paramétrée
qui passe par ces points, qui est continue et deux fois dérivable. Ces trois conditions nous

assurent une continuité dans les profils de déplacement, de vitesse et d’accélération.

Il existe en analyse numérique plusieurs méthodes d’interpolation. La plus connue c’est
I’interpolation polynomiale, ou 1’on cherche pour un ensemble de n points, un polynéme de
degré n qui va assurer les trois conditions citées précédemment. Mais quand on possede un
nombre tres élevé de points cette méthode se révele peu adéquate, car elle fait appelle a des
polynomes de degrés élevés, causant une courbe résultante qui oscille entre les nceuds de

I’interpolation, comme montré sur la (Figure I1I-2).

Figure I11-2: Interpolation polynomiale

Ainsi dans notre cas d’étude, I’interpolation par splines cubiques représente une solution
treés intéressante, puisque elle permet d’obtenir des courbes continues deux fois dérivables

avec des polynomes de degré 3, d’ou I’appellation (splines cubiques).
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Définition :

Soit un ensemble den + 1 points relevés sur une trajectoire. L’interpolation par splines

cubiques paramétrées consiste a définir n courbes paramétrées C; :

» {x = =i (0) (3.95)

y = £, (®)

Tel que les fonctions scalaires fy, f,,, seront des polyndmes de degre trois, continues et deux

fois dérivables sur leurs domaines de définition et aux nceuds d’interpolation.

111.9.2.1. Détermination des fonctions f, et f,,

Dans cette section nous allons déterminer les polyndomes de degré 3, P, (t) et P, (t), tel
que f,,(£) = P (t) et f,.(t) = P, (t). Sachant que le développement pour f; (t) est
similaire a celui de f, (t) , on se contente de déterminer Py, (t) , puis le calcul pour P, () se

fera de la méme manieére.

On considére donc ici n+ 1 points d’interpolation, désignés par M;(x;,y;), i =
0,1,2,...,n, par lesquels on souhaite faire passer une courbe continue et deux fois
différentiable. Dans chaque intervalle [t;, t;;,] (de longueur h; = t;,,; —t;), nous allons

utiliser un polyndme de degré 3 de la forme :

%(t—ti)z _,_fx_i'(t_tl.)3 i=012..,n—1 (3.96)

Po() = fuo+ fit—t) + >

Par la suite nous allons relier ces polyndmes de fagon a ce que la courbe résultante soit

continue et deux fois différentiable. On constate en effet facilement que :

Pxi(ti) = fxi
P (t) = f,
P @) = £
P (e) = £

(3.97)

Puisque I’on an + 1 points d’interpolation, il y an intervalles [t;, t;;1], qui résultent
rri

en4n coefficients inconnues (fy, fx, fi, et £/ pour i =0,1,2,..,n —1). Comme nous

allons le constater, une résolution astucieuse conduit a un systéme lin€aire tridiagonal de

dimension n + 1. Nous allons en effet exprimer toutes ces inconnues en fonction des dérivées
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secondes fy," aux neeuds. On compléte donc nétre ensemble d’inconnues en introduisant la
dérivée seconde fy ' au nceud t,, de sorte que nous aurons un grand total de 4n + 1 inconnues,

que nous réduirons en un systeme de dimensionn + 1.

On définit tout d’abord que f; ' est tout simplement la dérivée seconde de la spline en t,.

On a ainsi une premiere équation :
fin = P, (tn) = iy, + (tn = a1 fie ) = fny + fity 1P (3.98)

Qui peut aussi s’écrire :

o S = P
Xp1 o, (3.99)
A sa premicre extrémité le polyndme Py, (t) passe par le point (¢;, x;), c'est-a-dire :
Po(t)=fo,=% i=012.,n—1 (3.100)

Ce qui nous donne n équations.

De méme, on obtient n nouvelles équations en regardant a la deuxiéme extrémité de chaque

sous-intervalle. Pouri = 0,1,2,...,n —1:

P (tiy1) = xi41 = f, + i, (Gigr — 8) + Zi’!i’(tHl —t;)% + f;_,i!”(tHl —t; (3.101)
Xion = x4 fihy + 0+ 2R (3.102

On peut ainsi isoler f, pour obtenir :
fi :xl%l—x,_% i_%’hg (3.103)

On impose maintenant la continuit¢ des dérivées secondes auxn —1 nceuds

intérieurs t;, 1,1 = 0,1, 2, ...,n — 2. C'est-a-dire n — 1 nouvelles équations :

Py (tivn) = Pe/(tiva) (3.104)
Ou encore :
for = F 4 B G — t) = £+ £ hy (3.105)

Mod¢élisation géométrique et cinématique pour la simulation d’un manipulateur de soudage -43-



CHAPITRE III : Modélisation cinématique

Et en isolant £,/ 'on trouve :

iz frier = Sl (3.106)
i hi

Cette relation n’est a priori vraie que pour i = 0,1, 2, ...,n — 2. En vertu de 1’équation (3.99)
elle est également vraie pour i = n — 1, de sorte que I’on peut remplacer dans 1’équation

(3.103) qui devient :

Xi+1 — X fx’i, x,i-ll—l B x’i,
fo=———— = h———hq (3.107)
Xi hl 2 l 6 l

Et par la suite :

I I’
= Xin =X Mife Mifi,

_ _ 3.108
xi h; 3 6 (3.108)

Il ne reste qu’a imposer la continuit¢ de la dérivée premiere aux mémesn — 1 points

intérieurs (n — 1 nouvelles équations) :

P, (tiv1) = P (tig1) (3.109)
Ou encore :
. . fl rr
Féipr = oy + fihi + = > (3.110)

On peut ensuite utiliser les expressions (3.106) et (3.108), pour tout exprimer en fonction des

dérivées secondes f.". On a alors :

I rr I
Xivp=Xivs _ Mirafrjy,  Pivaleyy, — Xiv1=Xi hifej _ lfx1+1 +fh; + fo+1 i h. (3.111)
Ris1 3 6 h; 3 Xi 2 i

Qui devient en regroupant les termes :

'y x. —x. x. —x.
R 200+ b fi, + uafily = 6(F5 -T2
L l

Pouri=0,1,2,...,n—2

Nous avons donc imposé un total de 4n — 1 contraintes a nos 4n + 1 inconnues de départ.
Nous avons également exprimé toutes les inconnues du systeme en fonction des dérivées

secondes fy," de la spline. De ce fait il ne reste que n + 1 inconnues pour les n — 1 équations
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du systeme (3.112). On doit donc ajouter de facon plus ou moins arbitraire, deux équations

supplémentaires pour compléter le systéme et avoir autant d’équations que d’inconnues.

La manicre la plus simple de compléter le systeme d’équations consiste a imposer des
contraintes aux dérivées secondes dans les extrémités de la spline. La contrainte que nous
allons adopter dans notre €¢tude consiste a imposer une courbure constante dans le permier et

le dernier intervalle. Ce qui peut étre traduit par :

e gris 1 g —

xXo — Jx1 ou X0 X1 0 (3 113)
o= £ ou o fI = )
Xn—-1 Xn Xn—-1 Xn

Ces contraintes s’ajoutent aux équations (3.112) et complétent le systéme de n + 1 équations

enn + 1 inconnues.

Ainsi pour effectuer une interpolation a 1’aide des spline cubiques, il faut en premier lieu
calculer les dérivées secondes fy," en résolvant le systeme (3.112) complété par les conditions
aux extrémités (3.113). Par la suite on doit déterminer 1’intervalle dans lequel se situe le
parametre t et calculer le polynome dans cet intervalle en utilisant la formule (3.96) dans

laquelle on remplace :

fxi = xi
;XX hfy hifil,
fx; = n 3 c (3.114)
fl.l r— Xiy1  Jxg
Xi hl

Remarque : Pour construire la spline on doit refaire le méme calcul pour déterminer les

polyndomes P, (t).

111.9.2.2. Le choix du parameétre t

Comme cité précédemment le paramétre t peut étre choisi de maniére arbitraire. Par
exemple on peut paramétrer notre courbe en fonction du temps, en fonction des abscisses
curviligne...etc. Puisqu’on ne dispose d’aucune information sur notre trajectoire, sauf des
points relevés utilisés pour I’interpolation, nous allons en premier lieu paramétrer notre
courbe en fonction des sommes des distances linéaires entre les nceuds d’interpolation.

Comme montré¢ sur la (Figure I1I-3)

Mod¢élisation géométrique et cinématique pour la simulation d’un manipulateur de soudage -45-



CHAPITRE III : Modélisation cinématique

Figure I11-3: Spline cubique paramétrée
I11.9.3.  Définir un profil de déplacement, de vitesse et d’accélération suivant la
trajectoire
Apres avoir déterminé la représentation analytique de la trajectoire, il nous reste a définir
un profil de déplacement, de vitesse et d’accélération de 1’organe terminal suivant cette

trajectoire. Pour cela, on utilise les abscisses curvilignes.

Définition : Quand un point matériel se déplace le long d’une trajectoire, 1’abscisse
curviligne S(t) est la distance parcourue entre ’instant t; ,; +; o= O et ’instant t et elle peut
étre considérée comme la longueur de la courbe entre le point de départ P;(x,,v,) et le
point M(x,y) atteint a D’instantt. Pour un point M(x,y) sur la trajectoire, 1’abscisse

curviligne correspondante est alors calculée par la formule :
t
s() :f ds (3.115)
0

t
S(t) = j Jdx? + dy? (3.116)
0

M(x,y)

S(M(x,y)) = [dx? + dy? (3.117)

P(x0,¥0)
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Il est difficile de calculer S (M (x, y)) analytiquement. Pour cela on calcule cette quantité de

manicre approximative par :

N-1
S(M(x,y)) = Ax? + Ay? (3.118)
2,

Tel que Ax; = x;41 — x;, Ay; = ¥;41 — ¥; et N le nombre d’incréments

Sachant que Py (xo, ¥o) = P;(x0, ¥0) et Py(xn, yn) = M(x,y)

111.9.3.1. Le profil polynomial

Considérons un mouvement de 1’organe terminal du point Py au point Py le long d’une
trajectoire donnée. L’abscisse curviligne au point Ps est nulle S( P;) = 0 et au point Pf elle est
¢gale a la longueur totale de la courbe, S ( Pf) = L¢ot (Avec Ly, la longueur totale de la

courbe). L abscisse curviligne instantanée est donnée par :
S(t) = K(t). Lot (3.119)

Avec K (t) une fonction scalaire qui définit la distribution des vitesses et des accélérations le

long de la trajectoire.

Parmi les différents profils possibles de K(t), on cherche un profil qui engendre des

vitesses et des accélérations nulles aux points de départ et d’arrivée.
K(0) = K(0) = K(T) = K(T) (3.120)

Ainsi la fonction scalaire K (t) et ces dérivées premiére et seconde sont données comme suit
10 15 6 .
— 3 _ 4 5
K(t)——T3t Tt tost

K(t)=—0t2——t3+—t4 P 0<t<T (3.121)

111.9.4. Détermination du vecteur position, vitesse et accélération
Apres avoir déterminé une représentation analytique de la trajectoire et imposer un profil
de distribution des vitesses et des accélérations, il nous reste a déterminer pour un instant ¢ les

vecteurs positions, vitesses et accélérations de 1’organe terminal.
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111.9.4.1. Recalculer les splines avec comme paramétre ’abscisse curviligne S

Puisque le profil de distribution des vitesses et accélérations est bas¢ sur les abscisses
curvilignes, on doit exprimer les fonctions scalaires fy, et f,,. en fonction de S. Pour cela il faut
d’abord calculer les valeurs de 1’abscisse curviligne au niveau des nceuds d’interpolation par
la formule (3.118), puis refaire le calcul de la section (9.2.1) en prenant S comme parameétre a
la place det. Ainsi nous allons obtenir pour nosn + 1 points d’interpolation n splines

cubiques paramétrées par S:

_ [x(8) =B, (S) (3.122)
) =P, '
Avec :
, i 2 Jx 3
" f,'u (3.123)
Py () = f + £, (S = S) + 51 (S = 5)* + 5 (S = 5)°
111.9.4.2. Déterminer le vecteur position de ’organe terminal a ’instant t

Pour déterminer le vecteur position de 1’organe terminal a I’instant t, on calcule d’abord
I’abscisse curviligne S(t), par la formule (3.119). Par la suite on cherche dans quel trongon de
la courbe se situe notre point, en comparant S(t) aux S; (Les abscisse curvilignes aux nceuds).
Aprés avoir déterminé i, on remplace S(t) dans (3.123). Ainsi, on obtient directement la

position P, ffect err COMME :

_ x(t) . Pxi(s)
Pesrecten= (1)) = (Pyi (s>> (3.124)

i

’ fﬁéi, Ix;
fro + (S =S+ (S = S)? + - (S — S)°

Peffecteur: " 1 3.125
, 5 5 (3.125)
i+ F (S =S) + (S = S)* +=H (S = $)°
111.9.4.3. Déterminer le vecteur vitesse de I’organe terminal a ’instant t

Le vecteur vitesse de D’effecteur, désigné par Vegrecrewr €St la dérivee temporelle du

vecteur position Pesrect e
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P..(S)
d d i
Veffecteur: 5Peffecteur: E(P;(S)) (3.126)
Px-(s)> as
14 =—( ™ = (3.127)
effecteur ds (Pyi(s) dt
! I fjgl”
i(P"i(S)> = (lei(S)> (P S G (3.128)
das ! rrr
PZVL(S) Pyl(s) fyl +fy,L,(S S) _l_fyl (S S)
S . (3.129)
- K(8)-Leot
En remplagant (3.128) et (3.129) dans (3.127), on obtient :
) . fl rr ,
, fo t F (S = S) + 5 (S = S)
Veffec:teur= K(t)-Ltot- fru (3.130)
foi+ (S = 8) + = (S = 52
111.9.4.4. Déterminer le vecteur accélération de I’organe terminal a l’instant t

Le vecteur accélération est la dérivée temporelle du vecteur vitesse. Ainsi, on aura :

d
Qeffecteur = aveffecteur (3.131)
On remplace (3.127) dans (3.131) on obtient :
P, (S)\ as

Aeffecteur = ( (Px (S)> dt) (3-132)

dzs le(S) d le(S)
aeffecteur dtz ( (S) + d_ - P (S) - (3133)
_ dZS le(S) d ds le(s) (3 134)

aeffeCteur - E P (S) +Ed_ e P (S) :
_ d%s P (S) as\2 (P (S)

aeffecteur— F(P};l(s) + (E) P};[I(S) (3135)
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Aeffecteur =

rr

/ I, fxi
fe ¥ £/(S =S+ 5 (S —5;)*

’ I f,i”
fy + /(S =S) + =k

v T 1 (S =S

R(O)- Lot s &-)) (3.136)

, + Kz(t).Liot.<
S-S5

II1.9.5. Résumé de la méthode utilisé pour I’éxécution des trajectoires
Pour amener 1’organe terminal a suivre une trajectoire définie par un ensemble de points,

on utilise 1’algorithme suivant :

- Etape I : Déterminer une représentation analytique de la trajectoire, en utilisant la
méthode d’interpolation par splines cubiques en prenant comme parametre les sommes
des distances linéaires entre les points d’interpolation.

- Etape 2 : Calculer les abscisses curvilignes aux nceuds d’interpolation, puis calculer la
longueur totale de la courbe en utilisant la formule (3.118).

- Etape 3 : Refaire le calcul de la premicre étape en prenant les abscisses curvilignes
comme parametre.

- Etape 4 : Pour chaque instant ¢, tel que 0 <t < T, on calcul la valeur de la fonction
scalaire K (t) et de ces dérivées K (t) et K(t).

- Etape 5 : Pour chaque instant ¢, tel que 0 <t < T, on calcul la position, la vitesse et
I’accélération de 1’organe terminal en utilisant respectivement les formules (3.125),
(3.130) et (3.136).

- Etape 6 : Pour chaque instantt, tel que 0 <t < T, on change la configuration du
robot pour atteindre la position calculée par (3.125). Pour cela on utilise les équations
du modéle géométrique inverse introduites dans le chapitre précédent.

- Etape 7: Pour chaque instantt, tel que0 <t < T, on calcule les vitesses et

accélération articulaires en utilisant respectivement les formules (3.91) et (3.92).

I11.10. Conclusion

Dans ce chapitre nous avons développé une méthodologie générale, permettant 1’obtention
de la matrice Jacobéenne pour n’importe quel manipulateur de type « En série ». Puis nous
avons déterminé les relations permettant 1’obtention des vitesses et accélérations articulaires
en fonction des vitesses et accélérations de I’effecteur. Par la suite nous avons présenté un
algorithme d’interpolation « Interpolation par splines cubiques », qui permet d’avoir une

représentation analytique de la trajectoire a suivre. Ainsi, nous avons tous les éléments
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nécessaires pour exécuter n’importe quelle trajectoire avec un profil de vitesse et

d’accélération prescrit.

Le prochain chapitre sera consacré pour mettre en pratique les éléments théoriques
développés au cours de ce chapitre et du chapitre précédent. Dans le but de créer un

programme informatique qui simule un manipulateur de soudage de type

« Anthropomorphe ».
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Chapitre IV : Simulation d’un
manipulateur de soudage

IV.1. Introduction

Dans le présent chapitre nous allons appliquer les concepts développés dans les chapitres
précédents pour établir le modele géométrique et cinématique d’un manipulateur de soudage a
six axes. Par la suite nous allons présenter un programme informatique, créé¢ pour la

simulation de ce manipulateur.

Figure IV-1: Manipulateur de soudage

IV.2. La structure et la composition du manipulateur

Le manipulateur en question est un robot articulé a six axes (6 degrés de liberté). Tous les
joints constituant ce manipulateur sont des joints rotoides. On appelle ce type de
manipulateurs « Manipulateurs Anthropomorphes ». 1l est composé d’un bras articulé et d’un

poignet sphérique.
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IV.2.1. Le bras

Les trois premiers corps du manipulateur constituent ce qu’on appelle le bras. Ils sont
disposés de telle sorte que les axes d’articulation z, et z; seront paralléles entre eux et en
méme temps perpendiculaires a 1’axe z, (En utilisant la convention de Denavit-Hartenberg).
En faisant ’analogie au corps humain on peut considérer le premier corps du robot comme
¢tant I’ensemble du corps humain qui porte le bras. Ainsi, le joint N°1 sera considérer comme

I’épaule, le joint N°2 comme le coude et le troisiéme corps sera I’avant bras (Figure IV-2).

L'avant bras
Le coude

La base

Figure IV-2: Le bras du manipulateur
IV.2.2. Le poignet sphérique
Les trois derniers corps du robot constituent ce qu’on appelle un poignet sphérique. Dans
lequel tous le joints sont rotoides et leurs axes d’articulation se coupent en un point commun
appelé le centre du poignet, qui va étre utilisé par la suite pour simplifier le calcul du modele

géométrique inverse. La disposition des corps et des axes d’articulation est montré sur la
(Figure IV-3)

Figure IV-3: Le poignet sphérique
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IV.3. Etablissement du modéle géométrique
Les reperes de référence attachés sur les corps du manipulateur sont choisis selon la

convention de Denavit-Hartenberg et sont montrés sur la (Figure IV-4)

Figure IV-4: Assignement des repéres par la convention de Denavit-Hartenberg

Ainsi, les paramétres de Denavit-Hartenberg se résument dans le (Tableau IV-1) :

Tableau IV-1: Les paramétres de Denavit-Hartenberg

a; a; d; 0;

Corps 1 0 5 d, 01

Corps 2 a, 0 0 05
s

Corps 3 0 3 0 03

/s

Corps 4 0 ) dy 0;
s

Corps 5 0 3 0 05

Corps 6 0 0 dg 0¢
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En utilisant la formule (2.25), les matrices de transformation homogénes A:~* seront données

par :

cosf; 0 simf, 0

40 = [si®1 0 —cosf; 0
0 1 0 dq

0 0 0 1

cosf, —sim, (0 a,cosH,
AL = sig, «cosf, 0 a,simd,

0 0 1 0

0 0 0 1

cosf; 0 simf; O

A2 silz 0 —cosf; 0
| o 1 0 0

0 0 0 1

cosf, 0 -—-si, O

A3 sif, 0 cosf, O
7l o -1 0 dy
0 0 0 1

cosfs 0 simfs O

e sils 0 —cosfs 0
| o 1 0 0

0 0 0 1

cosg —simlg 0 O

45 silg cosfs 0 O
71 o 0 1 dg

0 0 0 1

Par conséquent la matrice de transformation globale sera donnée par :

"1

T = A9, Ab. A3 A3 AL 45 = |2

T41

Pour simplifier les expressions finales des éléments (r;; i = 1,2,

matrice T2, nous allons désigner les termes (cosf;,si 18;

par (c;,s;) et les termes (cos(6; + 9]-) ,sif; + Gj)

par (Cl'jlsij)'

Ainsi les €lements 7; ; de la matrice T2 seront donnés par :

T13
723
33
T43

T4

s6

i =12,

4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

j=12,..,6) de la

...,6) respectivement

i=12..,6 j=12,..6)
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[7”11 = [c1623¢4 + 51541 (c566) + [—C1523](S5¢6) + [—C1C2354 + 51¢41(S6)
112 = [e16a5¢4 + 51541(—¢586) + [—€1523](=85S6) + [—C1€2354 + 5164]1(C6)
113 = [€1623€4 + 51541 (s5) + [—¢1523](—c5)
T4 = [€1C23C4 + 5154](dgSs) + [—c1523](—deCs) + [€1523]1(ds) + (azcic5)
121 = [S1623¢4 — €154](c5C6) + [—515231(S5C6) + [—51C2354 — €1¢4]1(S6)
T22 = [S1623¢4 — €154](—C556) + [—51523](—5586) + [—=51€2354 — c1¢4]1(c6)

Ty3 = [S5123€4 — €154](S5) + [—51523](—c5)

Tyq = [S1Cp3Cs — €154](dgSs) + [—515,3](—dgcs) + [$153]1(dy) + (azs;c,)

Por = [525¢41(¢5o) + [eas1(sscs) + [~52354](s5) 4.8)
T35 = [Sp3Ca](—C5Sg) + [C23](—S5Sg) + [—52354](c)

ris = [525¢41(55) + [e23](—c5)

T34 = [523€4](dgSs) + [c23](=dsCs) + [—c231(dy) + (azs,) +d;y

141 = 0
Tap = 0
Taz = 0

e

IV.4. La résolution du modeéle géométrique inverse
En voyant le groupe d’équations (4.8), on constate le degré de complexité de la matrice de
transformation globale. Ainsi, I’utilisation de la méthode de résolution par découplage va

beaucoup simplifier la résolution du modele géométrique inverse.

Comme vu dans le chapitre N°2, cette méthode s’applique uniquement aux manipulateurs
dans lesquels les trois derniers corps forment un poignet sphérique. Elle consiste a

décomposer le probleme géométrique inverse en deux problémes plus simples :

- Trouver le centre du poignet et puis déterminer les trois premicres variables articulaires

- Trouver ’orientation du poignet (les trois derniéres variables articulaires)
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IvV4.1. La détermination des coordonnées du centre du poignet

Pour une position et une orientation connues de I’effecteur, données respectivement dans le
repére de base par le vecteur position 0 = (¥ ¥ Z)T et par la matrice de rotation R ; on
cherche a déterminer les coordonnées du centre du poignet désignées par O, =

(xc Ve Zc)T.

Les coordonnées de O, sont données par la relation (2.45) comme :

Xc X — dg3
Ye| =y —der2s 4.9)
ZC Z — d6T33

IV4.2. La détermination des trois premiére variables articulaires
On considére une représentation du manipulateur depuis sa base jusqu’au centre du poignet

comme montré sur la (Figure IV-5).

Figure IV-5: Représentation du manipulateur de la base jusqu'au poignet

Pour déterminer les trois variables articulaires (6,,60,,65), on utilise une approche
géométrique. On projette O, sur le plan (0yxyy,) comme montré sur la (Figure IV-5). On

constate que 1’angle 8, est donné par :
0, = Atan(x.,y;) (4.10)

Remarque : pour plus de détails sur la fonction Atan(x,y) voir (Annexe B)
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La fonction Atan(x,y) est définie pour tout point P(x,y) dans le plan (oxy), a moins
quex =y = 0. Ainsi, dans le cas oux, =y, =0 langle §; n’est pas défini et le
manipulateur est dans ce qu’on appelle une configuration singuliere, montrée sur la (Figure

IV-6)

A <0

N

Figure IV-6: Configuration singuliére
Dans cette position le point O, est porté sur I’axe z,. Ainsi, toute valeur de 6, laisse le centre

du poignet O, fixé sur I’axe z,. Il existe donc une infinité de solutions pour 6;.

Maintenant pour trouver les angles (6,, 85), on considére le plan formé par le deuxiéme et

le troisiéme corps du robot comme montré sur la (Figure IV-7)

Figure IV-7: Projection sur le plan formé par le deuxiéme et le troisiéme corps
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Ou g est I’angle formé entre le deuxiéme corps et le troisiéme corps. D’apres le schéma de la

(Figure 4) il sera donné par :
B=05—7 4.11)

En appliquant les lois de la trigonométrie, on constate que :

r2+s?2—a5—d3
cosB = 2~ %4 (4.12)
2a,d,
Sachant que r et s sont donnés par :
{rz =x; + ¢ (4.13)
S = Ze — dl

On obtient donc:

xX+y¢+(z.—d)?—aj—di

D
2a,d,

cosf =

Ainsi 8 sera donnée par :

g = Atan (D, +4/1 - D?) (4.14)

En remplacant (4.14) dans (4.11) on aura :
s
_ _p2)\4+ = 4.15
0, Atan(D,i 1 1))+2 (4.15)

En appliquant les lois de la trigonométrie on constate aussi que :

0, = Atan(r,s) — Atan(a, + d, cosf,d, si1B) (4.16)
0, = Atan (\/xg +y2, 2. — dl) — Atan(ay, + d,ycosf,d,si1B) (4.17)

IV.4.3. La détermination des trois derniéres variables articulaires

Pour déterminer les trois dernieres variables articulaires, nous allons exprimer I’orientation
des corps formant le poignet sphérique par rapport au repére R;(03x3y323) et cela en
calculant la matrice de rotation RZ. Comme vu dans le second chapitre, pour un manipulateur
muni d’un poignet sphérique la matrice de rotation R est similaire a la matrice de

transformation d’Euler (Annexe A).
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Ainsi, le probléme de détermination des variables articulaires (6, 05, 6¢) est similaire a la

détermination des trois angles d’Euler (¢, 6,1) (Annexe A).

La matrice de rotation RS est donnée par :

RY = RY.R}.R? (4.18)
cg 0 s c; =S, 01 [cz 0 5
Rs()) = Sl 0 _Cl . [52 Cz 0] . [53 0 - 3] (4.19)
0 1 0 0 0 1110 1 o0
C1€23 S1 C1S523
RY =|[51€23 —C1 51523] (4.20)
S23 0 —cy3
La matrice de rotation RZ est donnée par :
R = R3.R:.R: (4.21)
¢, 0 =541 Jcs 0 sg 6 —S¢ O
Ri=|s, 0 cy|-|ss 0 —cs|.|s¢ c O (4.22)
0 -1 o0 0 1 o0 0 0 1
C4C5Ce — S4Sg —C4C5Sg — S4Cq  C4Ss
R3 = [S4C5C6 + €4S6  —S4C5S6 + C4Cs 5455] (4.23)
—Ss5C6 S5S6 Cs

L’équation a résoudre maintenant pour les trois dernieres variables articulaires est donc :
RZ = (RD'R (4.24)

Ou R est la matrice de rotation qui exprime I’orientation de 1’organe terminal par rapport au

référentiel de base.

1 T2 T3
R=|"T21 T2 T23 (4.25)
31 T32 T33
Ainsi, I’équation (4.24) devient :
C1C23 S1C23  S23 1 T2 T3
RE=] 51 - 0 [.[r21 122 723 (4.26)
C1S23 51823 —C3] IT31 T32 T33
P11 P12 P13
3 _
Rg = P21 P22 P23 4.27)
P31 P32 P33
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La solution d’Euler n’a besoin que de la troisieme colonne et de la troisieme ligne qui sont

donnés respectivement par :

P13 C1C23T13 + S1C23723 + S23733
P23 | = S1T13 — €123 (4.28)

P33 C1S23T13 T 1523723 — C23733
Et
P31 C1S23T11 T S1523721 — 23731
P32 | = | C1S23T12 + 51523722 — C23732 (4.29)
P33 C1S23T13 T 1523723 — C23733

Par conséquent, les trois dernicres variables articulaires seront données par la solution d’Euler

comme :

85 = Atan (ps5,\1— ps) (4.30)

Ou

05 = Atan (,033: —v1- .0%3) (4.31)
Si on choisit pour 85 la premiere solution, donnée par (4.30). On aura :
0, = Atan(pys, p23) (4.32)

0 = Atan(—ps1, P32) (4.33)

Les autres solutions sont déterminées de maniére analogue.

Remagque : Les solutions d’Euler sont détaillées dans I’(Annexe A)

IV.5. La determination du Jacobien
Comme vu dans le chapitre III, le Jacobien d’un manipulateur a joints rotoides est donné

par :

]:U1 J2 o Ji o Tl (4.34)

Ou la i"™ colonne J; est donnée par :

Ji = 0 (4.35)
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Ainsi, le jacobien pour ndtre manipulateur sera donné par :

_ |20 % (08 —05) 20 x (06 — oY) 23 x (0§ —07) z3 X (05 —03) =z X (0g—05) z5 X (0~ 05)

0 0 0 0 0 0
Zo Z1 Z3 Z3 Z4 Zs

J

Comme vu dans le (chapitre III), pour déterminer les quantités zjo eto?, on aura besoin de

déterminer les matrices de passage homogenes Tjo.

IV.S5.1.  Détermination des matrices de passage homogenes T;-’

Les matrices TjO sont données par :

T = A4} .. A7 (4.37)
Ou bien de maniére itérative par :
TP =T12,47" (4.38)
Ainsi,
€1 0 $1 0
T1°=A°=501 g —001 6?1 (4.39)
0 0 O 1
[C1C2  —C1S2 51 26162
e ) (4.40)
L 0 0 0 1 |
[C1C23  S1 C1S33 @261C;
9 =Tpay= Ty T B e (4.41)
L 0 0 0 1 .

[C1Ca3Cs + 5184 —C1S23  —C1Cp384 + 514 A2C1C2 + €153,y

T = TOA3 = |S162364 ~ 154 —S1S23  —S1C23S4 — C1C4  (251C2151S230, (4.42)
$23C4 Ca3 —52354 dy + ays, — C33dy

| 0 0 0 1

e ! ! !

i1 Tz Tz Tig
! !
TO = TOA% = T21 T2z T23 T4 (4.43)
5 = Iy

Ou les éléments (rl-’ ji= 1,23,4 j= 1,2,3,4) sont donnés par :
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[ —
711 = (C1C23C4 + 5154)C5 — €15,3S5

| A—

Tip = —C1C354 + 51C4

i3 = ( + )ss +

T13 = (€1€23C4 T S154)S5 T €1523C5
T{ 4 = A,C1Cy + C;S,3d

14 = A2C1Cy T 15230,

= 162y — 15406

T21 = (S1€23C4 — C154)C5 — 5152355
[—

T2 = —51€2354 — C1Cy

[—
733 = (51C23C4 — €154)Ss + S1523Cs

[—
Ta4 = Q351C; + S1S53d,
1o
T31 = 523C4C5 + €355 (4.44)
e
T32 = —S5235,
1o
T33 = §23C4S5 — C3Cs5

"o
T34 = di + a5, — C3d,

T'4’1 = 0
T'4’2 = 0
"o
Ty3 =
ro_
T4 =

Remarque : La matrice de passage T est déterminée dans la section 3. Elle sera donnée par le

groupe d’équations (4.8)

IV.5.2. La détermination des vecteurs z](-)

Les vecteurs zj0 sont tout simplement formés par les trois premiers éléments de la troisiéme

colonne des matrices Tjo.

0
2=0 (4.45)
1
S1
29 = <_C1> (4.46)
0
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) (4.47)

C1523
Zé’ — <51523) (4.48)

—C23

(4.49)

—C1C2354 + S1C4
—S51C02354 — C1Cy4

—S2354

(c1C€23C4 + 5154)S5 + €1S23Cs

0 _

z5 = | (51C23C4 — €1S4)S5 + 51S23Cs (4.50)
§23C4S5 — C23C5

IV.5.3. Détermination des vecteurs o;-’

Les vecteurs o?

; sont tout simplement formés par les trois premiers €éléments de la

quatrieme colonne des matrices Tjo.

0
0l = (0> (4.51)
0

0 _
01 —< ) (4.52)
aC1Cy
0d = ( az51C2 ) (4.53)
a,s, +d;
aC1Cy
0d = ( a,51Cy ) (4.54)
a,s, +d;
A3C1Co + C1S33dy 455
0f = (a251C2 + 51523d4) (4.53)
di + azs; — cp3dy
A3C1Co + C1S33d,
Og == ( a251C2 + 51523d4 ) (456)
di + azs; — C3d,
[c1¢23¢4 + 5154](d6Ss) + €1523d6Cs5 + azC16; + €1523d,
0

0g = | [S1€23€4 — €154](deSs) + 51523d6Cs + A51C, + S1523d, (4.57)
S23€C4dgSs — Ca3dCs + dy + A8, — C3d,
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IV.5.4.  Calcul des quantités (02 — o;-))

[c1C23€4 + 5154](dgSs) + €1523d6Cs + azc105 + €1573d,
(08 —00) = 08 = | [s1¢23¢s — €154](dgS5) + 51S23d6Cs + A251C; + 515530y (4.58)
S23C4deSs — C23deCs + dq + 35, — Cp3d,

[c1C23Cs + 5154](dgSs) + €1523d6Cs + A3C1C + €1S23d,
0_ 0y _
(0 —07) = | [51€23€4 — €154](dgSs) + 51523d6Cs + A251C2 + 51523d, (4.59)
S23C4dgSs — C23d6Cs + A3S; — Ca3dy

[c1€23€4 + 5154](dgSs) + €1523d6Cs + €1523d,
[s1¢25€4 — €154)(d6Ss) + 51S23d6Cs + 51523d,4 (4.60)
S23C4dgSs — Ca3dCs — Cp3dy

08 = 0f) =

(08 — 03) = [s1¢23¢s — €154](d6S5) + 51523d6Cs + 51523, (4.61)

S23C4dgSs — Ca3dCs — Ca3dy

[c1C23€4 + 5154](dgSs) + ¢1523d6Cs
[s1¢23€4 — €154)(d6Ss) + 51523d6Cs (4.62)
S23C4dSs — C23d6Cs

(0§ —03) =

<[C1C23C4 + 5154](dgSs) + €1S23d6Cs + €1S23d,4

[c1C23€4 + 5154](dgSs) + €1523d6Cs

(08 — 03) = | [51¢23¢4 — €154](dgS5) + 51523dCs (4.63)
S23C406Ss5 — C23d6Cs

IV.5.5.  Calcul des quantités z](-’ X (og - 0}’)

zy X (0 — o) = (4.64)

—{[s1¢23€4 — €154](dgSs) + 51523d6Cs + az51C; + 51523d4}
[c1C23Ca + 5154](dgSs) + €1S23d6Cs + AxC1C5 + €1S23d,

0

—C1{S23C4dSs — C23dsCs + A8, — Ca3d4}

—51{8523€4d6Ss — C23d6Cs + A5, — C23d4} (4.65)
C23C4dgSs + Sy3dgCs + ayCy + Sy3d,

—51{823¢4dSs — C23d6Cs — Co3d4} (4.66)
C23C4d6Ss + S23d6Cs + S23dy

[$1€4 — €1C2354]dgSs
[—c1C4 — 51C2354]dgSs (4.67)
—52354dgSs

<—C1{523C4d655 — C23d6Cs — Ca3d4}
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[c1c4C23 + 5154](dgCs) — €1523d65S5
z§ X (0§ — 02) = | [s1€4€23 — ¢154](d6Cs) — 51523655 (4.68)
C4S23d6Cs + C23d6Ss

0
z2 X (0 —0?) = (0) (4.69)
0

On remarque que la quantité z2 X (0 — 0?) est nulle, et cela parceque le vecteur (0 — o

est colinéaire avec le vecteur z2. Donc le produit vectoriel entre eux sera nul.

IV.5.6. Déduction du Jacobien
Finalement, on posseéde toutes les quantités nécessaires pour former le Jacobien de notre

manipulateur. Il sera donné sous forme de six vecteurs colonnes J; avec (i = 1,2, ...,6).

J=U1 2 Iz Jo Js Jél (4.70)

Tel que :

—{[51€23¢4 — €154](dgS5) + 51S23d6C5 + A251C; + 515234}
[c1C23Cs + 5154](dgSs) + €1523d6Cs + A3C1C5 + €1S23d,

0 4.71)

0
0
1

—C1{523C4d6Ss — C23d6Cs + A5, — Cp3d4}
—51{523C4d¢S5 — C23dsCs + A8, — Ca3d4}
C23€C406Ss + Sp3deCs + AyCy + Sp3d, (4.72)
S
0

—511523C4d6Ss — C23d6Cs — Co3d4}

€23C4d6Ss5 + S23d6C5 + Sy3d, (4.73)
S1

0

[s1€4 — €1C2354]dgsS5
[—c1C4 — $1C2354]d6S5
—52354d6Ss
€1523 (4.74)
$1523
—C23

(C1{523C4d655 — Ca3d6Cs — Ca3d,}

Mod¢élisation géométrique et cinématique pour la simulation d’un manipulateur de soudage -66-



CHAPITRE IV : Simulation d’un manipulateur de soudage

[c1€4C03 + 5154 (d6Cs) — €1523d65S5
[S1€4C23 — €154](dgCs) — 51523d65S5

Js = z3 x (0g — 02) _ C4523d6Cs + €23d6Ss 4.75
° z3 —C1C2354 t 51C4 (4.75)
—51€2354 — C1C4
—S52354

0

0

_ (72 x (0§ —0d)\ _ 0
Jo = z? ~ | (c1€23€4 + 5154)S5 + €1523C5 (4.76)

(51€23€4 — €154)S5 + S1523Cs
S23C4S5 — C3Csg

IV.6. La simulation

Apres I’application des résultats de I’analyse cinématique, développés au cours des
sections précédentes, nous avons créé une application qui simule un bras articulé a six axes.
L’application nous permet de dessiner des trajectoires curvilignes sur une surface plane et de

les poursuivre par la suite avec le bras articulé.

A T’aide de cette application on pourra vérifier la justesse de notre modélisation
géométrique et cinématique. On pourra aussi obtenir les graphes de variation des parameétres

articulaires en fonction du temps.

. Aohot de soudsge N [
Fichear Simulation

] = 2 3
Définur La {Pos, Drient) Definir La (Pos, Onent) Sur e surface  Modifier |z suface de ssudage Dfirir | trajectoire

Tets s
Tea w6
Tets 4 1535
Tet g ]
Tt "7
Lesuriables apératumnelies:

Positior

x| ALy A 2 e

Ovenaton do s bagueate
lakegudes 40300
Lajafince: 1350000

Les irimaiorss
Teman dewécuton
Irclneimon de lebaguettes (1

Figure IV-8: L'application développée

Mod¢élisation géométrique et cinématique pour la simulation d’un manipulateur de soudage -67-



CHAPITRE IV : Simulation d’un manipulateur de soudage

IV.6.1. Présentation de I’application
L’application est développée a I’aide du langage de programmationC**, sur
I’environnement de développement intégré « Microsoft Visual Studio 2012». C’est une

application du type « bureautique », fonctionnant sur les plateformes « Windows ».
La fenétre principale de I’application contient les éléments suivants:

- Un menu principal

- Une barre d’outils

- Un panneau pour modifier les parameétres de visualisation
- Un panneau pour modifier les variables du manipulateur

- Une fenétre de visualisation

Le menu principal

e+

e g | |

Lo deltices [}

Le panneau de modification des
parameétres de visualisation

Figure IV-9: Les différents composants de la fenétre principale
1V.6.1.1. Le menu principal
Le menu principal contient des commandes permettant d’exécuter des options, de faire
apparaitre des boites de dialogues...etc. Le menu de cette application offre les options

suivantes :

- Quitter I’application

- Définir la position et I’orientation de I’organe terminal (dans 1’espace)

- Définir la position et I’orientation de 1’organe terminal (dans la surface de soudage)
- Modifier la surface de soudage

- Définir la trajectoire
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Fichier I Simulation

Meodifier [a configuration du manipulateur Definir la position et ['orientation de la baguette...

Muodifier la surface de soudage... Définir la position de la baguette sur la surface de soudage...

Definir la trajectoire...

Figure IV-10: Le menu principal

- Quitter I'application : C’est une commande dupliquée qui nous permet de fermer le

programme

- Définir la position et [’orientation de la baguette : Cette commande cause 1’apparition

d’une boite de dialogue qui permet de définir la position et I’orientation de la baguette
dans ’espace, comme montré sur la (Figure IV-11). En cliquant sur le bouton OK, le
programme calcul le modele géométrique inverse et change la configuration du

manipulateur

Figure IV-11: Boite de dialogue pour définir la position et l'orientation de la baguette dans l'espace

- Définir la position de la baguette sur la surface de soudage : Cette commande cause

I’apparition d’une autre boite de dialogue qui permet de définir la position et
I’inclinaison de la baguette par rapport a la normale de la surface de soudage, comme
montré sur la (Figure IV-12). En cliquant sur le bouton OK, le programme calcul le

modele géométrique inverse et change la configuration du manipulateur
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Figure IV-12: Boite de dialogue pour définir la position de la baguette sur la surface de soudage

- Modifier la surface de soudage : Cette commande cause ’apparition d’une autre boite

de dialogue, qui nous permet de modifier la position de la surface et son orientation

dans I’espace

Figure IV-13: Boite de dialogue pour la modification de la position et de l'orientation de la surface de
soudage

- Définir la trajectoire : Cette commande permet de faire apparaitre une autre boite de

dialogue, qui sert a définir la trajectoire. La définition de la trajectoire se fait par
I’introduction des nceuds de la spline, soit par le curseur de la souris soit en utilisant les
cases d’¢édition de texte comme montré sur la (Figure IV-14). En cliquant sur le bouton
OK le programme enregistre la nouvelle trajectoire créé, et dessine cette dernicre sur la

surface de soudage.
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Figure IV-14: Boite de dialogue pour l'édition des trajectoires

1V.6.1.2. La barre d’outils

Comme dans toute application visant la plateforme « Windows », les boutons de la barre
d’outils ne sont qu’une duplication des commandes du menu principal. Ainsi, pour faciliter
’utilisation du programme et rendre 1’interface plus conviviale, la barre d’outils de notre

application duplique les commandes suivantes:

- Définir la position et I’orientation de I’organe terminal (dans 1’espace)
- Définir la position et I’orientation de I’organe terminal (dans la surface de soudage)
- Modifier la surface de soudage

- Définir la trajectoire

Figure IV-15: La barre d'outils

1V.6.1.3. Le panneau des parameétres de visualisation
Ce panneau se situe en bas de la fenétre, il sert & modifier les paramétres de visualisation,

comme :
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- Les angles de vue
- Le point de focalisation
- L’¢loignement de la vue

- L’intensité de la lumiére

Figure IV-16: Panneau des paramétres de visualisation

1V.6.1.4. Le panneau des paramétres du manipulateur

Ce panneau permet de changer la configuration du manipulateur soit

- Par la modification des angles articulaires de chaque corps a I’aide des six barres de
défilement.

- Soit par ’exécution de la trajectoire dessinée sur la surface de soudage

Ce panneau permet aussi d’afficher la position et I’orientation de 1’organe terminal a chaque

foi que le manipulateur change de configuration.

Figure IV-17: Panneau des paramétres du manipulateur
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1V.6.1.5. La fenétre de visualisation
Comme son nom I’indique, elle permet de visualiser notre scéne 3D, dans laquelle on

montre le manipulateur et la surface de soudage (Figure IV-18).

Figure IV-18: La fenétre de visualisation

IV.6.2. L’exécution des trajectoires

Au lancement de D’application, aucune trajectoire ne sera dessinée sur la surface de
soudage. Ainsi, pour lancer une animation, on doit d’abord définir une trajectoire. Comme vu
précédemment la définition des trajectoires se fait soit en utilisant la commande du menu

principal, soit en utilisant la barre d’outils.

Apres avoir définit une trajectoire, le bouton « exécuter » qui se trouve dans le panneau des
variables du manipulateur, sera activé (Figure IV-19). En cliquant sur ce bouton 1’animation

démarre et le manipulateur commence a changer de configuration.

On peut aussi changer la période d’exécution et I’inclinaison de la baguette, a I’aide des

deux boites d’édition comme montré dans la (Figure IV-19).

Temps d'exécution: 10.00

Incinaison de la baguette: 0,00

Executer |

Figure IV-19: exécution des trajectoires
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1V.6.2.1. Les courbes de variation des paramétres articulaires
Vers la fin de I’animation, une boite de dialogue multipage apparait. Chaque page sur cette
boite de dialogue, représente une courbe de variation d’un paramétre articulaire donné (Figure

IV-20).

Tetal |Teta2 | Teta3 | Tetad [ Tetas | Tetas | (retaty | (eta2) [ (retas)’ | (retas) | retas) | (retas) |

Courbe de variation de I'angle articulaire (Teta1) en fonction du temps
Tetal = f1t)
o

10.55

100 300 4l 559 599 Temps tfs)

Trouver la valeur de la fonction pour un instant t

iamr | @Degee
Instantt(s): 501 Trouver la valeur de la fonction Tetal: 5185 A
) Radian

ok | [ ander, ] [ applouer

Figure IV-20: Les courbes de variation des paramétres articulaires

IV.6.3. Exemple
Maintenant nous allons exécuter un exemple sur I’application. Ou on considére une

trajectoire curviligne définie avec les points d’interpolation suivant :
[(=1;1) (0;0.75) (1;0.5) (1.5;0) (1;-0.5) (0; —0.75) (-1; -1)]

La courbe paramétrée résultante est montrée sur la (Figure IV-21).

Figure IV-21: La courbe résultante apreés calcul des splines cubiques
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1V.6.3.1. Poursuivre la trajectoire créée

En cliquant sur le bouton « OK », dans la boite de dialogue d’édition de trajectoires

(Figure IV-21), la trajectoire sera affichée sur la surface plane dans la fenétre de visualisation

(Figure IV-22).

Figure IV-22: Affichage de la trajectoire dans la fenétre de visualisation

Une foi la trajectoire est affichée, on la poursuit avec le manipulateur, en utilisant le bouton
« exécuter », qui se trouve dans 1’onglet des animations (Figure IV-23). Ou I’on peut modifier

la période d’exécution et I’inclinaison de la baguette par rapport a la normale de la surface.

Les Animations
Temps d'exécution: 10.00

Indinaison de la baguette: -30 =

Exécuter

Figure IV-23: Onglet des animations

1V.6.3.2. Les courbes de variation des paramétres articulaires
Apres avoir terminé 1’exécution de la trajectoire, on aura les courbes de variation

suivantes :

- 0 =f1) 6,=f1) 6,=f@) O, =f@) 6,=f1) 6,=f(@1)
- O3=f(1) O3=F(t) G3=f(1) O,=f(1) O,=f(1) O,=f(t)
- Os=f1) Os=f() Os=f(1) Os=f () 0s=1(t) 6=f(t)
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Si on prend les courbes de variation de 1’angle articulaire 8; (Figures IV-24, 25,26). La
manicre pour vérifier 1’authenticité des courbes consiste a s’assurer que les points ou la
dérivée s’annule forment des optimums pour sa primitive. Ainsi, on remarque que les points

qui vérifient 8; = 0 correspondent aux optimums de la courbe 8; = f(t).

De la méme maniére on remarque que les points qui donnent ; = 0 correspondent aux

optimums de la courbe 8; = f(t)

Courbe de variation de 'angle articulaire {Teta1) en fonction du temps

Tetal = fit)

557 Temps t(s)

1-25.24

Figure IV-24: Courbe 681 = f(t)

On remarque ici que le point t = 5.285 (s) vérifie ; = 0 et correspond a un optimum sur la

courbe 6; = f(t)

On remarque aussi que dans I’intervalle [0, 5.285] la courbe 6; = f(t) est croissante et en

méme temps sa dérivée et positive sur cet intervalle.

On remarque la méme chose pour Iintervalle [5.285, 10] la courbe 8, = f(t) est

décroissante et en méme temps sa dérivée et négative sur cet intervalle.
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Courbe de variation de 'angle articulaire (Tetal)' en fonction du temps

(Tetal)' = fit)

Temps t(s)

Figure IV-25: Courbe 0, = f(t)

Courbe de variation de ['angle articulaire {Teta1)" en fonction du temps

(Tetal)" = fit)

110.89

597 Temps t(s)

Figure IV-26: Courbe 0, = f(t)

Les mémes remarques précédentes pour la dérivée seconde 6; :

Les deux points t; = 4.415 (s) ett, = 6.715 (s) vérifient §; = 0 et forment des optimums

sur la courbe 0; = f(¢t)
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IV.7. Conclusion

Une application des éléments théoriques, développé dans les chapitres II et 111, a conduit au
développement d’un programme informatique qui offre une visualisation tridimensionnelle
d’un manipulateur anthropomorphe. Cette application nous permet I’édition de trajectoires
curvilignes sur une surface plane et de les exécuter par la suite avec le manipulateur. Vers la

fin de chaque exécution on aura les graphes de variation des parametres articulaires.
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Conclusion générale

Le travail présenté a été¢ consacré pour introduire des méthodes générales utilisées dans la
robotique pour la modélisation géométrique et cinématique des manipulateurs industriels. Par
la suite ces méthodes ont été appliquées sur un manipulateur de soudage a six axes de type

« Anthropomorphe » pour développer une application qui simule ce type de robots.

L’application développée permet d’éditer une trajectoire sur une surface plane, par
I’introduction de points ou nceuds d’interpolation. Par la suite, cette trajectoire peut étre suivie
par le manipulateur avec un profil de vitesse et d’accélération prescrit, et avec une orientation
de Doutil prescrite. Quand le manipulateur termine 1’exécution de cette trajectoire, des

courbes de variation des paramétres articulaires seront affichées.
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Annexe A :

Le paramétrage des rotations

Les neufs ¢€léments7;; d’une matrice de rotation R, ne sont pas des quantités

indépendantes. En effet, un corps rigide posséde au plus trois degrés de liberté de rotation et

donc au plus trois quantités sont nécessaires pour exprimer son orientation.

Dans cette section nous allons introduire une méthode, dont une rotation arbitraire peut étre
représentée en utilisant seulement trois quantités indépendantes. Cette méthode s’appelle le

paramétrage par les angles d’Euler
Le paramétrage par les angles d’Euler

Considérons un repére fixe Ry(0¢XoVoZo) €t un autre repere R;(01x1y12,), comme montré

sur la figure ci-dessous

ry, ¥ T

(1) (2) (3)

On peut spécifier I’orientation du repére R, (0,x;y,2;) par rapport au repére Ry (00XV0Zo)
par trois angles (¢, 8,1), connus sous le nom d’angles d’Euler et obtenus par trois rotations

successives, comme suit :

- Tourner d’abord autour de I’axe z, par ’angle ¢
- Tourner ensuite autour de I’actuel axe y par I’angle 6

- Enfin tourner autour de 1’actuel axe z par I’angle i
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Dans la figure ci-dessus le repére R,(0,%,YaZ,) représente le nouveau référentiel obtenu
apres rotation par ’angle ¢, le repére Ry (0px,Yp2zp) représente le référentiel obtenu aprés
rotation par 1’angle 6 et le repére Ry (0,x,y,2;) représente le référentiel final obtenu aprés
rotation par I’angley. Les repéres R,;(0,X,V02a) €t Rp(0pxpyp2zp) sont uniquement

représentés pour faciliter la visualisation des trois rotations.

En termes de matrices de rotations usuelles, la transformation résultante R{), peut étre

représentée par le produit matriciel suivant :

R)=R,4.Ry0.Ryy

C¢ —S¢ 0 Cg So —Sw 0
Ri(l) =S¢ Co 0] . ] [S¢ Cw ]
0 0 11 L=Se
C¢C9C¢ - S¢Slp —C¢CQS¢ - S¢C1[J C¢Sg
R? SpCoCy + CoSy —S¢pCoSy + CopCy S¢59]
—SgCu) SgSw Co

Considérons maintenant le probléme de détermination des trois angles (¢, 8,1), ayant la
matrice de rotation R comme une donnée, tel que:

RY=R= |11 T T3

31 T32 T33

1 T2 T13]

Supposons que 773 et 7,3 sont non-nuls. Ensuite, les équations ci-dessus montrent que Sg #

0, Donc 734 et 13, seront non-nuls aussi et 35 # +1. Ainsi, on aura cg = 133, Sg = /1 — 14
0 = Atan <r33, 1-— r323>
Ou
0 = Atan <r33, - [1- r323>

Si on choisit la premiére valeur pour 8, donc sg > 0, et
¢ = Atan(T13,T23)

110 = Atan(—T31, T'32)
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Si on choisit la deuxiéme valeur pour 8, donc sg < 0, et
¢ = Atan(_r13, —T'23)
Y = Atan(rsy, —7132)

Siry3 =13 = 0, alors le fait que la matrice R est orthogonale implique que 133 = +1 et
que 137 = 135, = 0, donc R aura la forme :
"y Tz 0

T31 Tyz O
0 0 +1

R =

Sirzz; =1,donccyg = 1,59 = 0etf = 0. Dans ce cas R devient :

R = S¢C¢+C¢Sw —S¢S¢+C¢C¢ o = S¢+1l) C¢+1l) ol = 1 T2 0

CpCyp — S¢Sy  —CpSy — S¢pCy 0 [C¢+w —So+y 0] [m T12 0]
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Ainsi, la somme (¢ + ) peut étre déterminée par :
¢+ = Atan(ry1,121) = Atan(ryy, —712)

Puisque seule la somme (¢p + 1) peut étre déterminée, il existe donc une infinité de

solutions. On peut choisir par exemple ¢ = 0 et déterminer y facilement.

Sirzs = —1,donccy = —1,s9 = 0 et = m. Dans ce cas R devient :
“Co-y  TSo-y T12
R = S¢_¢ C¢ - = T'21 7”22
0 —1

La solution sera donc :

¢ — P = Atan(—ryq, —112) = Atan(ryz,121)

Comme auparavant, il existe une infinit¢ de solutions
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Annexe B

La fonction Atan(x,y)

En trigonométrie la fonction Atan(x,y) a deux arguments, est une variante de la fonction
« Arc tangente ». Pour tous arguments réels (x, y) non nuls, Atan(x, y) est I’angle en radians
entre la partie positive de I’axe des abscisses (Ox) du plan (Oxy), et le point P de ce plan de
coordonnées (x,y). Cet angle est positif dans le sens trigonométrique (demi-plan
supérieur y > 0) et négatif dans 1’autre sens (demi-plan inférieur y < 0), comme montré dans

la figure ci-dessous

10, 1)

La fonction Atan(x, y) sera définie comme :
- y#0
signe(y)p x>0

Atan(x,y) =1 signe(y)n x=0
signe(y)(m—¢) x<0

Ou ¢ est I’angle compris dans I’intervalle [0,%[, tel que tan(p) = |§|

0 x>0
- y=0 Atan(x,y) = {non défini x=0
T x <0
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