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Réalisation du solveur CFGH

Introduction :

L’histoire du CFD « Computational Fluid Dynamics » a commencé au début des années
70. Depuis c’est devenue I'acronyme de la combinaison de la physique et les mathématiques
numeérique et pour certains c’est les sciences de calcul employés pour la simulation des
fluides. Au début le CFD a vu le jour grace a la possibilité d’avoir des calculateurs puissant
ainsi que le développement du CFD est toujours lié a I'évolution de la technologie des
calculateurs. Parmi les premiéres applications du CFD était la simulation des écoulements
transsoniques basée sur la solution des équations potentielle non linéaires. Et a I'arrivée des
années 80, c’était la résolution du premier modéle en 2D, et quelque temps apres la
simulation des équations d’Euler en 3D s’est devenue possible. merci au développement
rapide des supercalculateurs et au développement des différente techniques numériques
d’accélération comme la technique multigrille qui a permis le calcul des fluides visqueux sur
toute un avion ou a travers les turbomachines. Au milieu des années 80 on cherchait plus de
la précision alors on s’intéressait aux équations de Navier-Stokes et au méme temps une
variété des modeles de turbulence on été mise en point c’était la simulation numérique
directe DNS, et la large Eddy simulation LES.

Avec I'avancement des méthodes numériques, particulierement les schémas implicites, la
solution aux écoulements nécessitant la modélisation des gaz réelle devenait faisable a la fin
des années 80.

Due a la demande de la complexité et la fidélité de la simulation des écoulements, les
méthodes de génération de maillage sont devenues de plus en plus sophistiqués, on
débutait avec des simples mailles structurées calculées par des méthodes algébriques, mais
vue la complexité des configurations le maillage devait étre divisé en blocs. Mais le probleme
des configurations complexes persiste, pour cela on a développé le maillage non structuré et
ses propres solveurs.

De nos jours, les méthodes CFD on devenu routiniers, elles sont utilisées dans les
domaines d’aviation, turbo machinerie, voitures, et dans la conception des bateaux. Ainsi
gu’elles sont utilisées dans la météorologie, océanographie, architecture...etc.

Les méthodes CFD sont concernées par la solution des équations de mouvement du fluide
aussi que linteraction du fluide avec les parois solides. Les équations de mouvement d’un
fluide non visqueux (équations d’Euler) ou d’un fluide visqueux (équations de Navier-Stokes)
sont appelées équations gouverneurs, elles sont formulées en forme intégrale.

Dans le cadre de la méthode des volumes finis, il est possible d’intégrer les équations
gouverneurs dans le cas instationnaire aussi bien que dans le cas stationnaire directement.
L'avancement du temps peut étre divisé en deux classes, la premiére est la classe explicite
I’autre est I'implicite.
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Chapitre 1
Lois de Comportement

1.1 Description mathématique de I’écoulement :

La dynamique des fluides est I'investigation du mouvement interactif d’'un large nombre de
particules. Dans notre cas c’est des atomes. Cela veut dire qu’on suppose que la densité du
fluide est suffisamment importante pour approximer le fluide a un milieu continu méme si
on prend un élément infinitésimal (dans le sens du calcul différentiel) il contiendra
suffisamment de particules pour les quelles on peut définir une vitesse, pression,
température, densité et autre quantités importante en chaque point du fluide.

Les équations de la dynamique des fluides principales sont dérivées en se basant sur le fait
gue l'aspect dynamique du fluide soit déterminé par les lois de conservation suivantes :

e La conservation de masse.
¢ La conservation du moment.
e La conservation de 'énergie.

La conservation d’une quantité veut dire que sa variation totale dans un volume arbitraire
peut étre exprimée par le bilan de la quantité transportée a travers les frontieres et toutes
les forces et les sources internes ou externes qui affectent le volume. La quantité qui travers
les frontiere est appelée flux ce dernier est divisé en un flux convectif et un flux diffusif.

Volume de control :

Considérons un champ fluide représenté par ses lignes de courant, une région arbitraire de
I’écoulement définie par une surface fermée dQ fixe dans I'espace définit un volume de
control Q. On I'introduit aussi une surface élémentaire dS et vecteur unitaire normal 71.
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Figure 1.1 : Volume de contréle.

La loi de conservation appliguée pour une quantité scalaire par unité de volume U (variation

0
dans le temps) % fQ U0 est égale a la somme des contributions dues :

au flux convectif (quantité de U traversant les frontiéres du volume avec une vitesse v)

— 4569 U(¥.1)dS au flux diffusif exprimé par le gradient de Fick :

f kp[V (U/p).i]dS
on

et au sources de volume et du surface Q,,Qs:

fg QydQ + jﬂm(és.ﬁ)ds

a = = E _ p=4 —
&jﬂ UdQ+ aQ[U(U.n)—Kp(VU .n)]dS—jQ QVdQ+£Q(QS.n)dS

ou: U*=U/r

si la quantité conservée est vectorielle, I’équation précédente est formellement valide mais
les flux convectif et diffusif deviennent des tenseurs et la source de volume devient vecteur

Q,, et la source de surface devient un tenseur, c.a.d.

%[ anf [(Fo-Fo)ilas= [ Gaa+§ (@i)as

Parce qu’elle est général, la forme intégrale est la plus utilisée dans la majorité des codes
CFD. Et par la suite on va l'utilisé afin de déterminer les expressions des trois lois de
conservation.
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1.2 Lois de conservation :

1.2.1 L’équation de continuité :

Pour un fluide mono phase la conservation de masse est basée sur le fait que la masse ne
peut étre créée ou disparait d’elle-méme, et n‘importe qu’elle variation de masse implique
un déplacement des particules du fluide. On considére un volume de control fixe dans
I’espace, en un point de la surface la vitesse est ¥ le vecteur normal est 71 et la densité est
rho. Pour une variation dans le temps de la masse totale dans le volume de controlon a:

[ pan
atl, P

Le flux masse a travers une surface est: p(v.71)dS

Puisqu’il n’y a pas de source la forme intégrale nous permet d’écrire :

d
—f de+’<f p(U.1)dS =0
at Jq 20

1.2.2 L’équation du moment:
En démarrant de la deuxieme loi ne Newton appliquée sur une portion infinitésimale du
volume de control Q: pvdQ la variation dans le temps est donnée par :

d ,
aL pvdQ

La contribution du tenseur du flux convectif a la conservation du moment est :
—35 P (5.7)dS
1)
Le flux diffusif étant nul parce qu’il n’ya pas une diffusion du moment possible quand le
fluide est au repos, il reste a déterminer les forces agissant sur le volume de control :

* Les forces externes de volume
e Lesforces de surface (pression, contraintes normales et tangentielles).

On remarque que ces forces correspondent au terme source volumique et de surface

f pf;dﬂ.
Q

Qs = —pl
Alors, on somme le tout et on arrive a :

a -
—f pﬁdn+§£ pﬁ(ﬁ.ﬁ)d:;:f pfedn—f pﬁdeg (£.7)dS
at Jg o0 Q o0 a0

alll
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1.2.3 L’équation de I’énergie :

L’énergie totale par unité de volume d’un volume de control est :
g N Vik +u2+v2+w2
= e —_— = —_—
2 2

La quantité conservée est pE, sa variation dans le temps est :

' [ pan
atl, P

La contribution du flux convectif est :

—35 PE (5. 7)dS
a0

Le flux diffusif est défini par : ﬁD = —ypk Ve. ou k est le coefficient de diffusion.
Mais cette équation est généralement écrite sous forme de la loi de Fourier :
F, = —kVT.

Le terme de source de volume rassemble I'échauffement et le travail des forces externes,
alors : Qv = pfe-V+ Gy
La derniere contribution est la source de surface Qs. Elle correspond au travail des forces de

- —_
pression et les forces de cisaillement: Qg = —pv + T.7.

En rassemblant le tout :

0
—j pEdQ+5g pE(¥.1n)dS
dt Jq o0

= ¢ k(VT.R)dS + f (pfo. D+ Gy)dQ — ff p(B.7)dS + ¢ (7.9).7 dS
a0 Q a0 a0

1.3 Le systeme complet des équations de Navier-Stokes :

Les lois de conservation précédentes seront rassemblées en un systéme d’équations pour
une vue beaucoup plus générale des différents termes. Pour cela on se rapporte a la loi
générale de la conservation d’une quantité vectorielle, et pour des raisons de simplicité on

- -
introduit le vecteur F. relié au transport convectif des quantités, et un vecteur E, vecteur
des flux visqueux. Donc :

a —_— = = -
—j wdo ¢ (F,—F,)dS = j Qan
ot 2 00 2

Avec :
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p pV 0
pu] [puV + Tlxp] Ny Tux T NyTyy + nZTXZ]
W =|pv| ﬁc = |P17V + nyp I ﬁv = [MxTyx + Ny Tyy + NzTyz| ol :
pw pwV +n,p NyTzx T NyTzy + N7y,
pE pHV n,0, +n,0, +n,0,
Ox = UTyy + UTyy + WTy, + ka
aT
0, = uty, +v7,, + wt,, + k@
aT
0, = UTyy + VT, + WT,, + kg
0
[ Pfex ]
Q=| prley
[ Pfe,z J
pfe-+ dn

Alors les équations de Navier-Stokes présent en3D un systéme de 5 équations pour les
cing variables conservatives :p, pu, pv, pw, et pE. Mais on voit qu’il y a7 inconnues d’ou la
nécessité deux relations additionnelle de la thermodynamique entre les variables d’état.

1.4 Résolution des équations de Navier-Stokes :

Maintenant apres avoir formulé les équations qui régissent la dynamique des fluides on est
prét a les résoudre. Pour cette fin il existe un grand nombre de méthodologies et si on ne
considere pas la méthode analytique qui applicable seulement pour les problemes simplifiés,
toute les autre stratégies suivent la méme démarche, ils emploient une séparation de
discrétisation entre I'espace et le temps, c’est ce qu’on appelle la méthode des lignes. Le
maillage est utilisé selon I'algorithme pour construire les volumes de control et |'évaluation
des intégrales des flux ou pour approximer les dérivations spatiales des quantités de
I’écoulement.

Par la suite on va apprendre plus les principes de base pour divers méthodologies de
résolution pour I'approximation des équations dans |‘espace et dans le temps.

1.4.1 Discrétisation spatiale :

On peut diviser les schémas de discrétisation spatiale en trois grandes catégories:
différences finies, volumes finis et élément finis, toutes ces méthodes se reposent sur le
méme type de mailles qui sont classifiées en deux types :

¢ mailles structurées ou les noeuds correspondent aux coordonnées cartésiennes et
les mailles ont une forme de quadrilatéral en 2D et hexaedre en 3D.

6
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* maille non structurée ol les nceuds n’ont aucun ordre et les mailles voisines ne
peuvent étre déduite directement par leurs indices. Au paravent, les mailles
avaient la forme de triangles en 2D et des tétraedres en 3D mais actuellement on
mixe les quadrilatérales avec les triangles en 2D et les hexaédres avec les
tétraedres en 3D.

1.4.2 Méthodes des volumes finis :

La méthode des volumes finis utilise directement les lois de conservation sous la forme
intégral, elle commence par diviser I'espace physique en un nombre de volume de control
I'intégral de surface est approximé par la somme des flux traversant chaque face du volume
de control, la précision de la discrétisation spatiale dépend du schéma avec lequel les flux
sont évalués. il y'a plusieurs possibilités de définir la forme et la position des volumes de
control en respectant la grille. Les deux approches de base sont :

e cell centred schemes » : Dans ce cas les quantités sont définies aux centres des
mailles et les volumes de control sont identiques aux mailles.

e cell vertx schemes: Ici les variables sont définis aux noeuds des mailles, les
volumes de control sont soit I'union de toutes les mailles partageant le méme
nceud soit des volumes centrées sur les nceuds.

(a) (b)

Figure 1.2 : schéma centré et schéma nosudal.
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Chapitre 2

Discrétisation spatiale :
Schéemas volumes finis
structurés

Un schéma en volumes finis structuré est basé sur les lois de conservation exprimées par les
équations de Navier-Stokes ou les équations d’Euler. Dans un premier temps |'espace
physique est divisé en mailles structurées en respectant :

* |e domaine est complétement couvert par la grille.
e il n’y a par de vide entre les mailles.
* |les mailles ne se chevauchent pas.

Le résultat est une grille dont les noeuds sont décrits par les coordonnées x,y,z dans
I’espace physique et décrits par les indices i,j,k dans I'espace de calcul . Alors considérons un
volume de control fixe dans I'espace, la variation dans le temps d’une variable conservative
est donnée par:

a] Wd!z—naw
at J, ot

w__1 (F. — E,)ds f*dn
ot 0N, ¢ QQ

L'intégral de surface est approximé par la somme des flux, la étant considérée constante
dans un volume de control donc pour une maille Q, x on obtient :

— Nfg
dWI’]’K _ 1 =3 = Ed
dt - 'QI,],K rnzzl(FC - Fv)mASm - (QQ)I,],K

en général on écrit :

8
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dW, ; « 1 P
dt h QI‘]‘K I']'K.

2.1 Quantités géométriques :

En 2D :
b
Q= 5 [(x1 — x3) (V2 — Ya) + (x4 — x2) (y1 — ¥3)].
5 S
Sm = S’“'m] = Tl ASpy.
ym
2 [Y2— V1]
S;=b %, — x,
2, [V3— V2]
S, =b %, — x3.
2 _ . [Ya— V3]
S3=»b s — x4
2 _ . [Y17 Va
S.=b %, — x|
ASp = |Sml| [S2m + S2m
En 3D
m=6
1 R 5
'QI,],K = § (Tmid- S)m
m=1
Avec :

- 1 - - - -
Tmid17 (r, +75 + 7 +74)

7y, Ts, T, T, correspondent aux vertex 1,5,8 et 4 de la surface m

R 1 Ay, Azg — Az, Ayp
Sl = = AZAAXB - XZAAZB
AxpAyp — Ay Axp

Axy =xg—x1, Axg=x5—x4

Ayp=yg— Y1, Ayg=Ys— s

Azy =2g—2,, Azp=125—24

ASp = |Sn] \/s;m + 82, + 52

9
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2.2 Discrétisation du flux convectif :
Dans le cadre des volumes finis on a le choix entre les schémas suivant :

e central

e flux-vector splitting

* flux-difference splitting

e total variation diminishing (TVD)

e fluctuation-splitting
Avant de commencer on va expliquer ce qu’on appelle I'état de gauche et I’état de droite.

Certainement les schémas de calcul nécessitent une interpolation des variables de
I’écoulement aux faces du volume de contréle. La situation est illustrée dans la figure
suivante pour un grille dans une direction :

\ . .
v face of control volume

— L | R =—

i+1 i+2 i+3

Une possibilité pour l'interpolation consiste en une interpolation linéaire utilisant le méme
nombre des valeurs de part et d’autre de la face. Autrement dit, I'interpolation est centrée a
la face. D’autre schéma basés sur les caractéristiques des équations d’Euler interpolent les
variables en utilisant des formules non symétriques c’est les schémas Upwind. La plus part
des formules d’interpolation Upwind sont basées sur I'approche MUSCL de Van Leer
(Monotone Upstream-Centred Schemes fo Conservaion Laws). Généraleme,t pour une
variable U de I'’écoulement, I'interpolation est donnée par [1]:

1
Up=U; - Z [(A+k)A_+ (1 —k)AL]U 4

U, = U, — % [(1+k)A, + (1 —k)A_]U,

Les deux opérateurs sont donnés par :

AU =Up1 = U AU =Un1 U

10
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Les relations précédentes restent valides pour les schémas Cell-vertex et Dual control
volumes sauf que les indices I sont remplacés par les index des nceuds. Le parametre € peut
étre mis a zéro pour obtenir une précision spatiale du premier ordre autrement on obtient
un ordre supérieur.

L'interpolation MUSCL doit étre améliorée par une fonction limiteur si la région de
I’écoulement contient de forts gradients. L'intérét du limiteur est de supprimer I’oscillation
de la solution. Les limiteurs seront discutés apres dans ce méme chapitre.

2.2.1 Schéma central avec dissipation artificielle:

L'idée est de calculer le flux convectif a la face du volume de control par une moyenne
arithmétique des variables des deux cotés de la face ce qui génére deux solution solutions
indépendantes et des débordements aux chocs, alors une dissipation artificielle (similaire a
un flux visqueux) doit étre ajoutée pour la stabilité.

2.2.1.1 Schéma central avec dissipation scalaire :

Le flux convectif a travers une surface est approximé en moyennent les variables et une
dissipation artificielle est ajoutée :

(F;:AS)I+%J'K ~ F (W1+§,],1<> ASI+%,],K - DI+%,],K' Ou:

—

1 — —
LK = E(WI,],K + Wisyk)-

La dissipation est donnée par :
— 2 — —> 4 —> —> — —>
Draise = Krasz 602 (Wias = W) — €8 ), (Wis = 3Wpn + 30, — W),

Af+1/2 = (A 1412 + (Aé),“/z + (A 1412

1
(A141/2 = E((/llc)1+1 + (A0 1+1)

Ac = (JV| + ¢)AS, ol v est lavitesse au module et c est la célérité du son.

Un détecteur a base de pression doit arréter la dissipation artificielle aux chocs la ou il doit y
avoir une forte oscillation de la solution. Ce détecteur est donné par :

2
61(_,_)1/2 = k®max(y;, v141)

61(1)1/2 = max [0' (kH) - 61?1/2)]
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Avec :

_ |pre1 — 201 + D1-1l
Pr+1 + 201 + D11

Vi

Les valeurs typiques de k® sont % et 1/128 <=k*<=1/64

2.2.1.2 Schéma avec dissipation matricielle :

Afin d’avoir plus de précision par réduire la dissipation artificielle, le schéma précédant
est modifié et I'idée est d’utiliser une matrice (Jacobéen du flux convectif) au lieu d’un
scalaire pour controdler la dissipation. Donc chaque équation sera régit par :

— — 2 — —_— 4 e e — e
D1+1/2 = |Ac|1+1/2 [61(+)1/2(W1+1 - WI) - 61(+)1/2(W1+2 — 3Wpq + 3W, — W1—1)]

La matrice correspond au Jacobéen du flux convectif (/TC = aﬁc/avT/ )diagonalisé avec
valeur absolue.

|A,| = T|A, AS|T1.

2.2.2 Schéma Flux-vector splitting :

Ces schémas décomposent le vecteur du flux convectif en deux partie selon le signe de
certains parametres caractéristiques, les deux parties sont discrétisées par la méthode
upwind difference, le schéma le plus connu est celui de Van Leer [11] qu’on va détailler par
la suite.

Le flux convectif est décomposé en une partie positive et une partie négative :

Selon le nombre de Mach normal a la surface du volume de controle :
(Mn)l+1/2 = (V/C)1+1/2

Les valeurs des variablesp, u, v, w et p sont interpolées a la face du volume de contréle, puis
les flux positifs sont calculés avec I’état de gauche et les flux négatifs sont calculés avec |'état
de droite
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:
R e B

e

Figure 2.1 : état de gauche et état de droite.

Le nombre de Mach est donné par : (My)) 141/, = M[” + Mg, ou:

ML SlMLZ+1 0 SlMR2+1
1 1
M=z M+ 1% siMy| <1 Mp={ 7 (Mg + 1) si|Mg] <1
0 Si ML < -1 MR Si MR < -1
Dans le cas ou |M,,| < 1 le flux positif est donné par :
frr%ass ]
[n, (=V +2c) ]
frr%ass - +u
| )4
R [n,(=V +2c) |
ci = fmiass y—+ v
| Y
[n,(=V + 2¢)
fmiass e +w
Y
fe%ergy |
(M, + 1)?
fr;'l-ass = +chLT
_ (Mg + 1)?
fmass = _pRCRT
_ . ([r=DV+2c]* w?+v2+w?-V?
fmass = frass 2(]/2 D >

Et dans le cas supersonique :

-

t=F E =0 siM,>+1

[

> -

Ffr=0 F =E siM,<-+1.
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2.2.3 Schémas flux-difference splitting :

Ces schémas évaluent le flux convectif a une surface du volume de contréle a partir de I'état
gauche ou droite par résoudre le probleme de Riemann (tube de choc), et pour réduire les
calculs la solution exacte du probléme de Riemann est approximée particulierement par la
méthode de Roe qui est la plus utilisée grace a sa précision pour le calcul des couches limites
et elle donne une bonne résolution aux chocs.

2.2.3.1 Schéma de Roe :

(ﬁc)R - (ﬁc)L = (ARoe)Hl/Z(WR - WL)

Agoe dénote la matrice de Roe qui est identique au Jacobéen du flux convectif,mais les
variables sont remplacées par les variables de Roe données par :

P = +PLPr

u\[pr + ugypr
Jor o

vi/PL + VR PR
Vot Joe

wirfPr + o
Joi + /o

Hi\JpL + Hr/pr
Tt i

u

|
Il

=
I

T
Il

¢ = J(y _ D@ - ¢2/2)
V =an, + Vn, + wn,

q° = + v +w?

Donc le flux convectif est évalué par :

- 1. . - 5 — _ — —
(FC)1+1/2 ) [FC(WR) + FC(WL) — |Aroeli+1/2 (WR - WL)]-

|ARoe|I+1/2(V—V)R - WL) = |Aﬁ1| + |Aﬁ2,3,4| + |Aﬁ5|
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1
A AV [ﬁ_ Enx]
jafy| = |7 - & (55| 7 ‘
¢ w—cn,
H-—cV
1
Ap U [ Au — Aan
|Aﬁ2,3'4|:|]7| (A ___2> v o[+p Av — AVn,,
¢ w Aw — AVn,
\ q°/2 uAu + DAV + wAw — VAV)
1
17,+Enx]
0| = |7+ (L2 oty |
lw+anJ
H+cV

2.2.4 Schémas avec diminution de la variation totale :

Les schémas TVD sont basés sur I'idée que le minimum ne doit pas diminuer et le maximum
ne doit pas croitre alors pas d’extremum local ne peut étre créé durant |’évolution.

Les schémas TVD sont implémentés comme une moyenne du flux convectif avec un terme
de dissipation additionnelle (dissipation flux limitée) conforme avec les conditions de la
TVD.

Upwind TVD :

S 17,5 S 1_ -
(FC)H.l/z = E[(F;")I+1 + (FC)I] + ETI+1/2®I+1/2'

Avec T matrice des vecteurs propres du Jacobéen A, du flux convectif

G)1+1/2 l/’(All+1/2)(lPII+1 + W) - ¢(All+1/2 + Xll+1/2)ACII+1/2

Al représente une valeur propre de la matrice diagonale de la matrice Jacobéenne et ¥ est
la fonction du limiteur, en plus :

1 (Lpll+1 - Lpll)
1
X11+1/2 = Ew(AlHl/z)- AC1+1/2
0 si ACly, =0,

SiACl,1/, # 0,
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l _ —_1 —> —>
ACryq1)2 = T1+1/2(WI+1 - W)
ou T est la matrice de correction de I'entropie de Harten.

|z] si |z| > 6,
Y(z) ={z* + 67

] <
2, si |z| <6,

Et (5L)1+1/2 = 6(|u,+1/2||v,+1/2||w,+1/2| + CI+1/2)1

On peur démontrer que le schéma TVD est du premier ordre quand le limiteur est mis a zéro
ce qui aurait lieu aux discontinuités, en outre, le schéma TVD tel qu’il est présenté au dessus
est du second ordre dans les régions d’écoulement modéré.

2.3 Fonctions limiteur :

La discrétisation spatial Upwind du second ordre et plus nécessitent des fonctions limiteur
pour empécher la génération des oscillations de la solution. Ce qu’on cherche est un schéma
gui conserve la monotonicité ce qui veut dire que la maximum dans le champ d’écoulement
ne doit pas étre croissant, le minimum ne doit pas étre décroissant, et aucun nouveau
extremum n’est créé durant I’évolution du temps. Le but du limiteur est de réduire les
pentes ((U;4; — U;)/Ax) utilisées dans l'interpolation. L'effet du limiteur est illustré dans
I’exemple obtenu avec un profil NACA 0012.

0.8 -

Mach number

=g wilhoui limiier
————— wilth Van Albada Bmifer

04 -

1 P L ]
o 0.25 05 075 1

chord
Comparaison d’un caleul avee et sans limiteur d'un écoulement
non visqueux autour d’'un profil NACA 0012, M===0.85, a=1".

Figure 2.2 : fonction limiteur.

16
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2.3.1 Fonction limiteur pour l'interpolation MUSCL :

L'approche de Van Leer est rendue monotone en employant un limiteur qui réduit les
différences A, U; et A_U; quand il est nécessaire. Alors l'interploation MUSCL est modifiée

en:
1
Up =Up41 — " [(1+ K)rg®(1/rr) + (1 = k)POR)I(Ur42 — Ur41)
1
U, =0+ 7 [(1+ K, ®(1/r) + (1 = k)P()](U; — Up—q)
Avec :
oo U= U A
B U= Uy AT
U —Up Ay
T = —

U —-U_, A_"!

Autrement écrite, I'expression d’interpolation devient :
1
Up = U1 — ELPR(UI+2 —Ur41)
1
U =U;+ ELPL(UI —U;-1)

1
Avec : l'IJL/R = E [(1 + k)rL/R + (1 - k)](DL/R

Différentes formules du limiteur de pente ® sont maintenant possibles, ils sont construit
selon la valeur de k pour donner la meilleur précision en gardant toujours la stabilité et
monotonicité du schéma.

Schéma MUSCL avec k = 0 : dans ce cas la fonction W(r) correspond au limiteur de
Van Albada :

2r
cI) J—
M) =37
r’4r
l_IJ J—
) 1+ 72

On obtient pour I'expression des états de gauche et de droite :

1
Ur = U1 _E(SR
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1
UL = UI +§5L

La fonction § est formellement identique pour les deux états :

S_a(b2+e)+b(a2+e)
- a? + b? + 2¢

Les coefficients a et b sont définis pour I'état de gauche et de droite comme :
ar =A4Ury1,  br=A_Upq,
aL=A+U[, bLzA_U[

Le parametre additionnel e empéche I'activation du limiteur dans les régions modérées de
I’écoulement. Ce parametre est proportionnel a I'échelle locale de la grille.

Schéma MUSCL avec k = 1/3 : dans ce cas la fonction W(r) correspond au limiteur

de Hemker et Koren :

O(r) = 3r
r S 2r2—r42°

_ (2a® + e)b + (b* + 26)a
~ 2a%+2b%2—ab+ 3¢

La définition des coefficients a et b reste la méme.

2.3.2 Fonction limiteur pour les schémas TVD :
En comparaison avec les cas précédents, le limiteur pour les schémas TVD n’agit pas sur les

variables conservatives, mais sur les variables caractéristiques C :

_ ACIl—l/ZACIl+1/2 + |ACII—1/2ACII+1/2|

1_I_]l
Ac,l_l/2 + AC}+1/2 +e€

I

ou AC}+1/2 représente la différence des variables caractéristiques a la face (I + 1/2) du
volume de contrdle. La constante positive € ~ 1072% dans le dénumérateur évite la division
par zéro.
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2.4 Discrétisation du flux visqueux :

Le volume de contréle pour les flux visqueux et le méme pour le flux convectif afin de
garantir une consistance spatiale.

Le flux visqueux est évalué a partir de la moyenne des variables a chaque face du volume de
contréle. Dans le cadre d’un schéma centré :

1
Us12 = > Ui + Ups1),

ou U est n“importe quelle variable de I’écoulement.

La tache restante est d’évaluer les gradients de la vitesse et de la température, cela est fait
soit par différences finis ou par le théoréme de Green. Pour ce dernier (th de Green) il est
nécessaire de construire un nouveau volume de contréle, par exemple dans un schéma
centré :

I S | | R

I+1, J+1

| | I J+1
| | u | 8]
i _iT__ i+l . Lyl . .
\ -1,] = LI Wi+l )
| : M
| ] T sl 1p 2 |
. | |
| | L)1 |
_—t NN
N
W_1[ yas ~2 z U s
ax - Qr 20 x =~ .Q' meY x,m
m=1

OUu Nf dénote le nombre de faces (Nf=4 en 2D et Nf=6 en 3D).

Les valeurs Uy, sont obtenues par :

1
Uy sz = Z(UI,] + Uiy + Up o + Upgaje1)

La méme approche peut étre utilisée en 3D ou quatre mailles sont utilisées pour le calcul de
la moyenne :

1
= Z(Ul,j,k + Upsrgn + Upjerre + Urprgeie)

m 1
I']+E'k

1
= Z(UI,],k + Ui k41 T Unjere + UI+1,]+1,k+1)

m 1,.1
I']+E'k+5
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Un inconvénient du schéma précédent est la perte de la précision si la grille n’est pas
uniforme. A savoir, pour une grille arbitraire 'approximation des dérivées devient non
consistante. Pour cela, les flux visqueux sont discrétisés avec une précision du deuxieme

ordre.

Il en est le méme pour un schéma Cell-vertex sauf que le volume de controle a construire est
différent comme le montre la figure suivante :

(b)

Une fois obtenir les valeurs des variables de la premiére dérivée on ajouter la contribution
au flux convectif et la discrétisation spatiale est a ce moment compléte et on passe a
I'intégration dans le temps.

20
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Chapitre 3

Discrétisation Spatiale
Schemas Volumes Finis Non
Structurés

En premiere étape (pré-processing), le domaine physique est subdivisé en un nombre d’éléments. En
2D, les éléments sont des triangles et parfois combinés avec des quadrilatérales. En 3D, les éléments
sont des tétraédres combiné avec des prismes, des pyramides, et des hexaédres.

On rappelle encore une fois que la génération de maillage doit assurer :

* |e domaine est complétement couvert par la grille.
e il n’'y a par de vide entre les mailles.
* |les mailles ne se chevauchent pas.

En plus, le maillage doit étre le plus régulier possible et assure certaines caractéristiques
géomeétriques.

3.1 Quantités géométriques :
En2D:

Eléments triangulaires :

La surface d’un triangle en général est calculée par la formule de Gauss. Alors on a :

Q=c[(x1 —x)(y1 +y2) + (x2 = x3)(y2 + y3) + (x5 — x)(¥3 + y1)]

NS
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Les nceuds doivent étre énumérés dans le sens antihoraire pour obtenir une valeur positive de la
surface.

Les vecteurs surface sont donnés par :

82

AS =S| = /s§+5§.

Sy3 = 7123A523 =b

Eléments quadrilatéraux :

Par la méme formule de Gauss on a:

b
Q= > [(x1 — x3) (V2 + Ya) + (x4 — x3)(¥1 + y3)]

Les vecteur surfaces sont donnés par :

B2l

AS =S| = /s§+s§.

Contrairement au cas 2D, le calcul des vecteurs des faces pose un probléme en 3D pour les volumes

Sy3 = 7123A523 =b [

En3D:

avec des faces quadrilatérales parce que les quatre points peuvent se trouver dans des plans
différents alors le vecteur normal n’est pas constant.

Faces triangulaires :

A partir de la formule de Gauss, le vecteur de la face est :
1 Ayz, + Ayzg + Ayz,
S =—|Azxy + Azxg + Azx |,
Axy, + Axyg + Axy,
Avec :
Axyy = (61 —x) (1 +¥2),  Dyza = (1 —¥2) (21 + 22), Dzy, = (21 — 23) (%1 + x3)
Axyg = (X —x)(y2 +¥3),  Ayzg = (2 —y3)(2 + 23), Azxg = (2, — 2z3)(x; + x3)
Axye = (x3 —x) (3 +y1),  Dyzy = (y3 —y1)(z5 + z1), Azxc = (23 — z1)(x3 + x1)

Faces quadrilatérales :

5
Le vecteur de face moyenné S d’une face quadrilatérale est calculé par la méme formule de Gauss

gu’en 2D. Alors :

Ay Azg — AzyAyg
Az Axp — Ax Azg
Ax,Ayp — Ay,Axp

5 1
S==

)

Avec :
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Axy = xg — X, Axp = x; — x5,

Ay, =yg —, Ayg =y; — s,

Az, = zg — zg, Azg = z; — z5.

Le vecteur normal unitaire dans les deux cas est donnée par 7 = §/AS ,avec: AS = /S,? + Sf +S2.

Pour le volume, il est donné dans les deux cas par le théoréme de la divergence :

1<
0=3 2 (Fnia-S)._
m=1

(Frnia)m est le vecteur du centre du volume pointant sur la face m.

23
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3.2 Discrétisation du flux convectif :

Comme dans la discrétisation structurée on a les méme approches pour discrétiser le flux
convectif, donc on a le choix entre :

e central

e flux-vector splitting

e flux-difference splitting

e total variation diminishing (TVD)
e fluctuation-splitting

3.2.1 Schéma central avec dissipation artificielle:

L'implémentation du schéma central sur un maillage non structuré utilise I'opérateur
Laplacien pour les différences du second ordre et le Laplacien de Laplacien pour les
différences du quatrieme ordre. Pour réduire le cout de calcul, un pseudo Laplacien est
utilisé. Dans une maille I, le pseudo Laplacien appliqué pour une quantité scalaire U est
donné par:

Na
L(U) = Z 6,,(U, - U;)
j=1

Ou N, est le nombre des volumes de contr6le adjacents. Le poids géométrique 6 est définie
par :
91] = 1 + AQI]

Et qui résulte de la solution d’un probleme d’optimisation résolu par les multiplicateurs de
Lagrange. Les poids géométriques sont obtenus par I’expression :

AHI] = Ax’l(x] - x,) + Ay,l()’] - yl) + AZ,I(Z] - ZI)

Ou x,y, z sont les coordonnées cartésiennes du centre de la maille. Les multiplicateurs de
Lagrange A sont calculés pour chaque maille comme suit :

_ Ryay; + Ryaqs; + Rya43
X d

_ Ryap; + Ryasz, + Rya33
Y d

_ Ryaz; + Ryasz; + Rya3;3
Z d

avec les coefficients :

— 2 — —
a1 = Iyylzz - Iyz' a1 = Ileyz - Ixylzz' asz; = Ixylyz - Ileyy
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— — 2 —

aip; = Ileyz - IxyIZZr Az = Ixszz - Ixzr az; = Ilexy - Ixxlyz
— 2

a3 = Ixylyz Ileyyl a3 = Ixxlzz - Ixxlyz' a3z = Ixxlyy Ixy

d= Ixxlyylzz - Ixxljzzz InyJ%Z Izzlagz + 21xylleyz-

Ny Ng Ngy
Ry = Z(x] —x), Ry = Z(y] ~ Y1), Ry= Z(Z] - 7).
J=1 J=1 J=1
Ny Ny Ngy
2 2 2
Lixs = Z(x] - xz) y Ly = Z(}’] - YI) O Z(Z] - ZI)
J=1 J=1 J=1

Ng Ny

Ly, = Z(x] —x)(V = V1) ezt = Z(x] —x)(z = 2z1), Ly = Z(J’J vi1)(z - 2)

Les différences du quatrieme ordre sont évaluées comme Laplacien de Laplacien, alors la
forme finale de la dissipation artificielle pour la maille I est :

D, = Z(Ac)ueu 6, (W, — W) — Z(Ac)ufu)eu[L(Wf) L(W))]

Avec la dissipation artificielle le systeme d’équations devient :

— N
dVVI - > - — —
0=t = Zl(FC —F,) ASy|+D;+ G
m=

Les termes du deuxieme ordre dans I’expression de la dissipation sont donnés par :

(A= ) (ol + ) 85,

Ou V, est la vitesse et ¢, est la vitesse du son. Ces deux quantités sont évaluées a partir des

moyennes des variables aux faces. Le rayon spectral de la face du volume de contréle est
obtenu par :

(Ac)u = [(Ac)l + (Ac)]]'

N =
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Un détecteur a base de pression est utilisé pour éliminer la différence du quatrieme ordre

aux chocs, les coefficients 61(]2) et el(f)sont définis par :

61(]2) = k(z)max(Y,,Y])
e,(;*) = max [0, (k(4) - 61(]2))]
Avec le détecteur de pression donné par :

_ |Zjvf1 0, (p; — 1)
;=
Zjvfl(??j +p;)

Les valeurs typiques du parametre sont k() = 1/2 et 1/128 < k™ < 1/64.

3.2.2 Schémas Upwind :

Les schémas Upwind ont une grande popularité pour les maille non structures. En fait le
schéma flux-difference splitting de Roe est le plus utilisé grace a sa précision dans les
couches limites.

N’importe quel schéma upwind présenté dans le chapitre précédent pour les mailles
structurées est applicable pour les mailles non structurées sont aucune modification dans la
méthodologie de base. Seulement le calcul des états de gauche et de droite est différent,
cela est connu par la reconstruction de la solution. Par la suite, seulement la reconstruction
de la solution est considérée.

3.2.3 Reconstruction de la solution :

La premiere approche assume que la solution est constante dans chaque volume de
contrdle. L’état de gauche et de droite sont simplement les variables des volumes a gauche
et a droite, cela conduit a une discrétisation spatiale du premier ordre. Pour un fluide
visqueux cette discrétisation conduit a un grossissement excessif de la couche limite, alors
des méthodes plus précises sont nécessaire dans ces cas.

Pour les méthodes du deuxiéme ordre, la solution est assumée varier linéairement dans le
volume de contréle et pour le calcul des états de gauche et de droite une reconstruction de
la solution assumée devient nécessaire. En ce qui suit, on va discuter les approches les plus
populaires pour la reconstruction.

3.2.4 Reconstruction basée sur I’approche MUSCL :

Pour arriver a une précision du deuxieme ordre on peut faire une extension de I'approche
MUSCL sur un maillage non structuré. Quand appliqué a des schémas du genre median-dual,
la méthode génere pour chaque arréte ij deux points fantémes. Ces nceuds fantdmes sont
situés a la fin de la ligne obtenue par extension de la cote ij d’une valeur égale a sa longueur
dans les deux directions comme il est illustré dans la figure suivante :
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Figure 3.1: Reconstruction MUSCL Schéma cell-vertex.

Alors on peut évaluer I'état de gauche et de droite par la formule MUSCL, donc :

Ug = U, — % [(1+ k)A_ + (1 — k)A,]U;

U, = U; — % [(1+k)A, + (1 —k)A_]U,

Toujours avec les deux opérateurs donnés par :
A+Ul' = U] - Ui A_Ul' = Ui - Uil

L'interpolation MUSCL doit étre améliorée par une fonction limiteur dans les cas des fortes
discontinuités. Un inconvénient de cette méthode est la nécessité de stocker les éléments
gui contiennent les points fantémes, en plus, des difficultés surviennent aux frontiéres ou les
points fantémes sont hors domaine.

3.2.5 Reconstruction linéaire par morceaux :
Barth & Jespersen ont présenté une méthode de reconstruction proche des schémas
élément finis. Cette méthode assume que la solution varie linéairement dans le volume de
contréle. Ensuite, on calcul les états de gauche et de droite, par exemple pour un schéma
centréona:

U,=U + Y, (VU.7)

Ou VU, est le gradient de U au centre de la maille I et ¥ dénote une fonction limiteur. Les
vecteurs 7, et 7’ pointent du centre de la maille au milieu de la face, comme le montre la
figure suivante :
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Figure 3.2 : Reconstruction Schéma centré.
La méme approche est appliquée au schéma median-dual :
U, =U; +¥;(VU.7,)
Ur = U; + ¥;(VU;. %)
Avec1;; = 7} — 7; représentent le vecteur du noeud i au nceud j.

Les schémas précédents nécessitent le calcul des gradients aux centres ou aux nceuds, ceci
est accompli soit par le théoreme de Green-Gauss soit par I'approche moindres carrées.

3.2.6 Reconstruction linéaire basée sur la moyenne nodale :

Il a été démontré par Frink que pour un schéma centré la reconstruction linéaire ne
nécessite pas une évaluation explicite du gradient pour des mailles purement triangulaires
ou tétraédriques. La raison est que deux propriétés géométriques restent invariantes.
Premierement, la ligne allant d’un nceud et qui traverse le centre coupe toujours la face
opposée dans son milieu. Deuxiemement, la distance du centre aux centres de la face est
égale a un tiers de la distance entre le milieu de la face et le noeud opposé.

Deux approches ont été mises en point par Frink pour déterminer les valeurs nodales. La
premiere dit que la contribution d’un nceud des mailles voisines est inversement
proportionnelle a la distance de ce nceud au centre de la maille c.a.d:

Ny Ny
J=1 J=1

Avec les poids 8;; = 1/r;; ,la distance est calculée avec :

2 2
Ty = J(x] —x;) + (y+y) + (@ +2)?
Les indices ] et i réferent au centre de la maille et au nceud respectivement.

Cette méthodologie conduit a une reconstruction qui n’est pas du second ordre mais qui ne
nécessite pas une fonction limiteur ce qui réduit le cout de calcul.
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3.2.7 Reconstruction quadratique par morceaux :

Pour arriver a un ordre supérieur avec une reconstruction polynomiale, on doit garder plus
de termes dans développement de Taylor. Basé sur les travaux de Barth & Frederickson ,
Barth a développé le concept de la reconstruction k — exact c.a.d. une reconstruction
exacte pour un polynédme de degré k . Ce polynéme est défini de fagon a garantir I'égalité
entre la moyenne de ce polyn6me et la solution dans le volume de contrdle. Les coefficients
du polyndéme sont calculés par I'approche des moindres carrées.

Delanaye & Esser ont développé une forme particuliere de la reconstruction quadratique
pour les schémas centrés avec plus efficace que celle de Barth de point de vu calcul. Les
états de gauche et de droite sont approximées par des séries de Taylor tronqués apres le
terme de quadrature :

- 1 ST 77 -
UL = UI + lP[‘l(VUI.TL) +§l'p1’2(rg H[ TL)

- 1 - = o
UR = U] + lP],l(VU]'TR)E\P],Z(rg H] TR)
Dans les équations précédentes, H; dénote la matrice de Hess :

02,U 02U 0%U
H =|a3U 02,U 82U
0L,U 02,U 0ZU

Les variables W, ;, ¥;, représentent deux fonctions limiteur pour le terme linéaire et le
terme quadratique respectivement. la reconstruction quadratique est du troisieme ordre sur
les maillages réguliers, et au moins du second ordre sur les maillages arbitraires. Des
conditions nécessaires pour atteindre ces propriétés, le gradient est évalué avec au moins le
second ordre et la matrice de Hess avec le premier ordre. Cela est accompli en combinant la
méthode de Green-Gauss et les moindres carrées.

3.2.8 Fonction limiteur :

La discrétisation du second ordre et plus nécessite I'utilisation d’un limiteur pour éviter la
génération des oscillations de la solution et les débordements dans les régions ol reignent
des forts gradients.

Sur des maillages non structurés, le but d’un limiteur est de réduire le gradient utilisé pour
reconstruire I'état de gauche et de droite sur la face du volume de contréle. Le limiteur doit
étre nul aux grandes discontinuités afin d’obtenir un schéma Upwind du premier ordre qui
garantie la monotonicité. Mettre le limiteur sur zéro conduit a une reconstruction
constante, bien sur, la reconstruction originale non limitée doit étre conservée dans les
régions d’écoulement modéré afin de garder la dissipation numérique plus petite que
possible.
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Limiteur de Barth & Jespersen :
Dans le cas d’un schéma median-dual , ce limiteur défini en un point i comme :

Umax — U;
min (1M) if A, >0
A,

¢ =y min(1,%) if A, <0
2

1 if A, =0
Avec :
1 ,
AZ = E(VUlrU)

Unax = max(Ul-,maijj)
Umin = mln(Ul,mln]U])

Dans I'équation du limiteur, min; ou max; correspond a la valeur minimale ou maximale de
tous les nceuds j directement voisins au noeud.

Le limiteur de Barth met en vigueur une solution monotone. Mais sa nature dissipative tend
a déformer les discontinuités. Un autre probleme qui est I'activation du limiteur due au bruit
numérique dans les régions d’écoulement modéré. Tout cela empéche la convergence totale
a I'état instasionnaire.

Venkatakrishman’s limiter :
Ce limiteur est largement utilisé grace a sa convergence. Il réduit le gradient VU au vertex i
par le facteur :

(1 (A%,max + EZ)AZ + 2A%Al,max
Dy | A% ppax + 205 + Ay gy + €2
W =ming 4 1 [ (8%, + €%)A, + 2034, min
Dy |02+ 202 + Ay pinl, + €2

l if A,>0

l if A,<0
1,min

(1 ifA, =0

Ou:
A1,max = Upax — U;
A1,min = Upin — U;

Dans I'équation précédente, U, 4, €t Upmin sont les valeurs min/max des nceuds j entourant
du nceud i. Le parameétre €2 contrdle la quantité de limitation, il est mis a zéro pour une
limitation totale. Dans la pratique il a été trouvé que le parameétre €2 devrait étre

proportionnel a I'échelle locale c.a.d:
e? = (K Ah)3

Il est important de noter que la fonction limiteur doit étre définie avec des quantités
adimensionnelles. Et le coefficient K influe sur la résolution des chocs et la vitesse de
convergence.
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3.3 Discrétisation du flux visqueux :

Pour évaluer les flux visqueux 7,, , les variables de I’écoulement et leurs premieres dérivées
doivent étre connues aux faces des volumes de contrdle. Le volume de contrdle pour le flux
visqueux est le méme que celui du flux convectif dans le but d’obtenir une discrétisation
spatiale consistante et simplifier la structure des données. A cause de la nature elliptique des
flux visqueux, les valeurs des composantes de la vitesse (u, v, w), la viscosité dynamique u et
coefficient de la conduction thermique k qui sont requis pour le calcul des termes visqueux
et les contraintes, sont simplement moyennées aux faces dans le cas des schémas centrés :

1

Ou U est n‘importe quelle quantité d’écoulement. Une méme expression est utilisée dans le
cas des schémas median-dual (nceudal).

La tache restante et I'évaluation des dérivés premiéres des composantes de la vitesse et la
température. Cela est accompli par deux moyens :

* Moyenne des gradients
* Element-based gradients.

3.3.1 Element-based gradients :

Ce type de calcul nécessite le stockage des informations sur les éléments de la grille et
quelques coefficients reliés a la géométrie. Donc, on est obligé a étendre la structure des
données. Par la suite, on discutera trois méthodes pour les schémas centrés et les schémas
median-dual.

3.3.1.1 Volume de contréle centré sur la face :

Selon cette approche on définit un volume de contréle auxiliaire centré sur la face et on
emploie le théoreme de Green-Gauss. Cette approche ne demande pas une grande mémoire
et nécessite peu de calcul pour I'implémentation.

3.3.1.2 Approche éléments finis avec formulation de Galerkin :

Cette approche applicable pour les schémas median-dual est dérivée de la méthode des
éléments finis. Elle transforme l'intégration des gradients sur la surface du volume de
contrOle en une évaluation de la matrice Hessienne au nceud central.

Le schéma original a été formulé pour les grilles purement triangulaires/tétraédriques. Il
emploie I'union de tous les éléments qui contiennent le nceud particulier. Et pour simplifier
I'implémentation, la viscosité dynamique est moyennée a partir des valeurs noeudales.
Apres, les deuxiemes dérivés peuvent étre évalués par :
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ax(#axU) ay(#axU) az(.uaxU) 1 Na Ayxx Axy Oxz o+ U
ax(uayU) ay(uayU) az([layU) = EE {[ayx ayy ayz : 5 J (Ul - U])} .
9y (uo,U) ay (1o,U)  0,(ud,U) i j=1\ %2z Gzy Gz

Le volume ' contient tout les tétraédres qui partagent le noeud i . Les coefficients de la matrice
symétrique @ sont donnés par :

D (52),,(5),
Ung = .
e

e

Oun, k dénotent les indicesx,y,z , et (§é)n, (§é)k représentent les composantes des vecteur
surface sortant.

3.3.1.3 Moyenne des valeurs nceudales :

Ce schéma est appliqué pour les volumes de contréle centrés et purement tétraédriques. Il est basé
sur la moyenne des valeurs des trois noeuds qui définissent la face de la maille, les premiéres
dérivées aux faces résultent de la résolution du systeme linéaire suivant :

Xy =% Y=y z—z U, - U ]

1 1 1 d,U 1
E(x2+x3)—x1 E()’z+J’3)—Y1 5(22+Z3)—Z1 a,U =|§(U2+U3)—U1|.

0,U

1 1 1 1
|G txs) —xz SO1+ys)—ya 5(21+25) — 2] 5 (U1 +Us) - UZJ

3.3.2 Moyenne des gradients :
Si les gradients dans chaque volume de contrdle étaient déja calculés, les gradients aux
centres des faces sont simplement moyennés :

__ 1
VU, =3 [Vu, + vU,].
Cette approche est attractive mais elle conduit a découplage non favorable surtout quand appliquée

aux grilles quadrilatérales ou hexaédriques.

La méme approche peut étre améliorée en utilisant une dérivation directionnelle le long de la ligne
de connexion entre les centres des nosuds (dans le cas d’'un schéma centré) :

)

<6U) Uy, — U
FIT

Ou [;; représente la distance enter les deux noeuds centraux I et J.

La moyenne modifiée s’écrira :

-

S . au
VUI]=VU1]_ VUIItII_(W>1] tI]
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N iy
Oou t;; =—
U=,
Cette modification conduit a un fort couplement sur les grilles tétraédriques et méme les grilles
prismatiques. Cette approche ne requis pas un stockage additionnel de données pour cela elle plus
attractive que les autres méthodologies, en plus, les gradients fournis dans les volumes de contréle
peuvent étre utilisés dans le flux convectif.
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Chapitre 4
Discretisation Temporelle

La méthode des lignes ou la séparation entre la discrétisation spatiale et la discrétisation
temporelle conduit (appliquée pour chaque volume de contrdle) a un systéme des équations
différentielles ordinaires dans le temps couplées :

—

d(aMw), 5
—~ A R,

dt

S
Ou R représente le résidu et M dénote la matrice masse et I'indice i décrit le volume de
controéle.

Ce systeme doit étre intégrer soit pour obtenir la solution en régime stationnaire (R=0), soit
pour reproduire I'histoire de I'’écoulement instationnaire.

Dans l'introduction on a parlé brievement des méthodes explicites et implicites ces deux
méthodes sont dérivées a partir du schéma no linéaire suivant [1]:

@m),

AWn - Rn+1 _ Rn AWn_l,
At, ! 14w ! 14w ' 14w At !
ol - AM_’/In — _’In+1 _ V_V’In

L’indice (n+1) dénote le pas du temps alors W" signifie la solution au temps présent (t) et
W™ dénote la solution au temps (t + At). Les parametres B et w déterminent le type
(explicite ou implicite) et la précision en terme temps.
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4.1 Schémas explicite :

Un schéma explicite démarre a partir d’'une solution connue W"< et utilise le résiduel
correspondant R" pour obtenir la nouvelle solution au temps (t+At).

Un schéma explicite et dérivé de I'équation précédente en mettant B=0 et w=0 ce qui
donne :

M, AVI/In = ——R;l.
O

La méthode la plus populaire pour résoudre ce genre d’équation est bien la méthode multi
étages de Runge-Kutta. Cette méthode d’un ordre m appliquée a une équation discrétisée

ou la matrice masse est remplacée par la matrice identité donne :

VT’/I(O) — M_’/In

— — Aty S
”71(1) — ”71(0) —a, IRI(O)
Q,
— —, At
2) _ p7(0) I 5(1)
VVI = VVI — a5 Q_RI

1

N At; ~m-
VVIn+1 — VVI(m) _ amQ_IRI(m 1)
I

Dans cette équation ay représentent les coefficients de chaque étage et la notation ﬁi
kieme

dénote le résiduel évalué avec la solution W|k du étage. Les coefficients sont donnés

dans les tables suivantes :

Schéma 1 ordre Schéma 2°™ ordre
étages 3 4 5 3 4 5
o 1.5 2.0 2.5 0.69 0.92 1.15
aq 0.1481 0.0833 0.0533 0.1918 0.1084 0.0695
a, 0.4000 0.2069 0.1263 0.4929 0.2602 0.1602
as 1.0000 0.4265 0.2375 1.0000 0.5052 0.2898
ay 1.0000 0.4414 1.0000 0.5060
ay 1.0000 1.0000
Schéma multi-étages : coefficients optimisés (a) et nombre CFL ()[1]
Schéma central Schéma upwind
og=3.6 og=2.0
étages a B a B
1 0.2500 1.00 0.2742 1.00
2 0.1667 0.00 0.2067 0.00
3 0.3750 0.56 0.5020 0.56
4 0.5000 0.00 0.5142 0.00
5 1.0000 0.44 1.0000 0.44

Schéma multi-étages hybride[1]
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Remarque :

Chaque schéma explicite est stable seulement si le pas de temps ne dépasse pas une
certaine valeur At. Un schéma explicite doit étre conforme a la condition CFL « Courante-
Friedrichs-Lewy » qui veut dire que le pas de temps doit étre inférieur ou égale au temps
nécessaire pour transmettre I'information d’une maille a I'autre.

4.2 Schémas implicites :

Plusieurs schéma implicites sont obtenus par mettant B#0, par exemple pour calculer la
solution en régime stationnaire, il est préférable de mettre w = 0, donc :

(QM),
At

AW = —BRM! — (1 — B)RY, (%)

Comme on peut le voire, la formulation implicite conduit a une équation non linéaire des
variables inconnues du fluide au temps t + At. Le calcul ne peut étre fait directement, alors

., . , . _>7l+1
on linéarise le résiduel R :

. . R\ _
Rn+1 =~ Rn + gy AWn
ow

oR
Ou le terme (ﬁ) est le Jacobéen du flux. On doit noter que le Jacobéen du flux est dérivé

a partir des approximations en espace (ﬁ”).

Si on substitue la linéarisation dans I’équation (*) on obtient le schéma implicite suivant :

(QM), oR . .
+p|—=| [AW" = —R},
1

At ow
Le terme entre crochets est appelé I'opérateur implicite.

L'opérateur implicite constitue une large matrice non symétrique avec des dimensions
égalent au nombre totale des mailles (cell-centered) ou le nombre des nceuds (cell-vertex).

La solution de I’équation requis l'inversion de I'opérateur implicite c.a.d. I'inversion d’une
trés large matrice, cette inversion est fait soit par des méthodes directes (Gauss élimination)
qui demande une grande mémoire pour le calcul, soit par des méthodes itératives.
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4.3 Conditions aux limites :

N’importe quelle simulation numérique ne peut considérer qu’une partie du domaine
physique réel. La troncation du domaine conduit a des frontiéres artificielles ou on doit
décrire les valeurs de certaines quantités physiques. Le traitement numérique des frontiere
demande une attention particuliére car une implémentation inconvenable peut donner des
résultats loin de la réalité ou influe négativement sur la stabilité et la convergence de la
solution.

Les types de frontiéres suivant sont en général rencontrés dans la résolution numérique
des écoulements :

e mur solide.

e domaine a l'infini

e entrée/sortie écoulement.
* symétrie.

* discontinuité

e frontiére périodique.

¢ interface.

Le traitement numérique des frontiéres précédentes est détaillé par la suite.

4.3.1 Condition paroi solide :

Fluide non visqueux :

Dans le cas d’un fluide non visqueux, le fluide glisse sur la surface et puisqu’il n’y a pas des
forces de frottement la vitesse doit étre tangente a la surface, ceci est équivalent au fait qu’il
n’y a pas d’écoulement perpendiculaire a la surface :

v.1=0.

Ou n dénote le vecteur normal de la surface. Alors la vitesse est nulle a la paroi. Par
conséquent le vecteur du flux convectif est réduit a :

[ 0]
(FC)W =|n, pw|

]
0

Avec p,, est la pression a la paroi. Cette derniére est extrapolée selon le schéma choisi a

partir des pressions situées juste au dessus de la paroi.
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Fluide visqueux :

Pour un fluide visqueux passant sur une paroi, la vitesse relative entre la surface et le fluide
est nulle a la surface. On parle alors de la condition de non glissement. Alors pour une paroi
stationnaire les composantes de la vitesse deviennent :

u=v=w=0.
Comme conséquences normales de la condition de non glissement on a :

* on n’a pas besoin de résoudre I’équation de conservation du moment a la surface
de la paroi.

e le flux convectif est donné par la formule précédente, et la pression est obtenue
par la méme méthode que celle d’un fluide non visqueux.

4.3.2 Domaine loin (infini) :

La simulation numérique des écoulements externes des profiles, ailes, voiture et autre
configurations doit étre faite dans un domaine limité. Pour cette raison un domaine loin
artificiel devient nécessaire

Concept des variables caractéristiques :

Selon le signe des valeurs propres du Jacobéen du flux convectif, I'information est
transportée de I'extérieur a l'intérieur du domaine de calcul a travers les variables
caractéristiques. Par exemple dans le cas supersonique il y' a quatre caractéristiques
entrantes et une sortante. La situation inverse est pour le subsonique. Selon le théoréme de
Kreiss en 1D, le nombre de conditions a imposer de |'extérieur de la frontiére soit étre égale
au nombre des caractéristiques entrantes. Le reste des conditions est déterminé de la

solution du domaine intérieur.

Cette approche est basée sur les caractéristiques a partir des équations d’Euler en 1D
normales a la frontiere.

Les deux cas basiques sont illustrés dans la figure suivante. L’écoulement peut étre soit
entrant soit sortant du domaine, donc selon le nombre de Mach, quatre types du domaine a
I'infini doivent étre traité :

e entrée écoulement supersonique.
e sortie écoulement supersonique.
e entrée écoulement subsonique.

e sortie écoulement subsonique.
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Figure 4.1 Domaine loin
4.3.2.1 écoulement supersonique entrant:

Pour un écoulement supersonique toutes les valeurs propres ont le méme signe, donc
I’écoulement est entant au domaine de calcule, la variable conservative a la frontiére est
déterminée par (voir figure précédente) :

Wb = Wa.

Les valeurs de Wb sont spécifiqguement basées sur le nombre de Mach donné M, et les
deux angles de I'écoulement (angles d’attaque).

4.3.2.2 écoulement supersonique sortant:

Dans ce cas, toutes les valeurs propres ont aussi le méme signe. Seulement I'écoulement
quitte le domaine physique et toutes les variables conservatives a la frontiére doivent étre
déterminées a partir de la solution du domaine intérieur :

—_— >

4.3.2.3 écoulement subsonique entrant :

Ici quatre caractéristiques entrent et quittent le domaine physique. Alors, quatre variables
caractéristiques sont prescrites a la base des valeurs I'écoulement libre. Une variable
caractéristique est extrapolée a partir du domaine physique intérieur. Ce qui conduit a :

1
Pp = E{Pa + Pa — pOCO[nx(ua —Ug) + 1y (Vg —vg) + 1 (W, — Wd)]}

Py = pa + (b — Da)/c?
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Up = Ug — nx(pa - pb)/(POCO)
Vp = Vg — ny(pa - pb)/(POCO)
Wp = Wq — nz(pa - pb)/(POCO)

Ou py et ¢y représentent I'état de référence. Elle normalement égale a I'état aux points
de l'intérieur.

4.3.2.4 écoulement subsonique sortant:

Dans le cas des sorties subsoniques, quatre variables caractéristiques (la densité et trois
composantes de la vitesse) doivent étre extrapolées a partir du domaine physique interne.
La cinquiéme variable restante (pression) doit étre spécifiée.

Les variables primitives a la frontiere sont obtenues par :
Py = pa + (Pp = Pad/ch

Up = Ug — N (Pa — Pp)/(PoCo)

Vp = Vg — ny(pd — )/ (PoCo)

wp = Wg — Nz (Pa — Pp)/(Poco)

ol p, est la pression statique préscrite.

4.3.2.5 Modifications pour les corps portant :

Les conditions du domaine infini précédentes assument que la circulation est nulle, ce qui
n’est pas correcte pour un corps portant dans un écoulement sub ou transsonique. Pour
cette raison le domaine a l'infini doit étre trés loin du corps. Mais cette distance est réduite
en incluant un effet de vortex assumé centré sur le corps portant.

Correction en 2D :

. N Iv1— M2 1 ng
Uoo = Ueo 2n d 1 — M2 sin2(6 — a) sl
o 1- M2, 1 .
Voo = Voo 2n d 1 — M2 sin2(6 — a) sl

1
[ =3 llbac,
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a= (= %) + (= yrer)’

X —xref

> oy -1
. (y_lw+(y—l)pw(nvoo||%—||voo||%) =y

4.3.3 Frontiére entrée/sortie :
Plusieurs approches existent pour I'implémentation numérique des conditions d’entrée et
particulierement des sorties (ouvertures) pour les équations de Navier-Stokes .

Conditions d’entrée subsonique :

Une procédure commune consiste a spécifier la pression totale, la température totale, et
deux angles. Une variable caractéristique doit étre interpolée a partir du domaine interne.
On utilise I'invariant de Riemann défini par :
2¢y

y—1

R_ = ﬁdﬁ—

Ou d dénote I'état intérieur du domaine. Cette invariante de Riemann et utilisée pour
déterminer la vitesse absolue ou bien la célérité du son. En pratique, le choix de la célérité
du son conduit a des schémas plus stables, donc :

R (y—1) [(y — Dcos?0 +2]c2 y—1
Cp = 1+ cosé — -
(y — 1)cos?6 + 2 ¥y —1(R)? 2
Vg7
cosl = —————
1Vqll2

‘y—
c§ = ¢4 +T||13d||§,

Les autres quantités sont évaluées avec :
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T /

_Pr
RT,

Tl = /ch(To — Tp),

Conditions de sortie subsonique :

Pp

Dans I'étude des turbomachines, la pression statique est donnée a la sortie. La sortie
subsonique peut étre traitée comme sortie d’écoulement. Seulement la pression p, est
remplacée par la pression statique donnée.

4.3.4 Plan de symétrie :
Si I’écoulement est symétrique par rapport a une ligne ou un plan, la premiére condition qui
doit étre mise est le fait qu’il n’y a par de flux a travers la frontiére. Ceci est équivalent a la
condition de paroi solide pour un écoulement on visqueux. En plus les gradients suivant
doivent étre éliminés :

e Gradient normal de la quantité scalaire.

e Gradient normal de vitesse tangentielle.

e Le gradient le long de la frontiére de vitesse normale.

Et on écrit :

S)

< S
w g
Lan A

1] o
(]

o+
<

~—~
S
+y

—

I

o

4.3.5 Condition de frontiéres périodiques :
Certaines applications pratiques ou I'écoulement est périodique par rapport a une ou
plusieurs directions. Dans un tel cas, il suffit de simuler I'écoulement seulement sur une
partie du domaine qui se répéte. Et I'interaction avec le reste des domaines est garantie par
les conditions des frontieres périodiques.

On distingue entre deux types des frontieres périodiques. Le premier est celui qui englobe
la périodicité en translation c.a.d. les autres frontieres sont générées par une translation des
coordonnées. Le deuxiéme type représente les frontieres a périodicité rotationnelle
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Chapitre 5
Modélisation de Turbulence

Une caractéristique exceptionnelle de I’écoulement turbulent est que les molécules ont un
mouvement chaotique le long des trajectoires complexes et irréguliéres. Ce mouvement
chaotique fort cause une intense mixture des différentes couches dans le fluide. Et a cause
de I'augmentation d’échange de la quantité de mouvement et d’énergie entre les molécules
et les parois solides, les écoulements turbulents conduisent a des fortes frictions et
échanges de chaleur.

Quoique la fluctuation chaotique des variables d’écoulement soit d’une nature déterministe,
la simulation des écoulements turbulents représente toujours un probleme. Malgré les
performances des supercalculateurs modernes, la simulation directe de la turbulence avec
les équations de Navier-Stokes (connue par DNS :Direct Numerical Simulation) est applicable
seulement aux écoulement simples a des bas nombre de Reynolds. La contrainte principale
dans la DNS est le fait que le nombre de mailles nécessaire pour satisfaire la résolution

9/% est le temps de calcul est de 'ordre Re3. C’est pour cette

spatiale est de l'ordre de Re
raison qu’on est forcé a quantifier I'effet de turbulence dans une maniére approximative. A
cette fin, une grande variété des modeles de turbulence sont développés et les recherches

sont toujours en cours. Il y a cinq classes principales des modeles de turbulence :

e Algébrique,

* A une équation,

* A multiples équations,

* Fermeture du second ordre (Reynolds stress models),

e Simulation a grandes échelles (Large Eddy Simulation LES).
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Figure 5.1 : Modélisation de turbulence.

Il faut noter gu’il n'y a pas un modeéle capable de prédire d’une maniere sir tout genres
d’écoulement. Chaque modele a ses avantages et ses inconvénients donc chaque modele est
approprié a un type d’écoulement.

5.1 Modélisation statistique de la turbulence :

Les écoulements turbulents en présence de paroi sont tres courants dans les applications
industrielles, aéronautiques et spatiales. Ces écoulements interviennent en aérodynamique
interne, dans le cas, par exemple, des chambres de combustion, tuyéres ou turbines. En
aérodynamique externe, on peut citer I'exemple des arriere-corps ou bien des écoulements
sur le fuselage ou sur la nacelle d’un avion.

La connaissance précise des phénomenes physiques dynamiques et thermiques intervenant
a l'intérieur ou autour d’un élément donné, est nécessaire a lindustrie qui souhaite
concevoir ou dimensionner cet élément. Par ailleurs, la précision des champs de vitesse, de
pression et de température doit, non seulement, étre fiable, mais aussi générer un cout
moindre. Un moyen d’y parvenir est d’essayer de reproduire numériquement la
configuration et les conditions dans lesquelles évolue I'’élément en question.

L'approche numérique la plus communément employée dans l'industrie reste la résolution
des équations de Navier-Stokes moyennées (ou RANS pour Reynolds-Averaged Navier-
Stokes). Le passage a la moyenne des équations de Navier-Stokes fait apparaitre des termes
inconnus, qu’il convient de modéliser. Il s’agit, pour la dynamique, des tensions de Reynolds
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et, pour la thermique, des flux de chaleur turbulents. Le passage a la moyenne de ces
équations occasionne, par conséquent, une perte d’informations et rend, par la méme, la
méthode moins précise que la DNS ou la LES. Cependant, son intérét repose sur la possibilité
de traiter des configurations industrielles d’'une maniere simple et rapide. Toute I'approche
RANS réside dans la représentation de ces deux corrélations par le biais de modeéles de
turbulence, qui different généralement par leur degré de complexité.

5.1.1 Equations du mouvement moyen :

En suivant l'approche statistique de fermeture en un point, on peut décomposer le
mouvement instantané en une partie moyenne et une partie fluctuante. Cette
décomposition, introduite au niveau des variables d’écoulement avant résolution, s’effectue
selon le formalisme de Favre. Ainsi, on utilise une moyenne, pondérée par la masse qS,
obtenue en effectuant le rapport p¢/p. Cette moyenne est ensuite appliquée a toutes les
variables excepté la masse volumique et la pression. En un point M, on définit la moyenne
temporelle d’'une grandeur ¢ par :

t+T
¢(M,t) = lim ¢pt(M, t)dt

T—ooo Yt

Remarquons qu’il s’agit en fait d’'une moyenne effectuée sur un intervalle de temps grand
comparé aux échelles turbulentes. On obtient pour la moyenne au sens de Favre :

T _ T o7 7=_p'
p=¢—-¢ avec ¢ 5

Et en posant alors¢p = ¢ — F, on arrive facilement aux égalités suivantes :
pp" =0, ¢"=0 etpp”=—p'¢”

Sous cette forme, on voit clairement que la moyenne de Favre permet d’occulter les
corrélations faisant intervenir les fluctuations de masse volumique. Cette particularité
permet d’ailleurs au formalisme de Favre de garder la forme conservative des équations
instantanées. On obtient ainsi successivement pour la continuité et la quantité de
mouvement :

0
P a—pU,=0

Q.)lQ)

d d 6
3 ox) (pU U + pul'u! u' + pSU) =—0,
Xj
Quant a I'équation d’énergie, il V|ent en introduisant I enthalpie massique h = ¢, T:

—pU, +—
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6

9 Lt 4

[U (pEt + p) + pu”h 5 >

pu”u,’(’u,’(’ =o,U,—q,=0
La définition de I’énergie totale étant au passage modifiée selon :

T 1~~ 1 II [
Et: EU U E uk

i

oU par définition, k ——ukuk représente I'énergie cinétique de turbulence par unité de

TR

masse. A ce stade, méme en négligeant la corrélation d’ordre trois w;"u; u; des hypotheses
restent nécessaires afin de modéliser les corrélations —ﬁukuk et — pu]”h” qui sont
apparues dans les équations précédentes; les premieres constituant les contraintes de
Reynolds (flux turbulent de quantité de mouvement) et les secondes étant assimilées a des
flux turbulents de chaleur.

5.1.2 Modélisation des flux turbulents :

La modélisation de ces termes inconnus constitue I'étape de fermeture dans I'approche
statique qui a été adopté. Cette modélisation, lorsqu’elle s’effectue a partir du concept de
viscosité tourbillonnaire de Boussinesq, repose de maniere générale sur une hypothese de
transport par gradient du type :

prdd

040X,

_pu11¢" —
2

En généralisant cette hypothése a des écoulements ou la divergence de vitesse n’est pas
nulle, la relation tensorielle pour les contraintes de Reynolds devient :
S Gl +ai7 2 ou;\ 2
— u u —_— — b —
puyy’ = pr ax, | ox; 3 Yox,
Dans cette relation, le terme sphérique E(Si]-pk assure la cohérence physique de I'égalité

tensorielle, il est assimilé a une pression turbulente due aux mouvements d’agitation. Le
coefficient u; est la viscosité turbulente, représentative de I'activité tourbillonnaire.

Par suite, en supposant que les mécanismes de transfert turbulent de quantité de
mouvement et de chaleur sont reliés, pour le flux de chaleur turbulent, a I'égalité :

Hr oh pr 08

PrT axl Vﬁa_xl

Ou Pr.est le nombre de Prandtl turbulent fixé a 0.9.

p Ilh” —

5.2 Fermetures du premier ordre :

Les fermetures du premier ordre représentent la facon la plus simple pour approximer les
équations de Navier-Stokes moyennées. Elles sont basées sur le modele de Boussinesq
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discuté au paravent. Par conséquent, la tache de chaque modele de turbulence est de
calculer la viscosité turbulente p;.

Parmi une large variété des modeles du premier ordre, on a sélectionné trois approches
les plus utilisées et qui représentent I'état d’art actuel. Ces trois modéles peuvent étre
implémentés facilement. D’abord on va discuter le modeéle a une équation de Spalart &
Allmaras. Aprés on va discuter le fameux modele a deux équations le modele(k — ¢).
Finalement, on discutera le modeéle (K — w SST) proposé par Menter.

En ce qui suit, la densité et composantes de la vitesse sont moyennées (Reynolds/Favre) et
la notation correspondante est omise.

5.2.1 Modéle a une équation de Spalart-Allmaras :

Ce modele utilise une équation de transport pour la viscositév. Il a été développé a partir
des résultats empiriques, I'analyse dimensionnelle et I'invariance Galiléenne. Le modele de
Spalart-Allmaras donne une bonne précision pour les écoulements turbulents avec gradient
de pression adverse. Ce modele a des caractéristiques numérique favorables. Il est « local »
cela veut dire que I'équation en un point ne dépond pas de la solution aux autres points. Il
est aussi robuste, converge rapidement et requis une résolution modéré aux régions proches
paroi.

Forme différentielle :
Le modele de Spalart-Allmaras peut s’écrire en notation tensorielle comme suit :

v 4,
Er a_xj(wf)

RN (. PR ) PN L
b ftZ v g ax] VL v ax] bzax]'ax]'
2

Cbl v 112

—|Cotrfo — = fr2 Pl + fullAv|[3.
K

Les termes de la partie droite représentent: la production de la viscosité turbulente,

diffusion conservative, la destruction de la turbulence, amortissement de la production, et la

source de turbulence. En outre, v; = ;/p dénote la viscosité cinématique laminaire et d est

la distance de la paroi la plus proche. La viscosité turbulente est obtenue par :

Ur = fp1pV

Le terme de production est évalué avec cette formule :

- vV
S =fpS+ vaz:
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_ (1 +va1)(1 - fvz)

fs = ax(rooony 0 X7

= | =

Dans cette équation : S est le taux de rotation :

S = 120;Q

ijseij o

1 avi av]
‘Ql'j = =\
2 ax] axi
1 avi 817]
Sij ==|=—+=—
2 ax] Oxi
Les termes qui contrélent la destruction de la viscosité turbulente sont donnés par :

p <1+Cg3>1/6
=g\———
¢ 9°+C3,

Ou ();; est donnée par :

v
— 6 _ -
g=1r+Cu°—1), r = So2g2

Les fonctions utilisées pour la modélisation de la transition laminaire-turbulent sont données
par :
2
=C —C &(dz + ZdZ)
fe1 = Cragcexp ZINIE gt i )
fiz = Czexp(=Cea x*) ,  g¢ = min[0.1, [|AD|l,/(w Ax,)]

OU w; représente la vorticité a la paroi, ||A¥]|,dénote la différence de vitesses entre la paroi
et le point de calcul, Ax; et 'espacement par rapport a la paroi.
Finalement, les différentes constantes sont définies par :

2
Co1 = 01355, Cpp=0622, Cu=71, Cp=5, o=73,
K = 0.41 , C(ul == Cbl/Kz

Cw2=0.3, Cw3=2, Ct1=1’ Ct2=2’
Ct3 =1.3 ) Ct4 = 0.5.

Conditions aux limites et valeurs initiales :

La valeur initiale de ¥ est habituellement pris v = 0.1v;. la méme valeur est spécifiée pour
les conditions limites type entrée. Aux sorties, V est simplement extrapolée a partir du
domaine intérieur. Aux parois solides, il est approprié de mettre vV = 0 donc y; = 0.
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5.2.2 Le modele a deux équations K — € :

C’est le modele le plus utilisé, il est basé sur la résolution des équations de I'énergie
cinétique turbulente et du taux de dissipation de la turbulence. Les origines de ce modele
remonte aux années 1970, et depuis, plusieurs formulations ont été proposées. La plus
importante contribution était celle de Jones et Launder [13], Launder et Sharma et Launder
et Spalding.

Le modele K — & requis I'addition d’un terme d’amortissement pour rester valide proche des

parois. Le but de I'amortissement est d’assurer une limitation correct de K et € aux parois :
. e 2v 0
et —~— pour y—

Ou y représente la coordonnée normale a la paroi

K~y?

Les modeles K — € avec fonctions d’amortissement sont aussi connues par modeles bas
Reynolds.les formulations les plus utilisées des fonctions d’amortissement ont été proposées
par Jones et Launder, Launder et Sharma, Lam et Bremhorst, et Chien.

Le modele K — € est plus difficile a résoudre numériqguement que le modele de Spalart-
Allmaras particulierement les fonctions d’amortissement qui conduisent a des termes source
ce qui nécessite une grande résolution aux parois, et requis des schémas implicites pour la
résolution.

Forme différentielle :

Aux bas Reynolds le modele K — ¢ est donné par :

dpK @ 9 ur\ 0K,
ot 0x; (pv;K) 0x; I(ML * O'K) 0x; l T Tiyouy T PE
dpe* 0 . d pr\ 0&* & ()2
Fral a—xj(PUjE )= o [(ML + a—£> a_le + Ce1far ?Tfjsij — Ceofe2 i Pe

Les termes de la partie droite représentent respectivement la diffusion convective, la
production et la dissipation de la viscosité. En outre, ¢ dénote le terme explicite de la paroi.

2
Hr = Cufup;-

L'énergie turbulente est aussi utilisée pour évaluer la viscosité turbulente. La quantité € est
reliée au taux de dissipation par la relation :

E=¢g,+&".
Le terme ¢, est la valeur du taux de dissipation a la paroi.

Les constantes, la fonction d’amortissement et le terme paroi qu’on a donné dans ce modele
sont ceux du modele de Launder-Sharma [10], ils sont donnés par :
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C, =009, Cy=144, Cy=192,

ok =10, 0,=13, Pr,=09.

_ < 3.4 )
fu = eXP\~ ¥ 0,02 Rep)?

f£1:1

fez =1 —0.3 exp(Re?2)

Avec: Rer = pK?/(e*u,) estle nombre de Reynolds turbulent.

Finalement, le terme paroi ¢, et la valeur de ¢, sont définis par :

2 2
b, =2 a2 0%, et € =2ﬂ —aﬁ
s = SHT p \0x;0xy “ p \ 0y

Conditions aux limites et valeurs initiales :
La condition initiale pour I'énergie cinétique turbulente est spécifiée en fonction de
I'intensité de turbulence de I'’écoulement non perturbé comme suit :

Ko = 1.5(T;Uy)?
OuT; = 0.0001 a 10% de la vitesse moyenne. La viscosité turbulente est spécifiée comme :
Hreo = (0.1 > 100) e

pcy K2
Alors : g, = —2—=
UT oo

Les conditions limites sont :

e Aux frontiéres entrantes, e = &, et k = k.
* Aux parois solides, k = 0,y = 0,ete = ¢, = 0.
e Aux frontieres sortantes, on utilise I'extrapolation.

5.2.3 Le modeéele SST de Menter :

Le modele SST (Shear Stress Transport) de Menter fusionne le modele K — w de Wilcox avec
un modele K — € haut nombre de Reynolds, donc il combine les avantages des deux
modeles. Alors, I'approche K — w est utilisée pour la sous couche de la couche limite, parce
gue ce modele ne nécessite pas un terme d’amortissement, en plus le modéle K — w est
utilisé dans une partie logarithmique de la couche limite ou il est supérieur a I'approche
K — ¢ dans le cas d’un gradient de pression adverse avec un fluide compressible [15].
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Un remarquable désavantage du modele SST est le fait que la distance a la paroi la plus
proche doit étre connue ce qui demande plus d’effort pour la calculer surtout dans le cas
d’un maillage non structuré.

Forme différentielle :
L’équation de transport pour I'énergie cinétique turbulente et la dissipation spécifique de la
turbulence sont données par :

8pK+6( K)_a(+ )aK+FS *pwK
dpw 0
S +a—xj(Pij)

PO,z 0K dw

dw Co,p
a—l +—=1f;S;; — Bpw? +2(1 - f1)
' T

d

J
Les termes a droite dans cette équation représentent respectivement la diffusion
conservative, la production de la viscosité turbulente et la dissipation. En outre, le dernier
terme dans I"’équation en w décrit la diffusion croisée.

La viscosité turbulente est obtenue a partir de :
a,pK

Hr = max(a,w, follcurl 9||,)"

La définition de la viscosité turbulente garantie que lorsqu’il y a un gradient de pression dans
la couche limite ou la production de k est plus grande que sa dissipation w, la supposition de
Bradshaw (les contraintes de cisaillement proportionnelles a I'énergie cinétique turbulente)
est satisfaite.

La fonction f; qui mélange les coefficients du modele k — w dans la couche limite avec le
modele K — &€ transformé dans les zones d’écoulement libre, est définie par :

fi = tanh(argy)

o VK 500\ 4po,,K
AL = MMAX009wd © pwd? ) ' CDyyyd?

Ou d est la distance de la paroi la plus proche, et CDg,, est la partie positive de la diffusion
croisée :

La fonction auxiliaire f, est donnée par :
f> = tanh(arg3
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2VK soouL>

gz = max (0.09wd " pwd?

Les constants du modele sont :
a; = 0.31, B* =0.09, k=041.

Finalement, les coefficients du modele SST S, C,,, 0k, et o, sont obtenus en mélangeant
les coefficients du modéle K — w, dénoté par ¢,, avec ceux du modele K — ¢ (¢,) comme
suit :

¢=fd+A - f)o, .

Les coefficients du modele K — w sont (écoulement proche de la paroi) :
Okg1 = 0.85 , Ow1 = 0.5 , 181 = 0.075 ,

c _ﬁ_O'leZ
B B

Les coefficients du modele K — € (écoulement loin de paroi) :

= 0.533.

Ogy = 1.0 , Ow2 = 0856, ﬁz = 00828,

_ B O,2kc?

Ca)Z .
RN

= 0.440.

Conditions aux limites :
Les conditions aux limites pour I’énergie cinétique turbulente et la dissipation spécifique aux
parois solides sont :

64

pP1(d;)?
Ou d; étant la distance du premier nceud (cell centred) de la paroi. On note que le maillage

K=0et w=10

doit étre raffiné aux parois de sorte que y* < 3.
Pour les entrées, les valeurs de I’écoulement libre sont recommandées

T (1o o
7 HT My P

(UOO=C1

Avec L la longueur du domainedecalcul, 1 < (C; <10 et 2<(C, <5.

Les valeurs de K et w sont extrapolées a partir du domaine interne dans le cas des
frontieres sortantes.
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Chapitre 6
Realisation du solveur CFGH

6.1 Choix :

Pour un bon départ on doit fixer nos objectifs, les moyens pour y arriver et comment vy
atteindre. Surtout les moyens et le comment qui sont a la base de ce travail, et c’est selon
eux qu’on donne un pré jugement sur la qualité du travail, et ce n’est qu’a la fin
gu’interviennent les objectifs ou les résultats pour finaliser le jugement et I"évaluation du
travail.

Alors, en ce qui concerne les objectifs, on vise a résoudre les équations moyennées de
Navier Stokes avec le modéle de turbulence k — € celui de Launder & Sharma. Pourquoi un
tel modele ? La réponse est qu’il est plus répondu ainsi il a fait ses preuves, c’est se qu’on dit
de lui! Mais pour nous ? Nous n’avons ni les connaissances nécessaires ni surtout pas
I’expérience pour argumenter le choix de ce modele, mais comme méme ce n’est pas grave.

Pour les moyens, on a opté pour un maillage non structuré pour qu’on puisse traiter les
géométries complexes, pour avoir des raffinements locaux et surtout pour bénéficier de la
nature anisotrope qu’il nous offert. Mais la rancon a payer est trés chere ; une discrétisation
complexe et une implémentation tres difficile.
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Pour la discrétisation on a choisi la méthode dite  flux difference splitting le schéma celui
de Roe qui consiste a résoudre un probléeme de Riemann en chaque face du volume de
controle. Cette méthode est bonne car elle prend en compte la direction des ondes (ou
informations) et I'onde elle-méme. Cette méthode est précise dans le calcul des couches
limites et donne une bonne résolution aux chocs.

Et maintenant le comment. Pour le maillage c’est la méthode de Delaunay pour la
génération du maillage, et toujours Delaunay combinée avec la méthode de Ruppert et
Chew pour le raffinement.

En ce qui concerne les calculs, le comment est le schéma centré c.a.d. I'information est
stockée au centre de la cellule et les flux aux faces sont calculés avec les valeurs moyennes.
Cette méthode est relativement simple et surtout réduit la taille du stockage si comparée a
d’autres méthodologies.

Une chose importante et essentielle qu’on doit noter est le langage de programmation
utilisé. Pour nous c’est le Delphi (ou Pascal), c’est un langage qui en dehors de sa simplicité
et sa structure, nous permet de mieux exploiter la machine de calcul au sens calcul, mémoire
et interface. Ce langage nous a permet de bénéficier de I'approche de la programmation
dynamique et la programmation orienté objet.

On note aussi que notre programme de calcul est dans sa totalité un programme
dynamique.

Les différentes méthodes de calcul ont été expliquées aux chapitres précédents et ce qui suit
vient de les compléter.

6.2 Maillage :

La triangulation de Delaunay est une technique de génération de maillages convenables
pour l'interpolation, la méthode des éléments finis, et la méthode des volumes finis. Le
probleme est de trouver une triangulation qui couvre un domaine spécifié et contient
seulement des triangles qui satisfassent certaines normes ou qualités requises (aucun angle
ne doit étre trop large ou trop petit, et aucun triangle ne doit étre plus petit ou plus large
que désiré).

6.2.1 Triangulation de Delaunay :
La triangulation de Delaunay est une structure géométrique qui a eu une grande popularité
dans le domaine de génération de maillage.
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En 2D une triangulation d’'un ensemble V de vertex est un ensemble " de triangles dont
I'union des vertex forme I'ensemble V, et leurs intérieurs ne se chevauchent pas et leur
union couvre le domaine convexe formé par V.

La triangulation de Delaunay D de V, introduite par Delaunay en 1934, est le graphe défini
comme suit : un cercle dans le plan est dit vide s’il ne contient aucun vertex de V. Soit u et v
deux vertx de V ; le segment uv est dans D si seulement s’il existe un cercle vide qui passe
par u et v. Un segment qui satisfait cette propriété est qualifié Delaunay.

La triangulation de Delaunay d’un ensemble de vertex est toujours unique, et il n’est pas
évident qu’un ensemble de segments de Delaunay forment une triangulation. A partir de la
définition précédente, la triangulation de Delaunay est garantie d’étre triangulation
seulement si les vertex de V sont en position générale, cela veut dire qu’il n’y pas quatre
vertex de V qui se trouvent sur le méme cercle.

La méme définition peut étre vue d’une autre maniére, considérons un ensemble de points
dans le plan, trois points forment un triangle de Delaunay si le cercle circonscrit de ses trois
points ne contient aucun autre point. Cette définition produit une triangulation unique
toujours en assumant qu’il n’y a pas quatre points qui se trouvent sur le méme cercle.

6.2.2Triangulation de Delaunay initiale :

Pour construire une triangulation de Delaunay, il existe plusieurs algorithmes, les plus
simples sont ceux basés sur l'insertion progressive. Cette technique procéde par maintenir
une triangulation de Delaunay a chaque insertion et les points sont insérés I'un apres |'autre.
Dans notre travail on a utilisé la méme procédure pour générer la triangulation initiale, et
voici par la suite les étapes suivies en détail [5]:

1- a. Trois points sont ajoutés pour former un grand triangle qui contient tout les N
points a trianguler. Les coordonnées de ses points sont ajoutées arbitrairement, mais
ils ne doivent pas étre trop proches aux N points.

b- créer une liste de triangles T, ou le grand triangle est listé en premier.

2- Introduire le premier point (a partir de la liste des N points) dans le grand triangle et
générer trois en connectant les trois vertex du grand triangle a ce point. Au méme
temps on supprime le grand triangle de la liste " et on ajoute les trois nouveaux
triangles a cette liste. Les triangles sont toujours définis par leurs vertex dans le sens
antihoraire.

3- Maintenant, le prochain point p est introduit pour la triangulation. En premier lieu,
on localise un triangle existant (triangle x ) qui contient le point p, et par la suite
trois nouveaux triangles sont formés en connectant le point p avec les vertex du
triangle, Figure 6.1.



Projet fin d’étude | 56

Réalisation du solveur CFGH

Figure 6.1

Maintenant le triangle original x est supprimé de la liste T et les trois nouveaux sont
ajoutés. Le gain est donc 2 triangles. Pour accomplir cette étape il faut trouver une
procédure pour rechercher le triangle x . La recherche commence du dernier triangle
dans la liste jusqu’au premier, et le point p est dans le triangle x si et seulement s’il
se trouve a la gauche de chacun des trois arrétes du triangle x . Par exemple

considérons un vecteur position d de [ au point a et un vecteur position b de | au
point m comme le montre le figure 6.2 :

& 9 i 8 h T

. ' o0

10 6

0

K ® o of
11 3
m o [

N o) [ ]
12 ™™ N
—— oo @

a 1 b 2 ¢ 3 d

Figure 6.2

Si le produit mixte de d et b est négatif alors le point m se trouve a gauche du
vecteur a . Et c’est la méme démarche pour les autres points du triangle x.

L'algorithme d’échange (swap en anglais) est maintenant utilisé pour mettre a jour la
triangulation actuelle en une triangulation de Delaunay conforme. Tous les triangles
qui sont adjacents aux triangles englobant le point p sont placés dans une liste LIFO
S (Last In First Out stack) (la pile contient initialement trois triangles, 2, 3, et 4. voir
figure 6.3). Chaque triangle est vérifié si le point p est inclus dans son cercle
circonscrit. Si c’est le cas, le triangle contenant p comme vertex et le triangle
adjacent du coté convexe du quadrilatéral ayant sa diagonale dans la direction



Projet fin d’étude | 57
Réalisation du solveur CFGH

opposée doivent étre remplacés par cette diagonale pour conserver la structure de la
triangulation de Delaunay.

Une fois I'’échange est terminé, les triangles qui sont opposés au point p sont
ajoutés a la pile S. Par la suite le prochain triangle est dépilé et le processus est
répété jusqu’a ce que la pile devienne vide.

Figure 6.3-b

Figure 6.3-¢

A ce point, un schéma est introduit pour déterminer si le point p est localisé dans le cercle
circonscrit d’un triangle. A partir de la figure 5.4 le schéma décline que si @ + 8 > m alors le
point p est localisé dans le cercle circonscrit du triangle abc et depuis une opération
d’échange est nécessaire. La déclaration suivante est équivalente :

sin(e +B) <0
sin(e¢ + ) =sinacosfB +cosasinff <0

Ce qui peut s’écrire :

(xacxbc + Yac:VDc)(xbpyap - xap)’bp) < (:Vacxbc - xac}’bc)(xbpxap + yap)’bp)
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Figure 6.4

Avec: Xmn =Xp —Xm €t Ynm = Yn — Ym -

5- Apres, un nouveau point est introduit dans la triangulation. Alors les étapes 3 et 4
sont répétées. Le processus continue jusqu’a ce que les N points soient consommés.

6- Finalement, tous les triangles qui contiennent un ou plusieurs vertex du premier
grand triangle sont supprimés.

6.2.3 Raffinement de Delaunay :

L'idée de base de I'algorithme est de maintenir une triangulation de Delaunay et lui faire
des améliorations locales afin d’enlever les triangles maigres, chaque amélioration nécessite
I’'ajout d’'un nouveaux vertex a la triangulation et une retriangulation. Pour choisir la bonne
position pour le nouveau vertex on utilise la regle suivante [7]:

Si un triangle T = abc ayant un angle zZbac = 6 et p est le centre du cercle circonscrit de
T alors I'angle zbpa = 26

Le centre du cercle circonscrit d’un triangle est le centre du cercle unique qui passe par les
trois vertex du triangle c’est la ol on va généralement ajouter les vertex, et dans certain cas
on les place sur les segments d’entrée.

Les arrétes d’entrée PSLG (Planar Straight Line Graphe) seront référés comme segments
pour les distinguer des celles de la triangulation de Delaunay. Aussi, un vertex est un vertex
de I'entrée de la triangulation de Delaunay tandis que un point est n’importe qu’elle point du
plan. Durant 'algorithme, on maintient un ensemble V de vertex (initialisé par les vertex
d’entrée) et un ensemble S de segments (initialement ceux de I'entrée). Les vertex sont
ajoutés a triangulation de Delaunay DT (V) pour deux raisons : pour améliorer la forme des
triangles et assurer que tout les segments d’entrée sont présents dans DT (V) (comme
I"'union d’un ou de plusieurs arrétes de Delaunay).
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Les deux opérations de base sont la division d’un segment en ajoutant un vertex dans sont
milieu, et la division d’un triangle avec un vertex dans le centre de son cercle circonscrit.
Dans chaque cas le nouveau vertex est ajouté a I’'ensemble V.

Pour un segment s, le cercle ayant s comme diameétre est noté par le cercle diamétral, et
on va dire qu’un vertex encoche un segment s s’il se trouve dans son cercle diamétral.

Chaque triangle ayant un angle inférieur a un angle a donné est dit maigre. Et chaque
triangle non maigre mais ayant un rayon supérieur a R donnée est dit /arge.

Un triangle de mauvaise qualité (maigres ou larges) sera divisé sauf si son centres encoche
un segment, dans tel cas, on procéde a diviser le segment encoché au lieu de diviser ce
triangle.

Voici I'algorithme en détail avec les deux opérations de base :

Subroutine Diviser_triangle (triangle t)
Ajouter centredetaV.
Mettre a jour DT (V).
Subroutine Diviser_seg(segment s)
Ajouter le milieude s a V.
Mettre a jour DT (V).
Enlever s de S et lui remplacer par ses moitiés s1 e s2
Algorithme Raffinement_Delaunay
Entrée :PSLG X
Angle «
Rayon R
Début :
Ajouter un grand carré contenant tout les vertex a X
Soit la liste des segments S=segments de X
Soit la liste des vertex V=vertex de X
Calculer la triangulation initiale de Delaunay DT (V)
Répéter :
Si n’'importe quel segment s est encoché alors : Diviser_seg(s)
Soit t un triangle maigre ou large ;
Soitp le centrede t;
Si p encoche n’importe quel segment sy, S5, .... Si alors :
Pour i =1 a k faire
Diviser_seg(si).
Sinon :
Diviser_tri(t).

Fin si.
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Jusqu’a aucun segment n’est encoché et aucun angle < a.
Sortie triangulation de Delaunay DT (V)
Fin

6.3 Equations et discrétisation :
Pour un écoulement 2D, compressible et visqueux en I'absence des forces de pesanteur, le
systeme d’équations moyennées avec un modeéle de turbulence k — € de Launder et Sharma
[10] a résoudre s’écrit :
a_p 4 apu;
ot Oxl-
dpu; Odpuu; AJP 0Ty
p l + p [y ] + . — L]
ot ax] Oxl- Bx]
dpe N d(pe + Plu; _O0qq N 0(tiju;)
ot axi axi ax]
dpk  Opku; 0 {[,uT ] ok
ot | ox;  ox PP
dpe N apeul d { Ur
dt dx; axl
L’énergie totale par unité de masse est :

=0

}-I—Pk Dy + Ly

]a}+P D + L,
B

T

y(r—1)
Les composantes du tenseur des contraintes sont donnée par :

= G+ ) aul auj 25 ou,| 2 L5
=Wy ™ Ur axl 3 ijaxk 3P ij

Le flux total de la chaleur est :

1
e = += uul+k

YR (p  pr\ 0T
9 =—"—\p>to )73
y —1\Pr;, Pry/ 0x;

Avec les nombres de Prandtl laminaire et turbulent :Pr;, = 0.72 et Pry = 0.9.
Les termes reliés au modeéle de turbulence de Launder & Sharma sont comme suit :
La production de I'énergie turbulente :

p aul-
k= Tij 3
ax]'
La dissipation de la turbulence :
D, = pe
La production de € :
P.=C,q kPk

La dissipation de € :
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2
D, = CezerP?
Avec: f., =1 — 0.3 exp (—Re?2)

Les termes bas Reynolds sont donnés par :

aﬁ)z

n

ppur (0% :
Le=2
p \0x;0x;

La viscosité turbulente selon le modeéle de Launder & Sharma est donnée par[10] :
k2
Ur = Cufup?

La viscosité laminaire est obtenue donc notre cas par la loi de Sutherland :

110,4
’ T (1*t27315

=1.71110"° '
e 273,15\ 1+ 110,4/T

Le reste des constantes est :
oe=1, 0. =13, C.q=144, C.,=192

Et maintenant écrites dans une forme intégrale les équations de Navier Stokes deviennent :

o OF(U)  0GW) _0R(W) , 9G,(U)

ot 0x dy 0x dy 5
0
p pu pv Txx
/ pu\ pu? + P puv \ +‘L'xy
v puv pu?+P TxxU + TyV — Qx
U= f)e = (pe + P)u ’GZI(pe+P)vi’ k= HUr ok |’
pk pku k pkv / (a_k * ML) ax
pe pEU PEV Ur de
(z =
0
Txy 0
+Tyy / 0 \
Ty T TyyV — Qqy | 0 |
G, = (:u_T a )a_k , §S= k 0 |
o, | “)ox Py — Dy + Lk/
Ur de Fe = De + Le
(z +i) 5

Note : I'indice de la moyenne a été omis pour simplifier I’écriture.
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6.3.1 Discrétisation du flux non visqueux par la méthode de Roe :
La méthode de Roe appartient a la classe des schémas basés sur les caractéristiques qui sont
développés a partir de I'idée de Godunov. La robustesse de ces schémas est due a
I'informations physiques incarnées dans le probleme de Riemann. En premier lieu, on va
commencer par une bréve description du probléeme du Riemann puis on entamera le solveur
approximatif du Roe et son extension en plusieurs dimensions.
Un probleme de Riemann survient lorsque initialement on a les deux états semi-finies
prescrites par :

{W =W, pourx<o0

W =Wy pourx>0.
La solution des équations d’Euler pour ce probléme consiste dans trois ondes séparant les
états W, W', Wy et Wg. L'onde interne est une discontinuité de contact séparant les
densités des différents états, tandis que les deux autres ondes peuvent étre des ondes de
choc ou des ondes d’expansion.

discontinuité de

onde acoustique contact Dndedacc_rustique
gauche / roite
WL

Figure 6.5

solution du prbléme de Riemann

. N . . X .
La solution du probleme de Riemann est constante le long des Ilgnes? = constante. si on

considere une formulation volumes finis aves des états constants par morceaux, aucun
moyennage n’est requis pour trouver le flux moyen a l'interface entre les deux cellules au
cours d’un pas de temps. Le flux moyen dépend simplement de quelle des régions (L, L*, R*
ou R) I'axe de temps se trouve. On doit noter que ce raisonnement assume que les ondes
émanant des deux interfaces voisines ne croisent pas |'interface considéré durant la course
du pas de temps, ceci est la restriction du nombre de Courant.

La méthode de Roe ne change pas en ajoutant les équations additionnelles de k et €. Cette
contribution est évaluée comme suit [3]:
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3
f (de—de)zZT‘lHAs
Vi k=1

Ou la matrice de rotation est donnée par :

As 0 0 0 0 0
0 Ay Ax 0 0 0
0 —Ax Ay 0 0 0

_1:
T—As 000 As 0 O

0 0 O 0 As O
0 0 O 0 0 As
La sommation est effectuée sur les trois faces du volume de controle avec le vecteur flux

suivant :
pu
pﬁa As As
H = _ _ ou: _  Ax Ay
peu + Pu P=u—+v—=
pkil As As
PEU

Maintenant le flux H a travers une face k est approximé par Roe par la relation :
1 i~ A
H= E(Hl + H, + S|A|S7AR)

Ou les termes H; et H,. dénotent les valeurs des flux gauche et droite calculés par la
reconstruction des variables de I’écoulement a gauche et a droite de la face k. Dans notre
cas on a utilisé une reconstruction MUSCL du premier ordre. Pour plus de détail revoir la

section 5.2.3.
Ce dernier terme qui est la contribution au vecteur flux des ondes émanant des cellules

adjacentes, il est donné par:
6
S|A]ST!AR = Z a|4;1;
j=1

Oou |Aj| sont les valeurs propres de la matrice Jacobienne du vecteur flux H :

b )]
w
o Dy
I~
S 2 Il
+ = e

|
Q.

)]
=~
Il

Y}

43

Il
Sr £n

Do
o
Il

Les variables de Roe moyennées sont :
vV plﬁl + prﬁr

N

INJN
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Voo + [Py
Joi+ o
fl:\/ﬁﬁl‘l’ prhy
Joi+r
]?:\/EEI‘F Py
Jo+or
Vi + o
Jo+or
a2=y-D(h-q-k)

1 .. .
qzz(a2+52)

<
Il

Mp
Il

Les vecteurs propres sont :

B i) [e
o) o) L5 )

™
N
Il
= &n
m, ?rz"'l S+ -
v
N QN
™
v
Il
——
O RR OO O
—_—

N—

Il reste les coefficients :
1
a, = —Ap+=Apv
v

; :{1_Vi1(ﬁ2+52)}Ap+(y—1) Apu+(y—1)

2a2
1
+]/~
. % u y—-1u 1 o y—-1v _ y-
a3:{4az (u +”2)__}Ap+{_7_+2a} R e T
y—1
262

1
Ay = U3 +5Ap - aApu
&s = —k(@; + @,) + Apk
g = —€(A5 + a,) + Ape
Une correction d’entropie est introduite afin d’éliminer I’expansion des chocs qui n’a pas de
sens physique, ce phénomene qui apparait lorsqu’une ou plusieurs valeurs propres Zl- sont

nulles. Cette correction fait que les valeurs |/1i| sont remplacées par :
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|Zl| Si |il| >0

si|A]| <6
Ou § est petite valeur qui peut étre choisie égale a quelque fraction de la vitesse de son

e.g.,— de a) afin de prévenir 'onde linéaire de disparaitre.
10

6.3.2 Discrétisation du flux visqueux :

La contribution des flux visqueux et du transfert de chaleur sur une face est obtenu par
I'application du théoréme de Green Gauss sur les triangles adjacents a cette face pour
calculer les gradients des différentes grandeurs conservatives.

Calcul des gradients aux centres des cellules :
Le gradient d’une variable au centre d’une cellule est calculé par :

aU—li(u+u)A
ox 25 LT TR

v 1i(U+U)A
oy~ 2SN

Ou U est n’importe quelle variable de I'’écoulement.

Figure 6.6
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Calcul des gradients aux centres des faces :
Les gradients aux faces sont simplement moyennés a partir des gradients aux centres des
cellules adjacentes. Cette moyenne est corrigée par la méthode détaillée dans la section
(3.3.2)
La viscosité moléculaire est évaluée aux centres des faces par :

U=ty
Avec pu; et u, sont les valeurs des cellules a gauche et a droite de la face.
En ce qui concerne le vecteur source, il est évalué avec les gradients des variables calculés
aux centres des cellules. En plus il est traité explicitement chose qui affect directement sur la
condition de convergence des calculs qui se trouve réduite a cause terme.

6.3.3 Condition aux limites :

Pour simplifier 'implémentation des conditions aux limites on a utilisé des cellules furtives
En dehors du domaine physique. Cette technique permet d’étendre la discrétisation du
domaine interne aux frontieres, cela veut dire que les mémes équations ou la méme
discrétisation est utilisée au frontieres ce qui évite tout traitement spécial des frontieres.
C’est beau et bon, mais il faut que les cellules fictives contiennent les valeurs appropriées
des variables conservatives ainsi que les quantités géométriques correctes. Ces valeurs sont
obtenues a partir des conditions aux limites, pour plus de détails revoir le chapitre traitant
les conditions aux limites.

6.4 Structure des données :

Comme on a cité au dessus, le programme est totalement dynamique, donc il peut créer des
variables et alloue la mémoire au tant qu’il est nécessaire sans dépasser les capacités de
I'ordinateur bien sur.

La structure principale est celle des volumes des contrble, c’est une liste d’objets
doublement liée (dans les deux sens), chaque objet pointe sur une autre structure qui
contient des informations sur les nceuds des mailles et les différentes quantités physique. Un
schéma synoptique pourrait donner une bonne idée sur ses structures voir figure 6.8.

Les principales structures sont présentées par la suite.

e Structure point: contient deux pointeurs sur le point prédécesseur et le point
successeur dans la liste des point, et deux variables réelles qui représentent les
coordonnées du point. Voir figure 6.7-a.

e structure segment: elle aussi contient de pointeurs sur le prédécesseur et le
successeur dans la liste et deux autres pointeurs qui pointent sur le point de début de
segment et sur le point de fin. Voir figure 6.7-b.

e structure triangle: c’est la plus complexe, en plus des pointeur de la liste elle
contient trois pointeur sur trois points, trois pointeurs de surfaces qui pointent sur
les triangles adjacents, trois vecteurs qui représentent les vecteur surfaces, et
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d’autre variables qui représentent toutes les quantités géométriques du volume et
toutes les quantités physiques et leurs gradients. Voir figure 6.8

précédant précédant
précédant |——u=| précédant
suivant |-=——1 suivant suivant suivant
X Yy X Yy début] fin début] fin
(peoint)fpoint [point)fpoint
point 1 point 2 segment 1 segment 2
a- Structure point b- Structure segment

Figure 6.7 Structure des données

Figure 6.8 Structure triangle
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Cette structure des données est optimisée pour accéder aux variables chaque volume de
contrOle considéré et des volumes voisins facilement et d’'une maniere directe, ce qui réduit
le temps de calcul et facilite énormément la programmation.

6.5 Cas testes :

Arrivant maintenant a I'étape de teste et validation, en fait c’est I'étape de teste seulement
car la validation nécessite des expériences réelles ce qui n’est disponible pour nous. Une
autre alternative consiste a comparer avec les résultats d’autre logiciels de calcul, c’est une
bonne idée pour pouvoir se positionner seulement est ce qu’on est pres ou loin mais pour la
validation ce n’est pas possible. La moindre des choses, on ne sait pas quelle méthode
utilisent t-ils ses logiciels et quel ordre et surtout les assomptions qui sont a leur base. En
plus comment valider avec un logiciel qui pour lui-méme on a du doute dans ses résultats.
Ce raisonnement est notre argument pour le refus de valider nos résultats avec d’autres
logiciels.

6.5.1 Ecoulements non visqueux (équations d’Euler) :

6.5.1.1 Conduite avec une pente de compression :

Le premier cas test est une conduite ayant un coin de compression sur la surface inférieure
comme le montre la Fig. 6.9.

Figure 6.9: Maillage de la conduite.

Conditions aux limites
Pour les deux parois supérieure et inférieur la condition est de type paroi lisse.
Pour I’entrée la condition est de type entrée supersonique avec les parameétres suivants:
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* Nombre de Mach: M=2.08; U=630 m/s.
e Pression statique : P=50000 Pa.
e  Température : T=228 °K.
Pour la sortie la condition est de type sortie supersonique alors cela ne nécessite aucune
valeur.
Valeurs initiales :
* Vitesse nulle.
* Pression: 40000 Pa.
*  Température: 228°K.

Résultat :

sf CFGH GRADA Med & HAMAIDIA Walid

349 332 374 297 280 263 245 228 2711 194 1.76 159 142 1.25 1.07 090 073 056 038 021

Pression 10E+05 Pa
— Paraméties maillage - 1 — Mombre d'itérations
r_ed Shioscopie
= 1000
;ratlo_ed mailage resolution | Y | u |
ted
| |

‘4 demarrer &g ez -[Bz -4 -[We -0 - [me

Figure 6.10: Distribution de la pression.
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+f CFGH GRADA Med & HAMAIDIA Walid

) 240 230 220 210 200 190 180 1.70 160 150 140 130 1.20 110 1.00 090 080 0.70 060 050
Nombre de Mach =

Paramehes mailage - Norbre ditérations

1000

FEX

La -2 oE0s o me [Lee S

Figure 6.11: Nombre de Mach.

Figure 6.12: Strioscopie numérique.
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650 E34 B17 BO01 535 BRI G52 G35 520 G504 487 471 455 439 422 406 390 374 357 341 325 309 292 276 260

Compozante horizontale U mé's ----- i ; _': ----------------

Figure 6.12: Composante horizontal de la vitesse.

150 135 120 105 90 75 GO 45 30 15 0 15 30 45 B0 75 90 105 120 135

Compozante verticale % m/s 1

Figure 6.13: Composante verticale de la vitesse.

230 220 210 200 180 1.80 1.70 160 150 140 1.30 120 110 100 0.80 080 070 050 050 040

Masse volumigue K.a/m3

Figure 6.14: Masse volumique.
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Commentaires :

Les figures 6.10 a 6.14 nous montrent la distribution des différents parametres apres la
convergence des calculs. D’abord la figure 6.12 nous montre les ondes de chocs comme si on
les voie avec strioscopie réelle ; la premiere onde de choc qui est oblique est réfléchie par les
deux parois et on voie tres bien que I'angle de réflexion est égal a celui de I'incidence. Une
série d’ondes dites de détente apparaissent au deuxieme coin, cela apparait un peu flou car
le maillage n’est tres fin.

Pour les autres figures, on voie que les ondes obliques sont toujours accompagnées par une
augmentation de pression et une diminution de vitesse et inversement pour les ondes de
détente ol la pression chute et la vitesse augmente, aussi ces figures montrent que les
ondes de chocs modifient la direction de I’écoulement ce qui on constate dans les figures
6.12 et 6.13.

On ce qui concerne les I'angle des ondes, les pressions et nombres de Mach apres chog, ils
ont été comparé avec les table de Fano et les résultats se coincidaient avec parfois des petits
écarts, cela est du a la qualité de maillage et le fait que notre programme soit du premier
ordre.

Alors, pour I'écoulement non visqueux notre programme donne de bons résultats. A ce
stade on passera aux écoulements visqueux pour tester le reste de la modélisation (flux
visqueux et modele de turbulence).

6.5.2 Ecoulement visqueux :
6.5.2.1 Plaque plane:

Ce cas teste est un écoulement supersonique sur une plague plane adiabatique. C’'est le cas
le plus simple pour tester la résolution de la couche limite dans ses différents régimes
(laminaires, transitoires et turbulents).

Figure 6.15: Maillage du domaine de calcul.
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Conditions aux limites

Pour la plaque plane en bas, la condition est de type paroi adiabatique sans glissement.

Pour I’entrée, la condition est de type entrée supersonique avec les parametres suivants :

Nombre de Mach : M=2, u=630 m/s, v=0 m/s.
Pression statique : 70000 Pa.

Température statique : 250 °K.

Energie cinétique de turbulence : K=1 m2s?.
Taux de dissipation de K : =1 m’%s.

Pour la sortie la condition est de type sortie supersonique ce type ne demande pas de

parametres.

Pour fermer le domaine normalement la frontiere restante devrait étre de type domaine

infini, mais pour réduire le domaine on a opter pour une paroi lisse (paroi avec glissement).

Valeurs initiales :

* Vitesse nulle.

* Pression : 60000 Pa.

e  Température : 298 °K.
o K=1m?s?

e e=1m’s.

Résultats:
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GRADA Med & HAMAIDIA Walid

280 237 224 271 1.98 185 172 153 146 1.33 1.20 1.07 094 081 063 065 042 023 016 003

Nombre de Mach

Froceszing I Post processing i

- 1~ Paramétres mallage Iriilis atiot
i
il me's 0 més
Duviit géamatrie B i 31318 uj v |
-Entréa SUpIsoRique r_ed P’BUUUU Fa T I293 K

Sortie supersonigue !ratio ed k-i1 Eps |1
- Entrée subsonigue
mailage Initisliser |

démarrer & o

Figure 6.16: Nombre de Mach.
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GRADA Med & HAMAIDIA Walid

162 157 1.53 1.48 143 1.39 1.34 120 1.24 1.20 1.15 110 1.05 1.01 096 0.91 0.86 0.82 077 0.72
Pression 10E+05 Pa

I Processing | Post processing I

- Parti — Paraméhies maillage Initialisation
it géometiis -F‘aroi eea Iw U IU me's W !D mds
I e suprsanique _ed P 60000 T NEE .
Sortie supersonique W " ﬁ—~ Eps '1._.
- Entrée subsaniqus
sl Initisliser |

demarrer.

Figure 6.17: Distribution de pression statique.

E34 EB04 573 B43 B13 482 452 421 331 361 330 300 270 239 209 178 148 118 &7 &7

Composante horizontale U ms

Figure 6.18: composante horizontale de la vitesse.
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120 113 106 99 92 85 7 70 63 BB 43 41 34 F 20 13 6 -2 9 B
i . 3

Compozamte verticale Y mis

Figure 6.19: composante verticale de la vitesse.

452 441 430 419 408 397 386 375 364 353 342 331 320 309 298 287 ZFF O ZEE 285 244
Température K. ] g '

Figure 6.20: Distribution de la température statique.

8313 7875 7430 7000 6563 6125 5688 5250 4813 4375 3938 3500 3063 2625 2188 1750 1313 875 438 1

Figure 6.21: Energie cinétique de turbulence.
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153.8 1461 1384 13071231 115410771000 92.3 846 VB3 B3.2 §1.5 538 461 385 308 231 154 7.7

Epsilon 10E+5

Figure 6.22: Taux de dissipation

Commentaires :

La couche limite est caractérisée par une vitesse nulle a la paroi et qui accroit jusqu’a arriver
a la vitesse de I'écoulement non perturbé et la figure 6.18 vient de confirmer cette
caractéristique. Autre chose qu’on remarque est |'épaisseur de la couche limite qui accroit
en allant dans la direction x.

Pour I’énergie cinétique de turbulence elle est importante dans la zone ou I'épaisseur de la
couche limite est importante, c’est la zone de découlement.

La figure 6.20 montre une augmentation de la température au niveau de la paroi, cette
augmentation est due aux frottements. Jusqu’a une certaine distance ou la température de
la paroi diminue, cette partie coincide avec le décollement.

Aussi on voie une onde de choc oblique au début de la paroi malgré qu’il n’y a pas un
obstacle ; en fait la couche limite fait que I'écoulement soit décéléré jusqu’a une vitesse
nulle et dévie les filets d’air comme s’il y a un obstacle.



Projet fin d’étude
Réalisation du solveur CFGH

6.5.2.2 Cube :

On augmente un peu la complexité de test avec un corps non profilé qui est le cube. Comme
le montre la figure 6.23. le maillage a été raffiné dans la zone ou des interactions complexes
sont prévu. Pour le reste du domaine un maillage grossier fera I'affaire et nous permet de

gagner en temps d’exécution.

Figure 6.23: maillage du domaine de calcul.

Conditions aux limites :
pour les deux surfaces supérieur et inférieur, la condition est de type paroi lisse afin

d’éliminer toute interaction choc-couche limite.
Pour I'entrée, la condition est de type entrée supersonique avec les parametres suivants :

Nombre de Mach : M=2.20, u=700 m/s, v=0 m/s.
Pression statique : 70000 Pa.

Température statique : 250 °K.

Energie cinétique de turbulence : K=1 m™%s’.

Taux de dissipation de K : e=1 m™s.

Pour la sortie la condition est de type sortie supersonique ce type ne demande pas de

parametres.

Les faces du cube (carré en 2D) sont tous des parois adiabatiques sans glissement.
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Valeurs initiales :
* Vitesse nulle.
* Pression : 40000 Pa.
e  Température : 273 °K.
+ K=1m?s’

e g=1ms.

Résultats :

¥ CFGH GRADA Med & HAMAIDIA Walid BEE

250 237 224 211 158 185 1.72 159 146 1.33 1.20 1.07 094 081 068 055 042 029 016 0.03
Nombre de Mach

Fracessing | Post procassing |

tres maill

3 e
1 g =
| B 3
R _— : _U_l—ﬂ e il
Ouwrir géométrie - Parilisse |52353 i |
-E'ntléesumsnnihue r_ed PAIdDUUD Pa T |273 K
Sortie supersonique W k i‘_"1 E_PS"r—1

[0 Entie subsoniaus
maﬂl;a__ge Imj_h'_alisfg:[

|

'« demarrer & s 6 7Lz Sz Lo | aF Pro., |

Figure 6.24 : Nombre de Mach.
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sf CFGH GRADA Med & HAMAIDIA Walid

465 443 421 393 377 355 333 311 283 267 245 223 201 1.79 157 135 113 091 DE9 047
Pression 10E+05 Pa E

Tocessing ’ Post proceszing !

- Patoi |~ Parameties maillage Iritialisation
Dhurerit géométrie -Parni e 523'53_. ujo mfs W iD— més
- Entrée suprsonique r_ed PWEIU— Fa T Eﬁ-— K,
Sorlie supersonique W " ’.1—« B ﬁ—
- Entrée subsonique

maillage Initislizer

22 démarrer &

Figure 6.25: Distribution de pression statique.

Figure 6.26: Strioscopie numérique.
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713 671 B30 588 547 05 464 422 380 333 2597 56 214 173 131 30 43 7 35 -7

Composante horizontale Um/ds i

Figure 6.27: composante horizontale de la vitesse.

373 342 305 268 231 184 157 120 83 46 3 2R 65 1M 138 V5 212 -243 286 323
i

Figure 6.28: composante horizontale de la vitesse.

Composante verticale W mds
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i

430 477 463 4800 436 423 409 356 382 3B 355 341 328 34 301 287 274 260 247 233

Température K

Figure 6.29: Distribution de la température statique.

2168620545134031 8262171211597 9148381 36971255511 4141027259131 7530 6848 5707 4566 3424 2283 1141 O

I =

Energie k

Figure 6.30: Distribution de I'énergie cinétique de turbulence
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2264.:2151.(2037.41324 F1811.1633 11585 (1471 {1358, 11245.11132. 1018 (9057 792.5 6793 5661 452.8 3336 226.4 113.2

Epzilon 10E+5

Figure 6.30: Distribution du taux de dissipation.

Commentaires :

Les corps non profilés a des vitesses supersoniques engendrent des forts choc détachés en
amant. Avec nos calculs on constate la méme chose (Fig 6.26) sauf qu’on a une réflexion
d’onde a cause des parois, cette réflexion apparait dissymétrique parce que le cube n’est pas
centré entre les deux parois.

En dehors du choc détaché on a d’autres chocs de détente a chaque coin du carré(Fig 6.26)
accompagnées d’une baisse de pression(Fig 6.25) et une augmentation de vitesse (Fig 6.24).
En plus, deux chocs obliqgues de recompression apparaissent (Fig 6.26, Fig 6.29) ces choc
n’apparait pas bien a cause du maillage et voici une illustration (Fig 6.31) :

choe de détente

\

choc de
recompression

Figure 6.31: illustration des chocs de recompression en aval.
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Pour la pression statique et la température statique qui augmentent apres chaque choc
oblique, marquent leurs valeurs max a la face du cube qui est face a I'’écoulement, c’est
normal parce que c’est une face d’arrét.

Arrivant maintenant I’énergie cinétique de turbulence qui augment en aval du cube ce qui
est expliqué par un fort cisaillement derriére ce corps non profilé.

Autre chose qu’on doit noter est la zone de recirculation derriere le cube, caractérisé par
une vitesse horizontale négative (Fig 6.27 & Fig 6.28) ce phénomeéne caractérise les
écoulements d’arrieres corps.

6.5.2.3 Projectile:

Maintenant on propose |'étude d’un corps profilé et de le comparer avec le cas test
précédent. Le maillage est plus raffiné dans la zone ou interactions complexes sont prévu
comme le montre la figure

Figure 6.32: Maillage du domaine de calcul.

Conditions aux limites :
pour les deux surfaces supérieur et inférieur, la condition est de type paroi lisse afin
d’éliminer toute interaction choc-couche limite.
Pour I'entrée, la condition est de type entrée supersonique avec les parametres suivants :
e Nombre de Mach : M=1.88, u=600 m/s, v=0 m/s.
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* Pression statique : 70000 Pa.
e Température statique : 250 °K.
* Energie cinétique de turbulence : K=1 m™s’.
 Taux de dissipation de K : e=1 m™s.
Pour la sortie la condition est de type sortie supersonique ce type ne demande pas de
parametres.
Les faces du projectile sont tous des parois adiabatiques sans glissement.

Valeurs initiales :
* Vitesse nulle.
* Pression : 50000 Pa.
e Température : 273 °K.
¢ K=1m7?s’

e e=1ms.

Résultats :

L - <
=

250 237 224 211 198 185 1.72 153 146 1.33 1.20 107 0594 081 068 055 042 029 016 003

MNombre de Mach
QI Processing | Post pmcessin'gl
-P . P maillage Initislizati
aroi E -
. = 0 iy ] s
Dhuyrir géométiie | - Eoilases 2777 u ! : W !

- Entréa.suplso?ﬁwe r_ed E IEUUUU' Fa T !273 K

Sbltie.supersonique W’ v h—- Eps '1_.
- Entrée subsonigus:

“maillage | Initialiser |

Figure 6.33: Nombre de Mach.
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mailage

|
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Figure 6.35: Strioscopie numérique.
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B26 530 554 519 483 447 412 376 340 305 269 233 198 162 126 90 B5 19 17 B2

Composante horizontale U mds

Figure 6.36: Composante horizontale d la vitesse.

147 132 118 103 89 74 B0 45 3 17 2 2 27 -4 BE 70 -85 99 114 123

Composante verticale ¥ m/s i

Figure 6.37: Composante verticale de la vitesse.
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434 423 412 401 330 380 369 358 347 336 526 34 S04 293 282 27 260 249 238 228

Temperature K. iE - i_

Figure 6.38: Distribution de la température statique.

103183775 9232 8683 8146 7603 7060 6517 5374 5431 4883 43435 3802 3253 2716 2173 1630 1087 544 1

Energie k

Figure 6.39: Distribution de I'énergie cinétique de turbulence.
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987.3 937.9 888.6 839.2 783.6 740.5 691.1 B41.7 592.4 543.0 493.7 444.3 334.9 3456 296.2 26,8 197.5 1481 38.7_43.4

Epzilon 10E+5

Figure 6.40: Distribution du taux de dissipation de K.

Commentaires :

La figure 6.35 montre que le choc devient plus rectiligne et pointu car le corps est profilé.
Ainsi on remarque le rétrécissement de la zone de forte pression a la pointe du corps en
comparant la figure 6.34 et la figure 6.25 du cas test précédent. Et pour le reste de
I’écoulement c’est la méme chose que le cas du cube sauf qu’ici on voie plusieurs
interactions entre différent types de chocs en aval du corps (chocs oblique-oblique et chocs
obligue-détente) ces interaction font que la couche limite de cisaillement devienne plus
épaisse (Fig. 6.33, Fig. 6.35 et Fig. 6.36) accompagnée d’une augmentation de |’énergie
cinétique de turbulence.
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6.5.2.4 Tuyere TOC:

Le programme a fait comme méme ses preuves dans les cas test précédent alors on va
augmenter le degré de complexité en étudiant une tuyere TOC(Thrust Optimized Contour
nozzle) sur détendue avec un NPR=3. C'est une étude qui va nous montrer les différents
phénomeénes de décollement et les différentes formes de chocs. La figure 6.41 montre la
tuyére et le domaine de calcul.

4" CFGH GRADA Med & HAMAIDIA Walid

Preprocessing | Processing | Post processing |

- - Faramétres mailage Initialisation
aroi TR
il mis 1] més
Ourerit géomnétiie - Paiilisse 35260 uj W
- Enlrée suprsonique r_ed P {60000 Fa ] ‘273 K

Sortie supersonique ratic_ed k|1 Eps |1

* Enfrée subsonique

Initislizer |

T ——— - T = — - -
‘Jdémarrer €& £ % Y [wmc. [@z -[Ec [r8 -[de [En

Figure 6.41: Maillage du domaine de calcul.
Conditions aux limites :

Pour les deux surfaces supérieur et inférieur, la condition est de type paroi lisse afin
d’éliminer toute interaction choc-couche limite.

Pour la sortie la condition est de type sortie supersonique ce type ne demande pas de
parametres.

Les faces du la tuyere sont tous des parois adiabatiques avec glissement.

Pour les deux entrées en dessous et au dessus de la tuyere, la condition est de type entrée
subsonique avec une tres faible vitesse :

*  Pression=100000 Pa.
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*  Température=298 °K.
e Vijtesse: u=1 m/s, v=0 m/s.
Pour I'entrée de la tuyere, la condition est du type entré supersonique avec les parametres
suivants:
* Pression statique : 300000 Pa.
* Température statique : 320 °K.
e M=0; u=0m/s; v=0 m/s.
e Energie cinétique de turbulence : K=1 m2s%.
 Taux de dissipation de K : e=1 m™s.
Pour la sortie la condition est de type sortie supersonique ce type ne demande pas de
parametres.
Les faces du projectile sont tous des parois adiabatiques sans glissement.
Valeurs initiales :
e Vitesse nulle.
* Pression : 100000 Pa.
e  Température : 298 °K.
e K=1m?s?

e e=1ms.

Résultats :
i CFG GRADA Med BEE

2560 237 224 271 198 185 1.72 169 146 123 1.20 1.07 0594 021 062 055 042 029 016 003
MNombre de Mach 1

EPiepiocessiia | Processing | Post prscssing |

- P P maillage: [ Initialization 5
i
I 0 mis 0 més
Ouric ggométrie I - Parai isse BR085 U i W l
B £ tiée suprsonique _ed ¢ [100000 Ps N *®
Sartie supersonique W K 1-1—- B 3.1.—.
- Entrée subsonique
maillags Initializer I

f ‘."t démarrer e ~6 > 6zo. e o B Profil . B Toc-e | Cale AF Projes. B Para.. “(J &)

Figure 6.42: Nombre de Mach.
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377 369 342 324 307 289 271 254 235 219 201 184 165 149 131 113 095 078 061 043
Pression 10E+05 Pa

Figure 6.43: Distribution de la pression statique

304 291 277 264 251 238 225 212 198 185 172 159 146 1.33 119 1.06 03 080 067 054

Figure 6.44: Distribution de la masse volumique.
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435 423 411 /9 37T T4 I\2 /O | W5 NI 01 289 277 264 252 240 228 215 203

Température *

Figure 6.45: Distribution de la température statique.

672 G35 599 562 526 489 453 416 379 343 306 269 233 19 159 123 86 5O 13 -2
Composante horizontale U m/s

Figure 6.46: Composante horizontale de la vitesse.

195 167 143 131 113 95 76 58 40 22 4 14 32 Bl B9 67 105 -123 141 159
Composante verticale ¥ més

Figure 6.47: Composante verticale de la vitesse.
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8281 7345 7410 6974 6538 H102 5A66 5230 4795 4359 3323 3487 3051 2615 2180 1744 1308 872 436 0

Energie k

Figure 6.48: Distribution de I'énergie cinétique de turbulence.
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Figure 6.49: Distribution du taux de dissipation de K.
Commentaires :

Ce cas test est trés riches, il contient pas mal de phénomeénes, on commence avec le col ou
on constat que le nombre de Mach est égale a 1 (Fig.6.42) donc on est dans la bonne voie.
On remarque aussi le décollement de la couche limite apres le col, cela est du a la sur
détente, comment ¢a ? La pression externe est plus fort alors un gradient de pression
adverse bats la vitesse et la couche limite décolle. Les résultats montrent une zone de
recirculation apres le décollement, I'’écoulement rentre des bouts de la tuyere, suit les parois
(u négative) jusqu’au décollement et repart de nouveau vers |'extérieur (voir figure 6.46 —
6.47). Peut étre que cette recirculation n’apparaisse pas clairement pour cela on donne une
illustration dans la figure 6.50



Projet fin d’étude | 95
Réalisation du solveur CFGH

Figure 6.50: Recirculation.

Une autre observation est la série d’ondes aprés la sortie c’est la réflexion de Mach.
L’énergie cinétique de turbulence confirme les résultats comme on le voie dans la figure 6.48
qui exprime l'existence de fortes turbulence entre I'écoulement sortant de la tuyere et le

fluide a I'extérieur.
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Conclusions et perspectives:

Dans les cas test précédents on a essayé de donner une crédibilité a notre programme a
travers les différentes interprétations basées sur des phénomeénes connus et surtout sur la
logique. Les cas qu’on a présentés se sont parmi les cas test de base que toute validation
d’un code de calcul commence avec. En commencgant avec les équations d’Euler et arrivant
au dernier cas test on a vue que notre programme peut reproduire différents phénomenes
et différentes interactions; tous genres d’ondes de choc peuvent étre résolus: droit,
oblique, détente, attaché ou détaché et méme leurs interactions entre eux chose qu’on a
constatée dans les résultats précédents. La couche limite, quand a elle, est résolue par notre
programme dans ses différentes régimes laminaire ou turbulent méme le décollement
comme on I'a vu dans le cas de la tuyere. Autrement l'interaction couche limite-onde de
choc a été résolu par notre programme comme le montre le cas test de la plague plane et du
projectile, en dehors de ces cas on a réalisé d’autre tests mais qu’on n’a pas mis dans ce
mémoire pour ne pas l'alourdir. Ces différents cas peuvent étre consultés dans le CD-Rom
inclus dans ce mémoire.

Donc personne ne peut nier que notre programme a pu reproduire la réalité des
écoulements dans des différentes configurations mais la question qui se pose est: on a pu
reproduire la réalité mais avec quelle précision ? la réponse est: seul I'expérience est
capable d’attester si c’est précis ou pas. Et encore une fois comme on vient de dire dans les
paragraphes précédents, la validation ne peut pas étre faite avec un logiciel, c’est notre
point de vue.

Cela n’est que le premier pas vers un logiciel de calcul des fluides plus performent et
complet, cela ne peut voire le jour qu’en corrigeant les lacunes et en améliorant les schémas
de calcul. L'un des grands défauts a régler dans le future est le contréle de maillage qu’on na
pas pu pour le moment le contréler a 100%, et la qualité du maillage est la premiere
condition d’avoir de bons résultats.

Autrement I'extension en ordre supérieur des schémas est primordiale quelque soit en
terme de temps ou en terme d’espace. Aussi, il est préférable d’enrichir ce programme avec
d’autres schémas de calcul car la diversité permet de détecter les défauts des schémas de
calcul.

En plus, la modélisation de turbulence doit é&tre améliorée par des modeles non linéaires par
exemple, ou par introduction des méthodes plus performantes comme la LES et la DES et
pourquoi pas la simulation directe. Tout cela dépend de nos compétences, de notre volonté
et de nos ambitions.

Ce travail ne doit pas s’arréter ici, pour nous, nous allons continuer dans ce chemin, mais
« nous seuls» ne suffit pas, il faut que tout le monde y participe surtout ceux qui vont nous
relever.
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