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Résumé Les systemes de masse dépendantes de la position peuvent étre décrits par une
classe d’opérateurs comprenant I’hamiltonien de Ben Daniel-Duke. Les méthodes habituelles
pour résoudre ce type de problémes sont généralement numériques ou celles qui recherchent
une connexion avec des probléemes de masse constante. Dans ce travail, nous présentons une
démarche de génération du potentiels quantiques, basée sur les concepts de la mécanique
quantique supersymétrique couplée avec ’algebre de Lie spéciale s[(2,R). Nous allons expliciter
les expressions des spectres d’énergie et les fonctions d’onde correspondantes pour chaque
potentiel déduit.

Abstract Position-dependent mass systems can be described by a class of operators including
the Ben Daniel-Duke Hamiltonian. The usual methods to solve such problems are usually
digital or those looking for a connection with constant mass problems. In this work we
present a spectrum generating algebra approach, based on the concepts of supersymmetric
quantum mechanics combined with the Lie algebra s[(2,R). We will obtain the expressions
of the energy spectra and the corresponding wave functions for each potential deduced.
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Introduction générale

Notre vie est possible grace aux propriétés physique des molécules qui nous entourent :
O2, No, H20O---Or ces propriétés physique dépendent de la symétrie. En physique la notion
de symétrie, qui intimement associée a la notion d’invariance, renvoie a la possibilité de
considérer un méme systeme physique selon plusieurs points de vue distincts en terme de
description physique mais équivalents quant aux prédictions effectuées sur son évolution.

En mécanique quantique, la question fondamentale lors de I’étude des systemes quantiques,
est comment résoudre I’équation de Schrodinger. A cet effet et des ’avenement de la mécanique
quantique, plusieurs méthodes ont été élaborées afin de trouver les solutions exactes ou
approximatives a cette équation, c¢’est a dire, déterminer les spectres d’énergie et les fonctions
d’ondes associées. Parmi ces méthodes, on cite la technique analytique usuelle, la méthode
de I'équation intégrale et la méthode basée sur supersymétrie de la mécanique quantique
SUSYQM, qui fera I'objet du premier chapitre de ce travail.

La supersymétrie de la théorie des champs a été introduite pour la premiere fois, en
physique des particules, comme une symétrie qui relie les bosons aux fermions. Cette nouvelle
théorie a été jumelée avec la mécanique quantique par Witten [9], Cooper et Freedman [20]
ou ils donnérent naissance a un nouveau formalisme mathématique tres puissant connu
actuellement sous le nom de la mécanique quantique supersymétrique SUSY QM.

La SUSYQM a été utilisée pour la premiere fois dans le but de donner une description
unifiée des interactions fondamentales de la nature. Bien qu’il n’y aucune évidence expérimentale
de la SUSY, cette théorie a connue beaucoup du succes vu son applicabilité dans plusieurs
domaines de la physique tels que, la physique atomique, physique de la matiere condensée,
physique statistique, physique nucléaire, et elle fait toujours I’'objet de nombreuses recherches.

Des le début des recherches sur la SUSYQM, il été clair qu’elle n’était pas seulement
un modele pour tester les méthodes de la théorie des champs, mais un utile trés intéressant
et puissant par ses propres idées. Ces idées ont été appliquées sur la mécanique quantique
non relativiste dans les travaux de Nicolai[8] et Witten[9], qui ont montré le lien avec la
méthode de la factorisation, proposé déja par Schrodinger [10] pour résoudre algébriquement
le probléme de 'atome d’hydrogene. Ces travaux ont été généralisé par Infeld et Hull [21] qui
ont obtenu une large classe de potentiels exactement solubles en considérant plusieurs forme
de factorisation. Un développement considérable a été donné a ces travaux, notamment apres
I'introduction du concept d’invariance de la forme par Gendenshtein [11], qui est a 'origine
de la découverte d'une large classe de potentiels analytiquement solubles.

Cette nouvelle approche est maintenant généralisée et appliquée a la résolution de probleme
avec potentiels non hermitiens et aux problemes non relativistes avec masse dépendante de
la position. C’est justement dans ce cadre que notre travail se situe, oi nous allons constater
que l'approche supersymétrique couplée a 'algebre de Lie s[(2,R) est capable de générer une
classe de potentiels quantiques, et cela pour un systeme muni d’une masse dépendante de la
position.

Ce mémoire s’articule autour de quatre chapitres. Le premier chapitre est une introduction
a la supersymétrie de la mécanique quantique, ou nous allons aborder quelques notions de
base. Nous parlerons ensuite dans le deuxieme chapitre de 'algebre Lie sl(2,R). Le troisieme
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chapitre sera consacré a 1’étude des systemes a masse dépendante de la position. Le dernier
chapitre est consacré a la présentation de la méthode utilisée. Nous allons expliciter les
différentes étapes de la technique et on donnera vers la fin I’ensemble des résultats obtenus.



Chapitre 1

Supersymétrie de la mécanique quantique

Obtenir des solutions exactes a 1’équation de Schrédinger et son partenaire relativiste,
équation de Dirac, a toujours été au centre des préoccupations des études de la mécanique
quantique. L'une des méthodes utilisées pour ce but est la méthode de factorisation. Un
hamiltonien peut étre décrit comme un produit de deux facteurs, souvent appelés opérateurs
d’échelle. La méthode a beaucoup réduit la difficulté du calcul lors du traitement de I’équation
de Schrodinger et de Dirac.

une décennie plus tard, Infeld et Hull [21] ont généralisé la méthode a de nombreux
systemes. Toutes ces observation se sont avérées étre une manifestation d’une symétrie sous-
jacente expliquée par la suite par la mécanique quantique supersymétrique.

L’impulsion suivante a été donnée au début des années 1980 lorsque les physiciens des
particules élémentaires en essayant de trouver une structure sous-jacente pour les forces
de base de la nature, ils ont supposé l'existante de particules partenaires au particules
élémentaires connues ou supposées. C’est cette partenariat de particule et leur interrelation
qu’on appelle la supersymétrie [1].

1.1 Supersymétrie et oscillateur harmonique

La méthode de factorisation a été appliquée aux oscillateurs harmoniques dans le but
de construire une nouvelle classe de potentiels unidimensionnels et donner leurs spectre
d’énergie [2].

Soit H I’hamiltonien d’un oscillateur harmonique de masse m et de pulsation w, tel que :

(1.1)

La méthode consiste a introduire deux opérateurs de création et d’annihilation notés
respectivement bf et b qui sont donnés par :

h d
T —
b T < T +mwx> : (1.2)
h d
SR . 1.
b NG (dx —i—mw:c) (1.3)

Ces opérateurs agissent sur ’état du vide |0) des états propres bosoniques et obéissent aux
équations d’état suivantes :

bln) = v/nln — 1), (1.4)
b|n) =vn+1n+1), (1.5)
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ici ’état du vide |0) est ’état fondamentale le plus stable.
a ifin de simplifier I’écriture des formes, on pose #i = 2m = 1. On définit aussi un nouveau
nombre Np = b b qui est le nombre d’occupation bosonique vérifiant 1’équation d’état

Ng|n) =n|n), (1.6)

tel que

In) = \/171_' (v1)" |0). (1.7)

Il est facile de vérifier que I’hamiltonien bosonique peut étre écrit en fonction des opérateurs
bet bl il est donné par

HBzw(bTb+;>, (1.8)

qui peut aussi se mettre sous la forme
HB:%{bT,b}. (1.9)
I’hamiltonien H g et les opérateurs bosoniques vérifient les relations de commutations suivantes :
b,0]=[bT,bT] =0,  [b,b']=1, et [Hp,b']=wd

Les états propres de Hp sont définis par

1
HB:w<NB+2>, et Hp|n) = ep|n). (1.10)

Considérons maintenant deux autres opérateurs (d’annihilation et création) notés f et
fT qui vérifient les relations d’anticommutation suivantes :

(ra={mrit=0 {rr}=1

Ces opérateurs admettent une représentation matricielle, telles que

1 00 1 01
T !

ol oyx=01 % iog, 0;(i = 1,2,3) sont les matrices de Pauli et [04,0_] = 403.

1l est possible de construire un nouveau nombre noté Ny =fTf qui désigne le nombre de
fermions qui occupent un niveau d’énergie. Cependant, si Np peut prendre toutes les valeurs
n=20,1,2,---, Ngp ne peut prendre que deux valeurs Np =0,1.

En effet

Np=NpNp=flffif=f(1-f1f) f=f1f =N,
d’'ott Np(Np—1) =0, et donc Np = 0,1. De méme, on peut écrire I'expression de I’hamiltonien
fermionique en utilisant les deux opérateurs f et fT. En admettant que 1’état fondamentale

a —5 comme valeur d’énergie Hp s’écrit

1
HF:w<fo—2), et Hrlo)=—2]0)
De plus Hp peut se mettre sous la forme :
w
Hp =5 [f% 11, (1.11)

On voit bien que le commutateur dans (1.11) explique I'antisymétrisation connue des
systemes fermioniques, d’ou l'idée de la supersymétrie.
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En sommant les deux hamiltoniens Hg et Hp, nous décrirons une particule d’'une masse
m et du spin % dans un puits harmonique. L’énergie du vide bosonique compense celle du
vide fermionique, I'hamiltonien total (superposé) s’écrit alors :

H=Hp+Hp=w(bb+f1f). (1.12)

On constate de (1.12) que ’énergie totale reste invariante sous l'effet simultané d’une
destruction d’'un boson et la création d'un fermion et vice-versa. Une telle symétrie entre
bosons et fermions est appelée supersymétrie.

Si Np et Np sont nuls, alors g = 0 (I’état fondamental). A I’'exception de 1’état fondamental,
le systeme (1.12) est doublement dégénéré.

Un état propre de H est le produit tensoriel des états |n) de bosons et des états |m) de
fermions,i.e,

1 n m
|n>m>=ﬁ(lﬁ) (f1)™0,0). (1.13)

En ajoutant et en retranchant le terme bbfT f dans H et en tenant compte des relations
de commutation et d’anticommutation associées aux opérateurs, on aboutira a une nouvelle
forme de ’hamiltonien H donnée par :

H=w(bffol+ fTb 7). (1.14)

On définit deux nouveaux opérateurs appelés supercharges qu’on exprime en termes des
opérateurs fermioniques. Ils sont donnés sous la forme matricielle suivante

Q=0bfi = f*b(o b>, Q' =il = f*b(0 8)

I1 est facile de vérifier que ’hamiltonien total H s’écrit sous forme d’un anticommutateur :
bbl 0
= T =

Les représentations matricielles précédentes des opérateurs H, Q et QF conduisent aux
relations de commutation suivantes :

[1,Q] = [H,Q"] =

Les supercharges Q et QT transforment un systéme d’un état bosonique & un état fermionique
et vice-versa, se sont donc les générateurs de 1’algebre de la nouvelle symétrie dite supersymétrie.
Cela apparait clairement dans les équations suivantes :

Q|n,0) = Jon|n —1,1), (1.15)

Q'|n,1) = \Jw(n +1)|n+1,0). (1.16)

La forme anticommutative de I’hamiltonien total H conduit a une autre formulation pour
ce dernier :

Lo 2.2 w
H—g(p +wlz )JL+§O—3. (1.17)
I'équation (1.17) nous permet d’extraire les deux composantes de H, elles sont données par :

1 d?

Hy——-
T 9ds?

+ - = (w2x2 — w) = whlb, (1.18)
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1d®> 1,45, ;

—5@%—5((& x —i—w):wbb : (1.19)
on voit bien que les deux hamiltoniens A1 ont le méme spectre énergétique pour un oscillateur
harmonique, avec un décalage en énergie égal a +hw.

Les deux supercharges définissent la supersymétrie N = 2. En fait, cette derniere consiste
a construire deux opérateurs, (01 et (Q2, tels que Q1Q2 = —Q2Q)1.

L’hamiltonien total s’écrit a son tour en fonction de ces deux opérateurs, il est donné
par :

H_ =

H =20Q7 =203 = Q7 + Q3. (1.20)
ot Q1 et Q9 sont exprimés en termes des supercharges Q et Qf comme suit :

1

— —(Q1+iQs), 1.21

Q NG (Q1+1iQ2) (1.21)
1

F= —(Q1—iQy). 1.22

Q NG (Q1—1Q2) (1.22)

On a alors Q? = (QT)? = 0 confirmant encore une fois le caractére anticommutatif de
'hamiltonien total H = {Q,Q}.

Il est important de signaler que 'approche supersymétrique N = 2 n’est pas la seule qui
permet d’établir les propriétés de la SUSYQM. Autres approches sont possibles telles que
N =1 (approche de Pauli) et N > 2.

1.2 Le concept du superpotentiel

En mécanique quantique, toutes les interactions sont décrites par la fonction potentiel
V(z,a), ou z est la variable et a est un parametre spécifique pour chaque fonction. Par
exemple dans le probleme de Coulomb, le potentiel effectif s’écrit V(r,e,l) = —é + lz(f;r? .
Le puits de potentiel et son comportement sont gouvernés par ces parametres, donc il est
claire que méme I'énergie du systeme est dépendante d’un parametre ou plus.

On a vu dans la section précédente, qu’il est possible dans le cas d'un oscillateur harmonique
de factoriser I’hamiltonien H en un produit de deux opérateurs de premier ordre, qu’on note
ici A et AT, et une constante additive égale & 5 H= AT A+ 5 et les opérateurs A et Af
sont donnés par

ho d m

Al —— — 4 = 1.23
hod
A ™ (1.24)

=t
Vomdzx 2
On veut généraliser cette méthode pour des fonctions potentiels V' (x,a) arbitraires. Pour

un oscillateur harmonique, on voit bien que le terme /5w dans A et At génére le terme

%mwaQ. Du coup, on définit une fonction qu’on note par W(x,a), cette dernieére est appelée

le superpotentiel, il joue le role d'un générateur des potentiels V(z,a). En effet, W(x,a)
génere deux potentiels partenaire Vi(x,a). Pour ce faire, on introduit encore une fois les
opérateurs A et AT, mais exprimés cette fois-ci en termes de W (x,a) par :

_h d
V2m dx
h d

A= —— +

V2m dx

Al = +W(z,a), (1.25)

W(z,a). (1.26)
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Le produit de ces deux opérateurs est équivalent a

(1.27)

Par conséquent, I’équation de Schrodinger pour un systéme quantique décrit par le

potentiel V (z,a) = W?(z,a) — %’ peut étre factorisée comme suit :

(w0 (et W) v

2 ra
:<_;“Z[2+W2(:B,a)—\/z—mdwéx7 >)¢($,a)- (1.28)

Si on inverse la position des opérateurs dans le produit précédent, on obtient :

<\/Z_mdi +W(z, a)) <_\/2_ch5 + W(x,a)) U(z,a)
:<—#CF+WW%”+¢%fWg”§ww@. .

om dxz?

Cette derniere est aussi une équation de Schrodinger, mais pour une fonction potentiel
différente V (z,a) = W?(x,a)+ \/% de(;"’a). Ainsi, le superpotentiel nous donne la possibilité
d’extraire les deux composantes d’un hamiltonien total (superposé) notées H, telles que :

h? d?
Hi=—— " 4V
* 2m dz? +Ve(@,0),
associés aux potentiels partenaires Vi (z,a) :
h dW(x,a)

Vi(z,a) = W?3(z,a)+ (1.30)

On note les valeurs propres et les fonctions propres de Hi par Eq(f) et ¢,(Li) (x,a), n =
0,1,2---, et en posant (h =2m = 1), cela réduit 1’écriture des opérateurs A et At a $% +
W (x,a). Du coup, on peut donner les remarques suivantes

(1) Si ID(()_) est une fonction normalisable qui vérifie I’équation Awé_)(x,a) = 0. Alors,
on peut dire que wé_)(x,a) est une fonction propre & H_ avec la valeur propre zero,
Ey=0.

(2) Puisque A est 'adjoint de I'opérateur A, et en tenant compte du fait que
H_w,(f)(x,a) = Af Awy(@_)(:v,a) = Enwﬁf)(x,a), on a :

f(¢(—))*ATA¢(—)dJ;

(=) —
B T OO

>0 (1.31)

(3) L’équation A’(/)(()_) = 0 nous donne la possibilité de calculer d’'une maniere analytique
la fonction propre de I’état fondamental, elle est donnée par

wo(_)(x,a) ~ exp {— /x W(x’,a)da:/] ) (1.32)
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De méme, la fonction propre de 'état fondamental de H est donnée par la résolution de
I’équation ATy(z,a) = 0. Elle s’exprime par

w((;r)(x,a) ~ exp [/IW(x/,a)dx/} ~ (1.33)

v (,a)

A partir de cette relation réciproque entre w((f) et w(()ﬂ, on constate qu’il n’est pas
possible que les deux fonctions propres soient normalisables simultanément. Cela meéne a
trois possibilités, soit :

* w(()_) est normalisable contrairement a w(()ﬂ :

* w(()+) est normalisable contrairement a gz;é‘) ;
x Les deux ne sont pas normalisables.

Les trois cas seront analysés et discutés dans la section suivante.

1.3 Supersymétrie brisée et non brisée

Considérons les trois possibilités ci-dessus. Dans les deux premiers cas, 1’énergie de I'état
fondamental de H_ ou H. est nulle. Dans le troisieme cas, aucun des deux hamiltoniens
n’a un état lié a ’énergie nulle. Alors, la brisure de la supersymétrie est liée a la nature
de I’état fondamental de I'un des deux Hamiltonien. On dit alors que lorsque 'un des deux
hamiltoniens partenaires a un état lié d’énergie zéro, le systéme possede une supersymétrie
non brisée. Dans le cas ou les deux Hamiltoniens ne possedent aucun état 1ié d’énergie zéro,
la supersymétrie est dite spontanément brisée.

Les fonctions propres des états fondamentaux associés aux hamiltoniens Hy sont liées au
superpotentiel W (x,a), donc il est commode de voir quelles sont les propriétés de W (x,a) qui
déterminent si la supersymétrie est brisée ou non. Dire que la fonction propre est normalisable
exige 'annulation de cette derniere a (x = +00).

+oo

wé_)(ioo) ~ exp {—/w W(m,a)dx} =0, (1.34)

0

cela implique
+o0
/ W(zx,a)dx = oo. (1.35)
€T

0

Pour une analyse plus claire, on considere les deux intégrales séparément. L’intégrale J;EOO W(z,a)dz
est la surface sous la courbe de 0 a +o00 qui est infinie. Cela implique que le superpotentiel

W (z,a) doit avoir une valeur positive & l'infini. De méme, l'intégrale — [*9 W (z,a)dx =

fx_ooo = +o00, implique que la surface sous la courbe de xyp a —oo est égale a —oo. Par
conséquent, W(x,a) doit avoir une valeur négative a U'infini. D’ot, W (x,a) doit couper I'axe

des X et il est d'une parité impaire, ceci est illustré a la Fig(1.1). Alors on peut conclure

que toutes fonctions W (x,a) impaire ayant la propriété f;goo W (z,a)dxr = oo conduira a une
supersymétrie non brisée. Par exemple la fonction W (x,a)= Atanhx qui est une fonction
impaire conduit a un systeme avec une supersymétrie non brisée.

Noter que pour les cas qui ont un domaine fini, z = —oc0 et x = 400 doivent étre remplacés
par x4 et g4, les points limites gauche et droit, respectivement. La normalisation de w((f)
nécessiterait alors que W (z,a) diverge (positivement & x4 et négativement a z4) aux deux
points limites finis. En bref, un superpotentiel ayant le méme signe aux deux extrémités du
domaine générera un systeme avec une supersymétrie brisée, et un systeme ayant un signe
opposé conduira & une supersymétrie non brisée.
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[1K} (K] [

(a) (b)

=5

Fig.1.1 Exemple de superpotentiel W (x,a) conduisant a une supersymétrie non brisée pour
(a) un demain infini, (b) demain fini et (¢) un demain semi-fini [1].

[T} 3

L4 13

Fig.1.2 Exemple de superpotentiel W (z,a) conduisant & une supersymétrie brisée pour (a)
un demain infini, (b) un demain semi-fini [1].

1.4 Isospectralité

Dans la section 1.3, on a vu qu’il est possible et a partir d’'un superpotentiel de construire
deux hamiltoniens partenaires Hi. Il est important d’aborder I'une des caractéristique
qui relie les deux hamiltoniens qui est [’isospectralité. C’est a dire, a 'exception de 'état
fondamental de H_, les deux hamiltoniens ont exactement le méme ensemble de valeurs
propres. Les fonctions d’onde de Hi sont aussi libes grace aux opérateurs Al et A. Si on
note par wT(Li) les fonctions propres de H avec les énergies propres E,(Li), alors on peut écrire
les relations suivantes

Hy (Av()) = A (AN(Ay()) = AH ¢ = B (Av()). (1.36)

Ainsi, pour une fonction propre 1/11(1_) de H_, la fonction Az/)T(L_) est une fonction propre de

H avec I'énergie propre ES). Tous les états excités des deux hamiltoniens se correspondent
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les uns aux autres et on écrit

+ - + =
¢7(L—)1 —c AP, et E )1 — B,
ou ¢ est une constantes de normalisation.
Alors, les relations entre les fonctions propres associées a Hi peuvent étre généralisées
pour un nombre d’états donné n, telles que :
1 _ _ 1 +
$(H) = AP et ) = ——aAfylt) (1.37)

B B,

Si la supersymétrie n’est pas brisée, I’état fondamental de H_ obéit a I’équation Ay =0,
et il ne connecte a aucun état de Hy. C’est pour cela qu’on n’introduit pas le cas n = 0.
D’autre part, si la supersymétrie est brisée, A1) = 0 n’a pas de solution normalisable, nous
aurions une isospectralité stricte entre les deux hamiltoniens : ET(LH — g\ Ainsi, dans
chaque cas, si on connais la fonction et 1’énergie propre de I'un des deux hamiltoniens, on
peut alors déterminer celles de I'autre.

12 - 12 - +

v; A J
10 2 — . 10
8 ~N— — 3

A v
b ll"l_ 6 [
4 4
21 % 2 v
0 0
2 s s 2 28 3 2 s 1 15 2 25 3
Square well potential cosec’x potential

Fig.1.3 Le puits carré infini et son partenaire le potentiel Poschl-Teller, ainsi que quelques
niveaux d’énergie et les fonctions propres correspondantes. Noter que c’est un cas d'une
supersymétrie non brisée|[1].

Voici un exemple spécialement sélectionné pour montrer I'efficacité de ce formalisme. Un
superpotentiel rigoureusement choisi donnera deux potentiels partenaires, I’'un le potentiel

bien connu le puits infini et 'autre, le potentiel cosec?z connu sous le nom de Poschl-Teller
2,242
n°n<h
trigonométrique. La détermination du spectre énergétique du premier est facile E,, = oI
m

contrairement au seconde. Le formalisme d’isospectralité nous donne facilement le spectre
des deux potentiel et on trouve qu’ils sont les méme a ’exception de ’état fondamentale
dans le domaine (0,7), ceci est illustré sur schéma suivant
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@ V. ®) V.(x)

Fig.1.4 Un diagramme schématique pour deux potentiels partenaires dans le cas d’une
SUSY brisée. Notez que les opérateurs Af et A ne modifie pas la structure nodale des

fonctions propres sur lesquelles ils agissent. De plus, 1’état fondamental d’énergie E,QLJF) et

ES) sont supérieures a zéro[1].

1.5 Brisure de supersymétrie de la mécanique quantique

Malgré cette structure de symétrie au niveau des opérateurs, il est possible d’avoir un
systeme ou la symétrie est brisée. Considérons le cas ou la supersymétrie est la symétrie
de 'hamiltonien, HQ' = QT H. Si ce n'est pas le cas on dit que la supersymétrie est
explicitement brisée. Mais méme si H commute avec QT il existe un autre genre de brisure
de symétrie connue sous le nom brisure spontanée de supersymétrie. Pour mieux voir ceci,
introduisons un opérateur unitaire qui génere les transformations de supersymétrie d’un état
et qui s’écrit sous la forme exp (e@ — EQT>, ou € est un parametre qui mesure la déviation
d’un état par rapport a 1’état d’origine. Il est claire que pour € = 0 on obtient I'identité.

L’état fondamental ou 1’état du vide, représenté par |0), doit étre unique; en d’autres
termes il est invariant sous I’action de 'opérateur unitaire déja défini. Alors, si on veut garder
la supersymétrie de notre systeme, on doit toujours avoir :

exp (eQ — Q") 0) = |0). (1.38)

Ceci ou € € C. Implique que pour une supersymétrie non brisée, on doit avoir aussi
QT[0) = 0. Si QT|0) %0, on est devant une supersymétrie spontanément brisée.

Sachant que I’hamiltonien est donné par (Q Qf +Qf Q), la supersymétrie est non brisée
si et seulement si I’énergie de I'état fondamental de H est égale a zéro. Dans le cas ou cette
énergie est non nulle cela signifie que la supersymétrie est brisée.

Si la supersymétrie est non brisée, on a alors

(A; A A(ll T) <2E+§Eg> —0, (1.39)
en d’autre termes AT A¢()(z) =0 et AATHH)(2) =0, ce qui implique
AT @)=0 et AlpM(z)=0.
Les solutions de ces équations sont

gb(i)(x) = Niexp (:i: /x W(a:’,ao)d$/> . (1.40)
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1.6 L’indice de Witten

Dans le cas d'une supersymétrie brisée, il n’y a pas d’état fondamental a énergie nulle.
Cela veut dire que le nombre d’états fermioniques est égal au nombre d’états de type
bosoniques, Ny = Np. Lorsque la supersymétrie est non brisée, le nombre d’états bosoniques
est supérieur a celui d’états fermioniques. On défini alors un opérateur F' qui donne la valeur
zéro en agissant sur un état bosonique et qui garde les états fermioniques invariants. Ainsi, les
états bosoniques et fermioniques seront des états propres de (—1)f avec les valeurs propres
+1 respectivement. Cela nous permet de définir un indice, dit indice de Witten, tel que

AB) = (tr(=1)" exp (=B H)),

qui est nul si et seulement si N, — Ny = 0. Cet indice nous donne I'information concernant la
brisure de la supersymétrie. Dans le cas d’une brisure, il donne zéro et 1 dans le cas contraire.

1.7 Hiérarchisation des hamiltoniens supersymétrique

La supersymétrie nous permet de créer un superpartenaire hamiltonien Hy ayant le
méme spectre que 'hamiltonien du départ Hy en décalant le spectre de ce dernier par une
constante. Ce n’est pas tout, on peut faire la méme chose pour Hs afin d’obtenir un troisieéme
hamiltonien Hs, etc.

En répétant cette procédure un certain nombre de fois, on obtient une famille d’hamiltoniens
superpartenaires les uns aux autres. Cette méthode s’avere étre trés utile et avantageuse,
elle nous donne la possibilité de reconstruire le spectre de H; en connaissant les états
fondamentaux des hamiltoniens Hy, (n > 1).

Commengons par 'hamiltonien du départ écrit dans le systeme des unités naturelles
h=2m =1, c’est a dire :

1 d?
H1:A{A1+E(§):—@+V1(x), (1.41)
ou Vi est une fonction de superpotentiel W,
_ 2 d (1)
Vi(z) =Wi(x)— —Wi(x)+ Ey . (1.42)

dx

Le second hamiltonien se construit tout simplement en permutant les deux opérateurs
Aj et AJ{. Du coup, Hs s’exprime par

2
1
H2:A1AI+ES)=—@+V2(:):) (1.43)
avec d
Vo(x) = Vi(x) +2—Wi(x). (1.44)

dx
on sait que Ap w((]l) =0, ce que implique Wy = —% lnwél)(:v), alors, le potentiel Va(x) s’écrit
_ LA NOe
Va(z) =Vi(x) — 2@11& vy (x) ). (1.45)

En toute évidence, les spectres énergétiques et les fonctions propres des deux hamiltoniens
sont relies entre eux par les relations de récurrence :

EY, =E® (1.46)

n
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1
P (1) = ——=A ") (). (1.47)
gD _ g
n+1 0

On veut construire un troisieme hamiltonien superpartenaire aux deux premiers ayant

une énergie propre Ey(l?’) et une fonction d’onde Qm(lg). Pour ce faire, admettant que 1’état

fondamental de Hy est E(()2) = Egl), alors,
Hy= A Al + BV = Al Ay + EPP = Al A, + BV,

A; et Ay sont fonctions de Wa(x), tels que

d d
Al = A Wan), et Ay= -+ Waa).
En substituant les expressions de A; et Ao dans Ho, on trouve I’équation de Riccati
suivante :
2 d (2)
WE(2) - = Wa(e) = Va() - B, (1.48)

la solution de cette équation en terme de W (x) est donnée par :

Wa(z) = —Cg’;mwg?)(x). (1.49)

Ainsi, le superpartenaire de Ho est donné par Hs, avec

d2

Hy= Ay Ay + BV = - =
3 2 2‘|‘ 1 dIQ

+ V3(z), (1.50)

ou
2

Vo) = Vilw) ~2 2 (4 ) @)

De méme, les énergies propres et les fonctions d’ondes de Hy et Hj sont liés par :

E® =E® (1.51)

n

1
Vi () = — O (@). (1.52)
Epia— B

n

On voit bien qu’il y a une correspondance entre les trois hamiltoniens générés, ce qui nous
permet d’écrire les relations suivantes :

E®) =% =BV, (1.53)

n n+
1 1
w,(f’)(x) B 1) (1) (2) (2)
\/En+2 — Eq \/En+1 — Eq

Il est possible de poursuivre la construction des hamiltoniens H,,, (m = 1,2,3,---N),

ou m est le nombre d’états liés de Hj. Alors, les (IV — 1) hamiltoniens susceptibles d’étre

construits vont avoir le méme spectre d’énergie (équidistants ou pas ) a I’exception des (m—1)

premieres valeurs propres de Hj. Le schéma ci-dessus représente une chaine d’hamiltoniens
construits par cette méthode.

Ay Ayl (). (1.54)
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H, H, Hs H, H; Hs Hy Hy

Fig.1.5 Spectre énergétique d’une famille d’hamiltoniens isospectraux, dont le nombre
d’états liés de Hy est a m = 8.

Afin de généraliser la connexion entre les caractéristiques des hamiltoniens superpartenaires,
on donne les relations de récurrence suivantes :

B = Bl = B == Bl (1.55)
d? W@y () (m-1)
Vila) = Vi) =2 (o) @ @i @) v D). (156)
(m) 1 1 (1)
wn (l’) = X AmflAm*Q"'Alz/}n—f—m—l(x)a (157)

e X
1 1 1 1
V- B0 B - B

1
W 1 (@) Ay AL o). (158)

= X e X 1
1 1 1 1
\/Eéqzml - E(g ) \/ET(Lszl - E1(n)72

Ainsi, la connaissance des énergies propres F,, d’'un hamiltonien et ses fonctions d’onde
¥y, permet la construction de (m — 1) hamiltoniens superpartenaires a celui du départ, ou m
est le nombre d’états liés de ce dernier.

1.8 Invariance de la forme

Nous avons vu dans les sections précédentes que les systemes quantiques générés par
un superpotentiel W (xz) méne a deux hamiltoniens partenaire H_(x,a) et Hy(x,a). D’apres
le formalisme de la SUSYQM, ces deux hamiltoniens sont relies entre eux. Cette connexion
s’exprime par le faite que la connaissance de spectre de I'un d’eux, permet de trouver celui de
I’autre. Mais est-il possible de déterminer ces spectres sans avoir un spectre fondamentale ?.

1.8.1 Potentiels a forme invariante (SIP)

En SUSYQM, il existe une classe de superpotentiels W (x,a) pour lesquels les potentiels
superpartenaires Vi (z,a) obéissent & une contrainte spéciale appelée invariance de la forme.
Pour cette classe de potentiels, on n’a pas a connaitre le spectre d’un hamiltonien partenaire
pour pouvoir trouver celui de I'autre.
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La condition de l'invariance de la forme s’écrit :
Vi(x,a0) =V_(x,a1)+ R(ap), (1.59)

ou ap est en fonction de ag et R(ag) est une constante additive.
La condition président s’écrit en terme d’hamiltonien comme suit

Hy(z,a0) + g(ao) = H-(z,a1) + g(a1), (1.60)

olt R(aog) = g(a1) — g(ao)-
On constate que les deux hamiltoniens different par une constante additive, cela veut dire

que méme leurs valeurs propres vont étre différentes par la méme constante : E7(L+)(ao) =

E(_)(al) + R(ap). Il est important de savoir que les deux hamiltoniens ont exactement les

méme fonctions propres 1,07(1+)(m,a0) = Q,Dfl_)(m,al), pour toutes valeurs de n.

Supposons qu’on cherche a déterminer le spectre de H_(x,ag). Pour ce faire, admettons
que les superpotentiels W (z,a;),7=0,1,2---n engendrent des fonctions d’ondes normalisables
wéf) (x,a;) ~exp(— [*W (2 a;)dz’). Cela veut dire qu’on a une supersymétrie non brisée, par
(_)(ai) =0,7i=0,1---,n. D’apres la condition
de linvariance de la forme (1.60), on déduit que E(()+)(a0) = E(()_)(al) + g(ag) — g(ay) =

g(ap) — g(a1). D’autre part, l'isospectralité des hamiltoniens superpartenaires exige que

conséquent 1’énergie de 1’état fondamental F,

E} '(ag) = E0+ (ap). Du coup, les deux premieres valeurs de spectre de H_ sont données
par : Ef ) (ag) =0 et E{ ) (a) = glan) — g(a).

Passons maintenant au deuxieme état excité d’énergie F. (_)(ao). On sait que E (_)(ao) =
Eﬁ)(ao). Alors, la condition d’invariance s’écrit E£+)(a0) = E£_)(a1) + g(a1) — g(ap). En
utilisant encore une fois l'isospectralité, on a Eif)(al) = E(()Jr)(al), qui est égal en terme de
Iinvariance de la forme a E (_)(ag) +g(az) —g(ai), on az est un autre parametre qui est relié
a ap qui est & son tour relié & ag, a savoir, a; = f(ap) et ag = f(a1).

Ainsi, on a

(a1) — g(ao) (1.61)

d’ou

La relation de récurrence des valeurs propres de H_(z,aq), s’écrit alors,

E})(a0) = g(an) — g(ao).

Les fonctions propres de 1’état fondamentale et du premier état excité de H_ sont données
par

wé’)(gg,ao) ~ exp (— /xW(a;’,ao)dx') , (1.62)

U7 (@,a0) ~ Al (@006 (,00). (1.63)
Cependant, de I'invariance de la forme, nous avons wff) (x,a9) = w(()f) (x,a1). Par conséquent,
on déduit :

@/Jg_)(x,ao) ~ A(2,a9) exp (— /x W(x,aﬂdx) . (1.64)

o
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On s’intéresse maintenant a déterminer wé_)(x,ao). L’état fondamental de H_(z,a2) est
exprimé par w(()_)(x,ag) ~exp(— [TW (2! az)dx’), et en utilisant (1.63), la fonction propre
correspondante est donnée selon

0§ (x,a9) = Atz a0)vi (ao)

= ——— Al(z,a0)0 (1)

—_

= At(z,a0) Al (2, a1) 5P (2, 1)
VED@E @)
1

AT(x,ao)AT(x,al)wé_)(x,ag) (1.65)

~ VEP (@) B (@)

Toutes les fonctions propres et les valeurs propres peuvent étre déterminées par cette
méthode itérative. Donc, la (SUSYQM) et la (SIP) déterminent le spectre d'un potentiel
sans avoir besoin de connaitre son partenaire a priori. La méthode est illustrée par la figure

ci-dessous.
A* ao) A+(a|)| |
D dERIE D d v; (na)
E;{G’.) ‘{:%7 A
E(ﬂ':):x {G| }
+ V*{I'an)"'g(“l}‘g(“u):
AM(a, L
(@ V.(a)+g ()-8 (a,)
Eiiﬂn:l v
T
~(x, gla)-gla,)
o) - l V. (a,)=
V_(x.a,)+g(a, ) -8 (ﬂu)_.

Fig.1.6 Potentiel forme a invariante, leurs niveaux d’énergie et les fonctions propres
correspondantes,[1].

1.9 Liste des potentiels a forme invariante translationnelle

Nous énumérons ci-dessous plusieurs potentiels a forme invariante translationnelle, ainsi
que leurs superpotentiels correspondants et parametres.

1. Oscillateur harmonique a 1 D

1
Super potentiel : W = ZwT —o <z <400
1 1
Potentiel : Vo= -wz?— =
otentie 1WE W
ap - ao

ai : ap+1
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g(ao) : 9(ao) = wag
Energie propre : E, =nw

2. Oscillateur harmonique radial

1 [+1
Super potentiel : W = QW= i, 0<r<+4oo
r
I(14+1) 20+3  wr?
Potentiel : V_:(+)— + +wr
r2 2 4
ap : l
al : [+1
g(ag) : g(ap) = 2wl
Energie propre : E, =2nw
3. Coulomb
2 [+1
Super potentiel : W:2(l+1)_ ma 0<r<+4oo
I(1+1) ¢? et
Potentiel : V.= - —
orene r2 r + 4(141)2
ap : l
ai : [+1
oA
g(ap) : g(ap) = —m
. 1 2 2 1 2 2
Energle propre : En = 1 (l—i—]_) — Z (m“)
4. Morse
Super potentiel : W =A—exp(—z), —oo<z<+00
Potentiel : V.= A2 4 exp(—2z) — (24 + 1) exp(—x)
ao : —A
al : —A+1
g(ao) : g(ao) = —ag

Energie propre : Er =A% (A—n)?

5. Scarf (Hyperbolique)
Super potentiel : W = Atanh(z) + Bsec(z), —oo<x <400

Potentiel : Vo=— [A(A +1)— BQ} sec?(z) + (2A 4 1) Btanh(x)sec(z) + A?
ap : -

al : —A+1

g(ao) : g(ag) = —agp

Energie propre : E; =A% (A—n)?

6. Rosen-Morse (hyperbolique)

Super potentiel : W = Atanh(z) + %, —c0o <z <+oo B< A?
32
Potentiel : V_=—A(A+1)sec’z +2Btanhz + A% + 2
ao : —A
ay : —A+1 )
B
g(ao) : g(ao) = —ao— —

0
B2 B2

Energie propre : E, =A% (A—n)® - ﬁ + -
—n

17
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7. Eckart
Super potentiel : W = —Acotr+ %7 0<r<+4oco B> A?
B2
Potentiel : V_ = A(A —1)cosech?(r) — 2B coth(r) + A% + 2
ao : A
al : A+1 )
B
g(ap) : g(ag) = —ap — —
ag
. _ 1 1
Energie propre : E; =A% (A+n)*’+B [(A)Q — (A+n)2]
8. Poschl-Teller (hyperbolique)
Super potentiel : W = Acoth(r) — Beosech(r), 0<r<4oco B>A
Potentiel : Vo = [A(A +1)+ BQ} cosech?(r) + A% — (2A + 1) B coth(r)cosech(r)
ap - —A
ay : —A+1
g(ao) : g(ag) = —ag

Energie propre : E; =A% (A—n)?

9. Rosen-Morse (trigonométrique)
Super potentiel : W = —Acot(z) — % O<z<m

B2

Potentiel : V_ = A(A —1)cosec?(z) + 2B cot(z) — A% + 2
ao : A
ai : A+1

BZ
g(ao) : g(ag) =ap — —5

ap

. _ 1 1

Energie propre : Er=—A?+(A+n)?+ B2 l(A)Q — (A—i—n)Q]

10. Scarf (Trigonométrique)
Super potentiel : W = Atan(z) — Bsec(x), —rm<z<+m

Potentiel : Vo =— [A(A —-1)+ BQ} sec?(z) — (2A + 1) Btan(x)sec(z) — A?
ao : A

ap : A+1

9(ao) : g(ag) = —ag

Energie propre : ES =—A? 4+ (A+n)?



Chapitre 2

Groupes et algebre de Lie

La théorie des groupes et ’algebre de Lie ont apparues a la fin du X7.X ieme siecle avec les
travaux du mathématicien suédois Sophus Lie. Elles ont connues de nombreuses ramification
groupe algébrique, groupe quantique, théorie de représentation, -- -, et elles font encore 1’objet
de nombreuses recherches. Par ailleurs ces objets interviennent aussi dans des branches plus
éloignées dans la physique théorique et mathématique [17].

2.1 Groupe de Lie

2.1.1 Définition :

Un groupe de Lie réel (resp. complexe) est une variété différentielle réelle (resp. analytique
complexe) munie d’une structure de groupe G. En d’autres termes, elle est munie d’une loi de
composition interne qui est la multiplication, vérifie 'associativité, elle possede un élément
neutre et chaque élément ayant un symétrique. La dimension de variété sous-jacente est
constante, elle est aussi la dimension du groupe de Lie [17] .

Remarques :
ece groupe possede une infinité continue d’éléments.

o L application inverse (Jn, Jm) — JnJ b est holomorphe, donc tout groupe isomorphe d un
groupe de Lie est un groupe de Lie.

Exemple :

L’ensemble des matrices inversibles M (R) du groupe linéaire noté G'L(n,mathbbK) est un
groupe du Lie; en effet :

e GL(n,mathbbK) est une variété analytique, car GL(R) est un ouvert dans M (R) comme
image réciproque de R* par 'application continue.

e Pour deux éléments A et B appartenant a GL(n,mathbbK), chaque élément de AB~!
est fonction polynomiale des éléments de A et B, donc I'application (A, B) — AB~! est
holomorphe.

2.2 Algebre de Lie

2.2.1 Définition et Structure d’algebre de Lie

En mathématiques, une algebre de Lie est un espace vectoriel (réel ou complexe) qui est
muni d'un crochet de Lie, ¢’est a dire une loi de composition interne Bilinéaire, antisymétrique
et qui vérifie la relation de Jacobi. Elle sera notée (Jp,, Jpm) — [Jn, Jm] de g* g dans g pour

19
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tous Jn, J;m € g (g est une algebre de Lie), et qui satisfait les condition suivantes :
e identité de Jacobi :

[Ty Imls J1) 4 [[Tms S, In] + [[ 1, Inls Im]] = 0, YV, JIm € g.
e linéarité : Vo, 3 € mathbbK et J,,J, € g,
[aJn—i_ﬁvaJl] :Oé[‘]’rh‘]l]_'—ﬂ[‘]mv‘]l]a et [aJn>5Jn] :O

La deuxiéme équation montre en particulier que toutes les algebres de Lie de crochets nuls
sont abéliennes.
e antisymétrique : Pour (J,,,J,) € g,

[Oan,ﬁJm] == {OéJm,ﬁJn] .

2.2.2 Constante de structure d’une algebre de Lie

Soit g une algebre de Lie de dimension finie R, et soient les (Jm)ijl I’ensemble des
vecteurs constituants une de ses bases. On appelle relation de commutation la donnée des
R? crochets de Lie [J,, Ji], n,m € (1,2,3,--- R). Puisque le crochet de Lie est une loi interne
dans g, alors, elle peut étre récrite sous la forme suivante [18] :

R
[Jm Jm] - Z CTZLmJl7
=1
les C! sont constantes de structure de algebre de Lie g.
Les constantes de structure dépendent du choix de la base. De plus, on a :
e L’antisymétrie du crochet de Lie implique que C!,, = —C! .
e [’identité de Jacobi vérifiée par le crochet de Lie implique que

R
V(nm,hok), 3 (ChuCli + ChiCl+ CLyCly) = 0.
=1

2.2.3 Homomorphisme d’une algebre de Lie

On a besoin des représentations pour exploiter les explications physiques. En générale,
on peut parler des représentations matricielles ou bien des réalisations par des opérateurs
différentiels agissant sur des espaces vectoriels. Ce passage est assuré par homomorphisme
de algebre de Lie [18].

Soient g et ¢’ deux algebres de Lie, un homomorphisme est défini dans espace vectoriel
K comme suit p: g — ¢’. L’homomorphisme vérifie la condition de I’algébre de Lie donnée
par

PlIns Jm] = [p(In), p(Im)], V(Jn, Im) € g.

2.3 Groupe linéaire

Par définition le groupe linéaire GL(n,mathbbK) de degré n d’un corps commutatif
mathbbK, est le groupe des matrices (n x n) inversibles ayant les éléments appartenant a
mathbbK , muni de la loi multiplication matricielle [19]. Et nous écrivons

GL(n,mathbbK)={J € M (n,K),det(J)=0}.

Ces groupes sont importants dans la théorie des représentations de groupes et apparaissent
lors de I’étude des symétries et des polyndémes.
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2.3.1 Générateur de groupe linéaire

Soit K un corps commutatif, pour ¢ # j et n > 2, on définit les matrices Tj; et D;(a),

telles que
Tz()\) :In+)\Eij, DZ(O./) :In—l—(Oé—l)EiZ‘.

ou I, et E;; sont des matrices.

On appelle les matrices Tj;(\) et D;(«) respectivement, matrice de transvection et les
matrices dilatation qui sont diagonales. Le groupe sl(n,K) est engendré par les matrices
transvection, tandis que le groupe GL(n,K) est généré par les deux matrices simultanément.
Le produit des deux matrices revient a effectuer les opérations élémentaires suivantes :

a gauche :
Tij()\) =Lj+— L; + )\LjDi(Oé) =L, +— al;, (2.1)
a droite :

Tz(>\) :Cj — Cj—l—)\CZ'Di(Oé) =C; +— aC;. (2.2)

2.3.2 Représentation de groupe linéaire

Représentation exponentielle [24]

Soit 'application exponentielle exp : M (n,k) — GL(n, K), définie par la série :
400 JP
()= > 20 (2.9
M=0 P

b
Cette série converge pour toute matrice J € M(n, k), par effet de la majoration p! < (%) ’,
on déduit I'inégalité suivante :

p
1 1 2017201\ 2
< s () 24)
p: p: p
cette derniére majore la norme du terme général de cette série par série géométrique. Plus
précisément, la série entiere (7).
On définit le commutateur de deux matrices J, et .J,,, il est donné par

[Jna Jm] = JnJm - JmJn, (25)
si Jp et J,, commutent entre eux, nous pouvons écrire

exp (Jndm) = exp(Jyn) exp(Jm), (2.6)

En particulier, exp(J,)exp(—J,) = I, et l'image de 'application exponentielle est bien
contenue dans G L(n,mathbbK). La multiplication des matrices J par deux nombres quelconques
t et u appartenant a K, conserve I’équation précédente, et on écrit :

exp ((t+u)J)=exp(Jt)exp(Ju). (2.7)

Ainsi, pour J fixé, les matrices F(t) = exp(t.J) forment un groupe a un seule parameétre,
ol J est considéré comme étant son générateur. Dans un groupe de Lie réel, par opposition a
un groupe de Lie complexe, le parametre ¢ est contraint de prendre que des valeurs réelles. Les
sous-groupes a un parametre dans un groupe continu sont la contrepartie des sous-groupes
cycliques dans un groupe discret. Pour tout nombre non nul ¢ réel dans le cas d’un groupe
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de Lie réel, les matrices J et tJ géneérent le méme sous-groupe a un parametre, bien que
paramétré de deux manieres différentes.
En utilisant la série de définition :

d

pr (exp (tJ)) = Jexp(tJ)=J, (2.8)

ainsi, le générateur d’un groupe a un parametre est la dérivée de I'identité, ou :

d

J = 7 &P (tJ) |¢=o0- (2.9)

Une autre relation qui est généralement valable et souvent utile est la suivante :

1

exp (Jn) Jmexp (—Jn) = Jm + [In, I + 51 [Jn, [ndm]] + - (2.10)

Cette derniere peut étre prouvée comme suit :
S(t) =exp(tJn) Jmexp(—Jn),
en dérivant cette derniére,on trouve (par définition)
S (8) = JuS () = S (8) Ju = [, S (0] = ad (Ju) S (1)

adjointe de la matrice J,,qui est un opérateur qui agit sur matrices par commutation, telle
que, ad(Jy) : Jm — [Jn, Im)-
La solution de I’équation différentielle écrite en termes S(t), et en posant la condition
initiale S(t = 0) = J,,, est donnée par :
S (t) =exp (t Ad(Jpn) Jm,

2

_ m+t[Jn,Jm}+t2![Jn,[JnJm]]Jr---. (2.11)

La relation générale suivante découle également de la définition de I’application exponentielle,

_ N\ . tr(J)\"
det(exp[J])zph_r}noo (det<l+p>> = lim <1+ » ) =exp(tr(J)). (2.12)

Nous avons vu ci-dessus, que si J est un générateur, la matrice ¢t.J est aussi un générateur.
Pour compléter la preuve que I'ensemble des générateurs est un espace vectoriel, il suffit de
prouver que la somme de deux générateur J,, et J,, est un générateur. Cette condition est
bel et bien vérifiée, elle découle du développent de la série de puissance du produit :

exp (tJy) exp (tJn) = [+t (Jn+ Jim) + O (). (2.13)

ot O(t?) désigne le terme de second ordre en t.

Représentation Adjointe [24]

Soit M une matrice inversible appartenant au groupe de Lie linaire G L(n,mathbbK), J
est un générateur de l'algebre de Lie L, alors :

Ady(M)=MJM™? (2.14)

Chaque algebre de Lie L agit sur elleeméme par commutation, cette action est une
représentation linéaire appelée représentation adjointe. Si J,,J,, € L, alors, Ad(J,) agit
sur 'action .J,, comme suit :

ady, (Jm> = [Jna Jm] )
Ad[(]m(]m] = [CLdJn,adJm]. (2.15)

La relation suivante est donc valable par définition, pour tout t € K et J € L

Adexp(tJ) = exp (t Adj) . (216)
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2.4 Etude du groupe de Lie sl(2,R)

2.4.1 Définition

Le groupe spécial linéaire s[(2,R) est un sous groupe de GL(2,R) de dimension 3. Il est le
groupe des matrices carrés n*n de determinant égale a 1 et une trace nulle. Il est présentée
comme suit

sl(2,R) = {M € GL(2,R)|det (M) =1},

la représentation matricielle de GL(2,R) est donnée comme suit

()

la condition tr(M) = 0, implique que a+d = 0. Deés lors, M peut s’écrire également sous la

forme suivante :
a b 1 0 01 00
= L) =elo &) (o o)< o)

de coup, on peut prendre les matrices Jy, J+ et J_ comme une base (générateurs), telles que

1 0 0 1 0 0
n=fo B) =(oo) =(00)
Les trois derni¢res matrices vérifiées les crochets suivants :

[JO7J+] = 2J+7 [J07J—] - _2J—, [J+7J—] = JO

En introduisant les matrice de Pauli o, (i = 1,2,3), les matrices de base Jy, J4 et J_
sont données sous la forme suivante :

1
Ji = 5 (o1 £io2), (2.17)
et
Jo =03 (2.18)

Les matrices de Pauli vérifiées la relation de commutation

[
27 2 U9

2.4.2 La représentation exponentielle et adjointe de s[(2,R)

Comme nous l'avons déja dit, les conditions sur M pour qu’elle appartienne a sl[(2,R)
sont : det(M) =1, tr(M) =0 et elle doit étre sur la base {Jy, J+, J_}.
Rappelons que :

M= (a b ) —aJy+bJs+ed .

c —a
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Pour pouvoir déterminer la représentation exponentielle de la matrice M, on introduit
I’application exponentielle. Voyons 'effet de cette derniere sur la matrice M :

. MN" 1 n
e (M) =ty (I ) = 3 00
:In+M+21!M2+;!M3-~
- n+M—|—21!(a2+bc)ln+;!(a2+bc)M+i!(a2+bc)2[n...
:[1—1—21!<a2+bc)+i!(a2+bc)2+---}fn—|—{1—1—?}!(az—i—bc)—l—;!(aszbc)Q—l—---]M
—[1—21!+i!+---}[n+{1—31!+51!+---]M. (2.19)

En particulier, exp(M)exp(—M) = (—a2 — bc) I,, mais —a?—bc = 1, alors, exp(M ) exp(—M) =
" La relation suivante découle directement de la définition de la fonction exp (M)
det (exp M) = exptr (M)
= 1+tr(M)+ 21!tr(M)2 +..
=1 (2.20)

2.5 Représentations irréductibles de s[(2,R)

2.5.1 Les représentations D’

On considere le groupe sl(2,R) muni de la base Jy,J+,J— dans laquelle les relations de
commutation s’écrivent

[Jo,Ji] =42Jy,
[y, J-] = Jo. (2.21)

Soit (E,R) une représentation irréductible de dimension finie de sl(2,R). L’opérateur
R(Jyp) admet au moins une valeur propre, A, et un vecteur propre, u, pour cette valeur
propre, satisfaisant u = 0 et

R(Jo)u = Au.

D’apres la relation de commutation (2.21), on a :
R(Jo)R(Jy)u= (R(J4)R(Jo) + 2 R(J4))u = (A+2)R(J1) u, (2.22)

et
R(J)R(J_)u=(R(J_)R(Jo) —2R(J_))u= (A—2)R(J_)u. (2.23)

Comme il ne peut y avoir qu'un nombre fini de valeurs propres distinctes de R(Jy), il existe
une valeur propre )\g et un vecteur propre ug, tels que R(Jy)ug = Aoug et

R(J 4 )ug = 0. (2.24)
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On pose alors, pour k € N,
U = R(J_)kuo.

En itérant la relation (2.23), on voit que les vecteurs uy sont les vecteurs propres de
R(Jy) pour les valeurs propres distinctes, Ao — 2k,

R(Jo)ur = (Ao — 2k)uy.
Montrons, par récurrence sur k, que, pour k € N*,
R(Jp)up=k(Xo—k+1)up_1.
La relation est vérifiée pour k =1 car, d’apres (2.21) et (2.24),
R(Jy)ur = R(J+)R(J-)ug = R(Jo)uo = Ao up.

Supposons que la relation est vraie pour k. En utilisant '’hypothese, uy1 = R(J_)ug, et la
deuxieéme relation de (2.21), on obtient

R(J1Jups1 = R(JL)R()u, = (RUZ)R(J4) + R(Jo)) g = (k + 1) (o — k)uy,

ce qui démontre la relation. Les vecteurs propres uj étant linéairement indépendants et
I’espace vectoriel E étant supposé de dimension finie, il existe un entier n tel que

UQio,ulio,---,ukio, uk+1:0.
D’ou, en écrivant R(Jy)ug1 =0,
)\0 =n.

On vérifie alors que, Vk € N,
[R(JJF),R(J,)] U = R(J()) UL, [R(J()),R(Ji)] Up = :IZQR(Jj:)Uk.

Les vecteurs, ug,u1,- - ,u, engendrent un sous espace de E invariant par R, et comme la
représentation cherchée est irréductible, ils engendrent E, qui est donc de dimension n + 1.
En résumé, nous avons trouvé une représentation (£, R() de dimension n+ 1 de sl(2,R)
et une base ug,u1, - ,uy de E(M telles que :

R™ (Jo)ug = (n— 2k)uy,
R (J_yug = upy1,
R™ (J yup, = k(n— k4 1)ug_1. (2.25)

Pour 0 < k <n et ugyq = 0. Montrons que la représentation (E (”),R(”)) est irréductible.
Supposons que v soit un vecteur non nul d’un sous-espace vectoriel, F, de E(™ invariant

par R Alors,

n
v:kauk, v € C.
k=0

Supposons vy, # 0, Vg,+1 =+ =1, =0, 01 0 < kg < n. Alors (R(")(J+))kov est proportionnel
a ug avec un coefficient non nul. Donc ug appartient a F' et par conséquent aussi tous les
ug, pour k=0,---,n. Donc tout sous-espace invariant non nul coincide avec 1’espace entier.
D’autre part, la démonstration ci-dessus a prouvé que toute représentation irréductible de
dimension finie de s[(2,R) est de la forme (E( R(M™), pour un certain n € N.
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2.5.2 Opérateur de Casimir de groupe de Lie s[(2,R)

En mathématique, est plus spécifiquement en algebre, I'opérateur de Casimir est un
opérateur particulier. Plus précisément, étant donné une algébre de Lie munie d’une forme
bilinéaire non dégénérée et invariante, et une représentation de dimension finie, 'opérateur
de Casimir est une application linéaire continue particuliere sur l'espace vectoriel de la
représentation. Cet opérateur commute avec la représentation. Pour certaines algebre cet
opérateur, peut jouer le réle du laplacien.

Soit g une algebre de Lie, B(,) une forme bilinéaire non-dégénérée invariante associée a
'algebre d’une invariante a représentation adjointe adj,(J1) = [Jo, J1] pour tout Jy, J1,J2 € ¢
en trouve :

B(adjo (Jl),JQ) = —B(Jl,adJO (JQ)) (2.26)

Ou encore :
B([Jo, 1], J2) = =B (J2,[Jo, J1]) (2.27)

Par définition I'application linéaire p : ¢ — SL(2, R) nous prenons la base {.J,,u=1...n}
de g,et on note {J*,u=1...n} la base duale :

B(J*,J,) =6, (2.28)

En mécanique quantique,l’opérateur de casimir a aidé a mieux connaitre les opérateurs
agissant sur la fonction d’onde et les invariants associés qui sont les nombre quantique on sait
que J% = J3 + J? 4+ J3 commute avec chacun des .J;. On appelle J? un opérateur de casimir
de groupe. Un opérateur de casimir est généralement un polynéme ou une combinaison
linéaire ou quadratique des générateurs d’un groupe. Pour une algebre semi-simple le nombre
d’opérateurs de casimir est égal au rang de ’algebre . Pour les groupes de lie semi-simple ,
on utilise la formule de Cartan-Killing pour calculer 'opérateur de casimir quadratique de
groupe.



Chapitre 3

Systémes quantiques a masse dépendante
de la position

La description des porteurs de charges dans les hétérostructures semi conducteurs a été
fournie historiquement par les hamiltoniens de masse dépendante de la position (PDM), dont
la déduction des premiers principes a produit une vaste famille aux propriétés différentes,
allant des opérateurs non hermitiens a des opérateurs hermitiens avec plusieurs type de
conditions aux limites [3-5].

D’autre part, la génération de systémes solubles présente un intérét pratique, bien qu’elle
soit également importante du point de vue théorique. Car 'identification de tout nouvel
Hamiltonien résoluble ouvre la porte a des zones inexplorées et fournit un ensemble d’informations
a analyser[6-7].

Le probleme de la masse effective dépendante de la position a été étudié pour la premiere
fois en 1966 par les physiciens Ben Daniel et Duke[23], ou ils donnérent naissance a un
nouveau hamiltonien noté, Hgpp, décrivant les systémes physiques ayant une masse variable.

Quelques années plus tard, le physicien hollandais von Roos [3] donna une autre forme
pour I'’hamiltonien de Ben Daniel-Duke dont la partie cinétique est écrite en deux terme ce
que résout le probleme d’ordre d’opérateurs (symétrisation). Le nouveau hamiltonien Hy p
et grace aux parametres («,f,7) introduits dans son expression en obéissant a 1’équation
paramétrique a+ 3+ v = —1, permet d’aller vers plusieurs hamiltoniens et méme d’obtenir
I’hamiltonien de Schrodinger qui est écrit dans le cadre de la masse constante.

3.1 Hamiltoniens de von Roos et Ben Daniel-Duke

Il existe plusieurs fagons de définir le terme cinétique pour un hamiltonien d'un systeme
a masse variable (PDM). L'un des plus généraux, qui est automatiquement hermitien, a été
proposé par von Roos sous la forme suivante[3] :

1
Hyr = (m®(@)pm” (@)pm (x) +m” (@)pm” (x)pm® (@) + V (), (3.1)
ou m(x) est une masse dépend de la position, V' est un potentiel réel. Différentes sélections
de ces constantes meénent aux différents Hamiltoniens, un choix donné est généralement basé
sur des considérations physiques[12].
Cependant, le probléme peut étre traité d’un point de vue différent en écrivant ’équation
précédente en tant qu’opérateur différentiel :
nod® wm/(z) d

Hyp—— < 2
VE 2m(x) dx? + 2m2(z) dx Vers (@), (3:2)

27
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L+ B)m'(z)  (m!(z))?

am2(z)  2mB(z)

Vess(x) =V(x)+h2< (a2+aﬁ+a+ﬁ+1)>. (3.3)

Dans la suite du ce travail, au lieu de (3.1), nous travaillerons avec l'expression (3.2), qui
implique Vs Si on s’intéresse a un ordre particulier défini par I’équation (3.1), V(z) doit
étre exprimé en termes de V,ry et un terme supplémentaire résultant de cet ordre, c’est a

dire
+ m” T m/ T 2
( ) el (gj) i <(1 47751%(.1')( ) <2m<3(;’>)

L’expression (3.2) s’écrit sous une autre forme donnée par Ben Daniel-Duke, telle que

(a2+a6+a+5+1)>. (3.4)

1 n? 42 m2m!(z) d
WP— _2m(x)E+VBDDm%+VBDD<x)' (3.5)

1
Hppp = 5P

Nous travaillerons désormais avec ’hamiltonien (3.5) et les indices correspondants seront
supprimés.

3.2 Forme générale du hamiltonien BDD avec des opérateurs
d’échelle de premier ordre

Considérons un systéme gouverné par un hamiltonien Hgpp, tel qu’il est défini dans
I'équation (3.5), et deux opérateurs d’échelle L et LT vérifiant les relations de commutation
suivantes :

[H,LT| =ApL!,  [HLl=-ApL,  AgeR

La relation précédente montre que pour une fonction propre v de H avec une valeur
propre ¢, Iaction des opérateurs d’échelle LT sur ¢ produit de nouvelles fonctions propres
de H avec des valeurs propres € + A, pour autant qu’elles satisfassent les conditions aux
limites, a savoir ;

H (L) = (e+Ac) (LTv), (3.6)
H (L) = (e = Ae) (L) (3.7)

Puisque 'hamiltonien Hppp est hermitien, nous pouvons choisir L et L comme adjoints
I'un a autre, ce qui pour des hamiltoniens non hermitiens ne peut pas étre fait en général.

Si le spectre d’énergie de H doit étre borné par le bas, il devrait exister un ensemble de
fonctions propres formelles de H qui seraient également annihilées par L, tel que Ly = 0.
Certaines d’entre elles pourraient remplir les conditions aux limites. Les valeurs propres
appartiendront au spectre de H et seront appelées états extrémes du systeme, en analogie
avec les problemes de masse constante régis par les algebres polynomiales de Heisenberg.
Le niveau d’énergie le plus bas associé a ces états extrémes sera appelé aussi énergie d’état
fondamental.

Supposons maintenant que L est un opérateur d’échelle différentielle de premier ordre de
la forme :

L= (@ +a). 39
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la relation de commutation entre H et L doit étre remplie, cela nous conduit a un ensemble
d’équations différentielles couplées reliant m(z), aq(z), fi(x) et V(x), a savoir :

o) () + ;:;L((?)al(m) —0, (3.9)
"(x)c m!(z)\ > m(z) m'(z
1(z) = —;Oz/fn;;() )1 + () [(m((x))> + AEhz( ) - ngxi ) (3.10)
2m/ T / T 20l T
(@)1 (o) = Apfi(o) + 3 A A, (3.11)

Sachant que le profil de masse est fixé pour des raisons physiques, il est naturel de résoudre
I'ensemble d’équations précédent en terme de m(x) et dont les solutions correspondantes sont
données par :

ap(z) = am_%(x), (3.12)
p1(z) = g (m_%(a:))/ + ahA;/m%(x)dx, (3.13)
V(z)= ; (?;)2 {/mé(x)dxr - ;Z: <<m_%(:v)>/>2 - m. (3.14)

a est une constante pour alléger ’écriture des équations.
Comme L est un opérateur différentiel du premier ordre, on ne peut trouver qu’'une seule
fonction d’onde formelle qui est celle de I’état fondamental, elle est donnée par :

A
Yo(x) = co m%(x)exp (—2;2 [/m%(:p)de : (co = cte). (3.15)
pour laquelle on associé I’énergie
A
Eo = 7’3 (3.16)

Dans ce cas, I’adjoint de I'opérateur d’annihilation est 'opérateur de création s’écrit

1 d
1 = 5 (~anto) 1+ ) - i), (3.17)
Ainsi, les états excités sont obtenus successivement par Paction de LT sur Pétat fondamental
Yo, tel que
Un(x) o< (LN Po(x), et  E,=FEy+nAg neN.

Les deux opérateurs vérifient la relation de commutation suivante :

a*Ag

[LvLT] = H2

(3.18)

Il est important de savoir que tout au long de ce travail, nous nous limiterons aux cas
ou le théoreme d’oscillation est valide. Ainsi, la présence ou l’absence des valeurs propres
formelles correspondantes dans le spectre de H dépendra de ce que les états générés satisfont
ou non aux conditions aux limites imposées par la théorie de Sturm-Liouville.
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3.3 Exemple des systeme PDM

Il n’est pas difficile de trouver dans la littérature des exemples ou des structures de
GaAs et Al,Ga;_,As sont créées [4]. A lintérieur de ce type de semi-conducteurs, les
électrons et les trous possedent une masse effective qui varie en fonction de m = mg+m;z,
mg et my étant deux constantes définies par le matériau et z est définie par le gradient
de Al dans la structure. Plus précisément dans [4], z varie en fonction de la fonction
d’erreur, mais il est également suggéré que la concentration puisse adopter en quelque sorte
le profil souhaité. Cette suggestion a été utilisée dans [13-14], ou des profils quadratiques
inverses et linéaires ont été considérés. Ci-dessous, nous nous en tiendrons également a
cette proposition en choisissant des profils simples qui nous fourniront des informations
physiquement intéressantes.

3.3.1 Profil quadratique

En travaillant en unités atomiques i = 1, supposons que le profil de masse est de la forme
2
m(x) = % +mg. Des calculs simples nous conduisent aux expressions suivantes :

a
oe) = =2, (3.19)
% +myg
(VI T (A gt ) +madplos (VI £ )
fi(x) = 7 , (3.20)

% = *A2 2 E — - 2A2 1 2 9 2
)= AT 16 dm+ a2 T 2@mg a2 T AR (VM0

1
+ zmoA%x\/2mo+x210g(\/2m0+x2—i—x), (3.21)

avec une fonction d’onde de I’état fondamental donnée par :

moApx 2m0+3:2
Yo(x) =2mo+ 22 (\/2mo +22 +2)" T
1 219 2, 4
X eXp{_lfiAE {4molog (\/2mo + 22+ ) 4+ 2moz” + ” (3.22)

On voit clairement sur la figure ci-dessous que autour de x = 0, la forme du potentiel change
de maniere radicale. Cependant, il n’est pas singulier pour tout x € R.

Epmsfe?

Vix)
— )
wememne ()
wememn i)
EEEEE EEE [P-El:’:}l
wemnmn )
wememeee )
wememee )
weemmee i ()
wememnn iy ()

Fig.3.1 Graphe du profil de masse quadratique avec mg = 0.15 [16].
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3.3.2 Profil linéaire

Comme dernier exemple, supposons que le profil de masse varie linéairement m(z) = x,
ce qui induira une singularité dans le potentiel a x = 0. Les fonctions définissants 'opérateur
d’échelle et le potentiel sont données par :

a

ai(x) = 7 (3.23)

1 (3 3 2
= ca|—Aga? — = 3.24

1 (64Aga® 21
Ve )=—=|————=5|. 3.25
0= g5 (- %) (3.25)
Avec une fonction propre de I’état fondamental donnée par :

1 1 3

o(x) =21 exp—§(2AEx ). (3.26)

Sur la figure (3.2), nous pouvons voir que parmi toutes les fonctions propres formelles générées
en agissant successivement LT sur 1, seule la moitié satisfait les conditions aux limites &
l'origine décrites a la section précédente (celles étiquetées par des indices impairs).

Eg=Aci2

-

Fig.3.2 Graphiques du profil de masse linéaire, du potentiel correspondant avec un spectre
infini équidistant et de certaines fonctions propres associées aux valeurs propres formelles
les plus basses exprimées en unités atomiques[16].



Chapitre 4

Génération des potentiels quantique
exactement solubles via ’algebre de Lie

sl(2,R)

Dans ce chapitre, nous allons générer une large classe de potentiels quantiques exactement
solubles (E.S.). Nous allons aussi déterminer les fonctions d’ondes et les spectres d’énergie
associes a chaque potentiel. Pour ce faire, nous utilisons une méthode bien puissante basée
sur l'algebre de Lie sl(2,R).

Donnant d’abord les définition des deux classe de potentiels les plus connues en physique :

1. La classe des potentiels de type E.S. est celle dont I’équation de schrodinger accepte
une solution analytique complete (spectre d’énergie et fonction d’onde). Elle contient
I'ensemble des 12 potentiels connus de Natazon[22].

2. La classe des potentiels de type Q.E.S. appartient a la classe des potentiels dits non
solubles (N.S.) et elle est le lien manquant entre E.S. et N.S. Pour cette classe, il
est possible de déterminer uniquement une partie de spectre total, ce qui revient a
dire que dans un espace infini de Hilbert , il existe un sous-espace fini h; dans lequel
I’équation de schrodinger accepte une algebrisation partielle.

4.1 Traitement par la supersymétrie de la mécanique quantique

Considérons I’hamiltonien de Ben Daniel-Duke muni d’une masse dépendante de la
position. En réalité on dit que la particule est soumise a champ effectif moyen donnant
I'impression que la particule change de masse lors de son déplacement. Nous avons vu que le
formalisme de la supersymétrie de la mécanique quantique SUSYQM permet de factoriser
I'hamiltonien de Ben Daniel-Duke H = pU(x)p+ V(z) en un produit de deux opérateurs,
nommés d’annihilation A et création Af.

L’opérateur d’annihilation est donné par :

A= U(a:)jx—kW(a:), (4.1)

ou U(x) = m_%(:c), W (z) est le superpotentiel et p = —i%. Dans la suite de notre travail
on pose i =1.

32
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La factorisation nous permet alors d’admettre I’existence de deux hamiltoniens isospectraux
H®) tels que,
HYt=ATA, et H_=AA

ou l'opérateur de création est donné par :

AT——U(x)CZj—i-W(:U)—U’(x). (4.2)

Du coup, 'hamiltonien H+ s’exprime de la maniére suivante :

HE) — AT A
1 & wm(z) d
Cm(z)dx? m2(z) dx *
et en inversant l'ordre des deux opérateurs, on trouve
HE) = AAf
1 & m(z) d

= Tm@d?  m2@ydr W2 () + (W (@)U () = U' (@)W (2)) = U" (@)U ()4)

W (@) = (U(2)W (@), (4.3)

On voit bien que la partie cinétique de Hppp est égale a celles des deux produit, ceci nous
permet de déduire les expressions des potentiels V() et V(=) associés aux hamiltoniens H(*+)
et H (*), respectivement :

VO (@) = W2 (x) = (W (@)U (), (4.5)
VO (@) = W2 (@) + (W (@)U (x) — U (@)W () = U"(2)U (z). (4.6)

Dans le cadre de la hiérarchisation des hamiltoniens, on propose d’exprimer H~ en termes

d'un nouveau hamiltonien H £+) (acceptant une factorisation en termes de A;j et AJ{) par

H) :Hfﬂ —|—e:AJ{A1—|—e, (4.7)

ou par définition Ay = U(ZL’)% +Wi(x). Ici, Wi(x) est le nouvel superpotentiel et € = E{Jr) =

(-)

Ey .

En effectuant le méme calcul des produit d’opérateur, on aboutira a la relation suivante
VO (2) =V e =W2(z) — (U ()W (2)) +e, (4.8)

en combinant les relation (4.5) et (4.6), on retrouve ’équation différentielle suivante

v = V1(+) +e,
WE(x) —W2(z)+e=U'(z) Wi(x) — W(z)) +Ulx) (Wi(z)+W(x)) = U(z)U"(z). (4.9)

En effet, cette derniere n’est autre que I’équation de Ricatti, exprimée soit en termes de
Wi(x) ou W(x). Sa résolution revient a déterminer la forme de V(z). Malheureusement
il n’est pas possible de la résoudre analytiquement. Ce faisant, on pose le changement de
fonction suivant

W (z) = Wi(z) £ W(x), (4.10)

ou les superpotentiels W_(z) et W(x) peuvent étre exprimés en termes de U,U",U" W e.
Pour ce faire on substitue (4.10) dans (4.8) et (4.9),

immwﬂmmf (W (2) = W-(2))* = U'(@)W-(2) + U (@)W} () = U"(2)U (x) — ¢,

(4.11)

1
4
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soit en termes de W_(z) :

U(z)W!(z) U"(z)U(z) €

W_(z) = We(a)—Uz)  Wile)—U'x) Wale)—U'(z) (4.12)
2=+ o U@W, () U (2)U () . )
W(x) 2 <W+( ) Wy(z)=U'(z)  Wy(z)=U'(z)  Wy(z)=U'(z))’ (4.13)

les deux derniéres équations nous exige de poser la condition Wy (z) = U'(z).

Introduisant maintenant une nouvelle fonction dite fonction génératrice donnée par

Z(x) =Wi(x) = U'(2), (4.14)
ainsi, I’équation (4.13) devient
W(z) = ; (U’(a:) +Z(x) + Z(Ex) —U(x) 28;) . (4.15)

Du méme pour I'équation (4.5), elle peut s’écrire en fonction U’ (z),U" (z),U(z),Z' (x), Z (x)
par :

V(@) = Wx)— (W(z)U(z))

€2 7" (x)

U(x) +27%(x) + ¢ —2U(2) 7' () + 25y ~ 2 U?(z) Z2(0)

1
2

+U2(z) (gg; ) +U(x)U’(x)§((§)) .

La fonction d’onde de D'état fondamental associée & V() peut étre calculée d’une maniére
analytique. En fait, elle est la seule qui est obtenue de cette maniere, car les opérateurs mis
en jeu sont du premier ordre. Elle est donnée comme suit

(4.16)

e d:c) (417)

Avnlo) = (V@ L+ W@ ) =0 = vnlo) e~ |

En remplagant 'expression de W (z) dans (4.17) on trouve

Yo(z) = (4.18)

Z(z) 1L rZ@) , ez da

exp |—= A’ — - | ——|-
U(x) 2J) U(a) 2J) Z(")U(z")
La fonction d’onde du premier état excité i1 (x) est obtenue en appliquant 'opérateur At
sur ¢o(z) écrite en fonction de Wi(x) non pas celle exprimée en terme de W (x).

* Wl (x/) dx/‘|

T (4.19)

Yi(z) = Alexp [—

et en tenant compte des changement de fonction utilisés précédemment, (4.19) devient
x € 1
) dx

o) = e [ s e [ ]

= to(x)exp [e / Z(x)lU(x)dx] : (4.20)
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D’apres les résultats précédents, on remarque qu’il y a une récurrence dans ’allure de la
fonction d’onde, ceci nous a permet de déduire une forme générale pour la fonction d’onde ),.
La forme qu’on propose ici est donnée en terme de la fonction d’onde de 1’état fondamentale
to(x) et une autre fonction, notée ¢, (x), telle que :

U () ~ Yo(z)Pp(x,€) = Z(x) [ 1 xz(l’/)d/ € [ dz’

U) 7|2 ] On(z,€), (4.21)

o) U™ T2 Z@hU@)

ougbo(:te)—letgblmE—exp{ }

4.2 Construction de I’équation de Schrodinger

Jusqu’a présent, on a utilisé le traitement SUSYQM. On a pu déterminer les superpotentiel
et potentiel associé a notre probleme et on a arrivé a concevoir la forme de la fonction d’onde
générale. Passons a une autre étape de notre procédure qui consiste a construire 1’équation
de Schrodinger.

A cette fin, nous introduisons une fonction auxiliaire génératrice, £(x), donnée par

&(x) = o1(x,€) =exp le /x Z(:vfi)gé(a:’)} : (4.22)

Cette derniere est une transformation de variable, elle nous donne la possibilité de passer de

I’ancienne variable x vers une nouvelle variable £&. Du coup, les opérateurs différentiels di et
2

dd s'expriment en termes de -2 I et ;22 ; ceci permet alors d’écrire notre hamiltonien Hgpp

en terme de la nouvelle variable &.

Les deux opérateurs différentiels sont donnés alors par :

d_d¢d e d

de  dvdé  Z(z)U(z)dE (4.23)
2 € (Z(@)U(x))" d € d € d72
02~ 20" | 2@ 4T Z@U) dE T 2@ ) i (4.24)
L’équation de Schrodinger s’écrit
HBDD¢n(x) - En1/)n(x)7 (4'25)

en substituant ¢, (z) et Hppp dans I'équation (4.25), et en utilisant les résultats précédents,
I’équation de Schrodinger associée peut se mettre sous la forme suivante :

d d

Hppp (Yo(x)pn(,€)) = —%Uz(a:)%

. :_ (Z()U() i) 02(2) (WCZ) +v<x>] Yo(x)on(z.6),

[t L >j§]¢n<m ) = Bu (bo(@)dn(e.c)).  (4.26)

" v<x>] Yo(@)dn(,e),

Z%(x) d€2

Noter que dans le calcul précédent, on a utilisé les deux expression de la fonction d’onde
de 'état fondamental ¢ (z) (4.17) et (4.18).



CHAPITRE 4. GENERATION DES POTENTIELS 36

4.3 Construction de L’algebre

Nous intéressons maintenant a la construction de I'algebre de Lie s[(2,R) qui s’avere étre
une excellente algebre génératrice des spectre d’énergie des potentiels quantique unidimensionnels.
Cette algebre est générée par trois générateurs (opérateurs d’échelle), notés : J1 et Jy.
Dans le cadre de la fonction auxiliaire génératrice £(z) déja introduite, il est commode
d’exprimer les trois opérateurs sous la forme suivante,
5 d d d

n
=& — — = t — )
J+ né, J d§’ e Jo i 2 (nEN)

Les trois opérateurs vérifient les relations de commutation suivante
[Jy,J-] = —2Jp, [Jo, J+] = +J1.

L’algebre sl(2,R) posseéde un opérateur de Casimir et pour des raisons de symétrie, nous
imposons a l'opérateur hamiltonien de cette algebre (proportionnel a l'opérateur de Casimir)
de s’exprimer comme une combinaison quadratique et linéaire de ses générateurs, tel que :

> > eadadv— D, cada— Dy, (4.27)

a=(0,£) b=(0,%) a=(0,%)

ol ¢4y, sont des coefficients symétriques en indices ¢ p=cp, €t D), est une constante dépendante
de n.

En remplacant les opérateurs par leurs expressions et en tenant compte des relations de
commutation, I’équation précédente peut se mettre sous la suivante :

dk72
Zﬁk PRt (4.28)
ou les fonction £ (&), (k= 2,3,4), sont données par :
Ba(€) = C++§4 + 20406 + co0€” +2c0-E e, (4.29)
Bal) = 15 G () + 8a(6), (1.30
- n d
50 ="" 0 i) - 1 e+ " o 1., (4.31)

avec Ag(€) = ey E2 4+ coé+c_.
On remarque que C' ne contient pas le coefficient ¢4 _, ceci est justifié, car il est contraint
de commuter avec tous les opérateurs de son algebre, i.e.

[C,J(0,4)] =0 (4.32)

Suite aux données théorique déduites dans les deux premieres parties, nous essayons de
combiner les deux approches afin de déterminer les coefficients ¢; et ¢;; qui jouerons un role
tres important dans la génération des potentiels.

Pour ce faire, on fait 1’égalité entre ’équation de Schrodinger effective et celle associé a
I'opérateur de Casimir, telle que,

? K
(() dd§2+ e€(z )62— On(z,€) = Zﬁk dgk Son(z,e), (4.33)

2
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et en comparant termes-a-termes, on peut déduire les équations résultantes suivantes :

2
Ba(€) = ey & + 20108 + o€ +2c0-E e =€ 22((;) : (4.34)
B3(8) = 7%64(@ +A2(8) = —€€(), (4.35)
50 ="" 0 - 2 ma+ " ok D= 430

L’équation (4.34) peut se mettre sous une autre forme dans le but d’exprimer la fonction
auxiliaire génératrice £(z) en fonction d’une autre fonction dite fonction de masse auxiliaire
notée p(x),

¢ da! do(z)
ulx) = T = + / :
(') \/c ++0%(x) + 204003 (x) + cpob?(x) + 2¢0—0(z) + c——

(4.37)

Revenons a notre objectif de cette partie et qui consiste a déterminer les différentes
valeurs et expressions des coefficients ¢; et les ¢;;.
Les équations (4.35) et (4.36) permettent de déduire les expressions suivantes :

c_
cyyr =0, cy =0, c—=(n—1)c_, e=(n—1)copp—co= ;coo—co, cio=0.
En remplacant les différents coefficients par leurs valeurs dans (), 'énergie E,, s’écrit comme
suit

n n(n+2)

En = —(n—1)coo — 500 + 1 coo + Dy,

2

(e+co) — ;LCo—FlQCoo-i-?-i-D

2 €+ cop — 2¢9
= — ——+D,. 4.

ainsi, ’équation (4.37), apres la substitution des coefficients, devient
dé(x
wlx) = / (@) .
\/60092 —|—2CO 9( )+C__

3 ®\3 0\3

(4.39)

4.4 Applications

A présent, on a construit I’équation de Schrodinger associée et 1'algebre correspondante,
on a combiné deux approches différentes pour élaborer un modele mathématique permettant
d’obtenir des résultats exactes. Par la suite, nous allons testé la puissance et 'efficacité de
notre modele en procédant a la déduction des différents potentiels quantiques appartenant
a la classe des potentiels exactement soluble (E.S.), ainsi que les spectres d’énergie et les
fonctions d’onde associés, respectivement FE,, et 1y, sous l'algebre de Lie sl(2,R).

Pour ce faire, nous allons partager la tache en trois étapes; la premiere consiste a
la génération des potentiels, tandis que la deuxiéme et la troisieme sont consacrées a la
construction des spectres d’énergie et les fonctions d’onde correspondantes pour chaque
potentiel. A cette fin, nous commengons par résoudre 'intégrale (3.39), i.e

o) = df(x)
,u< )_ / \/60092 —|—260 9( )—i—c__7

(4.40)
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directement afin d’exprimer £(x) en terme de p(z) et cela pour les différentes valeurs attribuées
aux parametres libres cqg, co—, c—_. Cette détermination nous conduit a fixer les quantités
Z(x) (la fonction génératrice), W (x) (le superpotentiel), et Vs (le potentiel effectif).

1. Oscillateur Harmonique a 1D
L’oscillateur harmonique est le cas le plus simple a déduire, il est obtenu pour le choix
suivant des coefficients cog = co— = 0 et c__ = 0. Pour ces valeurs, l'intégrale (4.39)
devient
z dx’ (=) df(x)

=[G =t = = d@=vEue

D’autre part, £(x) = exp [6 I #‘g@,)}, les quantités Z(x), Weysr et V. sy sont maintenant
déterminables, en utilisant les deux équations (4.14),(4.15) et (4.16) on trouve les
résultats suivants :

e€(x)
Z(x) = ———— =€u(x), 4.41
€ ' (x)
Wepp=W(x)+Wy(x)= §p(x) — 22 (x)’ (4.42)
Verr=V(x)+Vu(z) = Cl) ——+ pile) 5 (W) 2 (4.43)
eff = pt) ="y 2 2B (x) 4\ p2(x)) :
En posant € = w, I’équation (4.42) et (4.43) s’écrivent :
"
w ' (x)
== — 4.44
Weff 9 M(l’) 2M/2 (iL’) ) ( )
Pite) _w  p@) 5 (@)
— -z - = ) 4.4
Var= 1 -5+ a1 o) (449)
Par conséquent, le potentiel de 'oscillateur harmonique est donné par 'expression
suivante : ) 2( )
wps(r) w
= - — 4.4
Vie)= 8 (1.46)
et - )
3 "
p () 5 p(x)
= - = . 4.4
V#(ﬂﬂ) 2//3(3;) 4 <MI2 (x) ( 7)

On remarque que le potentiel est décalé par une quantité d’énergie égale a —%, cette
énergie sera compensée par la suite dans le spectre d’énergie E,.

On passe maintenant au spectre d’énergie qui est exprimé sous la forme suivante :
E, = %2000 — 5co + Dp. On sait que € = (n — 1)cgo — co, et pour le méme choix des
coeflicients précédent, cog = —w.

En choisissant D;, = 5%, le spectre d’énergie est calculé, et il vaut

E,=nw (4.48)

dii au décalage de V(r) avec —§=—%, et en restaurant la constante de Planck #, on
trouve

E, = hw (n + ;) (4.49)
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La fonction de I’état fondamental est calculée a partir de I’équation (4.18), elle est
exprimée par :

| Z(2) 1 Z(x) € 1
Yo@) =\ () P 2 U™ T 2) Z@)U ) dx]
= ggi; exp -—;/Z(x)du(x) —% dZu((;;)) da:]
| Z(x) [ w 1 rdu(z)
=\ 7|3 / pl)du(e) =5 [~ ]
= iég exp :—ZuQ(:U) — ;lnu(a:)
1 w?
wexp (—4u2(x)> . (4.50)
D’apres (4.19), le premier état excité est donné par :
1
o) = ile)exs e | o] = il (4.5)
donc il est possible d’écrire 1)1 en terme de pu(x) comme suit
w2
)~ e (<5 2@). (452

Il est possible de calculer toutes les fonctions d’onde associées pour chaque niveau
d’énergie par Papplication successive de I'opérateur AT sur Pétat fondamental o(z).
La forme générale ¢, () est donnée par :

1 w?
) g o0 (=02 ) ) (4.53)
ou Hy[u(x)] désigne le polyndéme orthogonal d’Hermite, avec n = 0,1,2,---, avec

Ho[p(z)] =1 et Hi[u(x)] = p(x).
2. Oscillateur Harmonique Radial

Pour l'oscillateur harmonique radial, on choisit nos coefficients de la maniére suivante :
coo =0, co— #0 et c__ #0. Commengons par évaluer I'intégrale (4.39)

o [rda e do(x) R B v
wo)= [ g ==/ e N R
soit  &(x) = %‘M?(;p) - 200‘0—_ . (4.54)

En substituant le résultat précédent dans (4.16), et en utilisant (4.14) et (4.15), on
trouve les résultats suivants :

__€tlz) _e o e 1
70 = @) ~ 2" T 2 ) (4-55)
2 _ 6627,
W () = Wep () = Wy () = Su() - Lm(;j)— (4.56)
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2 2 2.2 2
€“u®(z) €cc_ 3 ec__ 1 €“c__
Ve)=Verr—Vy(z) = - — - : 4.57
(@) = Vers = Vula) 16 * (1606_ T3 20%_) p2(x)  8c3_ (4:57)
2
On remarque que le potentiel V' (z) est décalé par une quantité d’énergie égale & 6852_ =
0—
qui sera compensée par le spectre d’énergie F,, d’ou I'idée de poser € = 2w, et donc
2 62 2
cp=—€=—2wet 685(2)___ =w (l + %) Ceci implique que <16Cch: + % — 6200%:) =1(l+1).
Alors, V(x) et W (z) s’écrivent de la maniére suivante
w [+1
W(x)=—-p(z) — ——, 4.58
(@) = ) = s (4.58)
2
w I(1+1) 3
V(z) =2 - (z ) 1.59
(@) = ) + o - (143), (4.59)
(3) 5 /" 2
Vi) = & /3(1:) 2 (“,2(“’)> . (4.60)
2p8(x) 4\ p(x)
Le spectre d’énergie dans ce cas la et pour D,, = nw est donné par :
B, = —gco + Dy, = 2nw (4.61)
2
dii au décalage de V(x) avec 6822‘ -~ =w (l + %) La méme quantité est compensée par
0—

le spectre et il est finalement donné par :
3
E,— <2n it 2) w (4.62)

Apres avoir déterminer 'expression du potentiel V(z) et le spectre d’énergie E,
associé, on passe a la fonction d’onde correspondante 1, (). Commengons par celle
de Iétat fondamental 1g(x). Elle est calculée comme suit :

xXr) = Z(«T) ex _—1 Z(Jf) iIZ'—E # X
Yole) = U) 7| 2 0™ 2 Z(:c)U(x)d]
_ Z(:z:)eX 1 (w . o 20+3 o du(x)
U P2 ) a5 (wu@)if&?)]
| Z(2) [ w? 21+3 € 2wp(x)dp(x)
“NU@) P __4M2(x)+2ln(u(x))_4w/w,u2(a:)—(2l—|—3)1
X [ w2
= ggxi exp —Z,uZ(x) + 2 ;L ; Inp(x) — ;ln(w,uQ(x) —(21+ 3))1
w2
i e (—4u2<x>) | (163)

La fonction d’onde générale 1, (z) est donnée en terme de u(x) par :

w2 1
e ) ] (464

41
ou Ly? est le polynome de Laguerre généralisé (associé) avec H—?l > —1.
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Dans la suite de ce travail, on utilisera l'identité 2.261 de la référence [15].
Notation : R = cx? +bx +a et A = 4ac — b?, alors

dx (2\/6R+20£E+b>
— = —In , c>0.
VR Ve VA
1 2cx+0b
= ——arcsin , c>0,A>0]|.
e () | |
1
= %IH(QCQJ—FZ)), [C:O,A:O]
1 2 b
= \/_Carcmrl(f/a%), [c<0,A<0].

3. Morse

Pour ce type du potentiel, nous choisissons nos coefficients de la maniere suivante :
c——#0, co— #0 et cogo =0, ce qui nous donne au dénominateur sous la racine carrée
un polyndéme de deuxieéme degré en &.

Prenant I'équation cgof? + co—60 + c—_ = 0. Pour la résoudre, il suffit de calculer le
discriminent A = 4ac — b%. On s’intéresse au cas A = 0, ceci implique que 'équation
précédente accepte une solution double donnée par 6y = —C(;OT;. Du coup, l'intégrale
(4.39) devient

B ) 2000d9
= {a)= 20100 exp (F+/coopt(x)) — 2c0-, (4.65)

en remplacant le résultat précédent dans (4.14) et en utilisant les expressions (4.15)
et (4.16), on aboutit aux expressions suivantes :

Z(x) = ﬁ — 4deco—+/coo exp ( coo,u(x)> ) (4.66)

C —

szmm@4mw=ﬂ

5 (- COOM(JU))], (4.67)

€
v/ €00

V(z) = 4€°ch_cooexp(—2y/coop())

2
+ (—6200_ — 3660_000) exp (— coo,u(x)> + m. (4.68)
4cop
(3) 5/ " 2
Vi) = & /3(“") 2 (”/;’”) . (4.69)
2p5(x) 4\ p(x)
. . 1. s 1es ., « (edcpp)?
On remarque que le potentiel est décalé par une quantité d’énergie égale a C 4538) ,

qui sera ajouté par la suite au spectre d’énergie E,.

Pour déterminer les valeurs exactes de nos coefficients, on pose d’abord ¢y = o2 et
(é + a) = 2A, ceci implique que € = 2Aa — a?.

D’autre part, on a € = (n — 1)cgp — cg ceci implique c¢g = na? —2Aa.

On peut aussi poser le facteur de I'exponentielle élevée au carré comme une seule
constante qu’on note par B, tel que, B = 4-2eco_/cqp-
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Le spectre d’énergie est calculé a partir de 'expression (4.38)

En—nZz—Z(na —24a) + Dn:—nZZ—AnOerDn. (4.70)
d’ou D, = 7(12Ana —n2a?). dit au décalage de V(x) par la quantité % = A?,
le spectre d’énergie final est donné par :
E,=—-na®+2Ana — A = —(A —na)?. (4.71)
L’expression du potentiel de Morse est donnée enfin par
V(z) = B?exp (—2au(z)) — B(2A + a)exp (—au(z)). (4.72)

Passons maintenant a la fonction d’onde générale 1, (x) associée a ce type du potentiel.
Pour la déterminée, on commence par celle de I’état fondamental 1)g(z) définie par :

| Z(x) 1 Z(x) € 1
W)=\ T ™72 Uuﬂx_zﬂ@U@W4
Zx) [ 1 adp(z)

_ Tie) exp __5 (; + Bexp(—au(x)) dp(x) — g/ (e— QBanp<—au(x))]

29 s [ )] e [~ Z ()] exp [—; /- e ]

U(z) %
— o e [ 2 expl-auto) Jexw (2 xp (- HED)

N m exp (—iexp(—au(x))) exp (-E’gf)) | (4.73)

la fonction d’onde générale correspondante est calculée et elle donnée par :

Z(x) B

(2v—2n)

) = () 7 exp (150 55 o), (74

4. Scarf Hyperbolique

Comme le cas précédent, nous gardons nos coefficients non nuls. Nous allons résoudre
I’équation du deuxieme degré en € avec A = 4dac —b% > 0, ceci implique Iexistence de

deux solutions distinctes £+ = 20(2) Coff Alors, l'intégrale (4.39) s’écrit
¢ da df(x
p(x) = 0 = i/ \F() —
\/coo ( () + 0= — 200@) (9($) +os gy 26@)
B / do
\/C() VA (2co0é(x) | 2c0— 2¢co0é(x) | 2co— ’
2600( (1(}» + \/(L 1)( O\(}K + \/OZ +1)

= ii arcsin (20005( ) + 2C()>
Voo VA

= (@) = Qﬂsmmmm ) -

4.75
€00 coo (4.75)
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Co— ;. .
En posant ——— =b, /cgp = @ et 2\% =a, &(x) s’écrit sous la forme suivante :
€00

&(x) = b+ asinh(au(z)). (4.76)

En substituant £(z) dans I’équation (4.14), et en utilisant encore une fois les équations
(4.15) et (4.16), on trouve les résultats ci-dessous

€
Z(x) = b inh 4.77
()= oot ey -+ asinh(on () (1.77)
1 be a(a? 4 €) tanh(apu(x))
Wix)=W, - W, =— 4.78
(z) s f(7) ul7) 2 (a&cosh(cm(:v)) * ao , (478)
1 [2a%(a?+€)? —2[a®(a® + €)(3a? +€) — b??] 4be 9
Viz)== 2a° +¢e)tanh(ap(x))| .
(@) 8 a2a2 cosh? (ap(z)) aa? cosh(a,u(:c))( ‘) (ap(z))
(4.79)
(3) " 2
W) 5 ()
= — = ) 4.
Vﬂ(l‘) 2#’3(93) 4 (Iu/2(x) ( 80)
2
On voit bien que le potentiel est décalé avec une quantité d’énergie égale a (O‘;;L€> ,
2
d’ou l'idée de poser (0‘;:6> = A. D’autre part, il est commode de poser 22—6& = B.
Un calcul simple nous donne ’expression suivante :
B2 - A(A h
V(e)= Z—AATA) | poy o tablan(®) (4.81)
cosh”(ap(x)) cosh(au(r))
Les coefficients cqq, € et ¢y sont donnés par :
coozaQ, e:2Aa—a2, et coznaQ—QAa.

Il est possible maintenant de déterminer le spectre d’énergie en remplagant les coefficients
déja trouvés dans I'équation (4.38)

n?a?

En,=— 1 +nAa+ D, (4.82)

2.2
d’ott Dy, = =32 4 pAa.
Dii au décalage de V(x) par la quantité d’énergie A2, le spectre d’énergie total est
donné finalement par

E,=—A? —n*0* 4 2nAa = —(A — na)? (4.83)

On passe maintenant a la fonction d’onde de I’état fondamental ¢g(x). Pour ce faire,
on donne d’abord l'expression de la fonction génératrice Z(z), telle que

Z(x) = coshQ(ij,u(x) + étanh(a,u(a:)) (4.84)
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Alors, la fonction d’onde ¥y(x) est donnée par :

o(z) = \17 l_/UEz) dx — 5 Z(x)lU(x)dxl

)
)

| Z(x) 1  2Bdu(x) e [ acosh(ap(z))du(z)
B mexp __5 cosh(au(z)) ——/tanh ap(z))dp(z) = 2a 23@+esinh(au(m))]
T [ a? —2a
= \ 58 exp —iarctan[sinh(ozu(x))] + 2@22A In[cosh(apu(z))] — ;ln[QBoz + esinh(a,u(x))]]
_ 523 exp :—i arctanfsinh(ayi(x))] — iln[cosh(oz,u(x))] _ ;111[2(;5)]}
~ U(lx) Cosh_é(cw(x))exp {—farctan[sinh(au(m))ﬂ . (4.85)

5. Scarf Trigonométrique
Ce potentiel est obtenue pour choix de coefficients suivant : cog <, co— 20 et c__ =0
et on s’intéresse au cas A < 0. En calculant l'intégrale (4.39), on trouve le résultat

suivant : deont () 42
—1 . coo () + Co-)
T) = arcsin , 4.86
o) = i (2EEL (150

et en appliquant la fonction réciproque, on obtient I'expression de (),

(o) = =90 _ Y= v =aoul (4.87)

€00 2¢o0

En remplagant {(z) dans I’équation (4.14), et en calculant les équations (4.15) et
(4.16], on trouve les expressions ci-dessous :

€

20) = ooy [P asman()l, (4.88)
W(z) = ; [WCO:;M ot (e _aO‘Q) tan[a,u(x)]] , (4.89)
V=Y P o
o= s -8 () s

wee  A=—0) o

dans ce cas, les coefficients mis en jeux sont calculés et ils sont donnés par :
000:—a2, 6:a2+2Aa, co=na’—2Aa.
Le spectre d’énergie associé est donné par 1’expression suivante
2 3 2
E,=(A—na)’, avec D, = 2 (na)* —3na A.
Enfin, la fonction d’onde de I’état fondamentale s’exprime par

tan_g[aﬂ(@]cos%[aﬂ(x)]. (4.92)

Hol) ™\ T
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6. Eckart Trigonométrique

Ce potentiel est été généré pour le choix des coefficient suivant : cgp #0, c__ #0 et
co— = 0. Les différents résultats associés a ce potentiel sont donnés ci-dessous.

i cos[ap(x)] +c-—

£(x) o : (4.93)
_ €(1+cos[ap(z)])
Z(z) = asinfap(z)] (4.94)
B (e—i— (e—az)cos[a,u(:c)])
Wiz) = 2| asin[au(x)] ’ (4.95)

:l‘(g')("”)_f’(“"(x)y. (4.97)

() 2053(x) 4\ p2(z)

2
a” —e€ €
A= ( ) , et B=—,
2c 2a0
on donne aussi les valeurs ou expression de chaque coefficient impliqué dans notre
calcul, a savoir :

V(z) = , (4.96)

avec

coo = —a?, e=a’—2Aa, co=na’+2Aa—2a>
Le spectre d’énergie est donné par :
3
E,=(A+na)?—(A+B)? avec Dn:Z(na)2—3naA—(A+B)2.

Enfin, nous donnons la fonction d’onde de I’état fondamentale associée a ce potentiel,
elle est écrite sous la forme suivante :

Yo(z) ~ ng) tan® [a;g(x)] sin_g[&u(x)]. (4.98)

7. Rosen-Morse hyperbolique

Ce potentiel est déduit pour le méme choix des coefficients que le cas précédent, on
donne alors les résultats correspondants

_ c__coshlap(x)] +c_—

{(z) = -~ : (4.99)
_ €(1+coshap(z)])
Z(x) = asinh[ap(z)] (4.100)
€+ (e +a?) cosh[apu(x
SN R
_ (A?+ B*+ Aa) coth[ap(z)]
Vizg)==—m @] B(2A+ &)m + A%, (4.102)

G (z) 5 (" (x)\>
pulz) — gM/B((I)) 4 (5’2<(x))> : (4.103)
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avec )
a“+e€ €
( ) , et B=——
2a 2a
On donne aussi les valeurs ou expression de chaque coefficient impliqué dans notre
calcul, a savoir :

A:

oo = —a?, e =2Aa —a?, co =na’—2Aa,

Le spectre d’énergie est donné par :

3
E,=—(A+na)? avec Dn:—i(na)2—3naA.

Enfin, la fonction d’onde de I’état fondamental associée a ce potentiel s’écrit sous la
forme suivante

o(x) ~ ! tanha [au(:ﬂ)] sinh~a lau(x)]. (4.104)



Conclusion

Dans ce mémoire de master, on a montré 'efficacité de 'approche supersymétrique pour
I’étude des systéemes muni d’une masse dépendante de la position. Nous avons montré que
I'algebre de Lie sl(2,R), combinée & la supersymétrie de la mécanique quantique, s’avere étre
une excellente algebre génératrice des potentiels quantiques exactement solubles.

En guise d’application, on a présenté notre méthode et les différentes étapes de la
génération des potentiels quantiques en se fondant sur I’ensemble des données introduites
dans nos développement analytiques proposé dans le chapitre 4. Concernant les potentiels de
loscillateur harmonique, de 'oscillateur harmonique isotropique et de Morse, I'étude a été
effectuée en détail. Nous avons explicité les expressions de £(z), Z(z), W(z), V(x), ainsi que
les différents parametres permettant de fixer I'allure du spectre d’énergie et de la fonction
d’onde (fondamentale et totale). D’autres potentiels ont été déduits et sont présentés d’une
maniere directe sans présenter le détail du calcul.

La méthode a bien montré sa puissance et sa rigueur en donnant des résultats exacts,
malgré quelques difficultés rencontrés, notamment lors de la détermination de quelques
parametres afin de fixer I'allure des grandeurs physiques associées au potentiel déduit.

Parmi les questionnements qu’on se pose a propos de notre approche est :

1. de savoir s’il est possible de trouver un formalisme mathématique ayant I'aptitude de
déterminer les différents parametres intervenant dans nos calcul et qui permettra de
rendre cette méthode parfaite, et

2. de savoir si l'algebre de Lie utilisée dans notre mémoire est apte a générer des
potentiels quasi-exactement solubles.
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