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RESUME

Soit G = (V,E) un graphe simple. Un sous ensemble D de E(G) est dit aréte-
dominant de G si toute aréte e € E(G)\D est adjacente a au moins une aréte ¢’ € D.
Un ensemble aréte-dominant est ainsi un sous ensemble des arétes qui dominent toutes
les arétes de GG. La cardinalité minimum d’un ensemble aréte-dominant de G est appelée
le nombre de 1’ aréte-domination et est notée par 7/(G). Un ensemble aréte-dominant
avec une telle cardinalité est appelé +'(G)-ensemble. Un sous ensemble S de E est un
aréte-dominant indépendant de G si toutes ses arétes sont deux-a-deux non-adjacentes.
La cardinalité minimum d’un ensemble aréte-dominant indépendant maximal est appelée
le nombre d’aréte-domination indépendante inférieur de G, et est notée par i'(G). La
détermination de ces deux parameétres dans les graphes en général est un probléme difficile

(NP-Complet).

Notre objectif principal dans ce mémoire est ’étude de ces deux parameétres et notre
travail s’articule autour de la caractérisation des arbres T' (resp. chaines) tels que le
nombre de l'aréte-domination +/(7") est fortement égal au nombre de I’aréte-domination
indépendance inférieur /(7)) i.e v'(T)) = ¢(T"). On note de tels arbres par (v/,¢')—arbres

et de telles chaines par (7/,4")—chaines.



ABSTRACT

Let G = (V, E) be a simple graph. A subset D of F(G) is an edge dominating of G if
any edge e € E(G)\D is adjacent to at least one edge é € D. Thus, an edge dominating set
is a subset of the edges which dominate all the other edges of G. The minimum cardinality
of an edge dominating set of G is called edge domination number and is denoted by +'(G).
An edge dominating set with such a cardinality is called 7/(G) — set. A subset S of
E(G) is an edge independent dominating if all its edges are two-by-two non-adjacent. The
minimum cardinality of a maximal independent edge dominating set is called the lower
number of independent edge domination of GG, and is denoted by i'(G). The determination

of these two parameters in graphs in general is a difficult problem (NP-complete).

Our main objective in this thesis is the study of these two parameters and our work
revolves around the characterization of trees T' (resp. paths) such that the number of edge
domination ~/(7T') is strongly equal to the number of lower independent edge domination

i'(T)ie~'(T) = i'(T). We note such trees by (v/,i")—trees and such paths by (7', ') —paths.
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INTRODUCTION

La vie moderne méne I’homme actuel & confronter des situations problématiques d’un
systéme de relations sociales et économiques trés complexe. De plus en plus d’éléments
doivent étre pris en compte lors des prises des décisions concernant une action donnée
qui deviennent 1’objet de véritables recherches qui ne peuvent étre menées sans 1’aide
d’outils mathématiques appropriés. C’est ainsi que s’est développé un domaine de math-
ématiques centré sur 'activité de décision : la Recherche Opérationnelle. Cette discipline
est définie comme étant I'approche scientifique des problémes complexes rencontrés dans
la direction et la gestion de grands systéemes. La théorie des graphes, la programmation
linéaire, 'optimisation combinatoire, I’optimisation dans les réseaux, les processus aléa-
toires, la théorie de jeux, les ...les files d’attente, . . . . sont les principales techniques

mathématiques auxquelles recourt la recherche opérationnelle.

La recherche opérationnelle (RO) est une discipline des mathématiques appliquées qui
traite des questions d’utilisation optimale des ressources dans I'industrie et dans le secteur
public. Depuis une dizaine d’années, le champ d’application de la RO s’est élargi a des
domaines comme 1’économie, la finance, le marketing et la planification d’entreprise. Plus
récemment, la RO a été utilisée pour la gestion des systémes de santé et d’éducation,
pour la résolution de problémes environnementaux et dans d’autres domaines d’intérét
public. La recherche opérationnelle est née pendant la Seconde Guerre mondiale des
efforts conjugués d’éminents mathématiciens ( Neumann, Dantzig, Blackett) a qui il avait
été demandé de fournir des techniques d’optimisation des ressources militaires. Le premier
succes de cette approche a été obtenue en 1940 par le Priz Nobel de physique Patrick
Blackett qui résolut un probleme d’implantation optimale de radars de surveillance. La
dénomination est restée par la suite, méme si le domaine militaire n’est plus le principal
champ d’application de cette discipline, le mot opérationnelle prenant alors plutot le sens
d’ effectif . Ce sont donc ces mathématiciens qui ont créé une nouvelle méthodologie

caractérisée par les mots-clés modélisation et optimisation.



A partir des années 50, la recherche opérationnelle fait son entrée dans les entreprises.
En France, des entreprises comme EDF, Air France, la SNCF créent a cette époque des
services de recherche opérationnelle (qui existent toujours). La discipline commence a
étre enseignée dans les universités et les grandes écoles. Puis, au milieu des années 70,
sans doute & cause d'un excés d’enthousiasme au départ et & 'inadéquation des moyens
informatiques a ’application des méthodes de la RO, la discipline s’essoue. A partir du
milieu des années 90, on assiste a un retour en force de la RO, les outils informatiques
étant maintenant a la hauteur des méthodes proposées par la recherche opérationnelle.
On assiste depuis & une explosion du nombre de logiciels commerciaux et ’apparition de
nombreuses boites de conseil. Pour la France, notons Ilog (65 millions d’euros de CA), Eu-
rodécision (2, 8 millions d’euros de CA), Artelys (1,6 millions d’euros de CA) a I’étranger
Dash-Optimization (racheté début 2008 pour 32 millions de dollars par Fair Isaac), IBM
Optimization et beaucoup d’autres (le site de INFORMS Institute of Operations Research
and Management Science en liste prés de 240). Si l'on cherche & trouver des précurseurs
a la Recherche Opérationnelle, on peut penser a Alcuin ou & Euler qui se sont tous deux

intéressés a des problémes du type RO, bien qu’aucune application n’ait motivé leur travail.

Sans que l'on en soit toujours conscient, la théorie des graphes est aujourd’hui tres
présente dans notre société moderne. Cette branche des mathématiques, dont on fait
remonter l'origine & Euler. L’histoire de la théorie des graphes débute peut-étre avec les
travaux d’Euler au 18" siécle et trouve son origine dans I’étude de certains problémes,
tels que celui des ponts de Konigsberg (les habitants de Kénigsberg se demandaient s’il
était possible, en partant d’un quartier quelconque de la ville, de traverser tous les ponts
sans passer deux fois par le méme et de revenir a leur point de départ), la marche du
cavalier sur 1’échiquier ou le probleme de coloriage de cartes. Parmi les problémes les
plus importants et trés étudié en théorie des graphes sont les problémes de domination,
les problémes de coloration et les problémes de noyau dans les graphes, ces problémes
trouvent également un intérét pratique dans la modélisation des problemes réels issus de

l'industrie.

De maniére générale, un graphe permet de représenter la structure, les connexions d’un
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ensemble complexe en exprimant les relations entre ses éléments : réseau de communica-
tion, réseaux routiers, interaction de diverses espéces animales, circuits électriques,.
Les graphes constituent donc une méthode de pensée qui permet de modéliser une grande

variété de problémes en se ramenant a 1’étude de sommets et d’arcs.

La technique de domination est devenue donc un outil trés puissant dans la résolution
des problémes de la théorie des graphes. Généralement, il s’agit de trouver un ensemble de
sommets dans un graphe qui satisfasse certaines conditions d’optimalité. La domination
dans les graphes est un théme important dans la théorie des graphes du fait de sa grande
utilité pour de nombreuses applications. En 1958, Claude Berge donna une formulation de
la domination dans les graphes orientés. Un sous-ensemble de sommets D dans un graphe
G = (V, E) est dit dominant si tout sommet extérieur & D & au moins un voisin dans D.
Plusieurs variantes de domination sont dérivées de la domination classique, en imposant
des propriétés supplémentaire sur les ensembles dominants, on cite par exemple [’aréte-
domiation et [’aréte-domination indépendante ( le méme concept avec la domination en

remplacgant les sommets par les arétes).

Dans le premier chapitre, nous présentons les définitions et les notions de base nécés-
saires utilisées tout au long de ce document (les définitions des notions nécessaires de
la théorie des graphes). Les notions propres a un chapitre donné seront définies dans le
chapitre lui méme. Ainsi, nous évoquons la notion de la domination dans les graphes, en
donnant en premier 'histoire de départ de concept de la domination. Nous présentons
par la suite quelques invariants de graphes et quelques parameétres de domination, a la fin

quelques applications de la notion de domination.

Dans le deuxiéme chapitre, nous définissons dans la premiére partie les deux notions,
I’aréte-domination et 1’aréte-domination indépendante avec quelques propriétés prélimi-
naires dans les graphes, et nous donnons quelques exemples illustratifs. Dans la seconde
partie, nous présentons quelques résultats antérieurs sur ces deux notions dans différentes

classes de graphes.

Au chapitre trois, nous étudions la forte égalité entre le nombre d’aréte-domination et
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le nombre d’aréte-domination indépendante inférieur dans les arbres (respectivement les
chaines), en caractérisant les arbres (respectivement les chaines) qui vérifient cette forte

égalité.

A la fin, notre mémoire s’achéve par une conclusion générale et des perspectives sur

les travaux réalisés le long de ce mémoire.
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CHAPITRE 1

Concepts fondamentaux

Nous rappelons dans ce chapitre les notions et terminologies utilisées le long de ce doc-
ument. Dans la premiére partie nous donnons quelques définitions de base de la théorie
des graphes. Dans la seconde partie, une bréve présentation sur la domination dans les
graphes sera donnée, ot on présente quelques parametres de domination. Pour plus de
détails, nous invitons le lecteur a se référer aux ouvrage de C.Berge [1] et Chartrand et
Lesniak [2] . Pour la théorie de la domination dans les graphes, on recommande 'ouvrage

de Haynes et al. [3].

1.1 Notions de base sur la théorie des graphes

1.1.1 Définition et notations

Un graphe G est défini par un couple (V(G), E(G)), ou V(G) est un ensemble de som-
mets et E(G) est un ensemble de paires de sommets appelées arétes. Lorsqu’il n'y a pas
d’ambiguité, nous notons simplement V' et E. Le nombre de sommets dans le graphe G
est appelé ordre de G, est noté par n = |V (G)], et le nombre d’arétes est appelé la taille

de G, et est noté par m = |E(G)|. Un graphe est dit fini ou infini suivant son ordre.

Soit G un graphe et soient u, v deux sommets de GG. Une aréte reliant deux sommets
u, v est notée uv au lieu de {u,v}. Si wv € E, alors u et v sont dits adjacents ou voisins.
Par contre, si uv ¢ E, alors u et v sont dits non-adjacents ou non-voisins. Si e = uv est
une aréte de GG, alors u et v sont les extrémités de e, et e est dite incidente & u et v. Deux
arétes sont dites adjacentes si elles ont une extrémité en commun. Une boucle est une

aréte dont les extrémités sont confondues.
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Un graphe simple est un graphe sans boucles ni aréte multiple (i.e tout couple de
sommets est relié par au plus une aréte). Dans tout ce qui suit on s’intéresse qu’a des

graphes simples et finis.

A titre d’exemple d’un graphe, on considére le graphe G de la Figure suivante, dont
I'ensemble des sommets est {vq, vo, v3,v4} et I'ensembles des arétes est {v1vq, vav3, v3V4}.

Les sommets v; et vy sont adjacents dans G, alors que vy et v3 ne le sont pas.

U1 U2

U3 Vg

F1GURE 1.1. Un graphe G avec 4 sommets et 3 arétes
Voisinage et degrés:

Pour un sommet v d’un graphe G, le voisinage ouvert est défini par ’ensemble Ng(v) =
{u € V(G) : uwv € E(G)} et le voisinage fermé est défini par Ng[v] = Ng(v) U{v}. Pour
un ensemble S C V(G), le voisinage ouvert est défini par N(S) = U,es N (v) et le voisinage
fermé de l'ensemble S est défini par N[S] = U,esN[v]. Pour un sommet v de graphe G,
le degré de v noté par dg(v) (aussi par d(v)) est le nombre de sommets adjacents a v,
i.e |[Ng(v)|. Un sommet de degré 0 est dit sommet isolé, et un sommet de degré 1 est
dit sommet pendant et son voisin est dit support. Dans un graphe G le degré minimum
d’un sommet est noté par §(G) et le degré maximum est noté par A(G). Les degrés des

sommets vy et v dans le graphe de la figure précédente, sont d(v1) = 1 et d(vs) = 2.
Chaines et cycles

Une chaine de longueur k — 1 dans un graphe G est une séquence alternée de sommets
et d’arétes vq, eq, Vg, €2, 03, ..., Vj_1,€;_1,Vj, ..., Up_1, €x_1, Vg, telle que e;_1 = v;_qv; pour 7 =
1,2, ..., k. Le nombre d’arétes dans la chaine définit sa longueur et le nombre de sommets
définit son ordre. L’entier k > 1 représente le nombre de sommets de la chaine. Une chaine

dans laquelle aucune aréte ne se repéte est dite stmple et une chaine dans laquelle aucun
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sommet ne se répéte est dite élémentaire. Une corde est une aréte reliant deux sommets
non consécutifs dans une chaine. Une chaine minimale induite par k sommets, notée P,
est une chaine élémentaire sans cordes. Un cycle noté C} de longueur k est une chaine de
longueur £ > 1 dans lequel les deux extrémités initiale et terminale sont confondues, dans

ce cas le nombre de sommets de C}, est égal a sa longueur.

Py Cy

FicURE 1.2. Une chaine P, et un cycle Cy

Connexité :

Un graphe G est dit conneze, s’il existe une chaine reliant toute paire de sommets
u,v € V(G). Un graphe qui n’est pas connexe est dit disconneze ou non connezre. Une
composante connexe d'un graphe est un sous-graphe maximal connexe. Un sommet v du
graphe G est appelé un sommet d’articulation du graphe G si le graphe G — v a plus de
composantes connexes que G, i.e si G est connexe alors G — v n’est pas connexe. Une aréte
e est appelée un isthme (aréte d’articulation) de graphe G si le graphe G — e posséde plus
de composantes connexes que G, i.e si G est connexe alors G — e n’est pas connexe. Dans
la suite, & moins qu’il ne soit mentionné le contraire, nous travaillons avec des graphes

connexes.
Distance, diamétre et excentricité :

On peut définir la distance entre deux sommets u, v, notée d(u,v) : par la longueur
de la plus courte chaine joignant u et v. Le diamétre dans un graphe G, noté diam(G),
est la distance maximum entre deux sommets de G; c-a-d diam(G) = max, yev(d(z;y)).

L’ excentricité de v est exc(v) = max{d(v;w) : w € V'}.



15

1.1.2 Quelques graphes particuliers

Soit G = (V, E) un graphe simple.

a) Graphe partiel et sous-graphe :

Le graphe H est appelé un sous-graphe partiel de G si V(H) C V(G) et E(H) C E(G)
et il est appelé un graphe partiel du graphe G si V(H) = V(G) et E(H) C E(G). Pour un
sous ensemble de sommets non vide S C V(G) du graphe G, le sous graphe H = (S, E)
induit par S dans G, noté par G [S], est le sous graphe du graphe G avec ’ensemble de
sommets V(G [S]) = S et 'ensemble d’arétes F(G [S]) = {uv € E(G) : u,v € S}.

[ ]
AN
Ficure 1.3. Un graphe GG, un graphe partiel et un sous-graphe induit de G

b) Graphe complémentaire :

Le graphe complémentaire de G, noté G, est un graphe ayant le méme ensemble de

sommets que G et une aréte est dans G si elle n’est pas dans G (Voir Figure 1.4).

FIGURE 1.4. Un graphe G et son complementaire G.
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c) Graphe adjoint :

Le graphe adjoint L(G) est le graphe défini de la fagon suivante :
- Chaque sommet de L(G) représente une aréte de G,
- Deux sommets de L(G) sont adjacents si et seulement si les arétes correspondantes

partagent une extrémité commune dans G (on dit alors qu’elles sont adjacentes).

€3
(& €2
e )
€3
e e
6 4 & €4

€5

e

a L(G) %5

F1GURE 1.5. Un graphe G et son graphe adjoint L(G)

d) Graphe complet :

Un graphe complet d’ordre n, noté par K,, est un graphe dont tous les sommets
distincts sont adjacents. Un sous-graphe induit complet H de G est une clique de G et
nous la notons également K,, (oun = |V(H)|). Comme illustration du concept, les graphes

complets K3, K4 sont représentés dans la figure 1.6 suivante :

Kg K4
FIGURE 1.6. Graphes complets K3 et Ky

e) Graphe multiparti :

Un graphe G est dit multiparti, si ’ensemble des sommets peut étre partitionné en

q sous ensembles avec ¢ > 2, sachant qu’aucune aréte du graphe G ne joint deux sommets
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appartenant au méme sous ensemble. Pour ¢ = 2, le graphe G est appelé biparti. Un

graphe est dit biparti si et seulement s’il ne contient pas de cycles impaires.

Si un sommet appartenant a un ensemble V; de la partition d’un graphe multiparti est
adjacent & tout sommet des autres ensembles {V; : j # i} V i = 1,¢, alors le graphe G
est appelé multiparti complet. Un graphe multiparti avec |V;| = p;,7 = 1,2, ..., g, est noté
par Ky, p,..p,- Sipr = p2 = ..=p, = p, alors le graphe G multiparti complet est noté
par Kg.p. A titre d’exemple le graphe biparti complet K3 représenté dans la Figure 1.7

suivante:

FIGURE 1.7. Un graphe biparti complet K 3

f) Arbre :

Les graphes connexes sans cycles (acycliques) jouent un role prépondérant dans diverses
applications. Un arbre T = (V,E) d’ordre n, est un graphe connexe, sans cycles et

comporte n — 1 arétes.

Une étoile, notée K ,, est un arbre obtenu en attachant p sommets pendants a
un sommet autre pendant (appelé le centre de I’étoile). Cela peut aussi étre vu comme un

biparti complet.

Une étoile double, notée S, ,, est un arbre obtenu a partir de deux étoiles

Kip, K14 :p,q > 1, en attachant les deux centres par une aréte.
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Ki3 S22
FIGURE 1.8. Une étoile K 3 et une étoile double S 5

1.1.3 Propriétés de graphes

Nous définissons une propriété P de graphes et la classe des graphes satisfaisants cette
propriété. Une propriété de graphes est non triviale si elle est vraie pour un ensemble
infini de graphes et fausse pour un ensemble infini de graphes. Une propriété de graphes
P est héréditaire si elle est close par suppression de sommets, c’est-a-dire pour tout graphe
G satisfaisant P, tout sous-graphe induit de G satisfait P. Une propriété de graphes est
monotone si elle est close par suppression de sommets ou d’arétes, c’est-a-dire, pour tout
graphe de P, tout sous-graphe (non nécessairement induit) satisfait cette propriété. Ainsi,
une propriété monotone est héréditaire. De nombreuses classes de graphes tres étudiés

sont de propriétés monotones ou héréditaires.

Ensemble minimal/maximal et ensemble minimum/mazximum :

Soit une propriété P. On dit qu'un ensemble S est minimal pour la propriété P si
aucun sous-ensemble strict de S ne vérifie cette propriété. Un ensemble est dit minimum
pour la propriété P si aucun ensemble plus petit (pas nécessairement un sous-ensemble)
ne vérifie la propriété. Ainsi, un ensemble minimum est nécessairement minimal, mais
I'inverse n’est pas vrai en général. De méme, on dit qu’un ensemble S est mazimal pour
la propriété P si aucun ensemble contenant S et différent de S ne vérifie la propriété P.
Il est mazimum si aucun ensemble plus grand que S (sans nécessairement le contenir) ne

vérifie P

Forte égalité de deux paramétres de domination : Soient G = (V(G), E(G)) un graphe
simple, P; et Py deux propriétés différentes des sous ensembles de V(G) (ou E(G)). On

suppose que tout sous-ensemble de V' (G) avec la propriété P, vérifie la propriété P;.
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Soient U, (@) et Wy(G), respectivement, les cardinalités minimum des ensembles avec les
propriétés P; et P, respectivement. Alors ¥;(G) < Uy(G). Si ¥1(G) = Uy(G) et si
tout ¥y (G)-ensemble est un Wy ((G)-ensemble, alors on dit que ¥y (G) est fortement égal a

Uy (@), et on écrit ¥ (G) = Yo(G).

1.1.4 Invariants de graphes

Pour un graphe G d’ordre n, nous définissons quelques invariants de graphes intervenant

dans ce manuscrit.

Isomorphisme :

Un isomorphisme entre deux graphes G et G’ désigne toute fonction bijective ¢, as-
sociant & chaque sommet de G un sommet de G’ telle que uv € E(G) si et seulement
si p(u)p(v) € E(G"). S’ existe un isomorphisme entre G et G, alors G et G’ sont dits

isomorphes.
Couplage :

Etant donné un graphe G = (V, E). On appelle couplage de G un sous-ensemble d’arétes
de E deux a deux non adjacentes. Un couplage maximum est un couplage de taille maxi-
male. On désigne par 37(G) la taille d’un couplage maximum dans G. Un sommet d'un
graphe est saturé par un couplage de ce graphe lorsqu’il est extrémité d’une aréte de ce
couplage. Autrement, il est insaturé par ce couplage. Un couplage qui sature tous les

sommets de G est dit parfait.

e Le cardinal d’un couplage d’un graphe d’ordre n est au plus n/2, ceci est di au fait

que chaque aréte du couplage sature deux sommets.
e Un couplage est parfait si et seulement si 57(G) = n/2.

e Tout graphe d’ordre impair ne contient pas de couplage parfait. Egalement, un
graphe d’ordre pair ne posséde pas nécessairment un couplage parfait (voir le graphe

de la Figurel.9, qui est d’ordre 4, mais il ne posséde pas un couplage parfait).
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FIGURE 1.9. Une étoile K3

Stable :

On appelle stable (indépendant) d’un graphe G' = (V, E') un sous ensemble de sommets
de V deux & deux non adjacents. Un stable maximum de G est un stable de cardinalité
maximale. La cardinalité d’'un stable maximum est appelée nombre de stabilité, et est

notée par 5(G).

1.2 La domination dans les graphes

Le concept de domination trouve son origine dans le jeu d’échec. Le principe est de couvrir
(dominer) I’ensemble des cases par certaines piéces du jeu. L’idée semble remonter au 16°™¢
siecle en Inde (Voir [6]). En 1862, De Jaenisch [7] posa le probléme suivant: Déterminer
le nombre minimum de reines a placer sur 1’échiquier de telle maniére que chaque case
soit occupée par une reine ou bien peut étre occupée en un seul mouvement par I’'une des
reines. Pour un Echiquier 5 X 5 le nombre minimum est 3 et pour un échiquier 8 x 8 le
nombre minimum est 5. Le nombre minimum pour un échiquier n X n reste indéterminé

jusqu’a présent. Pour plus de détails voir [8].

F1GURE 1.10. Un échiquier 5 x 5 et un échiquier 8 x 8



21

En 1958, Claude Berge [9] donna une formulation de la domination dans les graphes
orientés. Le nombre de domination s’appelait alors coefficient de stabilité externe.

L’appelation actuelle du nombre de domination est due a Ore [10] en 1962. La dom-
ination n’a connue sa veritable expansion qu’ aprés la parution de 'article de Cockayne
et Hedetniemi [11] en 1977. Depuis, 'étude de la domination dans les graphes avec des
propriétés additionnelles a donné naissance a plusieurs parameétres de domination dont la
résolution est NP-Complet (Voir [12] [13]). Une étude approfondie de quelques types de

domination fera ’objet des prochains chapitres.

1.2.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1. Soit G = (V, E) un graphe simple. Un ensemble dominant est un sous
ensemble de sommets D C 'V tel que tout sommet de V' \ D est adjacent & au moins un
sommet de D. Un ensemble dominant D est dit minimal si aucun sous ensemble propre

de D n’est un ensemble dominant.

Un dominant de cardinalite minimum est un dominant mininal 'inverse est faux.
Il existe d’autre définitions équivalentes aux ensembles dominants dans les graphes.En

voici des exemples:

e D CV est un ensemble dominant <= Vv € V \ D, |[N(v) N D| > 1.
e D C V est un ensemble dominant<—= Vv € V' \ D, N(v) N D # 0.

e D CV est un ensemble dominant<= N [D] = N(D)U D =V.

Définition 1.2. Soient un sommet v et un ensemble de sommets S dans un graphe G =
(V,E). Le voisinage privé dans S, noté pn(v,S) est l’ensemble des voisins de v qui ne sont
voisins d’aucun autre sommet de S : pn(v, S) = N(v)\ N(S—{v}). De fagon équivalente,
on peut écrire pn(v,S) ={u €V | N(u)NS ={v}}. Siu € pn(v,S), on dit que u est un

voisin privé de v dans S, ou S—voisin privé.
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Définition 1.3. Le nombre de domination inférieur (ou nombre de domination) d’un
graphe G noté y(G), représente la cardinalité minimum d’un ensemble dominant de G.

Un ensemble dominant minimum avec une telle cardinalité est appelé ~(G)—ensemble.

On note qu’un graphe G peut avoir plusieurs 7(G)—ensembles. La cardinalité max-

imum d’un ensemble dominant minimal est appelée nombre de domination supérieur,

et est noté¢ par I'(G). D’une maniere générale si on considére que § est la famille des

ensembles dominants minimaux.D C V| alors on peut définir les deux paramétres :

v(G) = I[I)Iirgl( |D]) : nombre de domination inférieur.
€

['(G) = max(|D|) : nombre de domination supérieur.

Deg

Par exemple pour le graphe de la Figure 1.11, on a

S - {{'U37 U6}7 {U27 05}7 {Ula U4}7 {vla U3, U5}a {U2a Vg, UG}}
Donc v(G) =2 et I'(G) = 3.

U1 U2

Ve, U3

Us V4

Ficure 1.11. Un graphe G
De ce qui précede nous avons les propriétés générales suivantes :

Soit G = (V, E) un graphe simple. Si D est un ensemble dominant du graphe G, alors:

e Un sous-ensemble de D n’est pas nécessairement un ensemble dominant de G, tandis

que tout ensemble contenant D est un ensemble dominant de G.

e D contient tous les sommets isolés de G.
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e Puisque ’ensemble des sommets V' d’un graphe G = (V, ) est toujours un ensem-
ble dominant et un dominant contient au moins un sommet, alors le nombre de

domination est toujours défini et 1 < v(G) < |V].

~v(G) =1 si et seulement si G posseéde un sommet v de degré n — 1, dans ce cas {v}

est un ensemble dominant minimum de G.

7(G) = n si et seulement si G = K,,, et V est 'unique ensemble dominant de G.

La notion d’indépendance (stabilité) dans les graphes a été liée en premier aux ensem-
bles dominants. Cette notion est reliée a celle de domination par le fait qu'un ensemble
indépendant maximal (au sens de l'inclusion des ensembles) est un dominant minimal.
Dans un graphe G, un sous ensemble S de V est un indépendant si A(G[S]) = 0,.i.e
il n’existe pas deux sommets dans S adjacents. Un ensemble indépendant S de G est

maximal si pour tout sommet = dans V'~ S, S U {z} n’est pas un indépendant.

On donne ci-dessous les conditions pour lesquelles un ensemble indépendant d’un

graphe G soit maximal.

e Un ensemble indépendant S d’un graphe G est maximal si et seulement si pour tout

sommet v € V'~ S, v est adjacent & au moins un sommet de S.
e Un ensemble indépendant S est maximal si et seulement si il est dominant.
e Tout ensemble indépendant maximal de G est un dominant minimal de G.

e Un ensemble indépendant et dominant est un dominant minimal.

Le cardinal maximum (resp. minimum) d’un ensemble indépendant maximal est ap-
pelée nombre d’indépendance supérieur (resp. nombre d’indépendance inférieur) de G,
noté par 5(G)(resp. i(G)). Un ensemble indépendant maximal avec une telle cardinalité
est appelé 5(G)—ensemble (resp. i(G)-ensemble ). On note quun graphe G peut avoir
plusieurs (3(G)—ensembles et plusieurs i(G)—ensembles. Soit & la famille des ensembles

stables maximaux. Dans & on definit deux paramétres:
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i(G) = gmél(\s |) nombre de stabilite inférieur.
S

B(G) = I}qlagxﬂS |) nombre de stabilité supérieur
S
Pour le graphe de la figure 1.12, on a

S = {{Uh U3, U4, U5}7 {1)27 Ve, U7, Vs, }7 {U37 V4, Us, Vg, U7, US}}

Donc i(G) = 4 et 5(G) = 6.

U1 U2

Ug U7 V6 Us Vg U3

F1cUrEe 1.12. Un graphe G.

1.2.2 Paramétres de domination

Etant donnés un graphe G = (V, E) et un ensemble dominant D de G. On peut définir

plusieurs types de domination, a titre d’exemple on peut citer :

e La domination totale : Un sous ensemble D de V est dit dominant total de G si
tout sommet de V' posséde un voisin dans D, autrement dit, si D est un dominant
et le sous graphe induit par D, G [D], ne contient pas de sommets isolés. Le nombre
de domination totale, noté v,(G), désigne la cardinalité minimale d’un ensemble

dominant total de G.

e La domination couplée : Un sous ensemble D de V' est dit dominant couplé de G si
le sous graphe induit par V' contient un couplage parfait. Le nombre de domination
couplée, noté v,,.(G), désigne la cardinalité minimale d’un ensemble dominant couplé

de G.
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1.3 L’aréte-domination dans les graphes

Le concept de domination par les arétes a été introduit par Mitchell and Hedetniemi
[28]. Un sous ensemble F' de E est un aréte-dominant de G si chaque aréte dans E\F
est adjacente & au moins une aréte dans F. Le nombre de 'aréte-domination +'(G), d'un
graphe G (ou~’) représente la cardinalité minimum d’un ensemble aréte-dominant minimal
de G. Un ensemble aréte-dominant avec une telle cardinalité est appelé un +'(G)-ensemble,
on note qu'un graphe G peut avoir plusieurs 7/(G)-ensembles, a titre d’exemple dans le
graphe de la Figure 1.11, {vjvq, v3vg, v4v5} est un aréte-dominant de cardinalité 3, mais
{v1vg, v304} est un aréte-dominant de cardinalité 2, et v/(G) = 2. La cardinalité maximum
d’un ensemble aréte-dominant minimal est appelée nombre d’aréte-domination supérieur,
et est noté par I''(G). Pour le méme graphe de la Figure 1.11, {v1vq, v3v6, v4v5} est un

aréte-dominant minimal de cardinalité maximum, d’ou I''(G) = 3.

Puisque pour un graphe simple G, on a 7/(G) = 7(L(G)) et i'(G) = i(L(G)), alors ce
qu’on peut dire : Comme L(G) est sans K7 3, d’aprés Allan et Laskar [29] ( si G est sans
K 3 alors v(G) = i(G)), on a, 7' (G) =i(G).

La réponse sur le probléme d’existance d’un ensemble aréte-dominant d’une taille don-
née dans un graphe, est un probléme NP-complet (et donc la détermination d’un ensemble
aréte-dominant minimum est un probléme NP-complet). Yannakakis et Gavril (1980) [33]
ont montré que le probléme également est NP-complet pour les graphes bipartis avec un
degré maximum 3. Il existe un algorithme polynomial approximatif simple avec un facteur
d’approximation 2 qui trouve n’importe quel couplage maximal (un couplage maximal est

un ensemble aréte-dominant).

1.3.1 Paramétres d’aréte-domination

Etant donnés un graphe G = (V, E) et un ensemble aréte-dominant D de G. On peut

définir plusieurs types de I’aréte-domination, a titre d’exemple on peut citer :
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e L’aréte-domination indépendante : Un ensemble aréte-dominant E’ est appelé en-
semble aréte-dominant indépendant s’il ne contient pas des arétes adjacentes. Le
nombre de I’aréte-domination indépendante inférieur ¢/(G), d’un graphe G (ou ')

est la cardinalité minimum d’un ensemble aréte-dominant indépendant maximal de

G.

e L’aréte-domination totale : Un ensemble aréte-dominant E’ est appelé ensemble
aréte-dominant totale s’il ne contient pas des arétes isolés. Le nombre d’aréte-
domination totale inférieur v;(G), d’un graphe G (ou v}) est la cardinalité minimum

d’un ensemble aréte-dominant totale minimal de G.

e [L’aréte-domination connere : Un ensemble aréte-dominant E’ est appelé ensemble
aréte-dominant connexe si toutes les arétes de D sont reliées. Le nombre d’aréte-
domination connexe inférieur 7.(G), d’'un graphe G' (ou 7.) est la cardinalité mini-

mum d’un ensemble aréte-dominant connexe minimal de G.

e [’aréte-domination parfaite : Un ensemble aréte-dominant E’ est appelé ensemble
aréte-domination parfait si toute aréte dans E\D est dominée exactement par une
seule aréte dans D. Le nombre de I'aréte-domination parfaite inférieur v, (G), d'un
graphe G (ou 7,) est la cardinalité minimum d’un ensemble aréte-dominant parfait

minimal de G.

1.4 Applications de la domination et ’aréte-domination

La domination est utilisée dans beaucoup de situations concrétes et son développement
théorique a énormément contribué dans la résolution de problémes pratiques comme les
problémes relevant des réseaux de communications, les systémes de surveillances (par
Radars), les systémes électriques, les réseaux informatiques et d’autres. Le coté pratique
de la domination a été souvent la cause de la naissance d’autres nouveaux parametres
de domination, en effet beaucoup de paramétres de domination ont vu le jour lorsqu’on

impose une condition supplémentaire sur I’ensemble dominant. Cette condition peut étre
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intérieure & 'ensemble dominant, extérieure a I’ensemble dominant ou bien intérieure et
extérieure en méme temps a I’ensemble dominant. Comme on peut imposer simultanément
des conditions des deux types, par exemple un dominant double est un dominant sans
sommet isolé qui domine au moins deux fois tout sommet extérieur. Pour son application,

on considére :

1. Le probléme de localisation des radars : Pour controler une région donnée: Un
certain nombre de points stratégiques a, b, ¢, .... (les cellules) sont surveillés par des
unités militaires pourvues de radars; on exige que chaque cellule soit surveiller par
au moins un radar. Le probléme consiste a déterminer le nombre minimum de radars
a installer ainsi que leur emplacement de telle maniére a controler toutes les cellules

en respectant la contrainte de la domination pour chaque cellule.

2. Un réseau de communication : Considérons un réseau de communication constitué de
stations fixes, et entre deux stations quelconques il peut exister une communication
directe. Le probléme posé est de selectionner un ensemble minimum de stations pour
installer des transmetteurs, tout en assurant pour les stations qui ne possédent pas

de transmetteurs d’avoir une liaison directe avec ceux qui en possédent.

3. Un réseau de communication téléphonique : Une autre application liée a un réseau
de commutation téléphonique congu pour acheminer les appels téléphoniques des
lignes entrantes vers les lignes réseau sortantes (nous supposons qu’une ligne réseau
ne peut passer quun appel téléphonique a la fois). Le probléme est de trouver
le comportement le plus défavorable du réseau, c’est-a-dire le nombre minimum
d’appels acheminés lorsque le réseau est saturé et qu’aucun appel ne peut étre ajouté.
Pour cela, nous construisons un graphe biparti B en connectant une ligne a un tronc
si et seulement si la ligne peut étre commutée sur le tronc. Ensuite, le probleme
équivaut & déterminer la taille d’'un ensemble aréte-dominant indépendant minimum

de B. Pour d’autres applications de 'aréte-domination voir [33/.
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CHAPITRE 2

L’aréte-domination dans les graphes avec quelques

résultats antérieurs

Le concept de domination par les arétes a été introduit par Mitchell et Hedetniemi [28], et
a été exploité par plusieurs chercheurs. Arumugam et Velammal [24], Arumugam et Jerry
[25], Kulli et Soner [26]. Les graphes bipartis avec nombre d’aréte-domination égal au

cardinal de couplage maximum sont caractérisé¢ par Dutton et Klostermeyer [27].

Nous allons consacrer ce chapitre composé d’une seule section, ot nous énoncons le
concept de l'aréte-domination et de ’aréte-domination indépendance, nous définissons la
notion de l'aréte-domination avec quelques propriétés préliminaires dans les graphes et
faisons quelques rappels sur des graphes particuliers, nous présentons quelques résultats

et théorémes antérieurs sur cettes notions dans différentes classes de graphes.

2.1 L’aréte-domination et ’aréte-domination indépendante
2.1.1 Définitions et notations
Pour un graphe simple G = (V, E), on donne les définitions suivantes:

Définition 2.1. Un sous-ensemble d’arétes D C E(G) est un aréte-dominant de G si
toute aréte e € E(G) est adjacente o au moins une aréte ¢ € D. Un aréte-dominant est
ainst un sous ensemble des arétes qui domine toutes les arétes de G. Un ensemble aréte-
dominant D est dit aréte-dominant minimal st aucun sous ensemble propre de D n’est
un ensemble aréte-dominant. Le nombre d’aréte-domination inférieur, v'(G), d’un graphe
G représente la cardinalité minimum d’un ensemble aréte-dominant minimal de G. Un

ensemble aréte-dominant avec une telle cardinalité est appelé ~'(G)-ensemble.
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On note qu'un ensemble aréte-dominant d’un graphe G est un dominant pour son

graphe adjoint L(G), et vice versa.

On note qu'un graphe G peut avoir plusieurs 7/(G)-ensembles, a titre d’exemple, le
graphe de la Figure 2.1 , dont ’ensemble des sommets {vq, vo,v3,v4} et ’ensembles des
arétes est {v1vq, vov3, Vous}. L'ensemble {v1v,} est un +/(G)-ensemble, sa cardinalité est
égale a 1, et il n’est pas 'unique, il existe d’ autres ensembles +/(G)-ensemble : {vsv3} et

{vauy}.

Vg

U1 () V3

FicUrEe 2.1. Un graphe G avec 4 sommets et 3 arétes .

Définition 2.2. Un sous-ensemble d’arétes S C E(G) est un aréte-dominant indépendant
de G s’il n’existe pas deux arétes adjacentes dans S. Un ensemble aréte-dominant est ainsi
un ensemble aréte-dominant indépendant s’il me contient pas des arétes adjacentes. Le
nombre de 'aréte-domination indépendante inférieur, i'(G), d’un graphe G (ou i') est la

cardinalité minimum d’un ensemble aréte-domination indépendant mazximal de G.

On note qu'un graphe G peut avoir plusieurs i'(G)-ensembles, a titre d’exemple, le
graphe de la Figure 2.2 , dont ’ensemble des sommets {vy, vq, U3, v4, V5, v6} €t I’ensembles
des arétes est {v1vq, VoU3, V34, V4U5, V36 }.I'ensemble {vive, v3v4} est un i'(G)-ensemble,
sa cardinalité est égale a 2, et il n’est pas I'unique, il existe un autre ensemble {vyv3, v4v5}

de méme cardinalité 2.

La cardinalité maximum d’un ensemble aréte-dominant indépendant maximal est ap-
pelée nombre d’aréte-domination indépendante, et est noté par 3'(G). Pour le méme graphe
de la Figure 2.2 , on a I'ensemble {v;vy, v3v6, v4v5} est un 3'(G)-ensemble de cardinalité

égale a 3.
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U1 U2 U3 Uq Us

Ve

FI1GURE 2.2. Un graphe G avec 6 sommets et 5 arétes .
2.2 Quelques résultats antérieurs
Théoréme 2.3. [29]. Pour un graphe G sans K; 3,on a v(G) = i(G).

Puisque le graphe adjoint L(G) d’'un graphe G est sans K 3, alors on a le résultat

suivant:
Corollaire 2.4. [29] Pour tout graphe G, on a v'(G) = i'(G).
Proposition 2.5. [32] a) Pour une chaine P de longueur k,

k/3 si k= 0(mod 3)
Y(P) =14 (k+2)/3 si k= 1(mod 3)
(k+1)/3 si k= 2(mod 3)
b) Pour un cycle C,, d’ordre n >3, v'(C,,) = [n/3]

) min(n,m) si 2 <n,m
C) 7(Km,n) -
lsin=1oum=1

Définition 2.6. [2//Soit G = (V, E) un graphe. L’ordre mazimum d’une partition de E

en aréte-dominants ensembles de G est appelé le nombre domatic d'(G)

Théoréme 2.7. [24]Pour tout graphe connexe G d’ordre pair n,y' (G) = n/2 si et seule-

ment si G est isomorphe & K, ou K, /3,2

Théoréme 2.8. [2//Pour tout arbre T d’ordre n # 2 : v'(G) < (n —1)/2 : avec égalité si

et seulement si T est isomorphe & une étoile subdivisée.

Pour le résultat suivant, on note par Cj,, le graphe obtenu & partir d'un cycle Cs et

n(> 0) copies de K3 en reliant une extrémité de chaque K, avec un sommet fixe de Cs.
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On note par Cy,, le graphe obtenu a partir d’un cycle Cy, en reliant un sommet de Cy avec
le centre de I’étoile subdivisée S obtenu a partir d’'une étoile K ,, en subdivisant chaque

aréte une seule fois.

Théoréme 2.9. [24]Si G est un graphe connexe unicyclique d’ordre n, alors ' (G) = |n/2|

st et seulement si G est isomorphe a Cy; Cs; C7; Cs ), ou Cyyy pour p > 0.

Théoréme 2.10. [24/Pour tout arbre T d’ordre n et e = uv une aréte de degré mazximum
Noonavy =|E|— A siet seulement si diam(T) < 4 et deg(w) < 2 pour tout sommet

w # u,v.

Théoréme 2.11. [24/Pour tout graphe connexe unicyclique G = (V, E) avec un cycle C,

on ay' =|E| —A" si et seulement si un des cas suivants est vérifié :
i) G =0Cs.

ii) C = O3 = (wugusus),deg(ur) > 3,deg(us) = deg(us) = 2,d(ur;w) < 2 pour tout
sommet w n’appartient pas au cycle C' et deg(w) > 3 pour au plus un sommet w qui

n’est pas dans C.

iii) C = C3 = (ujugusuy),deg(uy) > 3,deg(us) > 3,deg(us) = 2,tous les sommets qui
n’appartiennent pas & C adjacents a uy ont un degré au plus 2 et tous les sommets

dont la distance par rapport a uy est 2 sont des sommets pendants.

iv) C = Cs,deg(uy) = 3,deg(us) > 3,deg(ug) > 3 et tous les sommets qui n’appartiennent

pas a C' sont des sommets pendants.
V) G = 04.

vi) C = Cy, et aussi un sommet exactement de C, ou deux sommets adjacents de C
ont un degré au moins 3 et tous les sommets qui n’appartiennent pas & C sont des

sommets pendants.

Définition 2.12. Soit G = (V, E) un graphe. L’indice chromatique x'(G) est défini par
le nombre minimum de couleurs des arétes de sorte que deux arétes adjacentes ne soient

pas colorées par la méme couleur.



Théoréme 2.13. [32] Pour tout graphe G de taille m, on a v'(G) < m — A’ ou A’

présente le degré maximum d’une aréte dans G.

Théoréme 2.14. [32] Pour tout graphe G de taille m, on a ' (G) < m — B, + qo, 0% qo

présente le nombre des arétes isolées dans G.
Théoréme 2.15. [32] Pour tout graphe G de taille m, on a ' (G) + X'(G) < m + 1.

Théoréme 2.16. [24] Pour tout graphe G de taille m, v'(G) + X'(G) = m + 1 si et

seulement st G = Cs ou K1 ou qKs.

Avant de présenter le reste des résultats, on donne les définitions de quelques graphes

particuliers.

Définition 2.17. [36] On appelle graphe ombre d’un graphe G, noté Ds(G), le graphe
construit en prenant deux copies de G, disons G' et G". Joignez chaque sommet u' de G’

auz voisins du sommet correspondant u” de G".

Définition 2.18. [36] On appelle graphe milieu d’un graphe G, noté par M(G), le graphe

dont l'ensemble de sommets est V(G) U E(G) ot deur sommets sont adjacents si

i) Ils sont deux arétes adjacentes de G, ou

ii) L’un est un sommet de G et l'autre est une aréte incidente a ce sommet.

Définition 2.19. [35/un graphe total d’un graphe G, noté par T(G), est le graphe dont

l’ensemble des sommets est V(G) U E(G) et deux sommets sont adjacents dans T(G) si :

i) Ils sont deux arétes adjacentes dans G, ou
ii) L’un est un sommet de G et 'autre est une aréte incidente a ce sommet, ou

iii) Les deuz sont des sommets adjacents dans G.
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Il est facile de voir que T'(G) contient toujours a la fois G et le graphe adjoint L(G)

comme sous-graphes induits.

Définition 2.20. Pour un graphe G = (V, E), le degré d’une aréte e € E est le nombre

des arétes adjacentes a e dans G.

Lemme 2.21. [33]/ On Considére le graphe G = (V, E) et son graphe total T(G). Soit
M un ensemble des arétes de G. Si M est le couplage maximal de G et M U (V — V)
est un ensemble indépendant mazximum de T'(G), alors M est un ensemble aréte-dominant

indépendant minimum.
Théoréme 2.22. [33] Si M est un ensemble aréte-dominant indépendant minimum de G,

alors M U (V — Vi) est un ensemble indépendant mazimum de T'(G).

Pour les différentes notations théoriques et terminologies de graphe, nous suivons [37]
tandis que les termes relatifs au concept de domination sont utilisés dans le sens de [3].
Dans la partie suivante, nous étudions le nombre de I’aréte-domination de graphe milieu,

graphe total et graphe ombre des chaines P, et des cycles C,,.
Théoréme 2.23. [38] Si P, un chaine, alors 7' (Dy(P,)) = 2[(n —1)/3].
Théoréme 2.24. [38] Si P, un chaine, alors v'(M(P,)) = |n/2].

Théoréme 2.25. [38] Si P,, un chaine, alors :

=17 6 =0 ou 2(mod(3
yamy={ 7] ot

L2n71

=] sinon

Théoréme 2.26. [38] Si C,, un cycle, alors :

V(Ds(C)) = 2[%” sin="0 ou 2(mod(3)

2| 2] sinon
Théoréme 2.27. [38] Si C,, un cycle, alors :

Y(T(C) - [:] =D o medt)

Théoréme 2.28. [38] Si C,, un cycle, alors v'(M(C,,)) = [(n+1)/2].
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CHAPITRE 3

Forte égalité entre les deux nombres de ’aréte-
domination et de ’aréte-domination indépendante

inférieur dans les arbres et les chaines

Dans [29], Allan et Laskar ont montré que pour tout graphe G, 7/ (G) = '(G), ainsi
G posséde un ensemble a la fois 7/(G)-ensemble et '(G)-ensemble. Cette propriété sera

utilisée pour la démonstration de notre propre résultat.

Dans ce chapitre nous nous sommes intéréssés a la caractérisation des arbres 1" tels que
le nombre de 'aréte-domination +/(7) est fortement égal au nombre d’aréte-domination
indépendante inférieur ¢(T") : 4/(T) = i'(T). On note de tels arbres par (v/,)-arbres.
Ainsi en déduisant une caractérisation des chaines dont on a cette forte égalité, et on note

de méme de telles chaines par (v/,4’)-chaines.

Le travail présenté dans ce chapitre & été réalisé en collaboration avec Mme Meddah.

3.1 Définitions et résultats préliminaires
Observation 3.1. [29/Pour tout graphe G, on a 7' (G) = i'(G).

Bien que l'égalité 7/(G) = i'(G) soit assurée pour tout graphe GG, mais la forte égalité
ne l'est pas. A titre d’exemple, le graphe P; de la Figure 3.1, dont I’ensemble des arétes
{vovs3, 304} est un +'( Ps)—ensemble mais n’est pas un i'( Ps)—ensemble car les deux arétes

Vo3 et v3vy sont adjacentes.
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U3

() U4

U1 Us

Ficure 3.1. Graphe P

Pour deux entiers positifs ¢ et t5 avec t; +1t3 > 1, soit Ry, +,(u) I'arbre obtenu & partir
d'une étoile K4 44, centrée en u en attachant a t, > 1 sommets pendants de 1’étoile,
chacun au moins un sommet pendant. Il est clair que Ry, o(u) est une étoile K;,,. De
méme, il est facile de voir que ¥'( Ry, t,(u)) =t2 ¥V ta > 1 et que v/ (Ry, 1, (1)) 2 7' (Ryy 1, (1))

si ty > 2. A titre d’exemple de l'arbre Ry, 4, (u), le graphe de la Figure 3.2.

FIGURE 3.2. L’arbre Ras(u).

Définition 3.2. Soit G = (V, E) un graphe. Le voisinage ouvert d’une aréte e est N(e) =

{é € E : ¢ est adjacente a e} . Le voisinage fermé d’une aréte e est Nle] = N(e) U {e}.

Définition 3.3. Le voisinage privé d’une aréte e = xy par rapport a l'extrémité y et par
rapport & un ensemble d’arétes D, noté pnle, D], est ’ensemble des arétes incidentes & y

qui n’ont pas d’autres arétes voisines dans D : i-e pnle, D], = {€/ : N[¢/| N D = {e}}.

Proposition 3.4. Soit T' un arbre obtenu & partir d’un arbre non trivial T' d’ordre au

moins 3, et un arbre Ry, +,(w) avec ty > 1, en ajoutant l'aréte xw a un sommet x de T".

Alors :
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L A(T) =+ (T") + t2
2. '(T) = (T") + to.

Preuve. Soient {x1,...,x4 } 'ensemble des sommets pendants voisins & w, {y1, ..., Y, }
I’ensemble des sommets supports voisins & w dans T, qui est isomorphe a une étoile
double Si4, (w) : t > 1,81 to = 1 ou isomorphe a un arbre Ry, ;,(w) si to > 2. Pour tout

i€ {1,...,ta}, soit ¥} un des sommets pendants de y;.

1. Soit D un +/(T)-ensemble. Sans perte de généralité supposons que wy; € D pour
i € {1,...,ta}. Soient e une aréte incidente & = dans 7" et D' = DNE(T"). Si wx ¢ D,
alors I’ensemble D’ est un aréte-dominant de 'arbre 7", d’ou v'(7") < +/(T') — t5. Si
maintenant wx € D, alors 'ensemble D’ U {e} est un ensemble aréte-dominant de

T' et donc :

Y(T') < [DNE(T)U{e}|
= A(T)—ty—1+1

= ’YI(T) — 12

L’égalité v/(T') = ~/(T") + t2 est obtenue par le fait que cha,que 7' (T")-ensemble peut

étre étendu & un ensemble aréte-dominant de 7' en ajoutant. U {wy;}.
i=1

2. Par I’Observation 3.1, on a i'(T) = +/(T') et i'(T") = ~/(1"), et par I'item a, on a
Y(T) =~ (T") + to, d’ou I'égalité ' (T") = i'(T) + t».

3.2 Caractérisations des (v/,7)-arbres

Nous arrivons a la caractérisation constructive de la famille O des arbres T tels que
¥(T) = ¢(T). On définit la famille O de tous les arbres T' qui peuvent étre obtenus
récursivement & partir d’une séquence 1y, Ts, ..., T (kK > 1) d’arbres, ou 73 = K,
(p>2),ouTt =S5,, (p,g>1), T =Ty, et, si k> 2, T;; est obtenu a partir de T; en

utilisant les opérations O et Oy définies ci-dessous :
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e Opération O; : Ajouter une étoile Ky, : t > 2 de centre u, en attachant un des
sommets pendants v par une aréte vz a un sommet x de 1" avec la condition que

pour tout '(7”)-ensemble D, si une aréte xy € D, alors pn[zy, D], # 0.

o Opération Oy : Ajouter I'étoile double S;; de sommet supports u et v, tels que
|L,| =t >1et|L,] =j > 1, en attachant v par une aréte vx & un sommet = de

T’ avec la condition que pour tout +/(7”)-ensemble D, si une aréte xy € D, alors

pn[zy, D], # 0.

On constate le lemme suivant.
Lemme 3.5. SiT =P, ouT € O, alors ' (T) =4/ (T).

Preuve. Si T = P, alors il est évident que +/(T') = i'(T"). Maintenant soit 7" un arbre de
O, alors T est obtenu a partir d’une séquence 11,15, ..., T}, (k > 1) d’arbres, ou 11 = K,
(p>2)ouTy=S,,(p,g>1),T =Ty, et si k> 2, T, est obtenu récursivement & partir
de T; en utilisant 1'une des deux opérations définies ci_dessus.

Par induction sur le nombre d’opérations effectuées pour construire 7' . Il est clair que
la propriété est vraie si k = 1, ceci établit les cas de base. Supposons maintenant que k > 2
et que le résultat est vérifié pour tous les arbres 1" € O qui peuvent etre construit a partir
d’une séquence d’au plus k& — 1 opérations, et soit 17" = Tj,_,..Par hypothése d’induction,
T" est un (v/,4')-arbre. Soit D un ~'(T")-ensemble et D' = D N E(T"). Alors d’aprés les
items 1 et 2 de la Proposition 3.4 pour t, = 1, #(T) = #(T") + 1 et v(T) = v'(T") + 1.

Considérons la situation suivante :

La derniére opération effectuée sur 'arbre T obtenu par k — 1 opérations est O
(respectivement Os). Si vz € D, alors la substitution de I'aréte vz par une aréte e = zy
incidente & x dans T”, implique que ’ensemble D” = {e} U D’ est un aréte-dominant de 7.
Et par la Proposition 3.4 pour t5 = 1, D" est un +/(7")-ensemble qui vérifie la condition
pnle, D"], = 0, contradiction.avec la condition imposée par 'opération Oy (respectivement
O3). Par conséquent vz ¢ D. Puisque T” est un (+/,i’)-arbre et comme on peut étendre

tout +'(7")-ensemble & un ensemble aréte-dominant de 7', en ajoutant I’aréte uv, alors cet
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ensemble est un aréte-dominant indépendant de 7' Il s’ensuit que +'(T") = #/(T'), ce qui

implique que T est un (v, ¢')-arbre. ]

Théoréme 3.6. Si T un arbre d’ordre n > 2, alors v'(T') = ¢'(T) si et seulement si

T=P ouTeO.

Preuve. SiT = P, ou T € O, alors d’aprés le Lemme 3.5, v/(T") = i'(T).

Montrons maintenant la nécessité: Il est évident que, 7/ (P,) = i'(FP;). Maintenent
supposons que n > 2. Par induction sur 'ordre n de 'arbre T : Si n = 2, alors T' = P,
qui vérifie /(1) = i'(T'). Sin = 3, alors T' = K » qui appartient & O. Supposons que tout
(+',i")-arbre T" d’ordre n/,2 < n’ < n, est dans O, et soit T" un (v/,')-arbre d’ordre n.
Si T est une étoile double, alors T € O. D’ou toutes les étoiles doubles sont dans O. Si

diam(7T") = 4, alors T = Ry, 4,(u) avec to > 2, et dans ce cas il est simple de vérifier que

~'(T) 2 ¢(T). Donc on peut supposer que 7" a un diamétre au moins 5.

Enracinons 7" en un sommet pendant r de la plus longue chaine. Soit u un sommet &
distance diam(T") — 1 de r sur la plus longue chaine commengant par r. Puisque diam(7T") >
5, soit v, w les sommets parents de u et v, respectivement. Aussi soit D un i'(T")-ensemble.
Soient t; le nombre de sommets pendants reliés & v et t5 le nomre de sommets supports
reliés & v dans Parbre T),. Soient 7" =T\ T, et D' = D N E(T"). Sans perte de généralité

supposons que uv € D. Ainsi on distingue les deux cas suivants:

Cas 1 : t, = 1: Soit ¢ > 1 le nombre de sommets pendants attachés au support u.
Dans ce cas, 'arbre T;, est isomorphe & S; 4, (v) sit; > 1 ou & Ky 441(v) si t; = 0. Puisque
diam(7") > 5, alors 'ordre de 7" est au moins 3, aussi si 7" est une étoile alors w n’est
pas son centre, sinon diam(7") = 4. Soit £’ ’ensemble de toutes les arétes incidentes a w
dans T". 1l est clair que 0 < |[E'N D'| < 1 (car si |E' N D'| > 1, alors 'ensemble D n’est
pas forcément un i'(7T")-ensemble). D’apres la Proposition 3.4, on a v'(T") = ~(T') — 1,
i'(T") =4d(T) — 1.

Supposons en premier que |E’ N D’| = 0. En particulier, et puisque ’ensemble D est
un i'(T)-ensemble, alors cette propriété reste préservée pour 'ensemble D’ dans Parbre 7".

Donc par induction sur 77, 7" € O. Ainsi, si t; = 0, alors T' € O car il est obtenu & partir
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de T" en utilisant 'opération Oy, et si t; > 1, alors T' € O car il est obtenu a partir de 7"
en utilisant I’opération O,.

Maintenant supposons que |E' N D’| = 1 et soit e = wz € E’ tel que z est un voisin de
w dans T”. Si on suppose que pnle, D], = (), alors Uaréte e est privée d’elle méme dans
D'. Ainsi I'ensemble {vw} U D\ {e} est un autre 7/(7")-ensemble mais qui n’est pas un
i'(T')-ensemble. Contradiction avec ’hypothése que 7" est un (7', ¢’)-arbre. Par conséquent
pnle,D'], # 0 En outre la substitution de e avec vw est impossible. En particulier, et
puisque I'ensemble D est a la fois un 4/(T")-ensemble et i’ (T")-ensemble, alors cette propriété
reste préservée pour ’ensemble D’ dans 'arbre T”..Donc par induction sur I'ordre de 17,
T € O. Et Ainsi, si t; = 0, alors T € O car il est obtenu & partir de 7" en utilisant
Popération Oy, et si t; > 1, alors T' € O car il est obtenu & partir de 7" en utilisant

lopération O,.

Cas 2 : t; > 2 : Dans ce cas 'arbre T, est isomorphe a arbre Ry, 4,(v) de centre v,
défini auparavant. Soit {u,ys, ..., ys, } ’ensemble des sommets supports attachés a v dans
T,. Si on suppose que l'ensemble {vu, vys, ..., vy, } appartenant a D, alors on aura une
contradiction avec notre hypothése 7" un (v',i')-arbre, car les arétes vu, vys, ..., vy, sont

toutes adjacentes. O]

3.3 Caractérisations des (7/,i')-chaines

A présent la caractérisation des (7/,7')-chaines devient une conséquence directe de la carc-
térisation des (7/,4')-arbres On définit la sous famille 7 C O de toutes les chaines P, qui
peuvent étre obtenues récursivement a partir d'une séquence Ty, Ty, ..., T}, (k > 1) de
chaines, ou T} = Ky9, ou T} = S1 1, T' =Ty, et, si k > 2, T, est obtenue a partir de 7;

en utilisant 'opération F; définie ci-dessous :

e Opération F; : Ajouter une chaine P3 = wuwv, en attachant le sommet v par une

aréte vz a un sommet pendant x de T".
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Corollaire 3.7. Si P, est une chaine d’ordre n > 2, alors 7' (P,) = i'(P,) si et seulement

st P,=PFP, ouP, € F.

Donc & partir de I’arbre de base T} qui est une chaine P (/£ 2) ou une chaine P; (Si 1)

et en utilisant 'opération F; on aura la caractérisation suivante :

Corollaire 3.8. Si P, est une chaine d’ordre n > 2, alors 7' (P,) = i'(P,) si et seulement

sin=2 ou (n =0 ou 1mod(3)).

Exemple d’application: Pour illustrer la construction de la famille O, on considére
larbre T' := T, de la Figure 3.3, tel que 7/(T") = ¢(T") = 3. Soit le sous ensemble D =
{wox1, w324, T5T6} qui est & la fois un +/(T)-ensemble et un '(T)-ensemble. Démontrons

que cet arbre appartenant & la famille O.

ZTo T 9 T3 T4 T5 T6
Tr s 9 10 T11  Z12 13
T

FIGURE 3.3. Arbre T avec /(1) = i'(T)

En premier, le sommet x4 est le sommet support le plus loin de la racine z7 et son pére
est xy. Soit Ty := T'\ T}, (voir la Figure 3.4). D’apres la Proposition 3.4, v/ (T') = +/(11)+1,
i'(T) = i'(T1) + 1. Notons que 'ensemble Dy = DN E(T1) = {zozr1, z324} est a la fois un
~'(T)-ensemble et un ¢'(77)-ensemble. Il en résult que 'arbre T est obtenu & partir de 7}

en utilisant 'opération O,.
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Zo I x2 x3 L4

T T8 L9 T10

Ty
FiGURE 3.4. La premiére décomposition de ’arbre T’

On considére maintenant 'arbre 17 avec ~'(11) = i'(T1) = |D1| = 2. 1l est clair que
xg est le sommet support a distance maximum de x7. Soit Ty := 17 \ T, avec x5 le pére
de z3 dans T} (voir la Figure 3.5). Ainsi, d’apres la Proposition 3.4, 7/(T1) = v'(12) + 1,
i'(Th) = i'(Ty) + 1. Soit Dy = Dy N E(Ty) = {xor1} qui est un +/(73)-ensemble et un

i'(Ty)-ensemble. Donc 'arbre T; est obtenu a partir de 75 en utilisant 'opération O;.

i) I

T T8 T9

15

FicUrE 3.5. La deuxiéme décomposition de I’arbre T’

Notons que 'arbre T, = S5; est un arbre de base de la famille O. Donc l'arbre T'
est obtenu a partir de la séquence d’arbres T, et 17 en appliquant successivement les

opérations O; et Oy. D’ou T € O.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

L’objectif principal de ce mémoire est 1’étude de la notion de I'aréte-domination dans les
arbres. Cette notion a été intensivement étudiée au cours de ces derniéres années, et les
résultats qui la concerne sont peu nombreux. Et cela par la caractérisation constructive
de la famille des arbres T tels que le nombre de l'aréte-domination /(7) est fortement
égal au nombre de laréte-domination indépendante i'(7") ie '(T") = i/(T'). Cette carac-
térisation a été basé essentiellement sur le résultat important de Allan et Laskar [29], qui
ont montré que pour tout graphe G; +'(G) = i'(G), ainsi G posséde un ensemble a la
fois 7/(G)—ensemble et i'(G)—ensemble. Une caractérisation particuliere des chaines dont
on a cette forte égalité se déduit facilement & partir de la caractérisation des arbres avec

—

Y =1.

Bien que les travaux réalisés le long de ce mémoire et les travaux réalisés auparavant
soient importants, nous sommes loin de répondre aux nombreux problémes posés dans le

domaine de ’aréte-domination et ’aréte-domination inépendante.

La contribution réalisée durant ce mémoire ouvre plus de perspectives de recherche.
Suite aux résultats obtenus sur le nombre de I'aréte-domination et de ’aréte-domination
indépendante dans les graphes, I’étude de ces problemes peut étre poursuivie dans des
classes particulieres de graphes ayant des structures simples tels que : Les graphes bipartis,

les graphes triangulés, .... etc.

Il serait intéressant de méme, de caractériser d’autres classes particuliéres de graphes G

ayant une structure simple, avec 7/(G) = i'(G). Un autre probléme qui s’avére intéressant

est la caractérisation de la famille des arbres T tels que +/(T") = I'(T).
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