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Résumé

Dans ce présent mémoire, nous reviendrions sur le concept de la complémentarité dé-

crivant la relation connectant les deux concepts jumeaux de la pseudo-hermiticité forte

et faible. Bagchi et Quesne, dans leur article, suggèrent "que la pseudo-hermiticité faible

n'est pas plus générale que la pseudo-hermiticité forte, mais qu'elles sont complémentaires

l'une à l'autre". Toutefois, dans leur article, le terme complémentarité n'a pas été explici-

tement énoncé, ni son argumentation mathématique n'a été donnée. Nous pensons donc

qu'une interprétation plus générale doit encore être formulée. Nous voulons aborder le

concept de complémentarité di�éremment dans le cadre de la masse dépendante de la

position (MDP). Nous visons dans ce mémoire à souligner que le concept de complémen-

tarité peut-être compris d'un point de vue mathématique rigoureux et interprété comme

une transformation de coordonnées, implémentée par une transformation de similarité,

conduisant à relier les concepts des pseudo-hermiticités forte et faible. À cette �n, nous

cherchons à établir, dans le formalisme de la MDP, les résultats suivants : (i) générer les

fonctions qui permettent d'identi�er les potentiels complexi�és V (+)(x) (resp. V (−)(x))

sous la pseudo-hermiticité forte η+ (resp. faible η−), (ii) montrer que les deux fonctions

génératrices sont connectées par une transformation de coordonnées, d'où la correspon-

dance (équivalence) avec le concept de complémentarité, et en�n (iii) nous introduisons

la transformation de similarité qui implémente la transformation de coordonnées a�n de

connecter à la fois η+ et η−.
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Abstact

In this work, we would return to the complementarity principle describing the relation-

ship connecting both twin concepts of pseudo-Hermiticity and weak pseudo-Hermiticity.

Bagchi and Quesne, in their work, suggest "that weak pseudo-Hermiticity is not more

general than pseudo-Hermiticity but works complementary to it". However the term com-

plementarity was neither explicitly stated nor its mathematical argumentation was given,

so we think that more general interpretation is yet to be formulated. We want to ta-

ckle the concept of complementarity otherwise in the framework of position-dependent

mass (PDM). We aim in this work to point out that the concept of complementarity can

be understood from a rigorous mathematical viewpoint and interpreted as a coordinate

transformation, implemented by a similarity transformation, leading to connect the twin

concepts of pseudo-Hermiticity and weak pseudo-Hermiticity. To this end we purpose to

establish, in PDM background, the following results : (i) generate the functions that lead to

identify the complexi�ed potentials V (+)(x) (resp. V (−)(x)) under pseudo-Hermiticity η+

(resp. weak pseudo-Hermiticity η−), (ii) show that both generating functions are connec-

ted through a coordinate transformation, hence establishing the mapping (equivalence)

with the concept of complementarity, and �nally (iii) we introduce the similarity transfor-

mation that implements the coordinate transformation in order to connect both η+ and

η−.
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Chapitre 0

Introduction Générale

La mécanique quantique a été développée par Heisenberg, Born, Jordan, Pauli,

Schrödinger, Dirac et beaucoup d'autres, au début de XXième siècle. Elle décrit la

matière, la lumière ainsi que leur interaction qui évoluent selon des règles strictes et

propres à la mécanique quantique (superpositions, incertitudes, probabilités, hermiticité,

. . .) [1, 2, 3]. L'excellent accord entre les résultats théoriques et expérimentaux a �ni par

convaincre l'ensemble des physiciens de la puissance de cette nouvelle théorie à expliquer

les phénomènes qui se passent à l'échelle de l'in�niment petit.

Dès son apparition en 1925, la mécanique quantique a été le sujet de plusieurs débats

entre les communautés physicienne et mathématicienne du monde, surtout à cause de

son aspect probabiliste. Cependant, le caractère probabiliste de la théorie n'était pas le

seul sujet abordé par ces deux communautés. En e�et, parmi les postulats élémentaires

de la mécanique quantique remis en cause, on retrouve celui de l'hermiticité. Ce dernier

stipule que si un hamiltonien H est hermitien, alors ces valeurs propres sont réelles, c'est-

à-dire que les normes des fonctions propres (les probabilités) sont conservées. Par la suite,

les physiciens théoriciens et mathématiciens se sont posé la question suivante : étant

donné que le concept de l'hermiticité est un concept purement mathématique sans aucun

fondement physique ni phénomènologique, alors la notion de l'hermiticité peut-elle être

remplacée par un autre concept physique ? et cette substitution permettra t-elle d'obtenir

les mêmes résultats obtenus par la mécanique quantique, c'est-à-dire un spectre d'énergie

dé�ni réel et positif ?

Ces questionnements ont conduit les physiciens à chercher dans d'autres domaines

connus de la physique mathématique une théorie adéquate et équivalente à la mécanique

quantique. Cette investigation a commencé par une conjecture, dite de Bessis�Zinn-

Justin [4], où elle stipule que le spectre d'un hamiltonien cubique et non hermitien

H = p2+ ix3 pourrait être réel. Cette conjecture contredit, bien entendu, la propriété bien

connue que des opérateurs non hermitiens possèdent des valeurs propres complexes, d'où

ix
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l'incompatibilité entre des opérateurs hermitiens et les valeurs propres complexes. Cepen-

dant, on n'en trouve aucune assertion stipulant la possibilité d'existence d'opérateurs non

hermitiens avec des valeurs propres réelles et d'où la conjecture de Bessis�Zinn-Justin.

C'est précisement dans ce context que Bender et al. [5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13] ont

introduit en 1998 une classe d'hamiltoniens de type :

H = p2 + x2(ix)ν , (R 3 ν > 2), (1)

ayant la caractéristique d'être invariants sous l'action de la symétrie discrète PT , où P est

l'opérateur linéaire de la parité (la ré�exion spatial) et T est un opérateur anti-linéaire

associé au renversement du temps. Il a été démontré que le spectre des hamiltoniens

(1) sont réels et positifs, bien qu'il soient associés à des opérateurs non hermitiens "au

sens de Dirac". Cette théorie, baptisée la mécanique quantique à symétrie PT , ou tout

simplement la PT -symétrie, ne cesse de susciter un vif intérêt de la part des physiciens

et mathématiciens, puisque ces derniers considèrent que le concept de la symétrie PT
est plus physique que celui de l'hermiticité et, depuis, elle est considérée par beaucoup de

physiciens comme une extension directe de la mécanique quantique "conventionnelle".

Cependant, l'introduction des hamiltoniens non hermitiens en mécanique quantique

a eu un impact fort et important sur physiciens théoriciens et mathématiciens. Pour

eux, il est impératif de mettre en place une description mathématique rigoureuse a�n de

clari�er le concept des opérateurs non hermitiens en mécanique quantique. Ces remarques

ont conduit Mostafazadeh en 2002, dans une série de trois (3) articles [14, 15, 16], à

présenter une nouvelle alternative à la mécanique quantique en introduisant un nouveau

concept mathématique, appelé pseudo-hermiticité. Il propose que la pseudo-hermiticité

est conditionnée par une relation fondamentale d'entrelacement (intertwining relation),

reliant H à son adjoint hermitien par la relation [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25] :

H† = ηHη−1, (2)

où η est un opérateur hermitien et réversible, appelé métrique et démontre l'idée essentielle

que l'ensemble de tous les hamiltoniens PT -symétriques sont nécessairement pseudo-

hermitiens. Ainsi, de part ces idées, la pseudo-hermiticité est présentée comme un concept

général, englobant à la fois la PT -symétrie et l'hermiticité, puisque si l'on pose dans (2)

la contrainte η = 11, alors il est évident qu'on retrouve la notion conventionnelle de

l'hermiticité, i.e. H† = H.

Au cours de la même année, deux grandes idées ont été introduites a�n de complèter

et d'enrichir le concept de la pseudo-hermiticité :

• La première introduite par Solombrino [26] concerne le concept de la pseudo-

hermiticité faible. Il est question de démontrer l'existence, pour des opérateurs

diagonalisables, d'une large classe d'opérateurs qui satisfont la condition (2) sans
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aucune contrainte au préalable sur η et coïncidant avec la classe de tout les opéra-

teurs pseudo-hermitiens.

• La seconde, appelée complémentarité, a été introduite par Bagchi et Quesne

[27] dans l'unique but est de relier les deux concepts des pseudo-hermiticités faible

et forte. Ils suggèrent que l'opérateur η peut-être décomposé en deux opérateurs

distincts, η+ représentant la pseudo-hermiticité forte et η− associé à la pseudo-

hermiticité faible, telles que :

η+H = H†η+ et η−H = H†η−, (3)

où η± = η ± η†, de sorte que η+ et η− sont complémentaires l'un à l'autre.

Cependant, dans leur article, le terme complémentarité n'a pas été explicité, ni même

argumenté mathématiquement, et nous pensons qu'une interprétation plus générale est

nécessaire à être formulée. C'est l'objectif principal de notre présent travail de complèter

ce vide, en donnant une interprétation mathématique rigoureuse au concept de la com-

plémentarité, et d'associer cette dernière à des transformations de coordonnées linéaires

et non-linéaires dans le formalisme d'une masse dépendante de la position (MDP).

Le présent mémoire s'articule autour de quatre (4) chapitres que sont structurés comme

suit :

Dans le premier chapitre, nous présenterons la mécanique quantique PT -symétrique,

ainsi que la norme-PT qui remplace le concept mathématique de l'hermiticité sans vio-

ler aucun des axiomes physiques de la mécanique quantique. Nous indiquerons aussi les

di�érentes propriétés de cette symétrie, ainsi les produits scalaires avec les normes PT et

CPT .
Le deuxième chapitre représente un aperçu assez générale sur la pseudo-hermiticité.

Au premier lieu, nous introduisons quelques outils mathématiques nécessaires en méca-

nique quantique a�n de construire le concept de la pseudo-hermiticité, et en second lieu,

nous insistons sur les dé�nitions et les di�érentes propriétés de la pseudo-hermiticité.

Quant au troisième chapitre, il est consacré aux systèmes physiques dotés d'une

masse dépendante de la position. Le terme cinétique de l'hamiltonien est présenté dans

l'unique but de ramener l'équation de Schrödinger à une forme adéquate. Des trans-

formations de coordonées sont introduites ; elles permettent d'aborder le problème de la

masse variable dans l'espace de con�guration et arriver à déduire un résultat consistant

pour les systèmes ayant une masse constante.

Le quatrième chapitre constitue notre travail de mémoire dont l'objectif est de

donner un sens mathématique à la notion de la complémentarité. Ce faisant, en première

partie, nous présenterons quelques généralités sur la pseudo-hermiticité des systèmes phy-

siques dotés d'une masse dépendante de la position soumise à un déplacement (shift) en

impulsion. Dans la seconde partie, nous génèrerons des fonctions qui nous permettent

de déduire les potentiels correspondants aux pseudo-hermiticités forte et faible. Dans la
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troisième partie, nous construiserons, via une transformation de jauge, un hamiltonien

hermitien h équivalent à l'hamiltonien déformé pseudo-hermitien H. La dernière partie

est entièrement consacrée à la recherche d'une correspondance reliant les deux fonctions

génératrices déduites via des transformations de coordonnées. Par la suite, l'usage d'une

transformation de similarité permet d'établir une connexion ferme entre les deux pseudo-

hermiticités forte et faible. Le cas d'une masse constante est aussi discuté.

En�n, comme il est coutume, une conclusion générale clôture notre travail.



Chapitre 1

Sur la PT -symétrie en mécanique

quantique

Il est important de signaler que la dynamique d'un système est décrite si les valeurs

propres représentant le spectre énergétique sont réelles. Pour cette raison, il est impératif

que l'opérateur hamiltonien H, dé�ni dans un espace de Hilbert H, soit hermitien.

Cependant, ces dernières années, un intérêt particulier a été porté aux hamiltoniens

non hermitiens [4, 5]. Leur particularité est qu'ils ont un spectre en énergie réel malgré leur

caractère complexe. Les indications mathématiques suggèrent que la raison principale de

la réalité du spectre énergétique revient à une symétrie discrète, baptisée la PT -symétrie.

Nous allons voir dans ce chapitre les propriétés de cette symétrie via quelques exemples.

1.1 Exemple sur un hamiltonien PT -symétrique : Hamiltonien

de Bender

En 1998, Bender et al. [5, 6, 7, 8, 9, 12, 13, 30] ont proposé une large classe de famille

d'hamiltoniens stationnaires à une dimension du type :

H = p2 + x2(ix)ν . (1.1)

Ils ont démontré qu'ils existent trois régions di�érentes selon la valeur attribuée au

paramètre ν :

• Quand ν ≥ 0, le spectre énergétique est réel et positif, et le spectre devient de plus

en plus imposant au fur et à mesure que ν augmente (voir la �gure 1.1). Le niveau

fondamental de cette région, ν = 0, correspond à l'oscillateur harmonique, avec les

niveaux énergétiques En = 2n+ 1.

• Quand −1 < ν < 0, on remarque l'existence d'un nombre �ni de valeurs propres

réelles et positives et aussi un nombre in�ni de valeurs propres complexes couplées

1



2 Chapitre 1. Sur la PT -symétrie en mécanique quantique

en paires. Au fur et à mesure que ν décroit de 0 à −1, le nombre des valeurs propres

décroit aussi. Quand ν ≤ −0.57793, la seule valeur propre réelle est celle de l'état

fondamental. Si ν approche −1+, l'état fondamental diverge.

• Pour ν ≤ −1, il n'existe aucune valeur propre réelle.

Figure 1.1 � Les niveaux énergétiques du hamiltonien (1.1) comme fonction du paramètre

ν, (ν ∈ R). Quand ν ≥ 0, la PT -symétrie est non brisée alors que si ν < 0 la PT -symétrie

est nécessairement brisée, selon [5, 9].

Quand ν ≥ 0, la PT -symétrie est non brisée, tandis que pour ν < 0 la PT -symétrie

est nécessairement brisée. La �gure 1.2 ci-dessous schématise le concept dit : les bords de

Stokes. Ces derniers apprtiennent au domaine mathématique de l'analyse complexe et

permettent de mieux visualiser la brisure de la PT -symétrie.

Cet exemple a incitée les chercheurs physiciens et mathématiciens à étudier profondé-

ment cette classe d'hamiltonien pour bien comprendre l'origine de la réalité du spectre.

La particularité essentielle de ces hamiltoniens réside dans l'invariance de la symétrie par

rapport aux opérateurs simultanés de la parité P et de renversement du temps T . Cette
double opération est souvent appelée : la PT -symétrie.

Un peu plus tard, il s'est avéré que la condition d'invariance d'un hamiltonien non-

hermitien par rapport à la ré�exion espatio-temporelle n'est pas su�sante pour la réalité

de son spectre. En e�et, les valeurs propres correspondant aux fonctions propres sont elles

aussi invariantes par cette double ré�exion de l'espace-temps. La PT -symétrie est donc

considérée comme une condition nécessaire pour la réalité du spectre des hamiltonien

non-hermitiens.
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Figure 1.2 � Les bords (limites) de Stokes dans le plan complexe-x contenant le contour

sur lequel l'équation de Schrödinger ssociée au hamiltonien (1.1) est posée, pour ν =

2.2, selon [5, 9].

1.2 Dé�nition et propriétés de la PT -symétrie

Un hamiltonien H est dit PT -symétrique s'il satisfait la relation [5, 6, 10, 11, 12, 41],

H = HPT , (1.2)

où HPT est dé�ni par

HPT = PT HPT . (1.3)

Ainsi, si un hamiltonien H est PT -symétrique, alors il doit commuter avec le produit

discret PT , i.e.

[H,PT ] = 0, (1.4)

où P est une opérateur linéaire appelé opérateur de parité (ou ré�exion de l'espace)

et T est l'opérateur de renversement du temps et dont leurs actions respectives sur les

opérateurs de position x̂ et l'impulsion p̂ sont données comme suit :

Px̂P = −x̂, P p̂P = −p̂, (1.5)

et

T x̂ T = x̂, T p̂ T = −p̂, T iT = −i. (1.6)

Notons que l'e�et de l'opérateur linéaire P change les signes des opérateurs de position

x̂ et l'impulsion p̂, tandis que l'opérateur antilinéaire T n'a�ecte que le signe de l'opérateur

d'impulsion p̂, en changement le signe du nombre complexe imaginaire pure i a�n de
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garantir l'invariance de la symétrie PT . En outre, puisque P et T sont des opérateurs de

ré�exion, leurs carrés donnent l'opérateur unité, i.e.

T 2 = P2 = 11, (1.7)

et ils commutent aussi

[P , T ] = 0. (1.8)

Si toutes les fonctions propres de l'hamiltonien PT -symétrique H sont simultanément

des fonctions propres de l'opérateur PT , on dit que la PT -symétrie est non-brisée. Elle est

dite brisée, s'il existe des fonctions propres de l'hamiltonien PT -symétrique qui ne sont

pas des fonctions propres de l'opérateur PT . Ainsi, pour construire une théorie quantique
PT -symétrique pour ces hamiltoniens, nous devons exiger de plus que la symétrie ne doit

pas être brisée. Il faut noter cependant que cette condition n'est pas triviale, car il n'existe

aucun moyen pour a�rmer à priori qu'une telle symétrie d'un hamiltonien PT -symétrique

est brisée ou pas. Il faut tout d'abord déterminer les fonctions propres pour en tirer une

conclusion. Avec cette condition supplémentaire, on peut démontrer la réalité des valeurs

propres d'un hamiltonien PT -symétrique.

En e�et, soit {ϕn(x), n = 0, 1, 2, · · · } l'ensemble des fonctions propres communes à H

et PT . On a alors

Hϕn(x) = Enϕn(x), (1.9)

et

PT ϕn(x) = λnϕn(x), (1.10)

où En et λn sont respectivement les valeurs propres correspondantes à H et PT , qui sont
à priori complexes. Puisque :

(PT )2 = 11,

il en résulte alors, en appliquant la symétrie PT , sur (1.10) que :

λ2n = 1,

pour toutes les valeurs de n possibles. Ainsi λn est une phase pure qui peut être absorbée

dans la fonction propre ϕn(x) de sorte que [40], sans perte de généralités :

λn = exp{iαn}, (1.11)

pour tout αn réel.

Nous remplaçons l'état propre ϕ par eiαnϕ de sorte que sa valeur propre donnant

l'opérateur PT soit égale à l'unité,

PT ϕ = ϕ, (1.12)
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et puisque H et PT commutent, i.e.s

PT H = HPT , (1.13)

nous procédons par la suite à multiplier les deux côtés du membre de droite de (1.13) par

PT , on obtient :

PT HPT = H. (1.14)

En exprimant l'équation de Schrödinger indépendante du temps sous la forme :

Hϕn = Enϕn, (1.15)

cette dernière se transforme, en appliquant la transformation (1.11) sur (1.9), en :

PT HPT ϕn = PT EnPT ϕn, (1.16)

où nous en déduisons, en utilisant l'identité P2 = 11 :

T En = T E∗n,

révélant le caractère antilinéaire de l'opérateur T .
Dès lors, il nous y possible expimer :

Hϕn = Enϕn = PT HPT ϕn = E∗nϕn, (1.17)

qui postule que la valeur propre E est entièrement réelle.

En mécanique quantique, la norme d'un vecteur dans l'espace de Hilbert H doit-

être positive. En outre, le produit scalaire de deux vecteurs quelconques dans l'espace de

Hilbert doit être constant au cours de l'évolution temporelle, comme l'est la probabilité

(principe de l'unitarité). Ces deux conditions constituent des propriétés fondamentales

pour que la théorie quantique soit valable. Bien entendu, ces deux exigences sont satis-

faites dans la théorie quantique conventionnelle, avec des hamiltoniens hermitiens. La

première permet d'interpréter la norme d'un état comme une probabilité, qui doit être

dé�nie positive, alors que la deuxième condition garantie justement l'indépendance de

cette probabilité par rapport au temps.

Dans ce context, Bender [9, 11] a introduit dans un premier temps un produit scalaire

dit "produit scalaire-PT " associé aux hamiltoniens PT -symétriques et est dé�ni par :

(f, g)PT =

∫
c

dx [PT f(x)] g(x), (1.18)

où, par convention, l'action de l'opérateur PT sur une fonction f(x) quelconque est donnée

par

PT f(x) = f ∗(−x), (1.19)
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et c est un contour dans le plan complexe. L'avantage de ce choix pour le produit scalaire,

est que la norme PT associée, (f, f), est indépendante de la phase globale de f(x) et elle

est conservée dans le temps. En ce qui concerne le produit scalaire, les fonctions propres

ϕm(x) et ϕn(x) de H doivent être orthogonales pour n 6= m :

〈ϕm, ϕn〉PT =

∫
c

dx [PT ϕm(x)]ϕn(x)

=

∫
c

dxϕ∗m(−x)ϕn(x)

= (−1)nδmn, (1.20)

où δnm est le symbôle de Krönecker. Cependant, quand m = n, nous voyons que les

PT -normes des fonctions propres ne sont pas toujours positives [22, 42]. En e�et,

〈ϕn, ϕn〉PT =

∫
c

dxϕ∗n(−x)ϕn(x)

= (−1)n. (1.21)

La relation de fermeture s'écrit en fonction de ces fonctions propres comme suit :∑
n≥0

(−1)n|ϕn〉〈ϕn| =

∫
c

dxϕ∗n(−x)ϕn(x)

= (−1)n, (1.22)

et cela nous informe que la norme (−1)n d'un état n'est pas nécessairement positive, c'est-

à-dire que la relation (1.18) dé�nissant le produit scalaire est insu�sante pour formuler

une théorie quantique valable [41].

Il est nécessaire et impératif de construire un nouveau produit scalaire, telle que la

norme soit toujours positive. Ceci a incité Bender [9] à construire un nouveau produit

scalaire avec une norme positive en multipliant le produit discret PT par l'opérateur C ;
c'est le produit scalaire-CPT .

1.3 L'opérateur C et le produit scalaire-CPT
Pour résoudre ce problème de normes négatives, Bender [8, 9] a montré que tous les

hamiltoniens PT -symétriques dont la symétrie n'est pas brisée, possèdent une autre sy-

métrie engendrée par un nouveau opérateur linéaire, noté C. Nous utilisons la notation C
parce que les propriétés de cet opérateur sont presque identiques à ceux de l'opérateur de

la conjugaison de la charge de la théorie quantique des champs.

L'opérateur C est une observable qui représente la mesure de la signature de la norme

PT des états propre. Par exemple, l'opérateur linéaire C est représenté dans l'espace des

coordonnées par la somme des fonctions propres de l'hamiltonien [9, 12] :

C(x, y) =
∑
n≥0

ϕn(x)ϕn(y). (1.23)
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Par un simple calcul mathématique, il est possible de véri�er que le carré de C est égal
à l'unité, i.e.∫

dx C(x, y) C(x, z) = δ(x− z), (1.24)

où δ(x − z) est la fonction de Dirac. L'invariance de la norme CPT nous impose que

l'opérateur C doit commuter avec l'hamiltonien H et l'opérateur PT :

[C, H] = [C,PT ] = 0, (1.25)

et par conséquent

C2 = 11,

telles que les valeurs propres de C sont ±1 (par similitude à la théorie quantique des

champs, ses valeurs propres sont associées aux charges des particules et anti-particules).

L'action de C sur les fonctions propres de H est donnée par :

Cϕn(x) = (−1)nϕn(x). (1.26)

Nous pouvons également construire l'opérateur de parité P en termes des fonctions

propres de H. L'opérateur linéaire P est représenté dans l'espace des coordonées par

[8, 43] :

P(x, y) = δ(x+ y)

=
∑
n≥0

(−1)nϕn(x)ϕn(−y). (1.27)

Comme l'opérateur C, le module au carré de l'opérateur du parité est également égal

à l'unité P2 = 11, cependant il est à noter que P et C ne sont pas identiques. En e�et,

l'opérateur de parité P est réel, tandis que C est complexe (somme des produits des

fonctions complexes). En outre, ces deux opérateurs ne commutent pas ; spéci�quement,

dans la représentation de position :

(CP)(x, y) =
∑
n≥0

ϕn(x)ϕn(−y), (1.28)

et

(PC)(x, y) =
∑
n≥

ϕn(−x)ϕn(y), (1.29)

il est donc clair que [8, 9] :

CP = (PC)∗, (1.30)

ce qui implique que l'opérateur C commute avec l'opérateur PT , qui signi�e que l'opéra-
teur linéaire CPT résout le problème des normes négatives.



8 Chapitre 1. Sur la PT -symétrie en mécanique quantique

Avant de conclure ce chapitre, introduisons le produit scalaire-CPT dé�nit par [8, 12,

25, 44] :

〈ϕ|ψ〉CPT =

∫
c

dx [CPT ϕ(x)]ψ(x), (1.31)

où l'action de CPT sur un état ϕ(x) est donnée par :

CPT ϕ(x) =

∫
c

dy [CPT ϕ(x, y)]ϕ∗(−y). (1.32)

Ce produit scalaire-CPT est dé�nit positif et les fonctions propres de H sont ortho-

normées entre eux,

〈ϕm|ϕn〉CPT =

∫
c

dx [CPT ϕm(x)]ϕn(x). (1.33)



Chapitre 2

Notions sur la pseudo-hermiticité

de la mécanique quantique

Une des notions les plus importantes en mécanique quantique est la notion de l'hermiti-

cité, puisque elle est le moyen sûre par exellence garantissant principalement la réalité du

spectre d'énergie, malgré son caractère purement mathématique et algébrique. Dès lors,

la question qui s'impose d'elle même est de savoir s'il n'y a pas un moyen permettant

l'extension vers une mécanique quantique non-hermitienne ? Parmi les réponses, on re-

trouve celle élaborée par Bender et al. [5, 6, 7, 8, 9] (discuter dans le premier chapitre),

et comme une simple conclusion de leurs travaux, ils ont réussi à remplacer la condition

mathématique de l'hermiticité (H = H†) par celle de la norme PT , qui est plus physique,
dans l'unique but de créer des hamiltoniens non-hermitiens ayant des spectres réels.

Quatre ans plus tard, en 2002, Mostafazadeh a proposé un nouveau concept, bap-

tisé : la pseudo-Hermiticité, ainsi que le cadre mathématique qui la relie au concept de

la PT -symétrie [9]. Il a établi que tous les hamiltoniens qui sont PT -symétriques sont

impérativement pseudo-hermitiens et il démontre que la pseudo-hermiticité est plus large

et plus générale de la PT -symétrie [14].

Mais de quoi il est question et pourquoi cette généralisation ? Et bien, en fondant sur

les trois (3) articles cités auparavant, il a démontré qu'il existe des hamiltoniens qui ne

sont ni hermitiens ni PT -symétrique, mais cependant possèdent des spectres en énergie

réels et positifs. Il a démontré aussi l'existence des hamiltoniens PT -symétriques ayant

des spectres non-réels.

Et tenant compte de ces résultats, il a conclu que la PT -symétrie ne garantit pas la

réalité du spectre et par conséquent, il a présenté la pseudo-hermiticité comme un concept

plus large et plus général que la PT -symétrie et l'hermiticité qu'on retrouve en mécanique

quantique.

Ainsi, la réponse de la question ci-dessus est que la théorie de la pseudo-hermiticité de

la mécanique quantique s'avère être un modèle mathématique très puissant et complet,

9
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puisqu'elle explique l'origine de la réalité des spectres d'énergie malgré le fait que leur

potentiels respectifs sont complexes (V (x) = VRe(x) + iVIm(x)). Ce que la mécanique

quantique "conventionnelle" n'explique pas.

2.1 Quelques outils mathématique de la pseudo-hermiticité

Nous allons présenter dans cette section quelques outils mathématiques nécessaires à

la compréhension de cette théorie. En fait, certains de ces outils vont nous permettre

de faire une comparaison entre la mécanique quantique hermitienne et non-hermitienne.

Pour plus de détails, nous renvoyons les lecteurs intéressés à consulter les références qui

suivent [1, 2, 3].

2.1.1 Espace de Hilbert

Un espace vectoriel normé (H, ‖.‖) sur C (où R) est dit de Hilbert si et seulement si sa

norme provient d'un produit scalaire et s'il est complet. On dé�nit aussi l'espace ξ des

fonctions d'onde représentant l'espace des fonctions à carrées sommables, noté L2, et qui

est un espace de Hilbert muni d'une dimension in�nie, car une fonction est déterminée

par une in�nité de coordonnées qui sont les valeurs prises par cette fonction pour les

diverses valeurs de la variable. D'un point de vue physique, L2 est trop vaste, puisque les

fonctions d'onde doivent être non seulement partout dé�nies, continues et indé�niment

dérivables, mais surtout possèdant un support borné pour que la particule se trouve dans

une région �nie de l'espace.

2.1.2 Produit scalaire

On dé�nit, dans l'espace des fonction ξ, le produit scalaire entre les fonctions φ(x) et ψ(x)

par le nombre complexe, noté 〈φ|ψ〉, et valant :

〈φ|ψ〉 =

∫ +∞

−∞
φ∗(x)ψ(x) dx. (2.1)

Les propriétés de ce produit scalaire sont comme suit :

〈φ|ψ〉 = 〈ψ|φ〉, (2.2)

〈φ|λ1ψ1 + λ2ψ2〉 =λ1〈φ|ψ1〉+ λ2〈φ|ψ2〉, (2.3)

〈λ1φ1 + λ2φ2|ψ〉 =λ∗1〈φ1|ψ〉+ λ∗2〈φ2|ψ〉, (2.4)

〈φ|ψ〉 = 0, (2.5)

où de la dernière relation, on déduit que les deux fonctions φ et ψ sont orthogonales.
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2.1.3 Opérateurs

On appelle un opérateur un être mathématique, qui agissant sur un élément d'un ensemble,

le transforme en un autre élément de ce même ensemble. Les opérateurs que nous aurons

à utiliser agissent sur des fonctions en les transforment en d'autres fonctions. Nous notons

ces opérateurs par des lettres majuscules en italique.

Un exemple est l'opérateur de di�érentiation partielle par rapport à x :

B =
∂

∂x
, (2.6)

et son action sur une fonction quelconque, ψ(x, y, z), la transforme en une autre fonction :

Bψ(x, y, z) =
∂ψ

∂x
(x, y, z). (2.7)

Opérateur linéaire. � Un opérateur linéaire A fait correspondre à tout ket |ψ〉 appar-
tenant à ξ un autre ket |ψ′〉 appartenant à ξ. La correspondance étant linéaire et satisfait

les règles suivantes :

|ψ′〉 = A|ψ〉, (2.8)

et

A(λ1|ψ1〉+ λ2|ψ2〉) = λ1A|ψ1〉+ λ2A|ψ2〉. (2.9)

Opérateur adjoint. � Deux opérateurs A et A† sont dits adjoints si et seulement si

les matrices qui les représentent dans une base donnée, par exemple {ui}, sont adjointes
l'une de l'autre, c'est-à-dire si l'on a :

〈ui|A†|uj〉 = 〈uj|A|ui〉∗. (2.10)

Cette dé�nition se généralise pour deux kets ψ et φ quelconques :

〈ψ|A†|φ〉 = 〈φ|A|ψ〉∗. (2.11)

L'opérateur adjoint est assujettie à quelques propriétés, on cite :

(A†)† =A, (2.12)

(A+B)† =A† +B†, (2.13)

(λA)† =λ∗A†, (2.14)

(AB)† =A†B†. (2.15)
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Opérateur hermitien. � Un opérateur A est appelé hermitien s'il est égal à son ad-

joint, c'est-à-dire A = A†. Il s'ensuit que les éléments de matrice de A dans une représen-

tation donnée, e.g. {ui}, sont tels que :

Aij = A∗ji, (2.16)

et plus généralement pour deux kets |ψ〉 et |φ〉 quelconques :

〈ψ|φ〉 = 〈φ|ψ〉∗. (2.17)

Opérateur unitaire. � Un opérateur U est dit unitaire si et seulement si son inverse

U−1 est égal à son adjoint, i.e.

UU † ≡ U †U = 11 ⇒ U † = U−1. (2.18)

2.1.4 Base orthonormée complète de ξ

Soit un ensemble dénombrable de fonctions de carré sommable {ui(x) , i = 1, 2, · · · , n, · · · }.
Cet ensemble est orthonormé si le produit scalaire entre les bases ui et uj est égal au sym-

bôle de Krönecker, i.e.

〈ui|uj〉 =

∫
u∗i (x)uj(x)dx = δij. (2.19)

Il (l'ensemble) est complet si toute fonction ψ(x) accepte un développement d'une

façon unique suivant les di�érentes bases ui(x), i.e.

ψ(x) =
∑
i≥0

ci ui(x), (2.20)

tels que les coe�cients ci sont appelés les composantes de la fonction ψ(x) sur la base

ui(x), avec i = 1, 2, · · · , n, · · · . Ces dernières satisfont les conditions (2.19) et (2.20) et

forment, par conséquent, une base orthonormée complète.

2.2 La pseudo-hermiticité et ses propriétés

Cette section est entièrement dédiée au concept de la pseudo-hermiticité, tandis que la

section suivante est consacrée à l'anti-pseudo-hermiticité. On rappelle qu'un hamiltonien

est appelé PT -symétrique (voir le chapitre 1) s'il satisfait la contrainte :

PT H PT −1 = PT H PT = H. (2.21)
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2.2.1 La pseudo-hermiticité

Par dé�nition, voir e.g. [14, 15, 16], un opérateur linéaire (un hamiltonien) H : H → H

agit sur l'espace de Hilbert H est dit pseudo-hermitien si et seulement s'il obéit à la

relation d'entrelacement (intertwining relation) :

H†η = η H ⇒ H† = η H η−1, (2.22)

où η est un opérateur dé�ni positif, linéaire, réversible (η = η−1) et hermitien (η = η†).

Ici, L† représente, comme dans son habitude, l'adjoint hermitien de L.

Les opérateurs pseudo-hermitiens ont été introduits au début des années 40 par Dirac

et Pauli [54, 55], a�n de surmonter certaines di�cultés mathématiques qui apparaissent

sous formes de divergences en physique, en utilisant une métrique indé�nie associée à η.

Cette belle idée a été reprise plus tard dans les travaux de Lee et Wick [56] (ils sont les

premiers à utiliser le terme pseudo-hermiticité). Plus récemment, de nombreuses propriétés

intéressantes de ces opérateurs ont été examinées et leurs spectres ont été caractérisés de

manière appropriée.

Bien entendu, le cadre mathématique de la théorie de la pseudo-hermiticité est très

compliqué et l'exposer ici dans ce mémoire de master sort de l'objectif principal de notre

travail (voir le chapitre 4). Nous conseillons le lecteur intéréssé de consulter la référence

[17] pour plus de détails. Cependant, il est important de savoir que la pseudo-hermiticité

est entièrement construit dans un espace de Hilbert muni d'une base biorthonormée,

appelée la base de Riesz. Parmi les quelques propriétés remarquables due à la pseudo-

hermiticité, citons à titre d'exemple :

• 11 ] = 11,

• (O1
]) ] = O1,

• (z1O1 + z2O2)
] = z∗1O1

] + z∗2O
]
2,

• (O2O1)
] = O]1O

]
2,

où L] désigne l'adjoint pseudo-hermitien à l'opérateur L, par opposition à l'adjoint hermi-

tien L†. Ici, 11 est l'opérateur identité, O1,O2 : V → V sont des opérateurs linéaires et V
est l'espace des produits scalaires, et z1, z2 ∈ C, avec z∗i représente le conjugué complexe

de zi.

Unitarité. � Soit V un espace de produit scalaire doté d'un automorphisme linéaire

et hemitien, noté η. Soient U : V → V et O : V → V deux opérateurs linéaires, alors

ηU := U †ηU est un automorphisme linéaire et hemitien, et O est dit η-pseudo-hermitien

si et seulement si OU := U †OU est ηU -pseudo-hermitien. Autrement dit, la notion de la

pseudo-hermiticité est invariante sous l'unitarité.

A cet e�et, on sait que U est unitaire, et par conséquent, ηU est à la fois hermitien et
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réversible. On a donc :

η−1U O
†
UηU = U †η−1UU †O†UU †ηU = U †(η−1O†η)U.

2.2.2 L'équivalent hermitien h d'un hamiltonian pseudo-hermitien H

Il devient évident que l'objectif de la pseudo-hermiticité est de retrouver une généralisation

incorporant la mécanique quantique avec son principe d'hermiticité. Dès lors, nous sommes

dans l'obligation de savoir s'il est possible de réduire un hamiltonien pseudo-hermitique

H à un hamiltonien hermitique équivalent h et de quelle manière cette procédure doit-être

accomplie ?

On commence notre analyse par admettre l'existence d'un produit scalaire, noté 〈·, ·〉,
dé�ni positif sur H, et H un opérateur hamiltonien. Alors, et d'après les références [18, 22],

si H possède un spectre discret et réel par rapport au produit scalaire (la norme) 〈·, ·〉,
il doit aussi avoir un spectre discret et réel par rapport à la nouvelle norme, appelée

η-norme, et est dé�nie par

〈〈·, ·〉〉 ≡ 〈·, ·〉η = 〈·, η·〉 = 〈η†·, ·〉,

telle que

〈〈Ψ, HΦ〉〉 = 〈〈HΨ,Φ〉〉

De plus, le fait qu'il s'agit d'un produit scalaire dé�ni positif implique que η est aussi

un opérateur dé�ni positif. Ceci implique que η a une racine carrée dé�nie positif ρ =
√
η,

i.e., il existe un opérateur hermitien positif et réversible ρ : H→ H, tel que :

η = ρ2,

de sorte qu'il est facile de montrer que la norme pseudo-hermitienne reste invariante. En

e�et, pour tout Ψ,Φ ∈ H, on voit bien que :

〈〈ρ−1Ψ, ρ−1Φ〉〉 = 〈ρ−1Ψ, ρ−1Φ〉η
= 〈ρ−1Ψ, ηρ−1Φ〉

= 〈Ψ, ρ−1ηρ−1Φ〉

= 〈Ψ, ρ−1ρ2ρ−1Φ〉

= 〈Ψ,Φ〉, (2.23)

et encore d'une manière équivalente à (2.23), on déduit :

〈〈Ψ, ρ−1Φ〉〉 = 〈ρΨ,Φ〉.
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Pour l'opérateur (ρ−1)†, on a aussi :

〈〈Ψ, ρ−1Φ〉〉 ≡ 〈Ψ, ρ−1Φ〉η = 〈(ρ−1)†Ψ,Φ〉η,

où on constate que (ρ−1)† = (ρ−1)−1 et par conséquent ρ−1 : H → H n'est autre qu'un

opérateur unitaire.

Sous de telles contraintes, il est alors possible de dé�nir un nouveau opérateur, noté

h, telle que :

h := ρHρ−1 (2.24)

est un hamiltonien hermitien appartenant à l'espace de Hilbert original H, où ρ =
√
η.

Le nouveau hamiltonien h est souvent appelé la contre-partie hermitienne équivalente

à H et la transformation H 7→ h correspond à une transformation de jauge de type :

|ψ〉 → ρ|ψ〉. L'hermiticité de h est la conséquence directe que H est hermitien au sens du

produit scalaire (la norme) 〈〈·, ·〉〉 et que ρ−1 est unitaire.

2.2.3 Pseudo-produit scalaire

Il est bien connu en mécanique quantique "conventionnelle" que si l'hamiltonien h est

hermitien, alors il doit préserver le produit scalaire usuelle, i.e. :

〈Φm|Φn〉 = δnm, n,m ∈ N.

En revanche, ce n'est pas le cas pour l'hamitonien pseudo-hermitien H. Conformément

à la pseudo-hermiticité, ce dernier préserve le nouveau produit scalaire dé�ni par :

〈〈Φm,Φn〉〉 = 〈Φm,Φn〉η = 〈Φm|ηΦn〉 = 〈η†Φm|Φn〉, (2.25)

avec la correspondance η = ρ2.

D'un autre côté, la notion de η-produit scalaire introduite par Mostafazadeh [14]

est invariante sous la translation temporelle génèré par l'hamiltonien H si et seulement si

H est η-pseudo-hermitien. En e�et, en utilisant l'équation de Schrödinger temporelle :

i~
d

dt
|Ψ(t)〉 = H|Ψ(t)〉, (2.26)

alors on a pour les deux vecteurs d'états évolutifs |Ψ1(t)〉 et |Ψ2(t)〉 :

i~
d

dt
〈〈Ψ1(t)|Ψ2(t)〉〉η = 〈Ψ1|(η H −H† η)|Ψ2〉,

et selon la relation d'entrelacement (2.22) on déduit que 〈〈Ψ1(t)|Ψ2(t)〉〉η est une constante.
Notons, par ailleurs, que si nous imposons le choix η = 11, alors la relation (2.22) est

réduite au concept usuel de l'hermiticité ordinaire et par conséquent la pseudo-Hermiticité
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est une généralisation de l'hermiticité.

D'autre part, comme h est hermitien :

h = ρHρ−1

= h†

= ρ−1H†ρ,

alors :

ρHρ−1 = ρ−1H†ρ ⇒ H† = ρ2H(ρ−1)2 = ηHη−1, (2.27)

on retrouve la relation fondamentale, (2.22), caractérisant la pseudo-hermiticité.

Conformément aux résultats déduits, et comme une réponse à notre question, on peut

conclure que tout hamiltonien H pseudo-hermitien possède un hamiltonien hermitien

équivalent h, relié à H par la relation (2.24). Les deux partagent le même spectre d'énergie,

on parle alors d'hamiltoniens iso-spectraux.

2.2.4 Hamiltoniens pseudo-hermitiens à base bi-orthonormée complète

Nous avons déjà signalé ci-dessus que l'une des exigence à la construction d'une théorie

pseudo-hermitienne compatible avec les di�érentes observations est d'introduire une base

bi-orthonormée. Ce faisant, soit H un hamiltonien η-pseudo-hermitien ayant pour base

des vecteurs propres bi-orthonormée et complète {|ψn〉, |φn〉}n∈N, et un spectre discret.

Alors, par dé�nition [14] :

H|ψn〉 = En|ψn〉, (2.28)

H†|φn〉 = E∗n|φn〉, (2.29)

〈φm|ψn〉 = δmn, (2.30)∑
n≥0

|φn〉 〈ψn| =
∑
n≥0

|ψn〉 〈φn| = 11, (2.31)

avec En et E∗n sont les valeurs propres de H et H†, respectivement, et n ∈ N est un indice

spectral. En tenant compte de (2.28)-(2.31), nous avons aussi :

H =
∑
n≥0

En|ψn〉 〈φn| et H† =
∑
n≥0

E∗n|φn〉 〈ψn|. (2.32)

Par dé�nition, dans le cas des valeurs propres non-dégénérées, on a [14, 15, 17] :

η =
∑
n≥0

|φn〉 〈φn|, (2.33)

et son inverse est donnée par :

η−1 =
∑
n≥0

|ψn〉 〈ψn|. (2.34)

Annonçons le théorème suivant :
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Théorème 2.2.1 (Réfs. [14]) Soit un hamiltonien non-hermitien H, avec un spectre

discret et une base bi-orthonormée complète de vecteurs propres |Ψn〉 et |Φn〉, alors H est

pseudo-hermitien si et seulement si l'une des conditions suivantes est satisfaite :

1. le spectre de H est réel, ou

2. les valeurs propres complexes sont classées en paires complexes conjuguées avec la

même multiplicité.

L'une des implications directes à ce théorème sont les corollaires suivants :

Corollaire 2.2.1 (Réfs. [14]) Chaque hamiltonien non-hermitien H avec un spectre réel

et discret qui possède un système bi-orthonormé complet de vecteurs propres est pseudo-

hermitien.

Corollaire 2.2.2 (Réfs. [14]) Tout hamiltonien PT -symétrique H qui possède un spectre

réel et discret muni d'un système bi-orthonormé complet de vecteurs propres est pseudo-

hermitien.

Cette a�rmation découle directement du théorème ci-dessus. Pour le voir, soit |e〉 un
vecteur propre de H avec une valeur propre associée E, i.e.

H|e〉 = E|e〉 et |e〉′ = PT |e〉, (2.35)

alors

H|e〉′ = H(PT )|e〉 = (PT )H|e〉 = (PT )E|e〉 = E∗(PT )|e〉 = E∗|e〉′, (2.36)

où nous avons utilisé la propriété de la linéarité de P et l'antilinéarité de T .

2.3 Anti-pseudo-hermiticité

Par dé�nition [16], un hamiltonien H : H→ H agissant sur l'espace de Hilbert H est dit

anti-pseudo-hermitien s'il y a un automorphisme antilinéaire et anti-hermitien τ : H → H
qui satisfait la condition suivante :

H† = τ H τ−1. (2.37)

On rappelle qu'un hamiltonien diagonalisable est pseudo-hermitien s'il y a une symé-

trie antilinéaire ; en d'autres termes, s'il existe une symétrie produite par un opérateur

antilinéaire et anti-hermitien τ . Par dé�nition [16], l'opérateur τ : H→ H agit sur l'espace

de Hilbert H est dit opérateur antilinéaire si pour tout a, b ∈ C et |ξ〉, |ζ〉 ∈ H,

τ(a|ξ〉+ b|ζ〉) = a∗τ |ξ〉+ b∗τ |ζ〉. (2.38)
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Il est appelé anti-hermitien s'il satisfait :

〈ζ|τ |ξ〉 = 〈ξ|τ |ζ〉. (2.39)

Dans [16], Mostafazadeh a montré que la PT -symétrie et l'anti-pseudo-hermiticité

par rapport à τ impliquent la présence de la pseudo-hermiticité par rapport à τPT et qui

coïncide avec l'opérateur η, i.e.,

η = τPT . (2.40)

Nous reviendrons sur ce concept de l'anti-pseudo-hermiticité porté par l'opérateur τ

dans le chapitre 4.



Chapitre 3

Masse dépendante de la position et

transformations de coordonnées

Au cours des dernières années, l'étude des systèmes quantiques munis de masse dépen-

dante de la position (MDP) a suscité un vif intérêt de la part des physiciens et devenue un

sujet d'investigation très actif. En e�et, il existe beaucoup de problèmes en physique (e.g.

la description des propriétés électroniques des semi-conducteurs [45], les points quantiques

[46], les cristeaux liquides [47], etc), en chimie, en biologie, et même en médecine, où l'on

peut assimiler l'évolution d'un phénomène par une équation du type de Schrödinger,

Klein-Gordon ou même de Dirac, relative à une particule de masse variable dans

l'espace m = m(x).

Dans les travaux théoriques sur les systèmes avec MDP, les théoriciens ne cessent

d'investiguer ce domaine très intéressant en présentant di�érents modèles pour la dis-

tribution de la masse comme fonction de la position, où la principale préoccupation est

d'obtenir les solutions exactes des équations d'onde (i.e. l'équation de Schrödinger,

Klein-Gordon, Dirac, . . .). En utilisant des transformations de coordonnées [35, 49],

la supersymétrie de la mécanique quantique [50, 51], la théorie des groupes [52] et d'autres

approches, de nombreux potentiels solubles des équations d'onde pour di�érentes fonc-

tions de masse ont été obtenus. Autrement dit, en choisissant des potentiels connus en

mécanique quantique, auxquels on associe des distributions de masse appropriées de telle

sorte que l'équation étudiée peut être ramenée, par des transformations adéquates, à une

équation équivalente qu'on peut résoudre par les méthodes usuelles. Ce qui montre cer-

taines similitudes entre les systèmes à masse constante et MDP.

En ce qui nous concerne dans ce chapitre, nous allons nous limiter à discuter l'équa-

tion de Schrödinger à une dimension dans le contexte d'un système muni d'une masse

variable dépendante de la position.

19
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3.1 Equation de Schrödinger dans le formalisme MDP

On commence cette section par clari�er un petit peu la notion de masse variable. La

première impression qui en découle est que la masse change avec le changement de sa

position. Autrement dit, et à titre d'exemple, si une particule pèse 300 µg en un point

(x, y), alors cela ne veut pas dire, qu'au point (x′, y′), elle aura une masse de 700 µg ! ce

qui est totalement faux. En réalité, on dit que la particule est sous l'in�uence d'un champs

e�ectif moyen, ce dernier donne l'impression que la masse de la particule change au cours

de son déplacement.

On considère, au premier lieu, que la masse d'une particule est donnée par la notation

M(x) et on la dénote par :

M(x) = m0m(x), (3.1)

où m0 est une constante positive ayant la dimension d'une masse, i.e. kg et m(x), une

fonction sans dimensions, dé�nie positive. Il est évident que pour revenir au cas standard

représentant une masse constante, il su�t de poser m(x) = 1, telle que M(x) = m0. On

admet aussi que l'hamiltonien n'est autre qu'une simple addition des parties cinétique

T = T (p) et potentiel V = V (x). Ainsi l'hamiltonien a la forme :

H =
1

2

p2

M(x)
+ V (x), (3.2)

et l'équation de Schrödinger s'écrira donc sous la forme

Hψ(x) ≡
(

1

2

P 2

M(x)
+ V (x)

)
ψ(x) = Eψ(x), (3.3)

avec p (≡ −i~ d/dx) désigne l'opérateur d'impulsion.

Pour être plus explicite, formuler le terme cinétqiue p2/M(x) n'a pas, malheureuse-

ment, une seule et unique façon de l'écrire. Ceci est dû principalement au fait que m(x) et

p ne commutent pas, i.e. [m(x), p] 6= 0, de sorte que la partie cinétique, dans ce cas, peut

s'écrire de di�érentes manières. À titre d'exemple, en posant m0 = 1, on peut l'écrire de

la manière suivante :

p2

M(x)
= −~2

2

d

dx

1

m(x)

d

dx
, (3.4)

ou bien encore

p2

M(x)
= −~2

2

1

m1/4(x)

d

dx

1

m1/2(x)

d

dx

1

m1/4(x)
. (3.5)

En fait, lorsque la masse d'une particule dépend de sa position, les opérateurs de masse

et de l'impulsion ne commutent plus [32, 33, 36, 38, 39]. Il se trouve que ce problème est

l'un des plus anciens de la mécanique quantique, il est connu sous le nom du problème
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d'ordonnancement (ordering problem) et le plus utilisé est celui appelé l'ordonnancement

symétrique ou de Weyl. Il existe donc plusieurs façons de dé�nir l'opérateur de l'énergie

cinétique. La proposition qui a reçu plus d'intérêt par la communauté physicienne est celle

proposée par von Roos [33], où il suggèra d'exprimer l'hamiltonien d'un système doté

d'une masse dépendante de la position m(x) sous la forme :

p2

M(x)
= −~2

4

(
mα(x)

d

dx
mβ(x)

d

dx
mγ(x) +mγ(x)

d

dx
mβ(x)

d

dx
mα(x)

)
, (3.6)

où α, β et γ sont des nombres réels, qui doivent évidemment satisfaire la contrainte :

α + β + γ = −1, (3.7)

dans le but de retrouver le cas constant. En particulier, pour α = γ = 0 et α = γ = −1/4,

on retrouve les cas particuliers (3.4) et (3.5). De nombreux débats ont eu lieu sur le choix

des paramètres α, β et γ. Morrow et Brownstein [48] ont montré que le choix α = β

est basé sur la comparaison entre les résultats expérimentaux et la solution analytique de

certains modèles.

Les contraintes sur les paramétres α, β, γ sont α + γ = 0 et β = −1, par conséquent,

l'hamiltonien (3.2) peut-être mis sous la forme,

HvR = −~2

2

d

dx

1

m(x)

d

dx
+ Veff (x)

= − ~2

2m(x)

d2

dx2
+

~2m′(x)

2m2(x)

d

dx
+ Veff (x), (3.8)

et le terme Veff (x), appelé le potentiel e�ectif, s'exprime par

Veff (x) = V (x) + ~2
(

(1 + β)m′′(x)

4m2(x)
− m′2(x)

2m3(x)
(α2 + αβ + α + β + 1)

)
, (3.9)

où le prime ′ désigne la di�érentiation par rapport à la variable x.

En e�et, le potentiel V (x) s'exprime en termes de Veff (x) et d'un terme supplémentaire

appelé le potentiel du terme de masse, i.e.,

V (x) = Veff (x)− ~2
(

(1 + β)m′′(x)

4m2(x)
− m′2(x)

2m3(x)
(α2 + αβ + α + β + 1)

)
, (3.10)

et contient en lui la dérivée schwarzienne pour un choix adéquat des paramétres α et

β. Notons également que l'expression (3.8) est aussi une autre forme proposée par Ben

Daniel et Duke [34] et qui va être utilisé en chapitre 4. Elle est donnée par

HBDD =
1

2
p

1

m(x)
p+ VBDD

= − ~2

2m(x)

d2

dx2
+

~2m′(x)

2m2(x)

d

dx
+ VBDD(x), (3.11)

et dont l'équation de Schrödinger s'exprime par :(
−~2

2

d

dx

1

m(x)

d

dx
+ Veff (x)

)
ψ(x) = Eψ(x). (3.12)
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3.2 Transformations de coordonnées

Cette méthode permet d'aborder le problème de la masse e�ective d'un point de vue

fondamental sans avoir à employer une forme particulière du potentiel e�ectif de l'équation

(3.9), et arriver à déduire un résultat consistant pour les systèmes dotés d'une masse

variable. Elle permet aussi de lier des systèmes physiques avec masse e�ective dépendante

de la position à ceux ayant une masse e�ective constante.

Comme le but est de résoudre l'équation (3.12) pour obtenir le spectre d'énergie total

et les fonctions d'onde des potentiels, il est donc nécessaire de transformer (3.12) en une

forme plus simple. En appliquant les transformations suivantes [37] :

x = f(z), ψ(x) = ν(z)φ(z), m(x) = m[f(z)] = m̃(z), (3.13)

où ν(x) et f(x) sont des fonctions à déterminer, sur (3.12), on obtient :

φ′′+

(
2ν ′

ν
− f ′′

f ′
− m̃′

m̃

)
φ′−

[
ν ′

ν

(
f ′′

f ′
+
m̃′

m̃

)
− ν ′′

ν

]
φ− 2m̃f ′2

~2
(Veff [f(z)]− ε)φ = 0.

(3.14)

A�n de déterminer les fonctions ν(x) et f(x), nous introduisons les dé�nitions sui-

vantes :

ν(z) = C
√
f ′(z)m̃(z), f ′(z) =

√
1

m̃(z)
, (3.15)

qui permettent de réduire (3.14) à une équation de Schrödinger à masse constante :

− ~2

2

d2φ(z)

dz2
+

~2

2

[(
5

16

m̃′2(z)

m̃2(z)
− 1

4

m̃′′(z)

m̃(z)

)
+ Veff [f(z)]

]
φ(z) = εφ(z). (3.16)

Les équations (3.12) et (3.16) ont un spectre identique. Comme la fonction d'onde

ψ(z) ∈ L2, i.e. 〈ψ(z)|ψ(z)〉 = 1 et en posant C = 1, on déduit que la fonction d'onde

φ(z) ∈ L2, i.e. 〈φ(z)|φ(z)〉 = 1.

Pour simpli�er d'avantage nos calculs, nous identi�ons la seconde équation dans (3.15)

à une équation di�érentielle ordinaire de type f ′2(z) = 1/m̃(z), dont la solution est donnée

par :

z ≡ f−1(x) =

∫ x√
m(x′)dx′, (3.17)

et qui dé�nit à travers une forme implicite la transformation f(z) et, par conséquent, elle

permet de déterminer m̃(z) ainsi que l'expression du potentiel e�ectif Veff (x).

En tenant compte de :

m̃(z) ≡ dm̃(z)

dz
=
dx

dz

dm̃(z)

dx
= f ′(x)m′(x) =

√
1

m(x)

dm(x)

dx
, (3.18)
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l'équation (3.16) est réduite à la forme :

−~2

2

d2φ(z)

dz2
+

[
~2

32m3(x)

(
7m′2(x)− 4m(x)m′′(x)

)
+ Veff

] ∣∣∣∣
x=z

φ(z) = εφ(z). (3.19)

Il est important de signaler que le changement de variable introduit dans (3.17) peut ne

pas être inversé ou pas facilement réversible. Mais cela ne pose pas vraiment un problème

en ce qui concerne la solvabilité de l'équation (3.12), ceci revient au fait que la variable z

est dé�nie explicitement en terme de la variable x. Ainsi, écrire le potentiel e�ectif sous

la forme :

Veff (x) = V (x)− Vm(x), (3.20)

où V (x) ≡ VE.S.(x) est le potentiel exactement soluble et Vm(x) est la partie du potentiel

e�ectif dépendante du terme de masse

Vm(x) =
~2

32m3(x)

[
7m′2(x)− 4m(x)m′′(x)

]
, (3.21)

permet de déduire le spectre d'énergie (3.12) analytiquement. La fonction d'onde corres-

pondante peut-être obtenue en utilisant (3.13).



Chapitre 4

Complémentarité versus

transformations de coordonnées :

Équivalence entre les

pseudo-hermiticités faible et forte

Juste après introduction du concept de la pseudo-hermiticité par Mostafazadeh [14, 15,

16, 17], Solombrino introduit dans son article [26] le concept de la pseudo-hermiticité

faible a�n de pointer du doigt l'existence, pour des opérateurs diagonalisables, d'une large

classe d'opérateurs qui satisfont la condition (2.22) sans aucune contrainte au préalable

sur η et coïncidant avec la classe de tout les opérateurs pseudo-hermitiens. Au cours de la

même année, Bagchi et Quesne [27] ont utilisé le terme complémentarité dans l'unique

but de relier les deux concepts des pseudo-hermiticités faible et forte. Ils stipulent que

l'opérateur η peut-être décomposé en deux opérateurs distincts η+ et η− de la manière

η+H = H†η+ et η−H = H†η−,

où η± = η ± η†. La première hypothèse correspond à la pseudo-hermiticité forte dé�nie

par Mostafazadeh [17, 23] avec une réalisation di�érentielle du second-ordre, puisque

η†+ = η+ est hermitien, tandis que la seconde hypothèse est associée à la pseudo-hermiticité

faible dé�nie par Solombrino [26] et est assujetie à une réalisation di�érentielle du

premier-ordre car η†− = −η− est anti-hermitien. Plus tard, Mostafazadeh [?] avait

signalé une ré-examination prudente du principe d'équivalence entre les deux concepts

pour une large classe d'opérateurs linéaires non-nécessairement diagonalisales.

Nous cherchons dans notre travail à attaquer ce problème d'équivalence sous un angle

complètement di�érent en démontrant qu'il est tout à fait possible de correspondre une

(des) transformation(s) de coordonnée(s) connectant les deux concepts jumeaux de la

pseudo-hermiticité.

24
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4.1 Généralités sur la pseudo-hermiticité

On se place dans notre étude dans cadre d'un hamiltonien de Ben Daniel-Duke donné

par [34]

H = pU2(x) p+ V (x) (4.1)

où les contraintes sur les paramétres α, β et γ sont α = γ = 0 et β = −1, muni d'une masse

dépendante de la position. En réalité, on dit que la particule est entièrement soumise à

un champ e�ectif moyen donnant l'impression que la particule change de masse lors de

son déplacement. Étant donné que le problème traité est intimement lié à la pseudo-

hermiticité proposée par Mostafazadeh, alors il est évident que le potentiel considéré

doit possèder une forme complexe, i.e.

V (x) = VRe(x) + iVIm(x).

A�n de simpli�er d'avantage nos calculs, nous poserons par la suite U(x) = m−1/2(x)

appelé terme de masse et p = −id/dx, avec ~ = m0 = 1. Nous imposerons aussi le

déplacement (le Shift) en impulsion p de la façon suivante :

p 7→ π̂ = p− A(x)

U(x)
, (4.2)

où A : R → C, x 7→ A(x) = a(x) + ib(x) est une fonction complexe, et a(x) et b(x) sont

réelles. Il est par conséquent possible d'exprimer le nouveau hamiltonien modi�é, noté H,
à partir de (4.1) et (4.2), comme suit :

H 7→ H = π̂U2(x)π̂ + V (x)

=

(
p− A(x)

U(x)

)
U2(x)

(
p− A(x)

U(x)

)
+ V (x). (4.3)

D'un autre côté, soient P et T , respectivement, les opérateurs discrets de la parité et du

renversement du temps introduits et dé�nis dans le chapitre 1. On dé�nit alors l'opérateur

antilinéaire et réversible τ = T exp{iα(x)} et H† = τHτ−1 [15]. On se propose d'exprimer

la fonction α(x) sous la forme :

α(x) = −2

∫ x

A(x′)dµ(x′),

où dµ(x) = U−1(x) dx est la mesure propre à l'intégrale.

En utilisant les identités T = T † = T −1 et T f(x, p)T = f ∗(x,−p) pour toute fonction
arbitraire f : R → C, il est possible de démontrer que τ est bel et bien hermitien. En



26 Chapitre 4. Complémentarité versus transformations de coordonnées

e�et, un calcul simple nous mène à :

τ † =
(
T eiα(x)

)†
= 11 e−iα

∗(x)T † [prendre en considération : T 2 = 11]

= T 2e−iα
∗(x)T

= T
(
T e−iα∗(x)T

)
[utiliser l'identité : T f(x, p)T = f ∗(x,−p)]

= T eiα(x)

= τ (4.4)

Par la suite, et en se fondant sur les transformations de jauges suivantes [29] :

exp{∓iα(x)} p exp{±iα(x)} = p± dα(x)

dx
(4.5)

exp{∓iα(x)}x exp{±iα(x)} = x (4.6)

il est tout à fait possible de démontrer que H† = τHτ−1 de la manière suivante :

τHτ−1 = T eiα(x)
[
p− A(x)

U(x)

]
U2(x)

[
p− A(x)

U(x)

]
e−iα(x)T + T eiα(x)V (x)e−iα(x)T

= T
[
p− A(x)

U(x)
− α′(x)

]
eiα(x)U2(x)e−iα(x)

[
p− A(x)

U(x)
− α′(x)

]
T + V ∗(x)

= T
[
p− A(x)

U(x)
− α′(x)

]
U2(x)

[
p− A(x)

U(x)
− α′(x)

]
T + V ∗(x)

= T
[
p− A(x)

U(x)

]
U2(x)

[
p− A(x)

U(x)

]
T + V ∗(x)

=

[
−p+

A∗(x)

U(x)

]
U2(x)

[
−p+

A∗(x)

U(x)

]
+ V ∗(x)

=

[
p− A∗(x)

U(x)

]
U2(x)

[
p− A∗(x)

U(x)

]
+ V ∗(x)

= H†, (4.7)

où nous concluons que l'hamiltonien déformé (modi�é) est antilinéaire, puisque l'opérateur

τ l'est.

L'hamiltonien modi�é H est PT -symétrique � suivant la dé�nition [14]. Selon la dé�-

nition de Mostafazadeh, on dit que H est pseudo-hermitien si et seulement s'il existe

un opérateur linéaire et réversible η, tel que H†η = ηH. Dans ce contexte, on pose le choix

concernant η comme suit :

η ≡ e−iα(x)P = exp

[
2i

∫ x

dx′
A(x′)

U(x′)

]
.

où opérateur P satisfait P = P† = P−1 et Pf(x, p)P = f(−x,−p) pour toute fonction

arbitraire f : R → C. Un autre calcul direct et facile nous montre que η est bel et bien
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hermitien. En e�et, η est hermitien

η† = P exp

[
−2i

∫ x

dx′
A∗(x′)

U(x′)

]
= exp

[
−2i

∫ −x
dx′

A∗(x′)

U(x′)

]
P

= exp

[
2i

∫ −x
d(−x′)A

∗(x′)

U(x′)

]
P

= exp

[
2i

∫ x

d(x′)
A∗(−x′)
U(−x′)

]
P

= exp

[
2i

∫ x

dx′
a(−x′)− ib(−x′)

U(−x′)

]
P

si et seulement si les fonctions a(x) et U(x) sont des fonctions paires, alors que b(x) est

impaire, i.e. :

a(−x′) = a(x′), b(−x′) = −b(x′), et U(−x′) = U(x′), (4.8)

et donc :

η† = η. (4.9)

Il est important de signaler que le concept de la pseudo-hermiticité s'adapte aux pro-

blèmes munis de masse dépendante de la position.

4.2 À la recherche des fonctions génératrices

L'objectif de cette seconde section est de déduire les fonctions génératrices qui permettent

de dé�nir les di�érents potentiels complexes associés à la pseudo-hermiticité faible et

forte. A cette �n, nous aurons besoin d'utiliser les fondements de la supersymétrie de la

mécanique quantique [50, 51] a�n de factoriser l'hamiltonien H et η±.

4.2.1 Cas de la pseudo-hermiticité forte

On commence par décomposer η+ en un produit de deux opérateurs η+ ≡ d†d, où d et d†

sont, respectivement, les opérateurs d'annihilation et de création de la supersymétrie de

la mécanique quantique.

Les opérateurs d et d† sont des opérateurs du premier ordre :

d = U(x)
d

dx
+W (x), (4.10)

d† = −U(x)
d

dx
− U ′(x) +W ∗(x), (4.11)

où U(x) ∈ R, W (x) = F (x) + iG(x) et F,G ∈ R. Ici le prime représente la di�érentiation

par rapport à la variable x. Sous l'e�et du déplacement (4.2), les équations (4.10) et (4.11)



28 Chapitre 4. Complémentarité versus transformations de coordonnées

deviennent :

d → D = U(x)
d

dx
− iA(x) +W (x), (4.12)

d† → D† = −U(x)
d

dx
− U ′(x) + iA∗(x) +W ∗(x), (4.13)

et la même transformation ramène η+ à η̃+(≡ D†D) comme suit :

η̃+ = −U(x)2
d2

dx2
− 2K(x)

d

dx
+ L(x), (4.14)

où par identi�cation, on trouve que les fonctions K(x) et L(x) sont dé�nies par :

K(x) = U(x)U ′(x) + iU(x)(G(x) + a(x)), (4.15)

L(x) = [U(x)(iA(x)−W (x))]′ + A∗(x)A(x) +W ∗(x)W (x)

+ iA∗(x)W (x)− iA(x)W ∗(x). (4.16)

D'un autre côté, on peut exprimer l'hamiltonien modi�é (4.3) par :

H = −U2(x)
d2

dx2
− 2M(x)

d

dx
+N (x) + V (+)(x), (4.17)

où les fonctionsM(x) et N (x) sont dé�nies par

M(x) = U(x)U ′(x)− iA(x)U(x), (4.18)

N (x) = i[U(x)A(x)]′ + A2(x), (4.19)

et V (+)(x) est le potentiel complexe associé à la pseudo-hermiticité forte η̃+

V (+)(x) = V
(+)
Re (x) + iV

(+)
Im (x).

L'adjoint du l'hamiltonien (4.17) s'exprime sous la forme :

H† = −U2(x)
d2

dx2
− 2M∗(x)

d

dx
+N ∗(x) +

(
V (+)(x)

)∗
, (4.20)

où les fonctionsM∗(x) et N ∗(x) sont données par :

M∗(x) = U(x)U ′(x)− iA∗(x)U(x), (4.21)

N ∗(x) = i[U(x)A(x)]′ + A∗2(x). (4.22)

Par la modi�cation apportée au hamiltonien H, il devient évident que l'ancienne condi-

tion de la pseudo-hermiticité forte (2.22), i.e. η+H = H†η+, se généralise (transforme) en

η̃+H = H†η̃+. En appliquant à cette dernière les expressions di�érentielles données en

(4.14), (4.17) et (4.20) déduites ci-dessus et en comparant respectivement leurs coe�-

cients di�érentiels, par conséquent, on peut reconnaître à partir de la troisième dérivée
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que b(x) = 0, alors que la seconde dérivée relie le potentiel à son conjugué complexe par

l'identité :

V (+)(x) =
(
V (+)(x)

)∗ − 4iU(x)G′(x). (4.23)

Cependant, les coe�cients correspondant à la première dérivée donnent la forme du

potentiel, où après intégration, on obtient :

V (+)(x) = F 2(x)−G2(x)− [U(x)F (x)]′ − 2iU(x)G′(x) + ε, (4.24)

où ε est une constante d'intégration. Le dernier coe�cient correspond à la dérivée nulle

et donne l'équation di�érentielle suivante :

F 2(x)− [U(x)F (x)]′ =
G(x)

G′(x)

(
1

2
[U(x)F (x)]′′ − F (x)F ′(x)

)
+

1

G′(x)

(
1

4
[U2(x)G′′(x)]′

−G(x)

4
[U(x)U ′′(x)]′ +

U ′(x)U(x)

4

[
G(x)

U(x)

]′′
+
U ′2(x)U(x)

2

[
G(x)

U(x)

]′)
−U

′′(x)U(x)

4
. (4.25)

On voit bien que l'équation di�érentielle (4.25) est très compliquée et la résoudre

revient à déduire la fonction génératrice F (x) recherchée. Ce faisant, la condition or-

thogonalité de η̃+ imposée par la pseudo-hermiticité forte suggère l'existence d'un état

fondamental stable Ψ(x) relié à H via η̃+Ψ(x) = 0 (soit encore DΨ(x) = 0).

Ainsi, l'expression de Ψ(x) est donnée par :

Ψ(x) = ρψ(x)

= exp

[
i

∫ x

dx′
A(x′)

U(x′)

]
ψ(x)

∼ exp

[
−
∫ x

dx′
F (x′)

U(x′)
− i
∫ x

dx′
G(x′)− a(x′)

U(x′)

]
.

La fonction Ψ(x) déduite ci-dessus est entièrement concernée par une transformation

de jauge de type :

ψ(x) 7→ Ψ(x) = ρ(x)ψ(x),

tel que l'opérateur ρ(x) =
√
η̃+(x) ≡ exp{−iα(x)/2} implémente une transformation de

similarité de type (2.24), i.e. h = ρ(x)Hρ−1(x) [17], où h est appelé équivalent hermitien

du hamiltonien modi�é H donné en (4.17).

En e�et, en tenant compte des expressions de ρ(x) et H, équivalent hermitien h de H,
ainsi que son adjoint hermitien h†, s'expriment sous la forme

h = −U2(x)
d2

dx2
+ 2 (2ia(x)− U ′(x))U(x)

d

dx
+ 4a2(x) + 2i [a(x)U(x)]′ + V (+)(x),

h† = −U2(x)
d2

dx2
+ 2 (2ia(x)− U ′(x))U(x)

d

dx
+ 4a2(x) + 2i [a(x)U(x)]′ +

(
V (+)(x)

)∗
,
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avec A(x) = a(x) ∈ R puisque on a trouvé que b(x) = 0. Comme h est hermitien, alors

nous sommes dans l'obligation d'admettre l'identité V (+)(x) =
(
V (+)(x)

)∗
et en utilisant

(4.23) et (4.24), en gardant à l'esprit que le terme de masse est non nul, i.e. U(x) 6= 0, on

déduit :

G(x) ≡ const. =
√
ε et V

(+)
réel

(x) = F 2(x)− [U(x)F (x)]′ + ε− ε,

où nous avons posé ε = ε, sans perte de généralités.

En utilisant l'équation de Schrödinger HΨ(x) = EΨ(x), avec E = ERe + iEIm, on

obtient l'équation di�érentielle suivante :

2F (x)G(x) + U(x)G(x)′ − U ′(x)G(x) = −EIm + i(ERe − ε), (4.26)

où ε est la constante introduite dans (4.24). Résoudre (4.26) revient à admettre que les

deux membres de l'équation sont égaux à une constante (égale à zéro), puisque le membre

de gauche est une fonction, tandis que le membre de droite est une constante. Cette

considération nous incite à poser ERe = ε et EIm = 0, et par conséquent, le spectre

d'énergie pour un tel système est bel et bien réel comme le stipule la pseudo-hermiticité.

Dès lors, de l'identité (4.26), on tire la relation connectant les fonctions F (x) à G(x)

et U(x) via l'équation di�érentielle :

F (x) =
G(x)

2

[
U(x)

G(x)

]′
, (4.27)

où nous considérons la fonction F (x) comme la fonction génératrice menant à identi�er

les di�érents termes du potentiel V (+)(x) donné dans (4.24).

4.2.2 Cas de la pseudo-hermiticité faible

Dans le cas de la pseudo-hermiticité faible, l'opérateur η− n'admet pas une décomposition

du type η+. Il s'exprime lui-même sous une forme di�érentielle du premier ordre, i.e.

η− = U(x)
d

dx
+ w(x), (4.28)

η†− = −U(x)
d

dx
− U ′(x) + w∗(x), (4.29)

avec w(x) = f(x) + ig(x) et f, g ∈ R.
Dans la pseudo-hermiticité forte nous avons opté pour un opérateur di�érentiel du

second ordre, tandis que dans le cas de la pseudo-hérmiticité faible notre choix est porté

sur un opérateur di�érentiel du premier ordre donné par la relation (4.28). Ce choix est

justi�é, puisque η− est anti-hermitien, i.e. η†− = −η−.
Sous l'action du shift (déplacement) introduit précédemment, η− et η†− deviennent :

η− 7→ η̃− = U(x)
d

dx
− iA(x) + w(x), (4.30)

η†− 7→ η̃†− = −U(x)
d

dx
− U ′(x) + iA∗(x) + w∗(x), (4.31)
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et en appliquant la condition d'anti-hermiticité de η̃−, c'est-à-dire :

η̃†− = −η̃−, (4.32)

il est facile de déduire la relation

U ′(x) = 2f(x) + 2b(x). (4.33)

La condition de généralisation de la pseudo-hermiticité faible, i.e. η̃−H = H†η̃− nous

conduit à comparer entre les di�érents coe�cients di�érentiels. Par exemple, on déduit

de la seconde dérivée que la fonction b(x) = 0 (le même résultat obtenu dans le cas de la

pseudo-hermiticité forte). Cependant, la première dérivée donne la partie imaginaire du

potentiel :

V
(−)
Im (x) = iU(x)f ′(x)− U(x)g′(x)− i

2
U(x)U ′′(x), (4.34)

tandis que le dernier coe�cients correspond à la dérivée nulle, donne après une double

intégration par parties, la partie réelle du potentiel :

V
(−)
Re (x) = −g2(x)− 1

2
U(x)U ′′(x) +

1

4
U ′2(x) + γ, (4.35)

où γ est une constante d'intégration. Par conséquent, en combinant (4.34) et (4.35), on

trouve le potentiel associé à la pseudo-hermiticité faible,

V (−)(x) = −g2(x)− 1

2
U(x)U ′′(x) +

1

4
U ′2(x)− iU(x)g′(x) + γ. (4.36)

Étant donné que b(x) = 0, la fonction génératrice f(x) est donc déduite à partir de

(4.33) et est égale à :

f(x) =
U ′(x)

2
. (4.37)

4.3 Propriétés de l'opérateur h l'équivalent hermitien de H
Nous avons déjà obtenu dans la sous-section 4.2.1 la forme du potentiel hermitien h

l'équivalent de H. Nous cherchons dans cette section à déduire les quelques propriétés que

h possède. Ce faisant, nous avons déduit l'état :

Ψ(x) = ρ(x)ψ(x)

= exp

[
i

∫ x

dx′
A(x′)

U(x′)

]
ψ(x)

= exp

[
−
∫ x

dx′
F (x′)

U(x′)
− i
∫ x

dx′
G(x′)− a(x′)

U(x′)

]
, (4.38)
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et par conséquent,

ψ(x) = ρ−1(x)Ψ(x)

= exp

[
−
∫ x F (x′)

U(x′)
− i
∫ x

dx′
G(x′)

U(x′)

]
= exp

[
−
∫ x

dx′ W (x′)

]
, (4.39)

avec W (x) = F (x) + iG(x). En utilisant l'expression de ψ(x) et par identi�cation, on

trouve :

ρ(x) = exp

[
i

∫ x

dx′
a(x′)

U(x′)

]
, (4.40)

et qui peut-être identi�ée en termes de la fonction α(x) de la façon suivante :

ρ(x) = exp

[
− i

2
α(x)

]
, (4.41)

puisque on a déduit que A(x) = a(x) et b(x) = 0. En tenant compte de l'expression de

α(x) donnée au début de ce chapitre, il vient immédiatement que l'opérateur ρ(x) est bel

et bien hermitien. En e�et, il est facile de voir que :

ρ†(x) =

(
exp

[
− i

2
α(x)

])†
= exp

[
i

2

(
−2

∫ x

dx′
a∗(x′)

U∗(x′)

)]
= exp

[
i

2

(
−2

∫ −x
d(−x′) a(x′)

U(x′)

)]
= exp

[
i

2

(
2

∫ x

dx′
a(x′)

U(x′)

)]
= exp

[
− i

2
α(x)

]
= ρ(x), (4.42)

où nous avons pris en considération que les fonctions a(x) et U(x) sont réelles et paires.

Nous avons appelé la transformation

ψ(x) 7→ Ψ(x) = ρ(x)ψ(x), (4.43)

une transformation de jauge qui permet de passer de η-orthogonalité à la PT -symétrie.

Nous rappellons qu'un opérateur H est pseudo-hermitien si et seulement s'il existe un

opérateur η, linéaire et réversible, tel que H† = η̃±Hη̃−1± . Par conséquent, le spectre en

énergie déduit par une telle construction est réel, malgré le fait que le potentiel associé

est complexe.
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D'un autre côté, et parce que η̃+ est dé�ni positif, il est possible d'utliser sa représenta-

tion spectrale a�n de construire ses racine carrés via l'opérateur ρ, telle que : ρ(x) =
√
η̃+

et ρ(x) obtenu est hermitien selon (4.42). Ainsi, on a :

〈·|·〉η ≡ 〈·|η·〉 = 〈·|ρ2·〉 = 〈ρ† · |ρ·〉 ≡ 〈ρ·|ρ·〉.

Cette dernière et l'expression de ρ(x) stipule l'existence d'un opérateur h implémenté

par la transformation de similarité suivante :

h = ρ(x)Hρ−1(x) (4.44)

où h est l'équivalent hermitien du hamiltonien modi�é H.

4.4 À la recherche d'une correspondance entre les pseudo her-

miticités faible et forte

Nous aborderons dans cette section la partie de notre travail la plus importante, puisque

il est question de chercher une connexion (correspondance) reliant les deux pseudo-

hermiticités faible et forte. Dans le but de réaliser correctement cette tâche, nous al-

lons partager cette section en deux parties ; la première partie concerne la connexion des

fonctions génératrices déduites F (x) et f(x) via une (des) transformation(s) de coordon-

née(s), alors que la seconde partie est consacrée à établir une relation directe reliant les

deux pseudo-hermiticités η̃+ et η̃−.

Il est évident que pour obtenir une identité reliant η+ à η− (cas d'une masse constante),

il su�t d'éliminer le déplacement en impulsion et de poser dans nos équations U(x) = 1.

4.4.1 À la recherche des transformations de coordonnées

Les arguments trouvés dans les sections précédentes nous conduisent d'une manière na-

turelle à chercher une connexion entre le concept de la complémentarité introduit par

Bagchi et Quesne [27] et les transformations de coordonnées via leurs fonctions géné-

ratrices respectives F (x) et f(x). Le fait que ces dernières appartiennent au même espace

de con�guration, {X}, nous incite à supposer l'existence d'une transformation les reliant.

Mathématiquement parlant, on admet dès lors l'existence d'une transformation de

coordonnées, x ≡ x(ξ), qui transforme F (x) en f(ξ) de la manière suivante :

F (x) =
G(x)

2

[
U(x)

G(x)

]′
x≡x(ξ)−−−−→ f(ξ) =

U
′
(ξ)

2
. (4.45)

Probablement, le moyen le plus intéressant pour résoudre ce problème consiste à

construire une équation di�érentielle à partir de la relation :

F (x) =
G(x)

2

[
U(x)

G(x)

]′
, (4.46)
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et assumer qu'elle est maintenue invariante sous l'action de la transformation des coordo-

nées. Ainsi, (4.46) peut se mettre sous la forme :

U(x)
dZ(x)

dx
= 2F (x)Z(x), (4.47)

où la fonction Z(x) est dé�nie par :

Z(x) =
U(x)

G(x)
. (4.48)

A�n de résoudre ce problème, nous introduisons deux nouvelles fonctions R(ξ) et

S(ξ) et nous admettons que les fonction U(x), F (x) et Z(x) se �xent sous l'action de la

transformée des coordonnées comme suit (voir [35], Éqs. (3.9)) :

U(x) → U(ξ) = U [x(ξ)]
dξ(x)

dx
, (4.49)

F (x) → F (ξ) = F [x(ξ)]S(x), (4.50)

Z(x) → Z(ξ) = Z[x(ξ)]R(x), . (4.51)

telle que l'équation di�érentielle dans (4.47) se transforme d'une manière similaire, i.e.

U(ξ)
dZ(ξ)

dξ
= 2F (ξ)Z(ξ), (4.52)

à la seule condition que les fonctions introduites R(ξ) et S(ξ) sont reliées entre elles par

la relation :

R(ξ)S(ξ) = 1 ⇒ R(x) = S−1(x). (4.53)

En susbtituant (4.49)-(4.51) dans (4.52), nous déduisons une équation di�érentielle :

U(x)
dZ(x)

dx
= 2

(
S(x)F (x)− U(x)

d

dx
ln
√
R(x)

)
Z(x), (4.54)

et en identi�ant cette dernière à (4.47), en tenant compte de R(x) = S−1(x), on trouve

que :

F (x) = F (x)S(x)− U(x)
d

dx
ln
√
R(x) ⇒ F (x) =

U(x)R(x)

1−R(x)

d

dx
ln
√
R(x). (4.55)

En intégrant (4.55) par rapport à R(x), on déduit :

R(x) = 1 + δ exp

{
−2

∫ x F (x′)

U(x′)
dx′
}
, (4.56)

et par conséquent, la fonction S(x) est donnée par :

S(x) =

(
1 + δ exp

{
−2

∫ x F (x′)

U(x′)
dx′
})−1

,
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où δ ∈ R. On admet, par la suite, l'existence d'une transformation de similarité reliant

F (x) à f(x) et est donnée par (voir [35], Éqs. (3.11)) :

F (x) 7→ f(x) ≡ S(x)F (x) = F (x) + U(x)
d

dx
ln
√
R(x), (4.57)

en plus, on se propose de redé�nir la fonction génératrice F (x) donnée en (4.50) sous la

forme :

F (x) → F (ξ) = F [x(ξ)]S(ξ) ≡ F [x(ξ)]
dξ(x)

dx
, (4.58)

en dé�nissant S[ξ(x)] = dξ(x)/dx, (i .e. S−1[x(ξ)] ≡ R[x(ξ)] = dx(ξ)/dξ), et en utilisant

(4.27) et (4.57), on déduit :

f(ξ) = F [x(ξ)]S(ξ) =
G[x(ξ)]S(ξ)

2

(
U [x(ξ)]

G[x(ξ)]

)′
. (4.59)

Comme nous avons a�aire à deux fonctions inconnues R(x) et S(x), alors le meilleur

moyen de les déterminer revient à �xer l'une d'entre elles et de la connecter soit à F (x)

ou G(x). C'est précisément ici que nous invoquons une restriction sur (4.59), telle que

G[x(ξ)]S(ξ) = 1 ≡ R(ξ)S(ξ), qui mène à dé�nir la fonction génératrice G(x), en utilisant

(4.58), comme suit :

G[x(ξ)] ≡ S−1(ξ) =
dx(ξ)

dξ
= R(ξ), (4.60)

et en tenant compte de (4.49) et (4.60), la relation (4.59) est �nalement réduite à :

f [ξ(x)] =
1

2

(
U [x(ξ)]

dξ(x)

dx

)′
=

U
′
(ξ)

2
, (4.61)

qui complète la démonstration de l'assertion donnée dans (4.45). Ainsi l'application d'une

transformation de similarité de type (4.57) permet de transformer la fonction génératrice

F (x) associée à la pseudo-hermiticité forte à la fonction génératrice f(x) associée à la

pseudo-hermiticité faible.

4.4.2 À la recherche d'une relation reliant η̃+ à η̃−

Nous poursuivons notre objectif établi ci-dessus en cherchant à construire une identité

connectant η̃+ à η̃− qui, dans cet ordre, est principalement donnée par une transformation

de similarité [35],

Ô = B(x) ôB−1(x),

où Ô et ô sont deux opérateurs à déterminer et B(x) est la fonction qui implémente

la transformation de similarité donnée dans (4.57). Cependant, la seule connaîssance de
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l'hermicitité (resp. anti-hermiticité) de η̃+ (resp. η̃−) suggère que la transformation de

similarité n'est pas unique, outre le fait que η̃+ est un opérateur du second-ordre tandis

que η̃− est du premier ordre.

A�n d'éviter cette di�culté, il est important de mentionner l'existence d'un opérateur

di�érentiel du premier ordre D introduit dans (4.12), relié à η̃+ ≡ D†D, qui est le mieux

adapté à ce genre de calculs que l'est η̃+. Ainsi, l'implémentation de la transformation

de similarité mentionnée ci-dessus concerne uniquement les deux opérateurs Ô = D et

ô = η̃−, et aussi la fonction réelle B(x) = R1/2(x), i.e.

D = R1/2(x)η̃−R
−1/2(x) et D† = R−1/2(x)η̃†−R

1/2(x). (4.62)

En insérant (4.30) dans (4.62), et en tenant compte des contraintes déjà obtenues

dans les sections précédentes A(x) = a(x) ∈ R et b(x) = 0, et en identi�ant avec (4.57),

on obtient G(x) = g(x). Ainsi nous pouvons conclure que la conséquence directe de

la transformation de similarité est que les parties réelles de W (x) (= F (x) + iG(x)) et

w(x) (= f(x) + ig(x)) sont connectées à travers une transformation de coordonnée donnée

par (4.45), alors que les parties imaginaires sont égales.

Dès lors, en agissant D† sur D, on retrouve la relation,

η̃+ ≡ D†D

= R−1/2(x) η̃†−R(x) η̃−R
−1/2(x), (4.63)

connectant η̃+ à η̃− à travers la fonction R(x). Un calcul mathématique simple montre

que l'opérateur η̃+ peut-être écrit soit sous sa forme factorisable comme un produit d'une

pair d'opérateurs di�érentiels du premier ordre, i.e.

η̃+ =

(
η̃†− − U(x)

d

dx
ln
√
R(x)

)(
η̃− − U(x)

d

dx
ln
√
R(x)

)
, (4.64)

ou encore sous sa forme décomposée,

η̃+ = η̃†−η̃− +
1

2

U2(x)R′′(x)

R(x)
+
U(x)U ′(x)R′(x)

R(x)
− 1

4

R(x)− 3

R(x)− 1

(
U(x)R′(x)

R(x)

)2

, (4.65)

où nous avons utilisé (4.55) et (4.57) a�n de déduire (4.65).

Quelles genres de transformations ? � Probablement la question qui nous vient à

l'esprit est de savoir à quelle(s) genre(s) de transformation(s) de coordonnée(s) nous avons

a�aire, ou, autrement, devions-nous éviter ? Répondre à cette question revient à prendre

en considération les expressions sous la racine carrée de (4.64) et du dénominateur dans

(4.65) dans l'unique but d'éviter une possible divergence de η̃+. Ainsi, il est impératif que

les deux expressions doivent être libre de toutes singularités, i.e. R(x) 6= 0 et R(x)−1 6= 0.
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En e�et, si nous supposons, en tenant compte de (4.60), que

R(ξ) ≡ dx(ξ)

dξ
= 0 et R(ξ) ≡ dx(ξ)

dξ
= 1,

alors il est facile de constater que le(s) choix porté(s) sur les transformation(s) de coor-

donnée(s) ne peuvent pas être des transformations constantes x(ξ) = k1, ni même des

transformations de coordonnées linéaires x(ξ) = k0ξ + k2, avec k0 = 1 et k1,2 sont des

constantes. Ainsi, nous concluons que les seules transformations de coordonnées qui pré-

servent la convergence de η̃+ sont des transformations de coordonnées de types linéaires

(avec k0 6= 1) et non-linéaires.

Cas d'une masse constante (M.C.) � Le cas d'un système doté d'une masse constante

est un cas particulier et sa déduction revient à admettre quelques contraintes sur un sys-

tème de type M.D.P. et dont voici quelques conséquences :

1. Un système de type M.C. est obtenu moyennant quelles conditions. En supprimant

le déplacement e�ectué sur l'impulsion et en posant U(x) = 1 dans (4.64) et (4.65),

on déduit :

η+ =

(
η†− −

d

dx
ln
√
R(x)

)(
η− −

d

dx
ln
√
R(x)

)
, (4.66)

ou

η+ = η†−η− +
1

2

R′′(x)

R(x)
− 1

4

R(x)− 3

R(x)− 1

(
R′(x)

R(x)

)2

. (4.67)

2. Si on pose η̃+ ≡ D†D = 11 dans la condition de la pseudo-hermiticité η̃+H = H†η̃+,
alors notre hamiltonien modi�é H est hermitien. Il est clair dans ce cas que D est

un opérateur unitaire, i.e. D† = D−1. Il en est de même pour le cas η+ ≡ d†d = 11.

3. En�n, il est intéressant d'étudier le cas spécial de la factorisation :

η+ = η†−η−.

Ceci est possible si et seulement si l'expression :

1

2

R′′(x)

R(x)
− 1

4

R(x)− 3

R(x)− 1

(
R′(x)

R(x)

)2

= 0,

de (4.67) est nulle, menant à une équation di�érentielle ordinaire (E.D.O.) très

facile à résoudre en termes de la fonction R(x). Cependant, la résolution de cette

E.D.O. est intimement liée à la classi�cation des E.D.O. ainsi que leurs solutions

en théorie des groupes. Mais ceci est une autre histoire.



Conclusion générale

Il a été question dans ce mémoire de master d'aborder l'un des concepts le plus important

introduit en mécanique quantique ces dernières années, à savoir la pseudo-hermiticité.

Nous avons commencé par décrire au premier chapitre la notion de la PT -symétrie,

importante pour construire des hamiltoniens pseudo-hermitiens. Le second chapitre est

entièrement consacré au concept de la pseudo-hermiticité, quand au troisième chapitre, il

été question d'étudier des systèmes physiques dotés d'une masse dépendante de la position

(MDP), puisque nous pensons que ce genre de système nous renseigne d'avantage sur les

systèmes ayant une masse constante.

L'essentiel de notre travail se trouve dans le quatrième chapitre. Il été question de cher-

cher un moyen rigoureux, sur le plan mathématique, a�n de connecter les deux concepts

de la pseudo-hermiticité faible et forte. En e�et, sous l'action d'un déplacement de l'im-

pulsion p, nous avons vu que la pseudo-hermiticité, pour des systèmes MDP, possède

des propriétés très intéressantes, telles que celles de la linéarité portée par l'opérateur

η et l'anti-linéarité associée par l'opérateur τ . Nous avons par la suite déduit des fonc-

tions génératrices des potentiels complexes associées aux deux pseudo-hermiticités. Nous

avons aussi obtenu, via une transformation de jauge, l'hamiltonien hermitien h, l'équi-

valent de H associé à la pseudo-hermiticité. A�n d'établir la connexion entre les deux

pseudo-hermiticités, nous avons opté à suivre le raisonnement suivant :

1. Au premier lieu, nous avons soumis l'hypothèse que les deux fonctions génératrices

déduites, appartenant au même espace de con�guration, sont intimement connec-

tées par des transformations de coordonnées. Il s'est avéré que ces transformations

sont de type linéaires (sauf la transformation ayant une tangente di�érente de 1)

et non-linéaires.

2. Au second lieu, nous avons construit une transformation de similarité et qui conduit

aux relations (4.64) et (4.65), reliant ainsi η̃+ à η̃−.

Le cas d'une masse constante a été aussi déduit.
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