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RÉSUMÉ

L’ensemble des voisins communs à une distance donnée i d’un sommet u, noté
Ni(u), représente une propriété importante dans la classe des (0, 2)-graphes ( qui
admet l’hypercube comme graphe maximum), où chaque paire de sommets a excte-
ment deux voisins commun à distance 1 ou aucun.

À travers ce manuscrit et au chapitre 3 on donne une reconnaissance des {2, 2}-
graphes où chaque paire de sommets a exactement 2 voisins communs à distance 2
ou aucun.

Au chapitre 4 on essaye également de donner une reconnaissance des graphes [4, 1, 8]-
cycle réguliers où chaque chaîne de longueur 4 appartient à exactement un cycle de
longueur 8 ou aucun.

ABSTRACT
The set of common neighbors at a given distance i of a vertex u, denoted Ni(u), is
an important property in the class of (0.2)-graphs (which admits the hypercube as
a graph maximum), where each pair of vertices has two neighbors exctement remote
common 1 or none.

through this manuscript and in chapter 3 we give a recognition of the {2.2}-graphs
where each pair of vertices has exactly 2 common neighbors at a distance 2 or none.

Chapter 4 is also trying to give recognition of [4, 1, 8]-regular cycle graphs or each
string of length 4 belongs to exactly one cycle of length 8 or none.
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NOTATION
uv Arête d’éxtrémités u et v.
|A| Cardinal de l’ensemble A.
Cn Cycle induit de longueur n.
δ(G) Degré minimum du graphe G.
M (G) Degré maximum du graphe G.
diam(G) Diamètre de G.
D(A) Dimension cubique.
dG(u, v) (ou d(u, v)) Distance entre les deux sommets u et v.
V Ensemble des sommets d’un graphe ( Vertex set).
E Ensemble des arêtes d’un graphe (Edge set).
e(u) éxcentricité du sommet u.
G = (V,E) G un graphe, V son ensemble de sommets et E son en-

semble d’arêtes.
G Graphe complémentaire du graphe G.
L(G) Line graph du graphe G.
G∗ Graphe joint du graphe G.
G = (V1, V2;E) Graphe biparti avec V1 et V2 ses partitions.
Kn Graphe complet d’ordre n ou la clique d’ordre n.
K4-e Graphe complet K4 sans l’arête e.
Kp,q Graphe biparti complet.
G2H Graphe produit cartésien des deux graphes G et H.
G⊗H Graphe produit catégoriel des deux graphes G et H.
Qn L’hypercube de dimension n.
Ok Graphe impair d’ordre k.
Ek Graphe impair étendu d’ordre k.
Lkn Graphe engendré par les deux couches centrales de Qn.
IG(u, v) (ou I(u, v)) Intervalle .
mG(u,A) Nombre de voisisns de u dans A.
Cp
n Nombre de combinaisons (parties ou sous-ensembles) de

p éléments choisis d’ensemble à n éléments.
R(G) Rayon de G.
G
′
V Sous-graphe de G induit par V ′ .

Hk Sous-graphe Lkn du l’hypercube Q2k+1.
K3 Triangle.
NG(u) (ou N(u)) Ensemble de voisins du sommet u.
Ni(u) Ensemble de voisins à distance i du sommets u.
N [u] Voisinage fermé du sommet u.

7



INTRODUCTION
La recherche opérationnelle représente un carrefour où se rencontrent les mathé-
matiques, l’economie et l’informatique. Cette discipline a fait son apparition dans
les années 30 du XXem siècle malgré que déja ses méthodes existaient depuis le
XV IIem siècle. Mais son réel apparition ne s’est developpé qu’à partir du moment
où les ordinateurs furent à la porté de tout le monde.

La théorie des graphes est un des outils les plus commode qui sert à étudier de
nombreux problèmes, dans diffèrents domaines (informatique, biologie, chimie, télé-
communication etc..).
Parmis ses éléments, on trouve le graphe dit hypercube, noté Qn, qui est le graphe
dont l’ensemble des sommets est celui des n-uplets de {0, 1}n, où deux sommets sont
adjacents s’ils diffèrent en exactement une seule composante. Les hypercubes repré-
sentent un intérêt vu le nombre important de ses applications (micro processeur,
réseaux de communications, architecture paralèlle).

Certains graphes de type hypercube ont été étudiés comme ceux des graphes cycles
réguliers, introduits par Mollard ([8]). Un graphe est dit [µ, η]-cycle régulier pour
(µ ≥ 2 et η ≥ 1) si toute chaîne de longueur µ appartient à exactement η cycles
élémentaires d’un ensemble de cycles non vide C. Dans le cas où ν cycles élémen-
taires parmi les η cycles de C ont une même longueur γ ( γ ≥ 2µ), le graphe est dit
[µ, ν, γ]-cycle régulier.

Un cas particulier de cette classe a été présenté dans [8] et repris par Berrachedi
et Kahoul [24] ; c’est celui des graphes [3, 1, 6]-cycles réguliers où toute chaîne de
longueur 3 appartient à exactement un unique 6-cycle. Une autre classe était l’objet
de recherche par [24]. c’est celle des graphes [3, 1, 6]-cycles induit réguliers où toute
chaîne induite de longueur 3 à extrémités distinctes appartient à exactement un
unique 6-cycle induit.
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L’objet de ce manuscrit est l’étude de deux classes de graphes de type hypercube.
Le premier chapitre est réservé au notions générales et au vocabulaire necessaire pour
ce manuscrit. Tandis que dans le second chapitre, on cite quelques graphes réguliers,
semi-réguliers et cycle réguliers. Au troisième chapitre, on donnera quelques résultats
sur les {λ, µ}-graphes où chaque paire de sommets possède exactement λ voisins
communs à distance µ ou aucun. Au quatrième chapitre, on verra certains résultats
sur les graphes [4, 1, 8]-cycles réguliers. Un graphe est dit [4, 1, 8]-cycle régulier si
toute chaîne de longueur 4 appartient à un unique 8-cycle.
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Chapitre 1

GÉNÉRALITÉS

Dans ce qui suit on adoptera la terminolgie de C.Berge [1], Bondy et Murty [10].

1.1 Définitions de base
1.1.1 Graphes

Un graphe G = (V,E) consiste en un ensemble fini V = {v1, v2, . . . , vn} dit
ensemble de sommets et un ensemble E de parties à deux éléments {u, v} de V
appelé ensemble d’arêtes.
Le nombre de sommets, |V|, est appelé ordre de G.
Pour une arête e = {u, v}, notée aussi uv, on dit que :
X u et v sont incidents à uv ;
X u et v sont les extrémités de uv ;
X u et v sont adjacents.
Deux arêtes sont dites adjacentes si elles ont une extrémité commune.
Une arête de type {u, u} est une boucle.
Si une arête de type {u, v} apparait dans E, plus d’une fois elle est dite arête
multiple.

1.1.2 Représentation d’un graphe
Un graphe est représenté dans le plan comme suit :

X Les sommets sont représentés par des points.
X Les arêtes sont représentées par des lignes reliants ces points.

1.1.3 Degré et voisinage d’un sommet
Un graphe simple est un graphe sans boucles et sans arêtes multiples.
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Fig. 1.1 – Un graphe simple

On ne considére que les graphes simples tout au long de ce manuscrit, sauf
spécifications contraires.
Pour une arête uv, le sommet u est un voisin de v. L’ensemble de tous les voisins de
u est noté NG(u) ou N(u) (s’il n’a pas de confusion). On appelle voisinage fermé
d’un sommet u, noté NG[u] ou N [u], l’ensemble comportant le sommet u et tous ses
voisins (i.e. N [u] = NG(u)∪{u}). Ainsi NG(u), (ou N(u) s’il n’y a pas de confusion),
est un voisinage ouvert de u.
Le degré d’un sommet u de G, noté d(u) ou dG(u), est le nombre de voisins de u.
Si tous les sommets de G ont un même degré d, alors G est régulier de degré d, on
dira qu’il est d-régulier (le graphe de la figure 1.1 représente un graphe 3-régulier).
Notons que :
X Pour tout graphe G = (V,E),

∑

u∈V (G)
dG(u) = 2|E(G)|;

X Dans un graphe G, le nombre de sommets de degré impair est pair ;
X La valeur minimale des degrés, notée δ(G), est appelée le degré minimum de G.

Tandis que la valeur maximale, notée ∆(G), est appelée le degré maximum de
G ;

X Un sommet u est dit pendant, s’il est de degré 1 (i.e. dG(u) = 1) ;
X Un support est un sommet adjacent à un sommet pendant ;
X Un sommet u est dit isolé, s’il est de degré 0 (i.e. dG(u) = 0) ;
X Le nombre d’arêtes d’un graphe G reliant un sommet u à un ensemble de sommets

A sera noté mG(u,A) ou m(u,A) (s’il n’y a pas lieu de confusion).

1.2 Quelques graphes particuliers
1.2.1 Graphe complémentaire d’un graphe

Le graphe complémentaire G(V,E) d’un graphe simple G = (V,E) possède V
comme ensemble de sommets, deux sommets sont adjacents dans G si et seulement
s’ils ne le sont pas dans G, (uv ∈ E ⇔ uv /∈ E).
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1.2.2 Sous graphe, graphe partiel et sous graphe partiel d’un graphe
Un sous graphe d’un graphe G = (V,E) est un graphe G′(V ′ , E ′) où l’en-

semble de ses sommets V ′ est un sous-ensemble de V et celui de ses arêtes E ′ est un
sous ensemble de E tel que toute arête de E ′ joint deux sommets de V ′ .
Si toutes les arêtes de G qui relient des sommets de V ′ sont dans E ′ , on dira que G′

est induit par V ′ et il est noté GV
′ .

Dans le cas où V ′ = V , on dira que G′ est un graphe partiel de G.

1.2.3 Graphes complets
Un graphe simple G d’ordre n est dit complet si chaque paire de sommets de

G sont adjacents, Il est noté Kn.� �
K2 K3 K4 K5 K6

Le graphe K3 est appelé triangle. le graphe Kn vérifie δ(Kn) = ∆(Kn) = n− 1.
Le graphe complet à n sommets est un graphe qui contient n(n−1)

2 arêtes et son
diamètre vaut 1.

12



1.2.4 Clique, stable et transversal
On appelle clique de G un sous-graphe complet. On appelle stable un sous-

graphe qui n’a pas d’arêtes. Un transversal, T d’un graphe G, est un sous-ensemble
de sommets dans V , tel que toute arête dans E a une extrémité dans T .

1.2.5 Couplage et recouvrement
Étant donné un graphe simple G = (V,E) sans sommets isolés. On appelle cou-

plage un sous-ensemble d’arêtes E0 de E deux à deux non-adjacentes. Un sommet
u est dit saturé par le couplage E0 s’il existe une arête de E0 incidente à u. Un
couplage E0 est dit parfait s’il sature tout les sommets de G. Un recouvrement,
R d’un graphe G, est un sous-ensemble d’arêtes dans E, tel que tout sommet dans
V est incident à une arête dans R.

1.2.6 Chaîne et cycle
Une séquence de sommets distincts

ch = u0, u1, . . . , up−1, up

dans G telle que toute paire de sommets consécutifs sont adjacents est appelée une
chaîne reliant u0 à up (ou une (u0, up)-chaîne).
XSi p ≥ 2, alors les sommets u1, . . . , up−1 sont des sommets internes de (u0, up)-

chaîne et u0 et up sont ses extrémités.
XSa longueur est le nombre de ses arêtes qui la constituent.
XUne chaîne qui n’utilise pas plus d’une fois :

Xchacun de ses sommets est dite élémentaire.
Xchacune de ses arête est dite simple.

XUne chaîne élémentaire est donc une chaîne simple.
XOn note Pn une chaîne élémentaire à n sommets, donc elle est de longueur n− 1.
XUne chaîne est dite induite si aucune paire de ses sommets non consécutifs ne

sont adjacents.
XOn peut la définir aussi comme étant une chaîne dont l’ensemble des sommets

engendre un sous-graphe qui est une chaîne.
XDeux chaînes à éxtrémités communes reliant deux sommets sont dits sommets-

disjointes si leurs sommets internes respectifs sont distincts.
XUne plus courte chaîne dans G est appelée une géodésique.
XDans un graphe G, on appelle cycle, une chaîne simple à extrémités confondues.
XUn cycle élémentaire de G et de longueur p appelé p-cycle est une chaîne simple

et élémentaire sur p sommets C = u1, u2, ..., up, u1.
XLa maille de G est la longueur du plus petit cycle dans G.
XUne arête joignant deux sommets non consécutifs d’un cycle C est appelée corde.

13



C3 C4 C5 C6

Dans le cas où le cycle est sans cordes, alors il est un sous graphe induit de G. Il
est noté Cn.

Un cycle est induit si aucune paire de ses sommets non consécutifs ne sont adja-
cents.
Dans la suite, sauf spécifications contraires, On ne considérera que les chaînes et les
cycles élémentaires.

1.2.7 Graphes connexes
Un graphe G = (V,E) est connexe si entre toute paire de ses sommets u et v,

il existe une (u, v)-chaîne. Un graphe G = (V,E) non connexe consiste en une
union disjointe de graphes connexes appelés composantes connexes de G. Dans un
graphe connexe, un sommet est dit d’articulation si le sous-graphe obtenu en le
supprimant n’est pas connexe et un isthme est une arête dont la suppression crée
deux composantes ayant chacune au moins une arête. Un déconnectant dans un
graphe connexe G est un ensemble d’arêtes F de E tel que le graphe Ĝ = (V,E−F )
ayant V comme ensemble de sommets et E − F comme ensemble d’arêtes n’est pas
connexe. Pour un graphe simple G = (V,E) connexe, d’ordre n. Sa connectivité
κ(G) est le nombre minimum de sommets dont l’élimination déconnecte G ou le
réduit à un sommet unique. Un graphe G est dit h-connexe si sa connectivité κ(G)
est au moins h.

1.2.8 Graphes Eulériens et graphes Hamiltoniens
Graphes Eulériens

Une (u, v)-chaîne Eulérienne d’un graphe G est une chaîne passant une et une
seule fois par chaque arête de G. Si u = v, alors la (u, u)-chaîne Eulérienne est dite
cycle Eulérien. Un graphe G est semi-Eulérien s’il possède une chaîne Eulérienne.
Un graphe G est Eulérien s’il possède un cycle Eulérien.
Plus simplement, on peut dire qu’un graphe est Eulérien (ou semi-Eulérien) s’il est
possible de le dessiner sans lever le crayon (donc sans passer deux fois sur la même
arête). Un graphe connexe admet une chaîne Eulérienne s’il possède 0 ou 2 sommets
de degré impair.
Un graphe connexe est Eulérien si et seulement si chacun de ses sommets a un degré
pair.
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Fig. 1.2 – Un graphe semi-Eulérien

Fig. 1.3 – Un graphe non Eulérien

Un graphe ayant plus de deux sommets de degré impairs ne possède pas de chaîne
Eulérienne.

Graphes Hamiltoniens

Une (u, v)-chaîne Hamiltonienne est une chaîne passant une et une seule fois par
chaque sommet de G. Si u = v, alors la (u, u)-chaîne Hamiltonienne est dite cycle
Hamiltonien. Un graphe G est semi-Hamiltonien s’il possède une chaîne Hamilto-
nienne. Un graphe G est Hamiltonien s’il possède un cycle hamiltonien.
À titre d’exemple, Le graphe complet Kn sont hamiltoniens.
Contrairement aux graphes Eulériens, il n’existe pas de caractérisation sur les graphes
Hamiltoniens ou semi-Hamiltoniens. On peut cependant énoncer quelques propriétés
et conditions suffisantes.

corollaire 1 (Dirac [14]). Tout graphe G d’ordre n ≥ 3 et de degré minimal δ(G) ≥ n
2

est un graphe Hamiltonien.

Un graphe possèdant un sommet de degré 1 ne peut être Hamiltonien. Si un
sommet dans un graphe est de degré 2, alors les deux arêtes incidentes à ce sommet
doivent faire partie du cycle Hamiltonien (voir figure 1.4).

1.2.9 Arbres et forêts
Un graphe sans cycle est appelé une forêt. Une forêt connexe est un arbre. Donc

un arbre est un graphe connexe sans cycle.
Les sommets pendants sont appelés feuilles. L’arbre contient au moins deux som-
mets pendants.
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Fig. 1.4 – Le dodécaèdre

Fig. 1.5 – Un arbre

Thérème 1 (Berge [1]). Soit T un arbre, les assertions suivantes sont équivalentes :
X T est connexe sans cycles ;
X T est sans cycles et admet n− 1 arêtes ;
X T est connexe et admet n− 1 arêtes ;
X T est sans cycles et en ajoutant une arête, on crée un cycle (et un seul). Autre-

ment dit T est sans cycle mais T + uv (où u ∈ T , v ∈ T ) ne l’est pas.
X T est connexe, et si on supprime une arête quelconque, il n’est plus connexe.

Autrement dit T est connexe mais T − e ne l’est pas, pour toute arête e de T ;
X Toute paire de sommets est reliée par une chaîne et une seule.

1.2.10 Graphe adjoint représentatif d’arêtes(line graph)
Soit G = (V,E) un graphe simple, où E = {e1, e2, . . . , ek} l’ensemble de ses

arêtes. Line graph du graphe G, noté L(G) = (VL(G), EL(G)), est le graphe dont
chaque sommet représente une arête de G, VL(G) = E = {e1, e2, . . . , ek} et deux
sommet étant adjacents dans L(G) si et seulement si les arêtes correspondantes
dans G sont adjacentes.

1.2.11 Graphes bipartis
Un graphe G = (V,E) est dit biparti, noté G = (V1;V2;E), si l’ensemble de ses

sommets admet une partition en deux stables disjoints V1 et V2 et où chaque arête
a une et exactement une de ses extrémités dans une des deux parties V1 ou V2.
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G L(G)

X Un graphe est biparti s’il est sans cycle de longeur impair.
X Un arbre est sans cycle (donc biparti).
X Si toutes les arêtes possibles entre V1 et V2 sont dans G, alors G est le graphe

biparti complet Kp,q où p est le nombre de sommets de V1 et q est le nombre
de sommets de V2. ���

K2.2 K2.3 K3.3

1.2.12 Graphes multipartis complets
Un graphe, simple G = (V,E) d’ordre n, est dit multiparti complet si son en-

semble de sommets V peut-être partitioner en k stables V1, V2, . . . , Vk k ≤ n où
chaque sommet u de chaque partie Vi est adjacent à tous les sommets des partie
Vj avec i 6= j et i, j = 1, 2, . . . , k. Dans ce cas G est aussi dit k-parti complet et noté
par KV1,V2,...,Vk .
Un exemple du graphe multiparti complet est le graphe K1,1,m, qui consiste en une
arête uv reliée à m sommets w1, w2, . . . , wm.
(i.e. adjacents à u et v).(voir fugure 1.6)
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Fig. 1.6 – Le graphe multiparti complet K1,1,m

Le graphe K1,1,2 est aussi noté K4 − e.(voir fugure 1.7)

Fig. 1.7 – Le graphe K1,1,2 = K4 − e

1.3 Distance
La distance, notée d(u, v) ou dG(u, v), entre les sommets u et v dans G est

la longueur d’une plus courte (u, v)-chaîne. L’excentricité d’un sommet u, notée
e(u), est la longueur de la plus grande longueur des plus courtes chaînes issues de
u. Autrement dit :

∀u ∈ V (G); e(u) = max
x∈V

d(x, u)

Le rayon, noté R(G), est la plus petite excentricité dans G. Autrement dit :

R(G) = min
u∈V

e(u)

Le diamètre, noté diam(G), est la plus grande excentricité dans G. Autrement dit :

diam(G) = max
u∈V

e(u)

Pour tout graphe G on a :

R(G) ≤ diam(G) ≤ 2R(G)

1. Un sommet u est :
Xun centre de G si :

e(u) = R(G)
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Xun antipodique du sommet u si :

d(u, v) = e(u)

Xdit diamètral si :
∀u ∈ V (G); d(u, v) = diam(G)

2. Un graphe G est :
Xantipodique si tout sommet admet un unique antipodique.
Xdit diamétral si tout sommet admet un unique diamètral.

Dans un graphe G, le sommet v est dit diamétral de u, si :

d(u, v) = diam(G)

Le nombre de sommets diamétraux d’un sommet u donné peut varier de 0 à n− 1,
si n est l’ordre de G. À titre d’exemple, dans le graphe K3 on a :

R(G) = diam(G) = 1

K3

Fig. 1.8 – Le triangle

1.4 Graphes réguliers
1.4.1 Graphes semi-réguliers

Un graphe est semi-régulier, dans [31], si chaque sommet possède le même
nombre de sommets à distance 2. Les graphes semi-réguliers sont une extension des
graphes réguliers. On définit deg2(v) le nombre de sommets qui sont à distance 2 de v
dans un graphe donné.

1.4.2 Le graphe joint d’un graphe
Pour un graphe G, soit G∗ le graphe obtenu à partir de G somme suit :

V (G∗) = V (G)× {1, 2, 3, 4}, (u, i) et(v, j) sont adjacents dans G∗ si et seulement si
une des trois conditions suivantes est satisfaite :
X uv ∈ E(G) et i = j et sont impairs.
X uv ∈ E(G) et i 6= j et sont pairs.
X u = v et les parités de i et j sont différentes.
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C∗4

Fig. 1.9 – Le graphe joint de C4

1.4.3 Graphe équilibré
Un graphe G est dit équilibré si et seulement si :

(i) G est biparti.
(ii) Chaque sous-ensemble de la partition contient le même nombre de sommets.

1.4.4 Graphe fortement régulier
Soit G = (V,E) un graphe d-régulier avec |V | = n. G est dit fortement régulier

s’il existe deux entiers λ et µ tels que pour toute paire de sommets u et v, on a :
X Si u ∈ N(v) : |NG(u) ∩NG(v)| = λ.
X Si u /∈ N(v) : |NG(u) ∩NG(v)| = µ.
Dans ce cas, on dit que G est fortement régulier de paramètres (n, d, λ, µ).

1.4.5 Graphe biparti semi-régulier
[I. Gutman [15] et M. Mollard [24]] Un graphe biparti G = (V1, V2;E) est dit

semi-régulier s’il existe deux entiers p et q tels que pour tout u de V1, dG(u) = p et
pour tout v de V2, dG(v) = q. On dit aussi que G est (p, q)-semi-régulier. Un graphe
(p, q)-semi-régulier est aussi dit graphe bi-régulier. Le line graph d’un (p, q)-semi-
régulier est (p+ q − 2)-régulier.

1.4.6 Graphe retardé-régulier
Définition 1 (Peña, Gutman et Rada [13]). On dit qu’un graphe G est retardé-
régulier s’il existe deux entiers p et q tels que le nombre de chaînes de longueur p
commençant par tout sommet u de G est égal à q.

Le graphe connexe retardé-régulier est dit aussi (p, q)-régulier. Tout graphe retardé-
régulier est régulier ou semi-régulier.

Proposition 1 (Peña, Gutman et Rada [13]). Si G est un graphe connexe qui est
exactement (p, q)-régulier, alors p ≥ 2.
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Proposition 2 (Peña, Gutman et Rada [13]). Le graphe d-régulier est un graphe
(1, d)-régulier. Le graphe (p, q)-semi-régulier est un graphe (2, p.q)-régulier.

1.4.7 Graphe retardé-semi-régulier
Définition 2 (N. Bourras [11]). Soit G = (V1, V2;E) un graphe connexe biparti.
On dit que G est (s; r, t)-régulier si le nombre de chaînes élémentaires de longueur
s commençant par tout sommet u de V1 (resp. de V2) est égal à r (resp. à t). Un
graphe (s; r, t)-régulier sera appelé retardé-semi-régulier.

Il se trouve que toute (u, v)-chaîne de longuer impair est un graphe retardé-semi-
régulier qui est ni régulier ni semi-régulier.

1.5 Homomorphisme,Isomorphisme et Homéomorphisme
Le grapheG est homomorphe au grapheH s’il existe une application f de V (G) dans V (H)

qui conserve l’adjacence. Autrement dit, une application f de V (G) dans V (H) vé-
rifie

∀u ∈ V (G), ∀v ∈ V (H); uv ∈ E(G)⇔ f(u)f(v) ∈ E(H)
Un homéomorphisme de G dans H est un homomorphisme f de V (G) dans V (H)
tel que pour toute arête uv de H, f−1(uv) induit une chaîne dans G. On dira aussi
que G est une subdivision de H. Une application bĳective f de V (G) dans V (H)
définit un isomorphisme de G dans H si f et f−1 sont des homomorphismes. À titre
d’exemple, les deux graphe G et H suivant sont isomorphes.�� �� � �� �� �

G H

Fig. 1.10 – Deux graphe isomorphes
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u f(u)
a 1
b 3
c 5
d 2
e 4

Tab. 1.1 – un isomorphisme f

Dans le cas où G = H, f est dit automorphisme. Tout graphe isomorphe à son
complémentaire est appelé auto-complémentaire.

1.6 Graphe sommet-transitif et graphe arête-transitive
G est un graphe sommet-transitif si pour toute paire de sommets u et v, il existe

un automorphisme f sur G tel que :

v = f(u)

G est un graphe arête-transitive si pour chaque paire d’arêtes uu′ et vv′ , il existe un
automorphisme f de G tel que :

vv
′ = f(uu′)

G est un graphe distance-transitif si pour tout u, u′ , v et v′ sommets de G tels que :

d(u, v) = d(u′ , v′)

Il existe un automorphisme f sur G tel que f(u) = u
′ et f(v) = v

′ .

1.7 Opérations sur les graphes
1.7.1 Produit carré

Le produit carré de deux graphes G et H est le graphe, noté G2H, dont l’en-
semble des sommets est le produit cartésien V (G)×V (H) et (u, v) et (u′ , v′) sont ad-
jacents dans G2H si et seulement si (u = u

′ et vv′ ∈ E(H)) ou (uu′ ∈ E(G) et v =
v
′).
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⇒

�� ���� �� �� ���� ��
K4 produit carré K2 ⇒ K42K2�� ��

2

� �
⇒

���� ������ �� ����
K4 produit carré K2 ⇒ K42K2

On note que le grapheG2H à |V (G)|.|V (H)| sommets et |V (G)|.|E(H)|+|E(G)|.|V (H)|
arêtes. Le diamètre du graphe G2H est la somme des diamètres des deux graphes
G et H. i.e. diam(G2H) = diam(G) + diam(H)

1.7.2 Produit catégoriel
Le produit catégoriel des deux graphes G et H est le graphe, noté G×H, dont

l’ensemble des sommets est le produit cartésien V (G) × V (H) et où les sommets
(u, v) et (u′ , v′) sont adjacents dans G×H si et seulement si (uu′ ∈ E(G) et vv′ ∈
E(H)). �� ��

2

� �
⇒

�� ���� ���� ���� ��
K4 produit catégoriel K2 ⇒ K4 ×K2
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⇒
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K4 produit catégoriel K2 ⇒ K4 ×K2

1.7.3 Identification de sommets
Soit A un sous-ensemble de sommets de V (G). L’identification des sommets de

A consiste à remplacer tous les sommets de A par un sommet a qui sera relié à tous
les voisins des sommets de A. Le graphe obtenu est noté GA.�� �� �

identification de A

�
G GA

1.7.4 Contraction d’une chaîne
Soit C une chaîne de G dont tous les sommets internes sont de degré 2. La

contraction de la chaîne C consiste à supprimer tous ses sommets internes et relier
ses extrémités par une arête. La chaîne C est dite contractante.� � �� �� � �

contraction de C8

�� ��
C8 C4

1.7.5 Subdivision d’un graphe
Une subdivision élémentaire est un graphe obtenu à partir de G par insertion

d’un sommet de degré deux sur une arête de G. Une subdivision de G est un
graphe obtenu à partir de G par une succession de subdivisions élémentaires. Une
k-subdivision de G est obtenu par insertion de k sommets sur chaque arête de G.
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�� �� C8 est une 1-subdivision de C4

�� �� �� ��
C8 C4

1.7.6 Décomposition d’un graphe en niveaux
Pour un sommet u, Ni(u) est l’ensemble des sommets à distance i de u. L’en-

semble des voisins de u est noté souvent par N(u). Pour un graphe G, une décom-
position en niveaux relative au sommet u est une partition des sommets :

N0(u), N1(u), . . . , Np(u) où p = e(u)

À titre d’exemple considérons le graphe G suivant :�
N0 N1 N2,. . ., Np−1 Np

Fig. 1.11 – Le décomposition en niveaux

G N0 N1 N2 N3 N0 N1 N2
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Chapitre 2

Hypercubes

2.1 Le graphe hypercube
L’hypercube de dimension n, noté Qn, est le graphe dont l’ensemble des som-

mets est celui des n-uplets de {0, 1}n, où deux sommets u et v sont adjacents si et
seulement s’ils différent en exactement une seule composante.
Cette représentation de Qn est dite vectorielle.
Une autre représentation, équivanlente à la vectorielle dite ensembliste, consiste en
les éléments de l’ensemble des parties d’un ensemble V , à n éléments, comme som-
mets et deux sommets sont reliés par une arête si et seulement si leur différence
symétrique possède un élément.
Il s’ensuit que Qn est le graphe de couverture du treillis booléen à 2n éléments.
Le passage de la représentation ensembliste à la vectorielle se fait en étiquetant
chaque partie A de V par sa fonction caractéristique.
Notons que l’hypercube Qn est biparti, régulier de degré n, sommet-transitif.
Dans la décomposition en niveaux N0, N1, . . . , Np de Qn(voir 1.11), les niveaux Ni

peut être vu comme étant l’ensemble de tous les sous-ensembles de cardinalité i de
V , notés i-sous-ensemble.
On peut définir l’hypercube Qn inductivement par

Q0 = K1; Q1 = K2 et ∀n ≥ 2; Qn = Qn−1¤K2.

Il est donc clair que Qn (n ≥ 1) est isomorphe à

Qn = K22K22 · · ·2K2︸ ︷︷ ︸
n fois

et donc que Qn+m = Qn2Qm.

Il se trouve que :
∀i ∈ {0, 1, . . . , n}; |Ni(G)| = Ci

n.

Le nombre de sommets de l’hypercube Qn est :
n∑

i=0
Ci
n = 2n.
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Q0 Q1 Q2 Q3

∀x ∈ Ni; m(x,Ni+1) = n− i et ∀y ∈ Ni+1; m(y,Ni) = i+ 1.
Donc :

∀x ∈ Ni(u); |N(x) ∩Ni+1(u)| = n− i et ∀y ∈ Ni+1(u); |N(y) ∩Ni(G)| = i+ 1.

Si n = 2k + 1 On a : n− k = (2k + 1)− k = k + 1

n− i i+ 1

Ni Ni+1

Dans l’hypercube Qn on a : R(Qn) = diam(Qn) = n.
Pour tout sommet u, on obtient la même décomposition en niveaux (à isomorphisme
prés)de l’hypercube Qn. L’hypercube Qn :
X est n-régulier ;

X a 2n sommets ;

X a n2n−1 arêtes ;

X est biparti.

Soit N0(u)N1(u), N2(u), . . . , Np(u) la décomposition en niveaux de l’hypercube Qn.
• En dénombrant les arêtes entre Ni et Ni+1, on obtient :

(n− i)Ci
n = (i+ 1)Ci+1

n
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N0 N1 N0 N1 N2 N0 N1 N2 N3

N0 N1 N2 N3 N3 N0 N1 N2 N3 N4 N5

2.1.1 Projection et anti-projection
Une projection (resp. anti-projection) d’un sommet u d’un graphe G sur un

ensemble de sommets S est un sommet v de S à distance minimum (resp.maximum)
de u. i.e. v est une projection (resp. anti-projection) de u sur S si

d(u, v) = min
x∈S

d(u, x) (resp. d(u, v) = max
x∈S

d(u, x))

2.1.2 Le graphe Lin
Le sous graphe induit par les deux niveaux consécutifs Ni(u) et Ni+1(u), de l’hy-

percube de degré n est noté Lin. Il se trouve que, le graphe Lin est un graphe biparti,
semi-régulier de degrés n − i + 1 et i et d’ordre Ci

n + Ci+1
n . À titre d’exemple les

graphes suivants sont semi-réguliers :

L0
2 L1

3 L1
4

28



Un cas particulier intéressant est celui de Lk2k+1, noté aussi Hk, le sous-graphe
induit par les deux niveaux centraux Nk et Nk+1 d’un hypercube Q2k+1. Ce graphe
est régulier de degré k.

L2
5 = H2 Le graphe de désargues

2.2 Graphes intervalles
2.2.1 Intervalle

[ H.M. Mulder [29]] Soient u et v deux sommets d’un graphe G, L’intervalle
IG(u, v) (ou I(u, v) s’il n’y a pas de confusion) est l’ensemble des sommets de G
appartenant aux plus courtes (u, v)-chaînes. Trivialement, un sommet w ∈ I(u, v) si
et seulement si :

d(u,w) + d(w, v) = d(u, v)
Nous désignerons par intervalle aussi bien l’ensemble I(u, v) que le sous-graphe induit
par I(u, v).
On cite la proposition suivante :
Proposition 3. Soient u et v deux sommets d’un graphe G, alors :
X u, v ∈ I(u, v).
X I(u, v) = I(v, u).
X si w ∈ I(u, v), alors I(u,w) ⊆ I(u, v).
X si w ∈ I(u, v), alors I(u,w) ∩ I(w, v) = {w}.
X w ∈ I(u, v) et z ∈ I(u, v), alors w ∈ I(z, v).

Pour tout triplet de sommets u, v et w d’un graphe G, il existe un sommet z
dans I(u,w) ∩ I(u, v) tel que :

I(z, w) ∩ I(z, v) = {z}

Soient u,v, w et z quatres sommets de G, z est l’unique sommet de I(u,w) ∩
I(u, v) tel que I(z, w) ∩ I(z, v) = {z} si et seulement si

I(u,w) ∩ I(u, v) = I(u, z)
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2.2.2 Ensemble convexe
Un ensemble S de sommets de G est convexe si :

∀ u, v ∈ S : I(u, v) ⊆ S

Un convexe S de G désigne l’ensemble des sommets de S aussi bien que le sous-
graphe de G induit par S.

Proposition 4 (Van Den Cruyce [32]). Un graphe G est un hypercube de dimension
n si et seulement si l’ensemble de ses graphes convexes de G est

{Q0, Q1, Q2, . . . , Qn}

2.2.3 Graphes Intervalles-réguliers
Un grapheG est intervelle-régulier si pour toute paire de sommets u et v de G,

le nombre de voisins de u appartenant à I(u, v) est égal à d(u, v).
G est intervalle-régulier si et seulement si entre toute paire de sommets u et v il existe
d(u, v)! (u, v)-géodésiques.(résultat montré par S.Foldes). Les hypercubes sont des
graphes intervalle-réguliers bipartis.

2.2.4 Graphes intervalle-monotones
Une classe importante de graphes est celle des graphes dits intervalle-monotones.

Ils sont des graphes où tout intervalle est convexe.
Si G est sans sous-graphe induit homomorphe à K2,3 ou au graphe suivant alors G
est intervalle-monotone.

Une autre classe de graphes est celle des graphes dits intervalle-réguliers. Ils sont
des graphes où pour toute paire de sommets u et v, le nombre des voisins de u
appartenant à I(u, v) est précisément la distance entre u et v. Les graphes intervalle-
réguliers sont intervalle-monotones.
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2.3 Les graphes impairs
Définition 3 (H.M. Mulder[30]). Soit k un entier avec k ≥ 2. Le graphe impair Ok

possède les (k − 1)-sous-ensembles de {1, 2, . . . , 2k − 1} comme sommets et deux de
ces sommets sont adjacents si leurs sous-ensembles correspondants sont disjoints.

Le graphe Ok (k ≥ 2) est distance-transitif et k-régulier. Les premiers graphes
impairs sont le triangle K3 = O2 et le graphe de Petersen O3. Les graphes O2 et O3
sont de mailles 3 et 5 respectivement, tandis que pour Ok, pour k ≥ 4, la maille est
égale à 6.

O2 O3

2.4 Les graphes impairs étendus
Définition 4 (H.M. Mulder[30] et Madani [23]). Le graphe impair étendu Ek (k ≥
2), a l’ensemble de sommets l’ensemble

{A ⊆ {1, 2, . . . , 2k − 1}; |A| ≤ k − 1}
Deux sommets A et B sont adjacents si et seulement si le cardinal de la différence
symétrique |A4B| est égale à 1 ou 2k − 2 (ils sont disjoints ou ils différent en une
seule composante).

Les premiers graphes impairs étendus sontK4 et le graphe de Greenwood-Gleason
5-régulier suivant.

Les graphs impairs étendus (H.M. Mulder [28]) sont appelés aussi graphes de (Laborde-
Mulder [23])
Le graphe Ek peut être obtenu de deux manières différentes :

1. Identifier dans Q2k−1 toute paire de sommets diamétraux.
2. Relier dans Q2k−2 toute paire de sommets diamétraux.

Le graphe Ek est régulier de degré 2k − 1. Il consiste en le demi-inférieur de Q2k−1
avec le graphe impair Ok sur le (k − 1)ième niveau.
Proposition 5 (Mulder [27], [28]). Le graphe Ek est distance-transitif.
Proposition 6 (Mulder [27], [28]). Pour chaque paire de sommets A et B de Ek,
le sous-graphe induit par I(A,B) est l’hypercube Qd(A,B), de dimension d(A,B).
Proposition 7 (Mulder [27], [28]). Le plus petit cycle impair dans Ek est de longueur
2k − 1.
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E2 E3

2.5 Graphes médians
Un graphe G est médian si pout tout triplet u, v et w, il existe un unique sommet

x appartenant simultanément à une plus courte (u, v)-chaîne, à une plus courte
(v, w)-chaine et à une plus courte (w, u)-chaine.
En utilisant le concept d’intervalles, un graphe G est médian si pour tout triplet de
sommets u, v et w on a :

|I(u, v) ∩ I(v, w) ∩ I(w, u)| = 1

Autrement dit, il existe un unique sommet x de V (G), tel que :
1. d(u, v) = d(u, x) + d(x, v)
2. d(v, w) = d(v, x) + d(x,w)
3. d(w, u) = d(w, x) + d(x, u)

Autrement dit, d(u, v) + d(v, w) + d(w, u) = 2[d(u, x) + d(x, v) + d(x,w)]. Les arbres
sont des exemples de graphes médians. L’hypercube Qn est un graphe médian de
dimension n.
À titre d’exemple C6 et K2.3 ne sont pas des graphes médians.� �� �� � ��

C6 K2.3

Dans le graphe C6 on a :

I(x, y) ∩ I(y, z) ∩ I(z, x) = ∅
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Dans le graphe K2.3 on a :

I(x, y) ∩ I(y, z) ∩ I(z, x) = {a, b}
Proposition 8 (Mulder [28]). Un graphe connexe G = (V,E) est un hypercube si
et seulement si G est un graphe médian régulier.

2.6 Les graphes barbell
Définition 5 (Northup [31]). Le graphe n-barbell est conçue en prenant une paire
de sommets adjacents v1 et v2 et n nouveaux sommets adjacents à v1 et n nouveaux
sommets adjacents à v2.

Voici quelques graphes n-barbell.

0-barbell 2-barbell 4-barbell

2.7 Plongement de graphes
Étant donné deux graphes G = (V,E) et G′ = (V ′ , E ′), Un plongement d’un

graphe G dans un graphe G′ , est défini par la donnée d’une application injective ϕ de
V dans V ′ et une application Pϕ de E dans E ′ , qui associe à chaque arête uv de G
une (ϕ(u), ϕ(v))-chaîne de G′ . Autrement dit, G′ est plongeable dans G s’il existe
un sous graphe de G isomorphe à G′ .

G H1 H2

H1 est plongeable dans G et H2 n’est pas plongeable dans G.
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Conjecture 1 (I.HAVEL [16]). Le graphe Lk2k+1, admet une chaîne hamiltonienne.

Autrement dit, Hk est hamiltonien.
Cette conjecture est une conséquence des travaux de I.HAVEL à propos du pro-
blème de plongement de chaînes dans l’hypercube. Il se trouve que, Tout arbre est
plongeable dans un hypercube.
Mais on peut considérer le problème suivant : " Étant donné un arbre T , quel est
le plus petit n tel que : T ⊆ Qn". Ce n est appelé dimension cubique notée par
D(A).

2.7.1 Plongement isométrique
Le plongement isométrique est un plongement qui conserve les distances entre

sommets.
À titre d’exemple, H1 est plongeable isométriquement dans G et H2 n’est pas plon-
geable non isométriquement dans G.

G H1 H2

2.8 Les (0, λ)-graphes
Soit λ un entier, la notion de (0, λ)-graphe (λ ≥ 2) a été introduite par H.M.MULDER,

c’est une généralisation du graphe de l’hypercube. Le graphe G est un (0, λ)-graphe si
toute paire de sommets distincts ont λ voisins communs ou aucun. Comme exemples
de (0, λ)-graphe, on peut citer :
K1, K2, Kλ+2, Kλ,λ et Kλ+2,λ+2 moins un couplage parfait.
Le cas exclu λ = 1, engendre la classe des graphes sans 4-cycle.
On donne quelques propriétés et caractéristiques sur les (0, λ)-graphes.

Proposition 9 (Mulder [27], [28]). Un (0, λ)-graphe est régulier.

Proposition 10 (Mulder [27], [28]). Soit G un (0, λ)-graphe. Alors

|I(u, v) ∩N(u)| ≥ d(u, v) + λ− 2

pour toute paire de sommets u et v telle que d(u, v) ≥ 2.

Proposition 11 (Mulder [27], [28]). Soit G un (0, λ)-graphe de degré n.
Si diam(G) ≥ 4, alors n ≥ diam(G) + 2λ− 4.
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Proposition 12 (Mulder,[7]). Soit G un graphe biparti connexe. Les conditions
suivantes sont équivalentes
X G est un hypercube ;
X Tout intervalle dans G engendre un hypercube ;
X Tout intervalle dans G engendre un (0, 2)-graphe ;
X Tout intervalle I(u, v) dans G contient exactement 2d(u,v) sommets ;
X Tout intervalle I(u, v) dans G engendre un graphe avec exactement d(u, v)2d(u,v)−1

arêtes.

Pour un (0, λ)-graphe de degré n donné, le nombre de sommets est borné comme
le montre le résultat suivant :

Proposition 13 (Mulder [27], [28]). Soit G un (0, λ)-graphe de degré n. Alors :

1 + n(n+ 1)
λ

≤ |V (G)| ≤ 1 + n+ (λ+ 1)!(n+ λ)!
λ+ 2!

p∑

i=1
Cλ+i
n

Pour un (0, λ)-graphe biparti de degré n, la borne inférieure du nombre de som-
mets est différente de celle donnée dans la proposition précédente. On a :

Proposition 14 (Mulder [27],[28]). Soit G un (0, λ)-graphe de degré n. Alors :

2 + 2n(n+ 1)
λ

≤ |V (G)| ≤ 1 + n+ (λ+ 1)!(n+ λ)!
λ+ 2!

p∑

i=1
Cλ+i
n

Une classe importante de (0, λ)-graphes est celle obtenue pour λ = 2. C’est la
classe de graphes contenant strictement les hypercubes.
Nous pouvons citer aussi comme exemple le graphe de la figure suivante, connu sous
le nom de l’icosaèdre.

L’icosaèdre

Fig. 2.1 – L’icosaèdre

Proposition 15 (Mulder [27],[28]). Soit G un (0, λ)-graphe de degré n. Alors :

1 + n(n+ 1)
2 ≤ |V (G)| ≤ 2n
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Pour les (0, 2)-graphes bipartis, on a :

Proposition 16 (Mulder [27],[28]). Soit G un (0, 2)-graphe biparti de degré n. Alors :

2 + n(n+ 1) ≤ |V (G)| ≤ 2n

Il se trouve que pour un degré n donné, l’hypercube Qn est le seul (0, 2)-graphe,
n-régulier d’ordre 2n. Ce résultat a été établi d’une part par Rao et Laborde et
d’autre part par Mulder.

Proposition 17 (Laborde et Rao [21], Mulder [27],[28]). Soit G un (0, 2)-graphe.
On a :

1. G est régulier (notons n son degré).
2. |V (G)| ≤ 2n.
3. |V (G)| = 2n si et seulement si G est Qn.

Une autre caractérisation de l’hypercube en tant que (0, 2)-graphe est :

Proposition 18 (Mollard [24]). Soit G un (0, 2)-graphe de degré n. Alors :
1. diam(G) ≤ n.
2. diam(G) = n si et seulement si G est Qn.

Proposition 19 (Mollard [24]). Soit G un (0, 2)-graphe d-régulier, alors :
1. diam(G) ≤ d

2. diam(G) = d si et seulement si G est Qd.

Proposition 20 (Berrachedi [3]). Soit G un (0, 2)-graphe tel qu’il existe une mise
à niveaux où tout 4-cycle rencontre 3 niveaux, alors G est un hypercube.

On peut définir les (0, 2)-graphes en termes de sommets et de chaînes, comme
suit :

Définition 6. On dira qu’un graphe G est un (0, 2)-graphe si et seulement si pour
toute paire u et v de sommets distincts de G, il existe soit exactement deux chaînes
de longueur deux reliant u et v, soit aucune chaîne de longueur deux les reliant.

Il y’a des différentes conjectures qui sont relatives à l’étude des (0, 2)-graphes. On
conjecturait l’hamiltonicité des (0, 2-graphes jusqu’a une date réssante où Berrachedi
[3] et Berrachedi et Mollard [6] ont donnés une réponse. Il existe encore d’autres
conjectures relatives aux (0, 2)-graphes :

Conjecture 2. Existence de (0, 2)-graphes non sommet-transitifs.

Conjecture 3. Existence de (0, 2)-graphes d’ordre impair.

M. Mollard [26] a donné un élément de réponse à la dernière.
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2.9 Les graphes cycles réguliers
Soient µ et η deux entiers avec µ ≥ 2, η ≥ 1 et G un graphe de maille au moins

µ. G est un graphe [µ, η]-cycle régulier s’il existe un ensemble non vide C de cycles
élémentaires tels que toute chaîne de G de longueur µ appartient à exactement η
cycles de C.
Dans le cas particulier où il existe ν cycles élémentaires parmi les η cycles de C,
ayant une même longueur γ (γ ≥ 2µ), nous dirons que G est [µ, ν, γ]-cycle régulier.
À titre d’exemples on cite :
X Les (0, λ)-graphes sont les graphes [2, λ− 1, 4]-cycle réguliers.
X Le graphe impair Ok est un graphe [3, 1, 6]-cycle régulier, pour k > 2.
X Pour k ≥ 4, Ek est un graphe [3, 3, 6]-cycle régulier.
X Le sous-grapheG induits par deux niveaux consécutifsNi−1 etNi d’un hypercubes

Qn est un graphe [3, 1, 6]-cycle régulier d’ordre Ci
n + Ci−1

n et semi-régulier de
degrés n− i+ 1 et i.

X Un cas particulier intéressant est celui de Lk2k+1, noté aussi Hk, le sous-graphe
induit par les deux niveaux centraux Nk et Nk+1 d’un hypercube de degré
impair Q2k+1 est aussi un graphe [3, 1, 6]-cycle régulier d’ordre Ck

2k+1 + Ck−1
2k+1

et semi-régulier de degrés n− k + 1 et k.
X Ainsi, le graphe suivant K3,3 est un graphe [3, 1, 6]-cycle régulier.

Fig. 2.2 – Un graphe [3, 1, 6-cycle régulier

lemme 1 (Mollard [24]). Soient u1, u2, . . . , uµ une chaîne de longueur µ − 1 d’un
graphe G, [µ, η]-cycle régulier. Alors d(u1) = d(uµ).

lemme 2 (Mollard [24]). Si G est un graphe [µ, η]-cycle régulier avec δ(G) ≥ 3,
alors G est régulier ou semi-régulier.

Il se trouve que, tout graphe [3, 1, 6]-cycle régulier est sans triangle. Donc ils sont
sans K4 − e.
L’hypercube est le graphe maximum des graphes [2, 1, 4]-cycle réguliers pour son
ordre par rapport à son degré, puisque les graphes [2, 1, 4]-cycle réguliers ne sont
autre que les graphes (0, 2)-graphes.
Un graphe maximum pour les [3, 1, 6]-cycle réguliers, pour un degré maximum donné,
est Hk, le sous-graphe induit par les niveaux centraux Nk−1 et Nk d’un hypercube
Q2k−1.
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Proposition 21 (Mollard [24]). Soit G un graphe [3, 1, 6]-cycle régulier de degré
maximum n. Alors :

1. |V (G)| ≤ Cn
2n ;

2. |V (G)| = Cn
2n si et seulement si G est le sous-graphe Hn.

L’hypercube est aussi le graphe de diamètre maximum des graphes [2, 1, 4]-cycle
réguliers pour un degré donné. D’une manière similaire, Hn est le graphe de diamètre
maximum pour les graphes [3, 1, 6]-cycle réguliers pour un degré donné.

Proposition 22 (Kahoul et Berrachedi [17]). Soit G un graphe [3, 1, 6]-cycle régulier
de degré maximum n ≥ 2. Alors

1. diam(G) ≤ 2n+ 1 ;
2. diam(G) = 2n+ 1 si et seulement si G est le sous-graphe Hn.

Les deux derniers résultats sont les conséquences dérecte des propositions si-
dessous.

Proposition 23 (Mollard [24]). Soit G un graphe [3, 1, 6]-cycle régulier de degré
maximum n et N0, N1, . . . , Np une décomposition en niveaux arbitraire relative à un
sommet de G. Soit u un sommet de Ni Alors :

m(u,Ni−1) ≥ d i2e

Proposition 24 (Mollard [24]). Soit G un graphe [3, 1, 6]-cycle régulier de degré
maximum n et N0, N1, . . . , Np une décomposition en niveaux arbitraire relative à un
sommet de G. Alors pour tout k = 0, 1, . . . , n− 2

|N2k+1| ≤ n

k + 1(Ck
n−1)2

|N2k+2| ≤ n(n− k − 1)
(k + 1)2 (Ck

n−1)2

Proposition 25 (Kahoul [17]). Soient G un graphe [3, 1, 6]-cycle régulier, avec
δ(G) ≥ 2, et u, v deux sommets tels que : |N(u) ∩N(v)| ≥ 2. Alors u, v et tous les
sommets de N(u) ∩N(v) sont sur le même 6-cycle.

Proposition 26 (Kahoul [17]). Soient G un graphe [3, 1, 6]-cycle régulier et A =
{x, y, z, t, u, v} l’ensemble des sommets d’un 6-cycle tel que : d(x, t) = 1. Alors le
sous-graphe induit par A, GA, est isomorphe au graphe suivant.
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Fig. 2.3 – Un graphe [3, 1, 6-cycle régulier

Proposition 27 (Kahoul [17]). G un graphe [3, 1, 6]-cycle régulier, avec δ(G) ≥ 2.
Alors :

∀u, v ∈ V (G); |N(u) ∩N(v)| ∈ {0, 1, 3}
Proposition 28 (Berrachedi et Kahoul [7]). Soit G un graphe [3, 1, 6]-cycle régulier
de degré n et n′. Alors :

1 + n
n
′ + 2
3 ≤ |V (G)| ≤ Cn

2n

Proposition 29 (Berrachedi et Kahoul [7]). Soit G un graphe [3, 1, 6]-cycle régulier
de degré n. Alors :

1 + n
n+ 2

3 ≤ |V (G)| ≤ Cn
2n

2.9.1 Opérations sur les graphes cycle réguliers
Proposition 30 (Kahoul [17]). Si G et H sont deux graphes [3, 1, 6]-cycle réguliers
sans 4-cycle, alors le graphe G⊗H est un graphe [3, 1, 6]-cycle régulier.

Proposition 31 (Kahoul [17]). Si G et H sont deux graphes [3, 1, 6]-cycle réguliers,
alors le graphe G⊗H est un graphe [3, 1, 6]-cycle régulier.

Proposition 32 (Kahoul [17]). G ⊗ K2 est un graphe [3, 1, 6]-cycle régulier si et
seulement si G est un graphe [3, 1, 6]-cycle régulier.

2.10 La classe des graphes [3, 1, 6]-cycle induit réguliers
Définition 7 (Kahoul [17]). On dit qu’un graphe G est [3, 1, 6]-cycle induit régulier
si toute chaîne induite de longueur 3, à extrémités distinctes, appartient à un unique
6-cycle induit.

L’hypercube et les graphes [3, 1, 6]-cycle réguliers sont des graphes [3, 1, 6]-cycle
induit réguliers.

Proposition 33 (Kahoul [17]). Si G est un [3, 1, 6]-cycle induit régulier, sans tri-
angle, alors G est régulier ou semi-régulier.

Proposition 34 (Kahoul [17]). Soit G un graphe [3, 1, 6]-cycle régulier de degré
maximum n et N0, N1, . . . , Np un décomposition en niveaux arbitraire relative à un
sommet de G. Alors pour k = 0, . . . , n− 2 :

|N2k+1| ≤ n

k + 1(Ck
n−1)2
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et

|N2k+2| ≤ n(n− k + 1)
k + 1

2
(Ck

n−1)2

Proposition 35 (Berrachedi et Kahoul [19]). Le graphe Hypercube Qn est un graphe
[3, 1, 6]-cycle induit régulier.
Proposition 36 (Berrachedi et Kahoul [19]). Pour k ≥ 3, le graphe impair etendu
Ek est un graphe [3, 1, 6]-cycle induit régulier.
Proposition 37 (Berrachedi et Kahoul [19]). Si G est un graphe [3, 1, 6]-cycle ré-
gulier, alors G est un graphe [3, 1, 6]-cycle induit régulier.
Proposition 38 (Berrachedi et Kahoul [19]). Si G est un graphe [3, 1, 6]-cycle induit
régulier, sans K3 et sans 4-cycle, alors G est un graphe [3, 1, 6]-cycle régulier.
Proposition 39 (Berrachedi et Kahoul [19]). Soit G est un graphe [3, 1, 6]-cycle
induit régulier. Alors pour toute paire de sommets u et v à distance 2 :

d(u) = d(v)
Proposition 40 (Berrachedi et Kahoul [19]). Si G est un graphe [3, 1, 6]-cycle induit
régulier, alors G est régulier ou semi-régulier.
Proposition 41 (Berrachedi et Kahoul [19]). Si G est un graphe [3, 1, 6]-cycle induit
régulier, sans K3 et N0, N1, . . . , Np un décomposition arbitraire de G et u un sommet
dans Ni. Alors

d−(u) = m(u,Ni−1) ≥ d i2e
Proposition 42 (Berrachedi et Kahoul [19]). Si G est un graphe [3, 1, 6]-cycle in-
duit régulier, sans K3 de degré maximum n et N0, N1, . . . , Np une décomposition en
niveaux relative à un sommet de degré n. Alors pour k = 0, 1, . . . , n− 2

|N2k+1| ≤ n

k + 1(Ck
n−1)2

et

|N2k+2| ≤ n(n− k − 1)
(k + 1)2 (Ck

n−1)2

Proposition 43 (Kahoul [17]). Si G est un graphe [3, 1, 6]-cycle induit régulier, de
degré maximum n. Alors
• |V (G)| ≤ Cn

2n
• |V (G)| = Cn

2n ⇔ G = Hn

2.10.1 Opérations sur les graphes [3, 1, 6]-cycle induit réguliers
Proposition 44 (Kahoul [17]). Si G est un graphe [3, 1, 6]-cycle induit régulier,
alors G×K2 est un graphe [3, 1, 6]-cycle induit régulier.
Proposition 45 (Kahoul [17]). Si G et H sont deux graphes [3, 1, 6]-cycle induit
réguliers, sans K3, alors G×K2 est un graphe [3, 1, 6]-cycle induit régulier.
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Chapitre 3

Les {λ, µ}-graphes

3.1 Le {λ, µ}-graphe
Définition 8. Un graphe G est dit {λ, µ}-graphe si chaque paire de sommets dis-
tincts u et v de V (G) ont exactement λ voisins commun à distance µ de chacun
d’eux ou aucun.

Autrement dit, G est un {λ, µ}-graphe si :

∀u, v ∈ V (G) : |Nµ(u) ∩Nµ(v)| ∈ {0, λ} où Nµ(u) = {x ∈ V (G)/d(u, x) = µ}

Il se trouve que les (0, λ)-graphes sont des {λ, 1}-graphes.
Donc l’hypercube est un {2, 1}-graphe.

Proposition 46. Pour un entier positiif n. (n ≥ 3), on a :
(i)- Si n ≡ 2[4], Cn est un {1, n−2

2 }-graphe.
(ii)- Si n ≡ 1[4] ou n ≡ 3[4], Cn est un {1, n−1

2 }-graphe.
(iii)- Si n ≡ 0[4], Cn, pour n ≥ 4, est un graphe {2, n4}-graphe.
Démonstration. Rappelons que Cn est un cycle sans corde sur n sommets. Soient
u et v deux sommets.
(i)- Si n ≡ 2[4].

Cas.1 : Si d(u, v) = 2, alors |Nn−2
2

(u) ∩Nn−2
2

(v)| = 1.
Cas.2 : Si d(u, v) 6= 2, alors |Nn−2

2
(u) ∩Nn−2

2
(v)| = 0.��

Fig. 3.1 – C4k+2 avec d(u, v) = 2
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Fig. 3.2 – C4k+2 avec d(u, v) 6= 2

D’où Cn est un {1, n−2
2 }-graphe.

(ii)-Si n ≡ 1[4] ou n ≡ 3[4].
Si d(u, v) = 1, alors |Nn−1

2
(u) ∩Nn−1

2
(v)| = 1.(voir figure 3.3)

Si d(u, v) 6= 1, alors|Nn−1
2

(u) ∩Nn−1
2

(v)| = 0.��
Fig. 3.3 – C4k+1 ou C4k+3 avec d(u, v) = 1

D’où Cn est un {1, n−1
2 }-graphe.

(iii)- Si n ≡ 0[4]
Si d(u, v) < 2k, |Nk(u) ∩Nk(v)| = 0 car sinon d(u, v) = 2k absurde.
Si d(u, v) = 2k, |Nk(u) ∩Nk(v)| = 2.
D’ou Cn est un {2, n2}-graphe.

3.2 {2, 2}-graphe
lemme 3. Le graphe G suivant est un {2, 2}-graphe.
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G

Fig. 3.4 – Un {2, 2}-graphe G

Démonstration. Pour le graphe de la figure 3.4, le tableau suivant résume tous les
ensembles des voisins communs à distance 2 de chaque paire de sommets.

v 1 2 3 4 5 6 7

u
PPPPPPPPPN2(u)

N2(v) {3, 5, 6} {4, 7, 8} {1, 5, 6} {2, 7, 8} {1, 3, 6} {1, 3, 5} {2, 4, 8}
1 {3, 5, 6} / / / / / / /
2 {4, 7, 8} ∅ / / / / / /
3 {1, 5, 6} {5, 6} ∅ / / / / /
4 {2, 7, 8} ∅ {7, 8} ∅ / / / /
5 {1, 3, 6} {5, 6} ∅ {1, 6} ∅ / / /
6 {1, 3, 5} {3, 5} ∅ {1, 5} ∅ {1, 3} / /
7 {2, 4, 8} ∅ {4, 8} ∅ {2, 8} ∅ ∅ /
8 {2, 4, 7} ∅ {4, 7} ∅ {2, 7} ∅ ∅ {2, 4}

Tab. 3.1 – Le tableau des N2(u) ∩N2(v)

D’où le tableau suivant qui montre que pour toute paire de sommets u et v on a
bien

|N2(u) ∩N2(v)| ∈ {0, 2}

Donc le graphe G est bien un {2, 2}-graphe.
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v 1 2 3 4 5 6 7

u
PPPPPPPPPN2(u)

N2(v) {3, 5, 6} {4, 7, 8} {1, 5, 6} {2, 7, 8} {1, 3, 6} {1, 3, 5} {2, 4, 8}
1 {3, 5, 6} / / / / / / /
2 {4, 7, 8} 0 / / / / / /
3 {1, 5, 6} 2 0 / / / / /
4 {2, 7, 8} 0 2 0 / / / /
5 {1, 3, 6} 2 0 2 0 / / /
6 {1, 3, 5} 2 0 2 0 2 / /
7 {2, 4, 8} 0 2 0 2 0 0 /
8 {2, 4, 7} 0 2 0 2 0 0 2

Tab. 3.2 – Le tableau des |N2(u) ∩N2(v)|

lemme 4. Le graphe H suivant n’est pas un {2, 2}-graphe.�� � � ��� �
H

Fig. 3.5 – Un non {2, 2}-graphe H

Démonstration. Le tableau 3.3 représente N2(u)
⋂
N2(v) pour toute paire de som-

mets u et v du graphe précédent du graphe H.
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v a b c d e f g

u
PPPPPPPPPN2(u)

N2(v) {c, e, h} {d, f, g} {a, e, h} {b, f, g} {a, c, h} {b, d, f} {b, d, f}
a {c, e, h} / / / / / / /
b {d, g} ∅ / / / / / /
c {a, e, f} {e} ∅ / / / / /
d {b, h} {h} ∅ ∅ / / / /
e {a, c, f} {c} ∅ {a, f} ∅ / / /
f {c, e, g} {c, e} {g} {e} ∅ ∅ / /
g {a, d} ∅ {d} {a} ∅ {a} ∅ /
h {b, f} ∅ ∅ {f} {b} {f} ∅ ∅

Ce qui donne par suite le tableau suivant qui prouve qu’il existe au moins une
paire de sommets distincts

u et v de V (G) tel que |N2(u) ∩N2(v)| /∈ {0, 2}

v a b c d e f g

u
PPPPPPPPPN2(u)

N2(v) {c, e, h} {d, f, g} {a, e, h} {b, f, g} {a, c, h} {b, d, f} {b, d, f}
a {c, e, h} / / / / / / /
b {d, f, g} 0 / / / / / /
c {a, e, h} 1 0 / / / / /
d {b, f, g} 1 0 0 / / / /
e {a, c, h} 1 0 2 0 / / /
f {b, d, g} 2 1 1 0 0 / /
g {b, d, f} 0 1 1 0 1 0 /
h {a, c, e} 0 0 1 1 1 0 0

On déduit que H n’est pas un {2, 2}-graphe.
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lemme 5. Le graphe H suivant est un {2, 2}-graphe.� �� � � �� �
Le graphe H

Fig. 3.6 – Un {2, 2}-graphe H

Démonstration. Pour le graphe de la figure précedante, les deux tableau suivants
résument tous les voisins communs à distance 2 entre chaque paire de sommets
u et v de V (H) et le nombre de voisins entre eux. (voir tableau ?? et tableau ??)

v a b c d e f g

u
PPPPPPPPPN2(u)

N2(v) {c, e, h} {d, f, g} {a, e, h} {b, f, g} {a, c, h} {b, d, g} {b, d, f}
a {c, e, h} / / / / / / /
b {d, f, g} ∅ / / / / / /
c {a, e, h} {e, h} ∅ / / / / /
d {b, f, g} ∅ {f, g} ∅ / / / /
e {a, c, h} {c, h} ∅ {a, h} ∅ / / /
f {b, d, g} ∅ {d, g} ∅ {b, g} ∅ / /
g {b, d, f} ∅ {d, f} ∅ {b, f} ∅ {b, d} /
h {a, c, e} {c, e} ∅ {a, e} ∅ {a, c} ∅ ∅

v a b b c d e f

u
PPPPPPPPPN2(u)

N2(v) {d, f, g} {a, e, h} {b, f, g} {a, c, h} {b, d, g} {b, d, f} {b, d, f}
a {c, e, h} / / / / / / /
b {d, f, g} 0 / / / / / /
c {a, e, h} 2 0 / / / / /
d {b, f, g} 0 2 0 / / / /
e {a, c, h} 2 0 2 0 / / /
f {b, d, g} 0 2 0 2 0 / /
g {b, d, f} 0 2 0 2 0 2 /
h {a, c, e} 2 0 2 0 2 0 0
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Ainsi, ∀u, v ∈ V (H) (u 6= v) |N2(u) ∩N2(v)| ∈ {0, 2}
lemme 6. Si G est un {2, 2}-graphe non complet avec δ(G) ≥ 3, alors G est sans
K3.

Démonstration. Soit abc un K3 dans un {2, 2}-graphe G.

δ(G) ≥ 3⇒ ∃ a′ ∈ N(a), b′ ∈ N(b) et c′ ∈ N(c)���� ��� ��
N2(a) = {b′ , c′}
et

N2(c) = {a′ , b′}




⇒ N2(a) ∩N2(c) = {b′}

Comme G est un {2, 2}-graphe, il existe v 6= b
′ , v ∈ N2(a) ∩N2(c)

Donc il existe aussi, deux sommets u ∈ N(c) ∩N(v) et w ∈ N(v) ∪N(a)� � ���� � ��� ��
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On a pour les deux sommets b et a′ .

N2(b) = {a′ , c′ , u, w}
et

N2(a
′) = {b, c, w}




⇒ N2(a

′) ∩N2(b) = {w}

On a bien :

b /∈ N2(a
′) ∩N2(b), c /∈ N2(a

′) ∩N2(b) et a′ /∈ N2(a
′) ∩N2(b)

Trois cas ont lieu :
1. Supposons que c′ ∈ N2(a

′)
On distingue trois sous-cas 01 :
(a) sous-cas : c′ ∈ N(a) On a :� � ���� � ��� ��

N2(b) = {a′ , c′ , u, w}
et

N2(c
′) = {a′ , b, u, w}




⇒ N2(c

′) ∩N2(b) = {a′ , u, w}

Absurde avec G un {2, 2}-graphe.
(b) Sous-cas 02 : c ∈ N(a′) � � ���� � ��� ��

N2(b) = {a′ , c′ , u, w}
et

N2(a
′) = {b, c′ , u, w}




⇒ N2(a

′) ∩N2(b) = {c′ , u, w}

Absurde avec G un {2, 2}-graphe.
(c) Sous-cas 03 : c′ /∈ N(a) et c /∈ N(a

′)⇒ ∃x ∈ N2(a
′) ∩N2(c

′) On a :
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� � ���� � � ��� ��
N2(c

′) = {a, b, a′ , u}
et

N2(w) = {b, c, a′ , u}




⇒ N2(c

′) ∩N2(w) = {b, a′ , u}

Absurde avec G un {2, 2}-graphe.
Donc c′ /∈ N2(a

′)

2. Supposons que u ∈ N2(a
′)

Trois sous-cas ont lieu :
(a) u ∈ N(a′) On a : � � ���� � ��� ��

N2(u) = {b, a′ , c′ , w}
et

N2(b) = {a′ , c′ , u, w}




⇒ N2(b) ∩N2(u) = {a′ , c′ , w}

Absurde avec G un {2, 2}-graphe.
(b) v ∈ N(a) On a : � � ���� � ��� ��

N2(b) = {a′ , c′ , u, w}
et

N2(u) = {a, b, a′ , c′ , w}




⇒ N2(b) ∩N2(u) = {a′ , c′ , w}

Absurde avec G un {2, 2}-graphe.
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(c) c′ /∈ N2(a) et c /∈ N2(a
′)⇒ ∃x ∈ N2(a

′) ∩N2(c
′) On a :� � � ���� � ��� ��

N2(b) = {a′ , c′ , u, w}
et

N2(u) = {a, b, a′ , c′ , w}




⇒ N2(b) ∩N2(u) = {a′ , c′ , w}

Absurde avec G un {2, 2}-graphe.
Donc u /∈ N2(a′)

3. c′ /∈ N2(a
′) et u /∈ N2(a

′) Comme G est un {2, 2}-graphe.

N2(b) ∩N2(w) = {u} ⇒ ∃ y 6= u, y ∈ N2(b) ∩N2(u)

Donc :
∃ x ∈ N(b) ∩N(y) et ∃ z ∈ N(a′) ∩N(u)

On trouve dans ce cas : � � �� �� �� � � 	�� ��
N2(a) = {b′ , c′ , u, v, x, z}
et

N2(c) = {a′ , b′ , v, w, x}




⇒ N2(a) ∪N2(c) = {b′ , v, x}

Absurde avec G un {2, 2}-graphe.
Donc N2(b) ∪N2(a

′) = {u}. Contradiction avec G un {2, 2}-graphe.
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Proposition 47. Dans un {2, 2}-graphe G = (V,E), tout C6 est sans corde.

Démonstration. Soient G = (V,E) un {2, 2}-graphe et a, b, c, d, e, f, a un C6 de G.
(i)-D’aprés le lemme précédent G est sans K3, alors

b /∈ N(f), c /∈ N(e), c /∈ N(a), e /∈ N(a), b /∈ N(d) et f /∈ N(d)� �� �� �
(ii)-Supposons d ∈ N(a). � �� �� �

N2(a) = {c, e}
et

N2(c) = {a, e}




⇒ N2(a) ∩N2(c) = {e}

comme a /∈ N2(a) et c /∈ N2(c), alors il existe y 6= e, y ∈ N2(a) ∩N2(c)
Autrement dit, il existe x ∈ N(a) ∩N(y) et z ∈ N(c) ∩N(y).� �� � �� �� �
De même, on a :

N2(a) = {c, e, y}
et

N2(e) = {a, c}




⇒ N2(a) ∩N2(e) = {c}
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comme a /∈ N2(a) et e /∈ N2(e).
Supposons que : y ∈ N2(e)
Trois cas ont lieu :

1. Si y ∈ N(f). � � �� �� �� �
N2(f) = {b, d, x, z}

et
N2(b) = {d, f, x, z}




⇒ N2(x) ∩N2(d) = {d, x, z}

D’ou : |N2(f) ∩N2(b)| = 3 > 2. Absurde.

2. Si y ∈ N(d). � � �� �� �� �
N2(d) = {b, f, x, z}

et
N2(b) = {d, f, x, z}




⇒ N2(x) ∩N2(d) = {f, x, z}

D’ou : |N2(d) ∩N2(b)| = 3 > 2. Absurde.

3. S’il existe un sommet u tel que : u ∈ N(y) ∩N(e).� � �� � �� �� 	
N2(u) = {d, f, x, z}

et
N2(b) = {d, f, x, z}




⇒ N2(u) ∩N2(d) = {d, f, x, z}

D’ou : |N2(u) ∩N2(b)| = 4 > 2. Absurde.
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S’il existe v 6= c, v ∈ N2(a) ∩N2(e)
Autrement dit, il existe u ∈ N(a) ∩N(v) et w ∈ N(e) ∩N(v).
Danc ce cas : � �� � �� �� � 	
 �

N2(x) = {b, d, f, u, z}
et

N2(d) = {b, f, u, w, x, z}




⇒ N2(x) ∩N2(d) = {b, f, u, z}

D’ou : |N2(x) ∩N2(d)| = 4 > 2. Absurde.
(iii)-Supposons e ∈ N(b). � �� �� �

N2(a) = {c, e}
et

N2(c) = {a, e}




⇒ N2(a) ∩N2(c) = {e}

comme a /∈ N(a) et c /∈ N(c), alors il existe y 6= e, y ∈ N2(a) ∩N2(c)
Autrement dit, il existe x ∈ N(a) ∩N(y) et z ∈ N(c) ∩N(y).
De même, � �� � �� �� �

N2(a) = {c, e}
et

N2(c) = {a, c}




⇒ N2(a) ∩N2(e) = {c}

comme a /∈ N(a) et e /∈ N(e), alors il existe v 6= c, v ∈ N2(a) ∩N2(e)
Autrement dit, il existe u ∈ N(a) ∩N(v) et w ∈ N(e) ∩N(v).
Dans ce cas, on a
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 �
N2(x) = {b, f, u, z}

et
N2(d) = {b, f, w, z}




⇒ N2(x) ∩N2(d) = {b, f, z}

D’ou |N2(x) ∩N2(d)| = 3 > 2 . Absurde.

Proposition 48. Dans un {2, 2}-graphe G, tout C6 admet exactement une paire de
sommets reliés par trois P4 sommets-disjoints.

Démonstration. Soit G un {2, 2}-graphe et considérons a, b, c, d, e, f, a un C6. Trois
cas ont lieu :

1. Aucune paire de sommets n’est reliés par trois P4 sommets-disjoints.
On a :

                                                                         y                  z

                                                                   x                b               c 

                                                                            a       g            h          d 

                                                                                    f                 e

N2(a) = {c, e}
et

N2(c) = {a, e}




⇐⇒ N2(a) ∩N2(c) = {e}

Comme a /∈ N2(a) et c /∈ N2(c), on peut distinguer deux sous-cas :
(•) ∃ y 6= e, y ∈ N2(a) ∩ N2(c) et ∃x ∈ N(a) ∩ N(y) et ∃ z ∈ N(c) ∩ N(y).

Danc ce sous-cas :

N2(x) = {b, f, z}
et

N2(d) = {b, f, z}




⇐⇒ N2(x) ∩N2(d) = {b, f, z}

Donc, |N2(x) ∩N2(d)| = 3 > 2. Absurde.

(•) ∃ y 6= e, y ∈ N2(a) ∩N2(c) et ∃ x ∈ N(a) ∩N(y) De meme ∃ y′ 6= c, y ∈
N2(a) ∩N2(e) et ∃ x′ ∈ N(a) ∩N(y′).
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Danc ce sous-cas :

N2(b) = {x, x′ , d, f}
et

N2(f) = {x, x′ , d, b}




⇐⇒ N2(b) ∩N2(f) = {x, x′ , d}

Donc, |N2(b) ∩N2(f)| = 3 > 2. Absurde.

2. Exactement deux paires de sommets de C6 sont reliés par trois P4 sommets-
disjoints. On a :

                                                                                     b               c 

                                                                            a       g  x         h          d 

                                                                                              y

                                                                                    f               e

N2(a) = {c, e, h, x}
et

N2(c) = {a, e, h, x}




⇐⇒ N2(a) ∩N2(c) = {e, h, x}

Donc, |N2(a) ∩N2(c)| = 3 > 2. Absurde.

3. Exactement trois paires de sommets de C6 sont reliés par trois P4 sommets-
disjoints. On a :

                                                                                       b                   c 

                                                                            a          g    x      r      h          d 

                                                                                          s         y

                                                                                       f                      e 

N2(a) = {c, e, h, s, x}
et

N2(e) = {a, c, h, s, x}




⇐⇒ N2(a) ∩N2(e) = {c, e, h, s, x}

Donc, |N2(a) ∩N2(e)| = 4 > 2. Absurde.
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Le graphe suivant qui représente le dodécaèdre est un graphe de diamètre 5, de maille 5 et 3-
régulier.
Le dodécaèdre est sans triangle et sans C4.

Dans ce graphe, si on prend un sommet quelconque x, alors 5 est l’excentricité de x.
Autrement dit, la distance la plus courte, qui relie x et son sommet diamétral, est
égale à 5.

Remarque 1. Le dodécaèdre n’est pas un {2, 2}-graphe.
Car si on considére la décomposition de dodécaèdre à patir du sommet 1.

On a :

                                        3                12                13

                        2                 10                  11              19               20 

 1                      8                    9                 18

                                         7                 17                      16 

                           5                 6           15 

                                         4                       14 

N0                    N1               N2                N3               N4               N5

N2(1) = {3, 4, 6, 7, 9, 10}
et

N2(3) = {1, 5, 10, 11, 13, 14}




⇐⇒ N2(a) ∩N2(c) = {10}
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lemme 7. Dans le dodécaèdre pour tout sommet u on a :

∀v ∈ N4(u); |Ni(u) ∩N4−i(v)| = 2

Démonstration. Soit N0, N1, N2, N3, N4, N5 la décomposition en niveaux du dodéca-
èdre à partir du sommet u = 1. D’aprés la figure 3.7, on a

                                        3                12                13

                        2                 10                  11              19               20 

 1                      8                    9                 18

                                         7                 17                      16 

                           5                 6           15 

                                         4                       14 

N0                    N1               N2                N3               N4               N5

Fig. 3.7 – La décomposition du dodécaèdre à partir du sommet 1 et 20

N4(1) = {13, 16, 19} =⇒ v ∈ {13, 16, 19}

Donc on prenant u = 1, le tableau suivant résume tous les

Ni(v) ∩N4−i(1) pour tout v ∈ {13, 16, 19}.

D’où le tableau suivant qui montre bien que tous les

Ni(v)∩N4−i(1) Ni(13) ∩N4−i(1) Ni(16) ∩N4−i(1) Ni(19) ∩N4−i(1)
HHHHHHi

v 13 16 19

3 2 ;5 5 ;8 2 ;8
2 3 ;4 6 ;7 9 ;10
1 12 ;14 15 ;17 11 ;18

Tab. 3.3 – Le tableau des Ni(v) ∩N4−i(1)

|Ni(v) ∩N4−i(1)| = 2 pour tout v ∈ {13, 16, 19}.

Donc, le dodécaèdre vérifie la propriété

|Ni(v) ∩N4−i(1)| = 2 pour tout v ∈ N4(1).
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Ni(v) ∩N4−i(1) Ni(13) ∩N4−i(1) Ni(16) ∩N4−i(1) Ni(19) ∩N4−i(1)
HHHHHHi

v 13 16 19

3 2 2 2
2 2 2 2
1 2 2 2

Tab. 3.4 – Le tableau des |Ni(v) ∩N4−i(1)|

De même, on peut déduire la décomposition du dodécaèdre à partir du sommet
y = 20 qui l’unique sommet diamétral de x = 1. On a alors,

{Ni(20) = N5−i(1) avec i = 0, 1, 2, 3, 4, 5}.

Donc :
N4(20) = {2, 5, 8} =⇒ v ∈ {2, 5, 8}

Alors, le tableau suivant résume tous les

Ni(v) ∩N4−i(20) pour tout v ∈ {2, 5, 8}.

D’où le tableau suivant qui montre bien que

Ni(v)∩N4−i(20) Ni(2) ∩N4−i(20) Ni(5) ∩N4−i(20) Ni(8) ∩N4−i(1)
HHHHHHi

v 2 5 8

3 13 ;19 13 ;16 16 ;19
2 11 ;12 14 ;15 17 ;18
1 3 ;10 4 ;6 7 ;9

Tab. 3.5 – Le tableau des Ni(v) ∩N4−i(20)

|Ni(v) ∩N4−i(20)| = 2 pour tout v ∈ {2, 5, 8}.

Donc, le dodécaèdre vérifie la propriété

Ni(v)∩N4−i(20) Ni(2) ∩N4−i(20) Ni(5) ∩N4−i(20) Ni(8) ∩N4−i(20)
HHHHHHi

v 2 5 8

3 2 2 2
2 2 2 2
1 2 2 2

Tab. 3.6 – Le tableau des |Ni(v) ∩N4−i(20)|
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|Ni(v) ∩N4−i(20)| = 2 pour tout v ∈ N4(20)

On reprends le même travail avec chaque sommet x et son unique sommet diamétral
y comme suit :
• x = 2 et y = 16.
On a :

                                                                   12            13                  20 

                                               3                 4               14                  15                 16

                    2                           1              5                      6 

                                                                      8              7

                                                                                                       17 

                                              10                   9                 18 

                                                                   11               19 

Fig. 3.8 – La décomposition du dodécaèdre à partir du sommet 2 et 16

N4(2) = {15, 17, 20} =⇒ v ∈ {15, 17, 20}

Ni(v) ∩N4−i(u) Ni(15) ∩N4−i(2) Ni(17) ∩N4−i(2) Ni(20) ∩N4−i(2)
HHHHHHi

v 15 17 20

1 6 ;14 7 ;18 13 ;19
2 4 ;5 8 ;9 11 ;12
3 1 ;3 1 ;10 3 ;10

Tab. 3.7 – Le tableau des Ni(v) ∩N4−i(2)

N4(16) = {1, 3, 10} =⇒ v ∈ {1, 3, 10}
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Ni(v) ∩N4−i(u) Ni(15) ∩N4−i(2) Ni(17) ∩N4−i(2) Ni(20) ∩N4−i(2)
HHHHHHi

v 15 17 20

1 5 ;8 4 ;12 9 ;11
2 6 ;7 13 ;14 18 ;19
3 55 ;17 15 ;20 17 ;20

Tab. 3.8 – Le tableau des Ni(v) ∩N4−i(18)

• x = 3 et y = 17.

                                                          13                    20             16 

                                       12                 11                   19           18                   17

                                                             14              15 

                3                      4

                                                                5                 6                    7 

                                                            1                8 

                                         2 

                                                           10                   9

Fig. 3.9 – La décomposition du dodécaèdre à partir du sommet 3 et 17

N4(3) = {7, 16, 18} =⇒ v ∈ {7, 16, 18}

Ni(v) ∩N4−i(u) Ni(7) ∩N4−i(3) Ni(16) ∩N4−i(2) Ni(18) ∩N4−i(2)
HHHHHHi

v 7 16 18

1 6 ;8 15 ;20 9 ;19
2 1 ;5 13 ;14 10 ;11
3 2 ;4 4 ;12 2 ;12

Tab. 3.9 – Le tableau des Ni(v) ∩N4−i(3)

N4(17) = {2, 4, 12} =⇒ v ∈ {2, 4, 12}
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Ni(v)∩N4−i(17) Ni(2) ∩N4−i(17) Ni(4) ∩N4−i(17) Ni(12) ∩N4−i(17)
HHHHHHi

v 2 4 12

1 1 ;10 5 ;14 11 ;13
2 8 ;9 6 ;15 19 ;20
3 7 ;18 7 ;16 16 ;18

Tab. 3.10 – Le tableau des Ni(v) ∩N4−i(17)

• x = 4 et y = 18.

                                                                   6                7                     17 

                                               5                   1                8                  9                  18

                       4                      14                 15              16 

                                                                 13                 20

                                                                   12                11                 19

                                                 3 

                                                                    2                    10 

Fig. 3.10 – La décomposition du dodécaèdre à partir du sommet 4 et 18

N4(4) = {9, 16, 17} =⇒ v ∈ {9, 16, 17}

Ni(v) ∩N4−i(4) Ni(9) ∩N4−i(4) Ni(16) ∩N4−i(4) Ni(17) ∩N4−i(4)
HHHHHHi

v 9 16 17

1 8 ;10 7 ;16 11 ;20
2 1 ;2 6 ;15 12 ;13
3 3 ;5 5 ;14 3 ;14

Tab. 3.11 – Le tableau des Ni(v) ∩N4−i(4)

N4(18) = {3, 5, 14} =⇒ v ∈ {3, 5, 14}
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Ni(v)∩N4−i(18) Ni(3) ∩N4−i(18) Ni(5) ∩N4−i(18) Ni(14) ∩N4−i(18)
HHHHHHi

v 3 5 14

1 2 ;12 1 ;6 13 ;15
2 10 ;11 7 ;8 16 ;20
3 9 ;19 9 ;17 17 ;19

Tab. 3.12 – Le tableau des Ni(v) ∩N4−i(18)

• x = 5 et y = 19.

                                                              7                17                   18

                                            6                 15              16                 20                   19

                                                                   8               9 

                  5                        1

                                                               2                       10 

                                                               3                   12               11 

                                              4 

                                                                14                 13 

Fig. 3.11 – La décomposition du dodécaèdre à partir du sommet 5 et 19

N4(5) = {11, 18, 20} =⇒ v ∈ {11, 18, 20}

Ni(v) ∩N4−i(5) Ni(11) ∩N4−i(5) Ni(18) ∩N4−i(5) Ni(20) ∩N4−i(5)
HHHHHHi

v 11 18 20

1 10 ;12 9 ;17 13 ;16
2 2 ;3 7 ;8 14 ;15
3 1 ;4 1 ;6 4 ;6

Tab. 3.13 – Le tableau des Ni(v) ∩N4−i(5)

N4(19) = {1, 4, 6} =⇒ v ∈ {1, 4, 6}
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Ni(v)∩N4−i(19) Ni(1) ∩N4−i(19) Ni(4) ∩N4−i(19) Ni(6) ∩N4−i(19)
HHHHHHi

v 1 4 6

1 2 ;8 3 ;14 7 ;15
2 9 ;10 12 ;13 16 ;17
3 11 ;18 11 ;20 18 ;20

Tab. 3.14 – Le tableau des Ni(v) ∩N4−i(19)

• x = 6 et y = 11.

                                                        1                 2 

                                                                                      10 

                      5                   4                3                    12                  11

6                     7                      8              9

                                           17             18                      19 

                        15             16                20 

                                          14                     13

               N0                    N1               N2                N3               N4               N5

Fig. 3.12 – La décomposition du dodécaèdre à partir du sommet 6 et 11

N4(6) = {10, 12, 19} =⇒ v ∈ {10, 12, 19}

Ni(v) ∩N4−i(6) Ni(10) ∩N4−i(6) Ni(12) ∩N4−i(6) Ni(19) ∩N4−i(6)
HHHHHHi

v 10 12 19

1 2 ;9 3 ;13 18 ;20
2 1 ;8 4 ;14 16 ;17
3 2 ;5 5 ;15 7 ;15

Tab. 3.15 – Le tableau des Ni(v) ∩N4−i(6)

N4(11) = {5, 7, 15} =⇒ v ∈ {5, 7, 15}
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Ni(v)∩N4−i(11) Ni(5) ∩N4−i(11) Ni(7) ∩N4−i(11) Ni(15) ∩N4−i(11)
HHHHHHi

v 5 7 15

1 1 ;4 8 ;17 14 ;16
2 2 ;3 9 ;18 13 ;20
3 10 ;12 10 ;19 12 ;19

Tab. 3.16 – Le tableau des Ni(v) ∩N4−i(11)

• x = 7 et y = 12.

                                                                           1                 2                   3 

                                                       8                   9               10                  11   12 

                                                                                5             4 

                               7                      6 

                                                                          15               14                      13 

                                                                                16         20 

                                                        17 

                                                                        18                         19 

Fig. 3.13 – La décomposition du dodécaèdre à partir du sommet 7 et 12

N4(7) = {3, 11, 13} =⇒ v ∈ {3, 11, 13}

Ni(v) ∩N4−i(7) Ni(3) ∩N4−i(7) Ni(11) ∩N4−i(7) Ni(13) ∩N4−i(7)
HHHHHHi

v 3 11 13

1 2 ;4 10 ;19 14 ;20
2 1 ;6 9 ;18 15 ;16
3 6 ;8 8 ;17 9 ;17

Tab. 3.17 – Le tableau des Ni(v) ∩N4−i(7)

N4(20) = {6, 8, 17} =⇒ v ∈ {6, 8, 17}
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Ni(v)∩N4−i(20) Ni(6) ∩N4−i(20) Ni(8) ∩N4−i(20) Ni(17) ∩N4−i(20)
HHHHHHi

v 6 8 17

1 5 ;15 1 ;9 16 ;18
2 4 ;14 2 ;10 19 ;20
3 3 ;13 3 ;11 11 ;13

Tab. 3.18 – Le tableau des Ni(v) ∩N4−i(12)

• x = 8 et y = 13.

                                                             10                      11           12

                                              9                 18           19                   20                  13

                                                                   2             3 

                      8                       1                5 

                                                                                  4                       14 

                                              7                   6            15 

                                                               17                  16 

Fig. 3.14 – La décomposition du dodécaèdre à partir du sommet 8 et 13

N4(8) = {12, 14, 20} =⇒ v ∈ {12, 14, 20}

Ni(v) ∩N4−i(8) Ni(12) ∩N4−i(8) Ni(14) ∩N4−i(8) Ni(20) ∩N4−i(8)
HHHHHHi

v 12 14 20

1 3 ;11 4 ;15 16 ;19
2 2 ;10 5 ;6 17 ;18
3 1 ;9 1 ;7 7 ;9

Tab. 3.19 – Le tableau des Ni(v) ∩N4−i(8)

N4(13) = {1, 7, 9} =⇒ v ∈ {1, 7, 9}
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Ni(v)∩N4−i(13) Ni(1) ∩N4−i(13) Ni(7) ∩N4−i(13) Ni(9) ∩N4−i(13)
HHHHHHi

v 1 7 9

1 2 ;5 6 ;17 10 ;18
2 3 ;4 15 ;16 11 ;19
3 12 ;14 14 ;20 12 ;20

Tab. 3.20 – Le tableau des Ni(v) ∩N4−i(13)

• x = 9 et y = 14.

                                                                  11                      12             13 

                                                   10                2                   3              4                   14 

                                                                        19             20

                           9                      18               17

                                                                                            16                15 

                                                     8               7                6 

                                                                  1                           5 

Fig. 3.15 – La décomposition du dodécaèdre à partir du sommet 9 et 14

N4(9) = {4, 13, 15} =⇒ v ∈ {4, 13, 15}

Ni(v) ∩N4−i(9) Ni(4) ∩N4−i(9) Ni(13) ∩N4−i(9) Ni(15) ∩N4−i(9)
HHHHHHi

v 4 13 15

1 3 ;5 12 ;20 6 ;16
2 1 ;2 11 ;19 7 ;17
3 8 ;10 10 ;18 8 ;18

Tab. 3.21 – Le tableau des Ni(v) ∩N4−i(9)

N4(14) = {8, 10, 18} =⇒ v ∈ {8, 10, 18}
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Ni(v)∩N4−i(14) Ni(8) ∩N4−i(14) Ni(10) ∩N4−i(14) Ni(18) ∩N4−i(14)
HHHHHHi

v 8 10 18

1 1 ;7 2 ;11 17 ;19
2 5 ;6 3 ;12 16 ;20
3 4 ;15 4 ;13 13 ;15

Tab. 3.22 – Le tableau des Ni(v) ∩N4−i(14)

• x = 10 et y = 15.

                                                            12                     13            14 

                                         11                  19                   20           16                   15 

                                                                  3

                   10                     2                                    4 

                                                              1                  5                       6 

                                             9               8                   7

                                                                18                 17

Fig. 3.16 – La décomposition du dodécaèdre à partir du sommet 10 et 15

N4(10) = {6, 14, 16} =⇒ v ∈ {6, 14, 16}

Ni(v)∩N4−i(10) Ni(6) ∩N4−i(10) Ni(14) ∩N4−i(10) Ni(16) ∩N4−i(10)
HHHHHHi

v 6 14 16

1 5 ;7 4 ;13 17 ;20
2 1 ;8 3 ;12 18 ;19
3 2 ;9 2 ;11 9 ;11

Tab. 3.23 – Le tableau des Ni(v) ∩N4−i(10)

N4(15) = {2, 9, 11} =⇒ v ∈ {2, 9, 11}
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Ni(v)∩N4−i(15) Ni(2) ∩N4−i(15) Ni(9) ∩N4−i(15) Ni(11) ∩N4−i(15)
HHHHHHi

v 2 9 11

1 1 ;3 8 ;18 12 ;19
2 4 ;5 7 ;17 13 ;20
3 6 ;14 6 ;16 14 ;16

Tab. 3.24 – Le tableau des Ni(v) ∩N4−i(15)

3.3 Opérations sur les {2, 2}-graphes
Proposition 49. si G et H sont deux {λ, µ}-graphes, alors le produit catégoriel
G×H est un {λ, µ}-graphe.
Démonstration. Soit U = (u, u′) et V = (v, v′) deux sommets de G×H.
Supposons que |Nµ(U) ∩Nµ(V )| 6= 0 et W1 = (w1, w

′
1) ∈ Nµ(U) ∩Nµ(V ).

Alors
w1 ∈ Nµ(u) ∩Nµ(v) et w2 ∈ Nµ(u

′) ∩Nµ(v
′)

PuisqueG et H sont {λ, µ}-graphes, alors ils exsitent w2, w3, . . . , wλ (λ−1) sommets
de graphe G et w′2, w

′
3, . . . , w

′
λ (λ− 1) sommets de graphe H tels que :

N2(u) ∩N2(v) = {w1, w2, w3, . . . , wλ}
et

Nµ(u
′) ∩Nµ(v

′) = {w′1, w
′
2, w

′
3, . . . , w

′
λ}

D’où

{W1,W2, . . . ,Wλ} ⊆ Nµ(U) ∩Nµ(V ) avec Wi = (wi, w
′
i) pour i = 1, . . . , λ

Donc, |Nµ(U) ∩Nµ(V )| ≥ λ
Supposons qu’il existe

Wλ+1 = (wλ+1, w
′
λ+1) ∈ Nµ(U) ∩Nµ(V )

avec
Wλ+1 6= Wi, pour i = 1, . . . , λ

donc
wλ+1 6= wi ou w

′
λ+1 6= wi, pour i = 1, . . . , λ

D’où
|Nµ(u) ∩Nµ(v)| > λ ou |Nµ(u

′) ∩Nµ(v
′)| > λ

Absurde.
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Chapitre 4

Graphes [4, 1, 8]-cycle réguliers

4.1 Graphes [µ, λ, 2µ]-cycle réguliers
Définition 9. On appelle graphe [µ, λ, 2µ]-cycle régulier le graphe connexe où toute
chaîne de longueur µ appartient à exactement λ 2µ-cycles.

4.2 Graphes [4, 1, 8]-cycle réguliers
Définition 10. Un graphe G est appelé graphe [4, 1, 8]-cycle régulier si toute chaîne
de longueur 4 appartient à un unique 8-cycle.

lemme 8. Le graphe de Désargues suivant est un graphe [4, 1, 8]-cycle régulier.

                                       2 

                      1                                  3

             10         11      12     13                4

                     20                                14

              9      19                               15      5

                            18                      16

                                    17                     6

                     8                      7 

Fig. 4.1 – Le graphe de désagues

Démonstration. Soit la décomposition en niveaux du graphe de désargues à partir
du sommet 1.
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                                           3             4 

                         2            12                  13            5

                                         14            15

        1             11                                          16                        6 

                                        19             18 

                                                                            7 

                          10           20                 17 

                                            9               8 

N0 N1 N2 N3 N4 N5

Fig. 4.2 – La décomposition en niveaux du graphe de désargues

Considérons toutes les chaînes P5 issues du sommet 1.
Deux cas ont lieu :
Cas 01 : P5 rencontre 5 niveaux.

                                       2 

                      1                                  3

             10         11      12     13                4

                     20                                14

              9      19                               15      5

                            18                      16

                                    17                     6

                     8                      7 

                                           3             4 

                         2            12                  13            5

                                         14            15

        1             11                                          16                        6 

                                        19             18 

                                                                            7 

                          10           20                 17 

                                            9               8 

                                       2 

                      1                                  3

             10         11      12     13                4

                     20                                14

              9       19                               15    5

                            18                      16

                                    17                     6

                     8                      7 

                                                          3             4 

                                        2                   12           13            5 

                                                         14            15 

                      1             11                                          16                        6 

                                                       18              19 

                                                                                         7 

                                         10           20                 17 

                                                            9             8 
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                                       2 

                      1                                  3

             10         11     12     13                4

                     20                                14

              9     19                                15    5

                            18                      16

                                    17                     6

                     8                      7 

                                                          3             4 

                                        2                   12           13            5 

                                                         14            15 

                      1             11                                          16                        6 

                                                       18              19 

                                                                                         7 

                                         10           20                 17 

                                                            9             8 

                                       2 

                      1                                  3

            10         11     12     13                4

                     20                                14

              9     19                                15    5

                           18                      16

                                    17                     6

                      8                   7 

                                                          3             4 

                                        2                   12           13            5 

                                                         14            15 

                      1             11                                          16                        6 

                                                       18              19 

                                                                                         7 

                                         10           20                 17 

                                                            9             8 

                                       2 

                      1                                  3

            10         11     12     13                4

                     20                                14

              9     19                                15     5

                            18                      16

                                    17                     6

                        8                   7 

                                                          3             4 

                                        2                   12           13            5 

                                                         14            15 

                      1             11                                          16                        6 

                                                       18              19 

                                                                                         7 

                                         10           20                 17 

                                                            9             8 

                                       2 

                      1                                  3

            10         11     12       13                4

                     20                                14

              9     19                                15     5

                           18                      16

                                    17                     6

                        8                 7 

                                                          3             4 

                                        2                   12           13            5 

                                                         14            15 

                      1             11                                          16                        6 

                                                       18              19 

                                                                                         7 

                                         10           20                 17 

                                                            9             8 
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                                       2 

                      1                                  3

            10         11     12       13                4

                     20                                14

              9     19                                15     5

                           18                      16

                                    17                     6

                        8                  7 

                                                          3             4 

                                        2                   12           13            5 

                                                         14            15 

                      1             11                                          16                        6 

                                                       18              19 

                                                                                         7 

                                         10           20                 17 

                                                            9             8 

                                       2 

                      1                                  3

            10         11     12       13                4

                     20                                14

              9     19                                15     5

                           18                      16

                                    17                     6

                        8                  7 

                                                          3             4 

                                        2                   12           13            5 

                                                         14            15 

                      1             11                                          16                        6 

                                                       18              19 

                                                                                         7 

                                         10           20                 17 

                                                            9             8 

                                       2 

                      1                                  3

            10         11     12       13                4

                     20                                14

              9     19                                15     5

                           18                      16

                                    17                     6

                        8                  7 

                                                          3             4 

                                        2                   12           13            5 

                                                         14            15 

                      1             11                                          16                        6 

                                                       18              19 

                                                                                         7 

                                         10           20                 17 

                                                            9             8 

                                       2 

                      1                                  3

            10         11     12       13                4

                     20                                14

              9     19                                15     5

                           18                      16

                                    17                     6

                        8                  7 

                                                          3             4 

                                        2                   12           13            5 

                                                         14            15 

                      1             11                                          16                        6 

                                                       18              19 

                                                                                         7 

                                         10           20                 17 

                                                            9             8 
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Cas 02 : P5 rencontre 4 niveaux.

                                       2 

                      1                                  3

             10         11      12     13                4

                     20                                14

              9       19                               15    5

                            18                      16

                                    17                     6

                     8                      7 

                                                          3             4 

                                        2                   12           13            5 

                                                         14            15 

                      1             11                                          16                        6 

                                                       18              19 

                                                                                         7 

                                         10           20                 17 

                                                            9             8 

                                       2 

                      1                                   3

            10          11      12     13                 4

                     20                                14

              9       19                               15    5

                            18                      16

                                    17                     6

                        8                  7 

                                                          3             4 

                                        2                   12           13            5 

                                                         14            15 

                      1             11                                          16                        6 

                                                       18              19 

                                                                                         7 

                                         10           20                 17 

                                                            9             8 

                                       2 

                      1                                   3

            10          11      12     13                 4

                     20                                14

              9       19                               15    5

                            18                      16

                                    17                     6

                        8                  7 

                                                          3             4 

                                        2                   12           13            5 

                                                         14            15 

                      1             11                                          16                        6 

                                                       18              19 

                                                                                         7 

                                         10           20                 17 

                                                            9             8 

                                       2 

                      1                                   3

            10          11      12     13                 4

                     20                                14

              9       19                               15    5

                            18                      16

                                    17                     6

                        8                  7 

                                                          3             4 

                                        2                   12           13            5 

                                                         14            15 

                      1             11                                          16                        6 

                                                       18              19 

                                                                                         7 

                                         10           20                 17 

                                                            9             8 
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Remarque 2. Le graphe de Petersen est régulier de maille 5 mais il n’est pas un
{2, 2}-graphe.

Fig. 4.3 – Le graphe de peterson

Remarque 3. Le graphe de Petersen peut-être considérer comme le graphe C5 relié
avec sa copie par un couplage parfait comme suit :

Proposition 50. Le graphe de Petersen est un graphe [4, 1, 8]-cycle régulier.

Démonstration. Soit {N0, N1, N2} la décomposition en niveaux du graphe de Peter-
sen.
Considérons toutes les chaînes P5 issues du sommet 1.
Deux cas ont lieu :
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Cas 01 : P5 rencontre les 3 niveaux. Toutes les P5 en gras appartiennent à un

                                                                    1 

                                                                  7 

                                                     5        6          8       2 

                                                           10              9 

                                                           4                   3

                                                                                     3 

                                                                      2                           8 

                                                 1                   7                      10 

                                                                                               9 

                                                                                                   6 

                                                                  5                    4 ��� � � ��� �� 	                                                                                     3 

                                                                      2                           8 

                                                 1                   7                     10 

                                                                                               9 

                                                                                                   6 

                                                                  5                    4 ��� � � ��� �� 	                                                                                     3 

                                                                    2                             8 

                                                 1                   7                      10 

                                                                                                9 

                                                                                                    6 

                                                                  5                      4 ��� � � ��� �� 	                                                                                     3 

                                                                    2                             8 

                                                 1                   7                      10 

                                                                                                9 

                                                                                                    6 

                                                                  5                      4 

unique 8-cycle complété avec des arêtes pointillées.
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Cas 02 : P5 rencontre 2 niveaux seulement.��� � � ��� �� 	                                                                                     3 

                                                                    2                             8 

                                                 1                   7                      10 

                                                                                                9 

                                                                                                    6 

                                                                  5                      4 ��� � � ��� �� 	                                                                                    3 

                                                                   2                              8 

                                                 1                   7                      10 

                                                                                                9 

                                                                                                    6 

                                                                  5                      4 ��� � � ��� �� 	                                                                                    3 

                                                                   2                              8 

                                                 1                   7                      10 

                                                                                                9 

                                                                                                    6 

                                                                  5                      4 ��� � � ��� �� 	
                                                                                    3 

                                                                  2                                   8 

                                            1                     7                           10 

                                                                                                  9 

                                                                                                       6 

                                                                 5                        4 
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Proposition 51. Si un {2, 2}-graphe G de diamètre au moins 4 est sans H1 et H2
suivants, alors G est un [4, 1, 8]-cycle régulier.

H1 H2

Démonstration. Étant donné G un {2, 2}-graphe et ch = uxyzv uneP5 de G.
On a

N2(u) ∩N2(v) = {y} donc ∃ y1 ∈ N2(u) ∩N2(v) et y1 6= y

On peut distinguer les cas suivant :

1. Cas 01 : Supposons y1 ∈ N(x) ∩N(z).�� ���� �
Fig. 4.4 – La chaîne uxyzv

On a : {
N2(u) = {y, y1}
N2(y) = {u, y1, v}
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Donc, N2(u) ∩N2(y) = {y1}.
On sait que y /∈ N2(y) et u /∈ N2(u).
Supposons que v ∈ N2(u). Deux sous-cas ont lieu :

(a) Si u ∈ N(z) ou v ∈ N(x) on a H2.�� � ����
�� � ����

(b) S’ il existe w ∈ N(u) ∩ N(v) uxy1zvwu est un C6 ne contenant aucune
paire de sommets reliés par trois P4.�� �� �� ��

Donc v /∈ N2(u).
v /∈ N2(u) =⇒ ∃ b ∈ N2(u) ∩N2(y) et b 6= y.
Autrement dit :
∃ a ∈ N(u) ∩N(b) et c ∈ N(b) ∩N(y).� �� � � ���� �
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De même pour les deux sommets v et y on a :
∃ b1 ∈ N2(v) ∩N2(y) et b1 6= y1.� ��� ��� � � � ��� �� �

{
N2(u) = {y, y1, b}
N2(y1) = {u, v, y}

On sait que v /∈ N2(u).
Si b ∈ N2(y1).
Alors Trois sous-cas ont lieu :
(a) Sous-cas 1.1

Si c ∈ N(y1) =⇒ b ∈ N2(y1) donc N2(y) ∩N2(y1) = {u, v, b}. Absurde.� ��� ��� � � � ��� �� �
(b) Sous-cas 1.2 a ∈ N(y1)� ��� ��� � � � ��� �� �

{
N2(x) = {a, c, c1, z}
N2(z) = {a, c, c1, x}

Donc, N2(x) ∩N2(z) = {a, c, c1} ⇒ |N2(x) ∩N2(z)| = 3 > 2. Absurde.
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� ��� ��� �� � � � ��� �� 	
(c) Sous-cas 1.3

Si ∃ y2 ∈ N(b) ∩N(y1) =⇒ N2(y) ∩N2(y1) = {u, v, b}.
Absurde.
Donc b /∈ N2(y1)

2. Cas 02 : Supposons que y1 ∈ N(x) et y1 /∈ N(z), alors ∃ z1 ∈ N(y1) ∩N(v).
On a : � � �� �� �� �� �

{
N2(u) = {y, y1}
N2(y) = {u, v, y1}

Donc, N2(u) ∩N2(y) = {y1}.
Si v ∈ N2(u) =⇒ ∃ x1 ∈ N(u) ∩ N(v) D’où H1 est un sous graphe de G.
Absurde.(voir figure ??)
Si ∃ b ∈ N2(u)∩N2(y) et b 6= y1, alors ∃ a ∈ N(u)∩N(b) et ∃ c ∈ N(y)∩N(b).
On a dans ce cas : {

N2(a) = {c, x}
N2(c) = {a, x, z}
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Si z ∈ N2(a). Trois sous-cas ont lieu :
(a) Si z ∈ N(b). � �� � �� � �� �� �� �

{
N2(u) = {b, y, y1}
N2(v) = {b, y, y1}

Donc N2(u) ∩N2(v) = {b, y, y1}. Absurde.
(b) Si z ∈ N(u). � �� � �� � �� �� �� �

{
N2(y) = {b, v, y1, u}
N2(u) = {b, y, y1, v}

Donc N2(y) ∩N2(u) = {b, v, y1}. Absurde.
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(c) Si ∃ w ∈ N(a) ∩N(z).� �� � �� �� �� �� �� 	
{
N2(v) = {y, y1, w}
N2(u) = {b, y, y1, w}

Donc N2(u) ∩N2(v) = {y, y1, w}. Absurde.
Alors z /∈ N2(a) ∩N2(c) D’où N2(a) ∩N2(c) = {x} =⇒ ∃ s ∈ N2(a) ∩N2(c).
Autrement dit : ∃ r ∈ N(a) ∩N(s) et ∃ t ∈ N(c) ∩N(s). D’où :� �� �� � � �� 	 
�� ��

{
N2(r = {b, u, t}
N2(y) = {b, u, t}

Alors, |N2(r) ∩N2(y)| = 3 > 2. Absurde.
On procède de la même manière dans le cas où y1 /∈ N(x) et y1 ∈ N(z).

3. Cas 03 : y1 /∈ N(x) et y1 /∈ N(z) donc ∃ x1 ∈ N(u) ∩ N(y) et ∃ z1 ∈ n(v) ∩
N(y).
D’où ch = uxyzv appartient au 8-cycle uxyzvz1y1x1u.� � �� ��� �� ��
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Ce 8-cycle est unique, car sinon |N2(u) ∩N2(v)| > 2. Absurde.

lemme 9. Si un graphe G est un [4, 1, 8]-cycle régulier avec δ(G) ≥ 3, alors G est
sans C4.

Démonstration. Supposons G = (V,E) un graphe [4, 1, 8]-cycle régulier admettant
le C4 abcd comme sous-graphe.
Comme dG(a) ≥ 3 et dG(c) ≥ 3, il existe deux sommets u et v adjacents à a et c
respectivement. D’où ch = uabcv est une P5 de longueur 4. Il existe trois sommets�� � � ��
a
′
, b
′
, c
′ tels que ch appartient au 8-cycle uabcvc′b′a′u. D’où ch′ = ua

′
b
′
c
′
v appartient,�� � � ���� �� ��

au moins, au deux 8-cycles ua′b′c′vcbau et ua′b′c′vcdau. Absurde.
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Proposition 52. Tout graphe H isomorphe à un graphe [4, 18]-cycle régulier G, est
un graphe [4, 1, 8]-cycle régulier.

Démonstration. Soit G un graphe [4, 1, 8]-cycle régulier.
• Existences
Soit f un isomorphisme du graphe G dans le graphe H et ch′ = v1, v2, v3, v4, v5 une
chaîne de longueur 4 du graphe H.
Il existe une chaîne ch = u1, u2, u3, u4, u5 du graphe G, telle que :

∀i ∈ {1, . . . , 5}; vi = f(ui)

La chaine ch appartient à un unique 8-cycle u1, u2, u3, u4, u5, u6, u7, u8, u1.
Il existe trois sommets v6, v7etv8 du graphe H tels que v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v1
est un 8-cycle qui contient la chaîne ch′ .
• Unicité
Supposons que la chaîne ch′ appartient, au moins, au deux 8-cycles

v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7, v8, v1 et v1, v2, v3, v4, v5, v
′
6, v
′
7, v
′
8, v
′
1

Alors la chaîne ch appartient à deux 8-cycles au moins. Absurde.

Proposition 53. Un graphe G = (V,E) est un graphe [4, 1, 8]-cycle régulier si pour
tout sommet u de V (G) et tout sommet v de N4(u),

|Ni(v) ∩N4−i(u)| = 2 pour tout i ∈ {1, 2, 3}
avec Ni(v) l’ensembles de tous les voisins de sommet v à distance i (i ≤ 3).

Démonstration. Supposons G un graphe [4, 1, 8]-cycle régulier. u un sommet de
V (G) etv un sommet deN4(u).
Il existe trois sommets x, y et z de N1(u), N2(u) et N3(u) respectivement tels que
ch = uxyzv forme une P5.
ch appartient à un unique 8-cycle uxyzvz′y′x′u.
Supposons l’existence de i ∈ {1, 2, 3} tel que |Ni(v) ∩N4−i(u)| 6= 2.
Pour i = 1, |N1(v) ∩N3(u)| 6= 2 est équivaut à dire que

|N1(v) ∩N3(u)| = 1 où |N1(v) ∩N3(u)| ≥ 3
• Si |N1(v) ∩ N3(u)| = 1, alors N1(v) ∩ N3(u) = {y} donc ch n’appartient à aucun
8-cycle. Absurde.
• Si |N1(v) ∩N3(u)| ≥ 3, il existe au moins deux sommets x′ et x′′ tels que :

N1(v) ∩N3(u) = {x, x′ , x′′}.
Dans ce cas ch appartient, au moins, au deux 8-cycles

uxyzvz
′
y
′
x
′
v et uxyzvz′′y′′x′′u

Absurde. Même procédé pour i = 2, Si |N2(v) ∩N2(u)| 6= 2|, alors
N2(v) ∩N2(u)| = 1 où |N2(v) ∩N2(u)| ≥ 3
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On procède de même pour i = 3, Si |N3(v) ∩N1(u)| 6= 2, alors

|N3(v) ∩N1(u) = 1 où |N3(v) ∩N1(u)| ≥ 3

lemme 10. Le dodécaèdre est [4, 1, 8]-cycle régulier.

Démonstration. Soit ch = uxyzv une (u, v)-chaîne de longueur 4 de dodécaèdre et
N0(u), N1(u), N2(u), N3(u), N4(u), N5(u) la décomposition de dodécaèdre à partir du
sommet u.
On sait que :

v ∈ N4(u) et |N5(u)| = 1
car le dodécaèdre est de diamètre 5.
Posons N5(u) = {w}, alors

d(v) = 3 ⇒ ∃ z1 ∈ N3(u) ∩N(v).� �� �� �� �
z1 /∈ N(z) et z1 /∈ N(y) car le dodécaèdre est sans K3 et sans C4 puisqu’il est de
maille 5.
On a bien

z1 ∈ N3(u)⇒ ∃ y1N2(u) ∩N(z1).� �� �� �� �� �
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y1 est unique car |N2(u)| = |N3(u)| = 6 et |N1(u)| = |N4(u)| = 3.
par suite y1 /∈ N(x) car le dodécaèdre est sans C6.
D’où l’existance d’un unique sommet x1 de N1(u) tel quex1 ∈ N(y1).
Donc la chaîne ch appartient au 8-cycle uxyzvz1y1x1u.� �� �� �� �� ���
Ce 8-cycle est unique car le dodécaèdre est sans C4 et sans C6.� �� �� �� �� ���

86



Conclusion

La classe de graphes cycles réguliers a été etudiées par au premier temps par
([24])et beaucoup de résultats ont été donnés sur les graphes [3, 1, 6]-cycles réguliers
par ([17]). Une autre classes imporatante de graphes cycles réguliers etais l’objet de
l’étude faite par([17]), c’est celle des graphes [3, 1, 6]-cycles induits réguliers.
Mais beaucoup de questions restent sans réponce et demande d’être résolus sur les
graphes cycles réguliers.

Notre perspectif et futur objet d’étude c’est trouver et donner plus de résultats
et même essayer de caractériser les {λ, µ}-graphes et les graphes [µ, λ, 2µ]-cycle ré-
guliers
Dans quels cas les {λ, µ}-graphes sont graphes [µ, λ, 2µ]-cycles réguliers et inverse-
ment ?

Existe-t-il une relation entre les {2, 2}-graphes et les graphes [4, 1, 8]-cycle réguliers ?

Dans quels cas les {2, 2}-graphes sont des graphes [4, 1, 8]-cycle réguliers ?

Le graphe de petersen est un [3, 1, 6]-cycle régulier et on a montré qu’il est aussi
[4, 1, 8]-cycle régulier. Existe-t-il une relation entre les graphes [3, 1, 6]-cycle régu-
liers et les graphes [4, 1, 8]-cycle réguliers ?
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