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R�SUM�

Nous �tudierons dans ce travail certaines propri�t�s de transformations birationnelles

construites 	 partir de matrices d
ordre quelconque q�q et ayant pour origine la m�canique

statistique sur r�seau� Nous donnerons une classi�cation de ces transformations en fonction

des permutations des �l�ments de ces matrices �essentiellement pour des matrices d
ordres

� � � et � � �� On verra ainsi qu
il existe plusieurs classes de transformations ayant

chacune une complexit� et un sch�ma de factorisation propre� Nous nous int�resserons

ensuite aux deux classes particuli�res les plus simples �ayant les plus petites complexit�s

�� la classe des transformations int�grables de complexit� � � � et la classe ayant la

plus petite complexit� sup�rieure 	 � appel�e Classe IV� Nous r�duirons cette derni�re 	

une transformation 	 deux variables et 	 deux param�tres� L
�tude de cette derni�re est

ensuite faite en d�tails en fonctions des valeurs des param�tres 	 travers les propri�t�s de

ses points �xes� l
apparition de l
int�grabilit�� l
entropie topologique �r�elle et complexe�

les fusions et les coalescences des points �xes� la stabilit� de ces points �xes� ��� � Les

r�sultats de ce travail permettront ainsi d
�claircir la relation existant entre la complexit�

d
une transformation birationnelle et les propri�t�s de ses points �xes�
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ABSTRACT

We will study in this work some properties of birational transformations constructed

from matrices of any order q� q and having for origin lattice statistical mechanics� We will

give a classi�cation of these transformations according to permutations of the elements of

these matrices �essentially for matrices of orders � � � and � � �� One will see several

classes of transformations having each a complexity and an own factorisation scheme� We

will be interested then in the two simplest classes �having the smallest complexities ��

the class of integrable transformations having � � � and the class having the smallest

complexity greater than � called Class IV� We will reduce this last one to a transformation

on two variables and having two parameters� The analysis of this last transformation is

made then in detail according to the values of the parameters through the properties of its

�xed points� the apparition of the integrability� the �real and complex topological entropy�

the fusions and the coalescences of the �xed points� the stability of these �xed points� ��� �

Results of this work will permit to clarify the relation existing between the complexity of

a birational transformation and the properties of its �xed points�
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INTRODUCTION

Le but de ce travail est de montrer comment des syst�mes dynamiques appara�ssent

naturellement dans le cadre de la m�canique statistique sur r�seaux� permettant ainsi

d
avoir une vision radicalement nouvelle de cette derni�re� Il est a rappeler que les bases de

la th�orie des syst�mes dynamiques ont �t� pos�es d�s le d�but du si�cle par H� Poincar�

��� ��� Mais ce n
est que r�cemment que ces probl�matiques ont �t� red�couvertes dans

d
autres domaines de la physique et des math�matiques ��� �� �� �� �� �� ���

Les travaux de Bellon� Maillard et Viallet ���� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

ont �t� les premiers 	 �tablir une relation claire entre ces deux notions� en montrant que

�l
action du groupe de sym�trie des �quations de Yang�Baxter d
un mod�le a vertex �ou

	 spins N �dimensionnel qui est engendr� par des involutions s
identi�e 	 �l
action de

transformations birationnelles sur l
espace des variables du mod�le pouvant donc �tre vu

comme un syst�me dynamique discret�

Nous d�crirons dans le Chapitre � de ce travail plus en d�tails ce lien sur quelques

exemples simples� en particulier le mod�le de Baxter���� ��� ���� Les notions d
int�gra�

bilit� ou de non�int�grabilit� seront discut�es�

Ayant compris ce lien� il est apparu tout 	 fait naturel de faire une �tude plus exhaustive

des transformation birationnelles construites 	 partir d
involutions ind�pendemment de

la m�canique statistique sur r�seaux� Dans les travaux de Boukraa� Maillard et Rollet

���� ��� ��� ��� ��� ���� une �tude de transformations birationnelles construites 	 partir des

matrices d
ordre q � q� en utilisant l
inverse habituelle de matrices et des transpositions

simples d
�l�ments� a permis de classi�er ces transformations birationnelles en plusieurs

classes di��rentes� chacune ayant une complexit� et un sch�ma de factorisation propre� De

mani�re remarquable toutes les complexit�s trouv�es sont des nombres alg�briques� c
est 	

dire solutions de polyn!mes 	 coe"cients entiers�

Les travaux de Abarenkova� Angl�s d
Auriac� Boukraa� Hassani et Maillard ���� ��� ���

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ont permis� apr�s avoir fait une �tude num�rique pour des trans�

positions quelconques� d
identi�er une vingtaine de complexit�s pour des transformations

impliquant des matrices d
ordre �� �� Nous reprenons dans le Chapitre � de mani�re plus

exacte cette �tude en di��renciant les sch�mas de factorisation et montrerons que de nou�



��

velles complexit�s qui n
ont pas �t� identi��es par la m�thode num�rique utilis�e dans ����

appara�ssent� Une g�n�ralisation pour les matrices d
ordre �� � est faite dans le Chapitre

�� Encore une fois� toutes les complexit�s trouv�es sont des nombres alg�briques� Certaines

propri�t�s de ces polyn!mes seront discut�es�

Dans le Chapitre �� nous �tudierons plus particuli�rement une classe de transformations

ayant la complexit� la plus petite sup�rieure 	 � appel� Classe IV� Cette classe appara�t

pour des matrices d
ordre quelconque q � q� Nous montrerons comment on peut� par ex�

emple lorsque q � �� simpli�er cette transformation qui agit dans un espace projectif 	 ��

variables� 	 une transfomation 	 seulement � variables tr�s simple 	 �tudier �graphique�

ment � num�riquement et analytiquement� Nous montrerons comment on peut construire

des quantit�s invariantes de ses transformations et m�me d�duire des sous�cas de r�duc�

tion de complexit�s par la m�thode de Diller et Favre ����� Concernant les cas int�grables�

plusieurs m�thodes d
�tude peuvent �tre utilis�es� Nous citerons plus particuli�rement les

m�thodes graphiques et les m�thodes bas�es sur l
�tude syst�matique des orbites �nies

de ces transformations utilis�es dans travail de Boukraa� Hassani et Maillard ����� Les

m�thodes graphiques utilisent la visualisation des orbites en identi�ant celles donnant des

courbes alg�briques� lors de la visualisation des orbites de ces transformations� on rencon�

tre souvent des orbites chaotiques �ayant une complexit� di��rente de un et plus rarement

celles int�grables�

A�n d
�tablir un lien �susceptible d
�tre g�n�raliser 	 d
autres transformations entre les

propri�t�s des points �xes et l
int�grabilit� �ou la non�int�grabilit� d
une transformation�

les chapitres � et � seront consacr� 	 l
�tude d�taill� de cette transformation de la classe

IV 	 � variables �x� y	 et � param�tres ��� �	� Les propri�t�s de ses points �xes� l
apparition

de l
int�grabilit�� la complexit� de Arnold� l
entropie topologique �r�el et complexe� les

fusions et les coalescences des points �xes� la nature des points �xes� ��� y seront �tudi�s�

Nous donnons ensuite une conclusion sur le travail qui a �t� r�alis� ainsi que les per�

spectives futures qui peuvent �tre d�velopp�es dans le but d
une meilleure compr�hension

de ces mod�les simples de syst�mes dynamiques�



��

CHAPITRE �

DE LA M�CANIQUE STATISTIQUE SUR R�SEAUX AUX SYST�MES

DYNAMIQUES DISCRETS

Dans le cadre de la compr�hension des mod�les exactement solubles en physique� il

est assez naturel d
adopter un point de vue de m�canique statistique� car toutes les id�es

d
int�grabilit� ont pris naissance et muri dans ce domaine �en m�canique statistique ou en

physique du solide o# un travail important a �t� r�alis� et qui joue un r!le ind�niable dans

la compr�hension de la physique de ces probl�mes�

L
exemple le plus simple �et le plus connu de mod�le exactement soluble est le mod�le

d
Ising ���� r�solu par Onsager en ���� ����� qui joue un r!le important dans la th�orie des

transitions de phases et des ph�nom�nes critiques et qui fut 	 la base des fondements de

toutes ces id�es�

Durant les trente derni�res ann�es� les developpements dans les mod�les exactement

solubles en m�canique statistique ont rejoint les developpements des mod�les int�grables en

th�orie des champs �voir par exemple ���� ��� ���� Cette convergence repose essentiellement

sur l
existence d
un ensemble d
�quations �sur les param�tres du mod�le jouant un r!le

cl� et fondamental dans la compr�hension de l
int�grabilit� des mod�les� et ce� que ce soit

en m�canique statistique ou en th�orie des champs� Ces �quations sont ce qu
on appelle les

�quations de Yang�Baxter ��quations portant sur les matrices des poids de Boltzmann�

L
existence d
une structure locale simple appel�e alg�bre de Yang�Baxter �ou relation

triangle��toile en m�canique statistique s
est av�r�e �tre le crit�re le plus intrins�que et le

plus puissant pour la compr�hension des mod�les exactement solubles� Plus g�n�ralement�

l
id�e directrice consiste 	 partir d
une structure locale �sur un r�seau� par exemple� en

m�canique statistique simple� 	 d�duire des cons�quences globales importantes ��quations

fonctionnelles sur un objet globale comme la fonction de partition du mod�le� l
aimantation�

la chaleur latente� la susceptibilit�� ����

Dans cette optique� il a �t� possible de d�montrer� 	 partir de la relation triangle��toile�

la commutation des matrices de transfert ligne par ligne �ou plan par plan� pour un mod�le

tridimensionnelle aussi bien pour les mod�les 	 spin que pour ceux 	 vertex�
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Un autre crit�re local simple� appel� relation inverse� a �t� mis en �vidence pour les

mod�les ne poss�dant pas 	 priori de structure triangle��toile �donc 	 priori non exactement

solubles et permettant de mettre en �vidence des �quations fonctionnelles simples satis�

faites par les fonctions de partition des mod�les� Sous certaines conditions� ces �quations

peuvent m�me �tre r�solues�

Dans de pr�c�dents travaux ���� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���� ont �t� mises 	 jour

des sym�tries non�lin�aires non triviales des mod�les de m�canique statistique sur r�seau�

Ces sym�tries qui se repr�sentent en termes de transformations birationnelles dans l
espace

des param�tres de ces mod�les sont des sym�tries exactes des �quations de Yang�Baxter �ou

de leurs g�n�ralisations en dimensions sup�rieures et de fa$on plus g�n�rale des sym�tries

de l
ensemble de l
espace des param�tres que le mod�le soit ou non un mod�le int�grable

�au sens de l
existence d
une ansatz de Bethe� de solutions des �quations de Yang�Baxter

ou de l
existence d
une famille de matrices de transfert qui commutent���� Dans le cas des

mod�les int�grables� ces sym�tries� repr�sent�es par des transformations birationnelles lais�

sent invariantes les vari�t�s alg�briques qui sont automatiquement associ�es aux solutions

des �quations de Yang�Baxter�

G�n�riquement� ces transformations birationnelles forment un groupe in�ni de trans�

formations� Dans le cas o# ces vari�t�s alg�briques sont des courbes �ce qui est le cas de

tous les exemples connus 	 l
heure actuelle��� la simple visualisation �sur un ordinateur

des orbites de ce groupe dans l
espace des param�tres permet de litt�ralement voir ces

courbes alg�briques car l
in�nit� des images successives d
un point d
une orbite tend 	

remplir de facon dense ces courbes �qui sont n�cessairement rationnelles ou elliptiques�

L
analyse de ces groupes de transformations birationnelles et de leurs orbites associ�es que

ce soient par de tels proc�d�s num�riques de visualisation ou par des proc�d�s analytiques

de recherches des invariants alg�briques pr�serv�s par cette in�nit� de transformations �cal�

culs formels��� fournit la solution du probl�me dit de la Baxterisation d
une solution isol�e

des �quations de Yang�Baxter ou de leurs avatars ��quations triangle��toile g�n�ralis�es�

�quations t�tra�dre��� �����

Il a �t� montr� ���� ��� que l
�tude de ces groupes de sym�tries birationnelles fournissait

un outil extraordinairement puissant pour la recherche et l
�tude de mod�les int�grables

nouveaux notamment pour une des �tapes essentielles de la r�solution des mod�les 	 savoir

la param�trisation des solutions et d
autant plus puissant et contraignant que l
on recherche

des mod�les int�grables en dimensions sup�rieures 	 deux�

L
�tude syst�matique de ces groupes de sym�tries birationnelles a permis de montrer

l
existence d
une vaste classe de mod�les appel�s mod�les quasi�int�grables qui comme les

mod�les int�grables ont des vari�t�s alg�briques non�triviales �courbes elliptiques� surfaces
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alg�briques���� invariantes par l
action de cette in�nit� de transformations birationnelles

mais ne v�ri�ent pas pour autant les �quations de Yang�Baxter� Ces mod�les n
en con�

stituent pas moins autant d
exemples� si l
on ne regarde que le groupe de sym�trie bira�

tionnelle op�rant dans l
espace des param�tres� de syst�mes dynamiques d�pendant essen�

tiellement d
un assez grand nombre de param�tres� et int�grables en tant que syst�mes

dynamiques �param�trisables en termes de fonctions elliptiques����

Ces mod�les quasi�int�grables constituent donc une nouvelle classe de mod�les au�

torisant des calculs analytiques exacts� classe interm�diaire entre les trop rares mod�les

int�grables et les trop g�n�riques mod�les chaotiques� L
�tude des �quations de Yang�

Baxter a constitu� une avanc�e notable r�duisant des calculs souvent fastidieux sur des

objets globaux tels que des hamiltoniens quantiques ou des matrices de transfert 	 l
analyse

d
un syst�me d
�quations trilin�aires correspondant 	 une relation tr�s locale simple� mais

l
on s
est vite aper$u que la recherche d
un tel syt�me d
�quations largement surd�termin�

s
av�rait toujours une t%che extr�mement complexe� L
�tude des sym�tries birationnelles

de ces �quations constitue une nouvelle �tape majeure e"cace et puissante du fait de la

simplicit� et le caract�re syst�matique de cette �tude qui peut s
appliquer� sans aucun a

priori sur l
existence �ventuelle des solutions des �quations de Yang�Baxter�

Ces quelques remarques nous am�nent tout naturellement 	 consid�rer les groupes de

transformations engendr�s par l
inverse matriciel I et des permutations quelconques des

coe"cients d
une matrice� �tant entendu qu
une permutation quelconque peut �tre inter�

pr�t�e g�om�triquement comme la transposition partielle de deux des �d espaces du vertex

d�dimensionel �ou un produit de telles transpositions� Il est clair qu
une des tendances que

l
on rencontre dans l
�tude moderne des mod�les int�grables consiste 	 d�gager des struc�

tures alg�briques universelles en essayant de s
abstraire au minimum des repr�sentations

particuli�res de ces alg�bres� Il est aussi clair que les matrices d
un ordre donn� ne doivent

pas �tre privil�gi�es et nous allons essayer d
obtenir de la fa$on la plus syst�matique possi�

ble des r�sultats les plus universels possibles� c
est�	�dire valables pour des matrices q � q

quelconques�

Toutes les consid�rations pr�c�dentes justi�ent l
�tude des groupes de sym�tries repr�sen�

t�es par des transformations birationnelles� engendr�es par l
inverse matriciel et des per�

mutations de coe"cients de matrices q � q dans le cadre d
une approche la plus g�n�rale

et la plus universelle possible�

Donnons quelques exemples construit selon cette m�thode�
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���� Mod�le de Potts chiral 	 � �tats

Consid�rons l
exemple suivant qui correspond aux sym�tries d
un mod�le de Potts chiral

	 � �tats ����� Dans l
espace des deux param�tres u et v du mod�le� les sym�tries sont

engendr�es par deux involutions� les transformations d
ordre deux suivantes appel�es I et

J � Sur u et v� elles se repr�sentent par des transformations birationnelles�

J 
 u� ��u� v � ��v ����

I 
 u� �u� u	 � �v	

� � u� �v � u	 � �uv � v	
� v� u	 � uv � v	 � v

� � u� �v � u	 � �uv � v	
����

L
orbite d
un point �u� v	� de l
espace des param�tres� it�r� par le produit IJ � rempli de

mani�re remarquable une courbe alg�brique dans cette espace� L
invariant de cette courbe

�tant�

� �
��v	 � �uv � u	 � �u� � �vu	 � v	u	�u� v			

�u� v	��� � u	��� v		
����

Un exemple d
orbite obtenue est montr� dans la Figure ����

Figure ��� Portrait de phase du mod�le de Potts chiral 	 � �tats

���� Le mod�le de Baxter

Comme deuxi�me exemple� on consid�re le paradigme des mod�les exactement solubles�

le mod�le sym�trique 	 huit vertex de Baxter ����� Sa matrice R des poids de Boltzmann
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est la suivante�

R �

�BBBB�
a � � d

� b c �

� c b �

d � � a

�CCCCA � ����

On note que cette forme de matrice est pr�serv�e par les operations I et J � L
action de I

est�

a � a

a	 � d	
b � b

b	 � c	

c � �c
b	 � c	

d � �d
a	 � d	

et l
action de J est�

a � a

a	 � c	
b � b

b	 � d	

c � �c
a	 � c	

d � �d
b	 � d	

On peut aussi utiliser une m�thode visuelle qui consiste 	 dessiner l
orbite obtenue num�ri�

quement par l
it�ration d
un point initial� On introduit les variables u� v et w par u � b�a�

v � c�a et w � d�a� La Figure ��� montre un exemple d
orbite projett�e dans le plan

�u� v	� les it�r�s densi�ent une courbe�

Figure ��� Portrait de phase du mod�le de Baxter

L
�tude des invariants par l
action de I et J montre que cette courbe est elliptique et

est donn�e par l
intersection de quadriques �� � constante et �	 � constante �appel�e
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aussi biquadratique de Clebsch� avec �� et �	 les invariants �����

�� �
a	 � b	 � c	 � d	

ab� cd
�

�	 �
ab� cd

ab� cd
� ����

On peut introduire une parametrisation elliptique de cette courbe dans l
espace CP � des

param�tres �u� v� w	 ����� En terme du param�tre elliptique� la tranformation IJ devient

tout simplement une translation� prouvant ainsi que les it�r�s densi�ent une courbe�

���� Autres exemples

Une analyse similaire a �t� faite pour des permutations g�n�rales� Des propri�t�s remar�

quables appara�ssent aussi dans ce cadre plus g�n�ral ���� ���� Pour certaines permutations�

une croissance polynomiale des it�rations a �t� obtenu� mais avec des orbites correspon�

dant 	 des surfaces alg�biques� La Figure ��� suivante montre un exemple obtenu par une

permutation d
�l�ments d
une matrice � � ��

Figure ��� Surface ab�lienne
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Plusieurs autres exemples de transformations birationnelles associ�es avec des mod�les

	 vertex �ou 	 spins peuvent �tre donn�s ����� Ces exemples montrent que l
inversion ma�

tricielle sur une matrice d
ordre ��� peut �tre combin�e avec des permutations des �l�ments

de cette matrice pour obtenir des transformations birationnelles� Ce �jeu mathematique 

correspond 	 di�erents probl�mes physiques �mod�le 	 vertex 	 � dimensions� le mod�le

	 seize vertex� le mod�le de Potts sur un r�seau triangulaire ��� suivant la permutation

consid�r�e des �l�ments de matrice�

Ces exemples justi�ent donc amplement de consid�rer des transformations birationnelles

associ�es 	 des permutations d
�l�ments repr�sentant des sym�tries g�om�tri�ques du r�seau

�sym�tries du carr�� du cube� du triangle ��� et de consid�rer le probl�me �universel suivant�

analyser des transformations birationnelles construites par l
inversion de matrices d
ordre

q� q combin�e avec des permutations arbitraires d
�l�ments de ces matrices� L
exemple le

plus simple correspond 	 la permutation de deux �l�ments de ces matrices d
ordre q � q

���� ��� ���� En particulier� on obtient avec cette m�thode des exemples non�triviaux de

transformations int�grables avec un nombre arbitraire de variables ���� ��� ��� ��� ����
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CHAPITRE �

COMPLEXIT�S ASSOCI�ES 	 DES MATRICES D
ORDRE �

Nous allons maintenant �tudier par calculs formels les transformations birationnelles

correspondant au groupe engendr� par l
inverse matriciel et une transposition particuli�re

des coe"cients d
une matrice q � q� Pour des raisons de simplicit�� nous consid�rons tout

d
abord le cas des matrices �� ��

M �

�B�m�� m�	 m��

m	� m		 m	�

m�� m�	 m��

�CA ����

pour une transposition donn�e�

Les transformations de ce groupe peuvent �tre repr�sent�es de plusieurs mani�res� soit

comme des transformations birationnelles sur des variables non homog�nes �quotients des

variables homog�nes de d�part� soit comme des transformations polynomiales portant sur

les variables homog�nes que sont les coe"cients de la matrice� Ainsi� l
inverse matriciel I

peut s
�crire alternativement�

I 
 mij �� Iij�m��� � � � �m��	 ����

ou�

I 

mij

mkl
�� Iij�m��� � � � �m��	

Ikl�m��� � � � �m��	
����

�o# la paire �k� l est �xe� ou encore�

I 
 mij �� Iij�m��� � � � �m��	

det�m	
����

o# Iij d�signe le cofacteur du coe"cient mij�

Dans la suite nous d�signerons par I et K � t � I respectivement l
inverse matriciel

homog�ne et sa compos�e avec la transposition consid�r�e� et par bI et bK ces m�mes trans�

formations repr�sent�es sur les variables non homog�nes� Nous allons nous int�resser dans
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un premier temps 	 di��rentes propri�t�s �remarquables &  de factorisation des it�r�es suc�

cessives de la transformation homog�ne K� ce qui nous am�nera en particulier 	 d�gager des

variables privil�gi�es� telles que les d�terminants de la matrice �� � �et de fa$on g�n�rale

q � q� et ses transform�es successives par la transformation homog�ne K ou de fa$on

�quivalente la transformation inhomog�ne bK�

���� Propri�t�s de factorisation

L
�tude syst�matique des transformations �birationnelles associ�es 	 toutes les permu�

tations des �l�ments des matrices ��� �� � ������ permutations au total est tr�s vaste�

Pour simpli�er cette �tude� on peut r�duire le nombre des permutations 	 consid�rer en

utilisant des sym�tries �classes d
�quivalence� entre les permutations�

Une �tude par calculs formels des it�rations sucessives de ces transformations bira�

tionnelles met 	 jour pour certaines de celles�ci des propri�t�s de factorisation tout 	 fait

remarquable qui montrent une croissance polynomiale et non exponentielle de la complexit�

des it�rations formelles successives� et ce� dans l
ensemble des variables du probl�me �tous

les coe"cients de la matrice q� q� De fa$on plus pr�cise� les polynomes qui se factorisent

sont �troitement reli�s aux d�terminants des matrices ou 	 leur transform�es par le groupe

engendr� par l
inverse matriciel et les permutations de coe"cients�

Plus explicitement� consid�rons premi�rement une matrice initiale �� � g�n�rique M
�

M
 �

�B�m�� m�	 m��

m	� m		 m	�

m�� m�	 m��

�CA �����

Prenons comme exemple la permutation des deux �l�mentsm�� et m�	� qu
on peut aussi

repr�senter par la suite ordonn�e de nombres ��� �� �� �� �� �� �� �� 	 qui montre que m�� �
m�	� Cette notation sera utiliser dans toute la suite pour repr�senter une permutation

quelconque d
�l�ments de M
�

M� est la matrice d�duite de M
 par la transformation K associ�e 	 la permutation

pr�c�dente�

Consid�rons les premi�res matrices successives obtenues par it�ration de la transforma�

tion K ainsi que leurs d�terminants�

M� � K�M
	� M	 � K�M�	� M� � K�M		 �����

f� � det�M
	� f	 � det�M�	� f� � det�M		 �����

Le d�terminant de la matrice M� factorise le carr� du d�terminant de M
� c
est 	 dire
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f	� � Cel	 nous permet d
introduire un nouveau polyn!me f��

f� �
det�M�	

f	�
�����

On remarque �galement que f� est un facteur commun dans tous les �l�ments de la

matrice K�M�	� cel	 nous am�ne 	 d��nir une nouvelle matrice M��

M� �
K�M�	

f�
�����

Remarquons que det�M�	 se factorise aussi en donnant un nouveau polyn!me f��

f� �
det�M�	

f		
�����

En calculant K�M�	� on voit que f	 est un facteur commun dans tous les �l�ments de

la matrice K�M�	� ce qui nous conduit 	 d��nir une nouvelle matrice�

M� �
K�M�	

f	
�����

En continuant ces iterations� on obtient pour n arbitraire les deux relations de factori�

sations�

Mn�� �
K�Mn�		

fn
et� fn�� �

det�Mn�		

f	n
�����

���� Cas g�n�ral

Plus g�n�ralement� pour une transposition arbitraire� et en prenant les m�mes notations

que pr�c�dement� le sch�ma de factorisation g�n�ral sera�

M� � K�M
	� M	 �
K�M�	

fp�	 fp��
� M� �

K�M		

fp�� fp�	 fp��
�����

f� � det�M
	� f	 �
det�M�	

f q��
� f� �

det�M		

f q�	 f
q�
�

�����

pour n arbitraire�

detMn �
nY

k�


f qkn�k�� �����

K�Mn	 � Mn��

nY
k�


f
pk��
n�k�� �����

avec f
 � �� Notons par �n le degr� du d�terminant de Mn et par 	n le degr� du polyn!me

fn avec� �
 � �� 	
 � �� 	� � ��
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Les fonctions g�n�ratrices ��x	� 	�x	� p�x	� q�x	 des degr�s �n�	n et des exposants pn

�qn sont d��ni par�

��x	 �

�X
n�


�n � xn� 	�x	 �

�X
n�


	n � xn� p�x	 �

�X
n�


pn � xn� q�x	 �

�X
n�


qn � xn� �����

La d�termination de l
ensemble de ces fonctions g�n�ratrices nous permettra de trouver

tous les classes ainsi que les sch�mas de factorisations possibles�

���� Determination des fonctions g�n�ratrices

Le sch�ma de factorisation nous permet de trouver les expressions de p�x	 et q�x	� En

peut ensuite utiliser les relations ����� et ������ pour trouver les relations suivantes qui

lient les fonctions g�n�ratrices entre elles�

	�x	�� � q�x		 � x��x	 �����

x��x� �	��x	 � �x � �p�x		�x	

On peut d�montrer ce r�sultat comme suit�

	�	
� � �n � �n�� � q��n�� � q��n�� � � � � � qn����

�

�X
n��

�nx
n �

�X
n��

�n��xn �
�X
n��

q��n��xn �
�X
n��

q��n��xn

� � � � �

�X
n��

qn����xn

� �x� � x�x�� q�x
�X
n��

�n��xn�� � q�x
�
�X
n��

�n��xn�� � � � ��

� �x� � x�x�� q�x� q�x
� � � � ���x�

� �x��� qx�� � x�x�

	�	�� � �n � 	�n�� � �p��n � p��n�� � � � �� pn���

�

�X
n��

�nx
n � 	

�X
n��

�n��xn � �
�X
n��

p��nx
n �

�X
n��

p��n��xn

�
�X
n��

p��n��xn � � � ��
�X
n��

pn��x
n�

� �x�� �� � 	x
�X
n��

�n��xn�� � �p�

�X
n��

�nx
n � p�x

�X
n��

�n��xn�� � � � ��

� x	x� ���x� � �x � �px��x�

En g�n�ral pour un ordre quelquonque q de la matrice� nous avons �avec �
 � q� 	
 �

�� 	� � q�

	�x	�� � q�x		 � x��x	 �����

x��q � �	x� �	��x	 � qx � qp�x		�x	
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Dans l
iteration analytique d
une transformation arbitraire� les degr�s des expressions

polyn!miales pr�c�dentes �appara�ssant aux num�rateurs ou aux d�nominateurs �voluent

exponentiellement comme �n ��n ou 	n � �n � o# � mesure l
�volution des calculs� Il

est appel� �the growth complexity �complexit� de la croissance ou �complexit� d
Arnold 

���� ��� ��� ����

Lorsque les fonctions g�n�ratrices ��x	� 	�x	 sont rationnelles� la complexit� � sera

l
inverse du p!le �de plus petit module en x de ces fonctions g�n�ratrices� ou plus pr�cis��

ment l
inverse de la racine du polyn!me se trouvant dans le d�nominateur de ��x	 ou de

	�x	 et qu
on va appel� �le polyn!me associ� 	 cette compl�xit� �

On appellera classe le groupe de permutations ayant la m�me valeur de �� il su"t donc

d
�tudier une transformation correspondant 	 une permutation donn�e pour g�n�raliser les

r�sultats pour les autres transformations de la m�me classe�

Par exemple� dans l
analyse des ������ transformations birationnelles associ�es 	 toutes

les permutations� nous avons trouv� seulement un spectre de �� valeurs de complexit� qui

sont pr�sent�es ci�dessous�

���� R�sultats

Voici les di��rents sch�mas de factorisations pour les permutations dans des matrices

��� �un exemple est donn� pour chaque classe� obtenus en utilisant un programme Maple�

On donne les r�sultats comme suit� la permutation cod�e comme expliqu� pr�c�dem�

ment� la compl�xit� �� les fonctions g�n�ratrices p�x	� q�x	� ��x	 et 	�x	�

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � ����������

p�x	 � x�� q�x	 � �x�

��x	 � � ���	x��
x���x��x��x	�x��x��x��� � 	�x	 � � �x

x���x��x��x	�x��x��x���

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � �����������

p�x	 � x�� q�x	 � �x�

��x	 � � ���	x��
x���x���x	�	x��x��	x��� � 	�x	 � � �x

x���x���x	�	x��x��	x���

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � �����������

p�x	 � x� � x�� q�x	 � x� � �x� � �x�
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��x	 � � �	x����
x���x���x	�	x��x��	x���

� 	�x	 � � �x
x���x��x���x	�	x��x��	x���x����

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � ����������

p�x	 � x�� q�x	 � �x�

��x	 � � ���	x
�
x���x���x��	x��x	�	x��x��	x���

� 	�x	 � � �x
x���x���x��	x��x	�	x��x��	x���

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � �����������

p�x	 � x� � x� � x� � x�	� q�x	 � x� � x� � �x� � x� � �x� � �x� � �x��

��x	 � � ���x��x	�	x��x��	x
�	x��	x���
x���x���x���	x��x��x
�x��x��x��	x���

�

	�x	 � � �x
x���x���x���	x��x��x
�x��x��x��	x���

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � ���������

p�x	 � � x	

x��x���x��x���x��x��� � q�x	 � � x��x��x��x	�x��
x��x���x��x���x��x���

��x	 � ��x���	x��x���
x��x���x��x��� � 	�x	 � ��x	 � x� �	x

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � ���������

p�x	 � x	

x����x����
� q�x	 � �xx��x��	x���

x����x����

��x	 � ���x��x�
x���x���x��x��� � 	�x	 �

�xx���x���
x��x���

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � ���������

p�x	 � � x	

x���x���� q�x	 � � xx��x���
x���x���

��x	 � ���x��x�
x���x���x��x��� � 	�x	 �

��
x��x���x

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � �����������

p�x	 � � x	

x�����x�� � q�x	 � � x	x����
x�����x� 	

��x	 � ���x��x��
x���x��x��� � 	�x	 � � ���x��x

x��x���



��

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � �����������

p�x	 � x	�	x��x��	x���x���x���
��x��� � q�x	 � x�x��	x��	x	��x��x��	x
�	x���x��x���	x���	x���

��x���

��x	 � ���x�	�x�x��	x��	x	��x��x��	x
�	x���x��x���	x���
x��x���x���x���x��x���x��x���x	�x����

� 	�x	 � � �x����x
x��x���

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � �����������

p�x	 � x���x���x���x
�x��x	

��x� � q�x	 � x���	x�
�x���	x���x�	�x���x���	x��	x��x	�	x��x��x
��x�

��x	 � � x��	x��x	�	x��x��x��
x��x��x���x����

� 	�x	 � �� x�x��x��	�x��x��	
x��x��x���x	���x��x	���

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � �����������

p�x	 � x�� q�x	 � x� x	 � �x�

��x	 � � ���x�x��	x��
x���x��x��	x��� � 	�x	 � � �x

x���x��x��	x���

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � ���������

p�x	 � x


��x��
� q�x	 � �x	x��x���

x���x���

��x	 � ��x����x��x��x	�
x���x���x��x	�	x��� � 	�x	 � � �x

x��x	�	x���

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � ���������

p�x	 � x�� q�x	 � x� � �x�

��x	 � � ���x��	x��
���	x�x��x
� � 	�x	 � � �x

���	x�x��x
�

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � ���������

p�x	 � x�

��x�� � q�x	 � �x�x��x���
x���x���

��x	 � ���x��x��x	�x��
x���x���x	�x��	x���

� 	�x	 � � �x
x	�x��	x���

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � ����������

p�x	 � x��x
�
��x�� � q�x	 �

x��x	�	x��	x��
��x��

��x	 � �x��x	�x��x���
x���x��x���x��x��x��

	� 	�x	 � � �x��x���x
x��x��x���



��

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � ����������

p�x	 � � x�

���x��x��q�x	 � �x�	x��x���
���x��x��

��x	 � � �x��x���	x��x��x���
x���x��x��x���x���� � 	�x	 �

�x���x��x��
x���x��x��x���x����

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � ����������

p�x	 � �x�

x��x���x��x����
� q�x	 � � x�x���	x��x���

x��x���x��x����

��x	 � � ���x�	x��x
�
x��x���x�����x�	x��x��x	�	x��x��

� 	�x	 � �x��x��x��
��x���x�	x��x��x	�	x��x��

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � ��������

p�x	 � x���x��x
�x��x	

��x� � q�x	 � 	x��x�x��x	�	x
�x��x���x���x�

��x�

��x	 � � x��	x
�� x���x��x	�	 x��x��x��
x��x
�x��x���x���� � 	�x	 � �� x�x���	�x	��	

x��x
�x��x��

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � ����������

p�x	 � x�

��x�� � q�x	 �
x	�	x��
��x��

��x	 � � ����x��x	�	x��
	x��	x	�	x��x��	x���x���x���� 	�x	 � � �xx��x���x��x���

	x��	x	�	x��x��	x���

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � �����������

p�x	 � x��x��x��
��x��� � q�x	 � x��x	�	x��x��	x
�	x��

��x���

��x	 � � ����x���x��x	�	x��x��	x
�	x��
x���x���x	�x��x��x���	x��x	�x��x��� � 	�x	 � ��xx	�x��x��x���

	x��x	�x��x���

On a deux nouvelles valeurs de � par rapport 	 la r�f�rence ���� ��� qui sont �avec leurs

sch�mas de factorisations�

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � ��������

p�x	 � x��� q�x	 � x� � �x�	

� � �� ��x��	x��

���	 x�x��	 x���	 x���x�� � 	 � � �x
x�����	x�x��	x���	x���



��

� �� �� �� �� �� �� �� �� �

� � ���������

p�x	 � x�	� q�x	 � �x��

� � �� ��	 x��

x���	x��x��	 x
�x��	 x��x	�	x��x��	x���x���� �

	 � �� x
x���	 x��x��	x
�x��	x��x	�	x��x��	x���x����

���� Remarques

L
analyse des r�sultats obtenus nous permet de faire les remarques suivantes�

� Pour une complexit� donn�e� il peut y avoir plusieurs sch�mas de factorisations pos�

sibles�

� La liste exhaustive des sch�mas de factorisations a �t� faite pour un ordre d
it�ration

�gal 	 � �les temps de calculs d�pendent de l
it�ration� Il peut donc y avoir d
autre valeurs

de complexit� lorsqu
on utilise un ordre d
it�ration sup�rieur 	 ��

� Une m�thode num�rique pour trouver ces complexit�s a �t� aussi appliqu�e pour ces

�& ������� transformations birationnelles ���� ���� Il a �t� obtenu� en plus de la valeur

int�grable � � � � un groupe de dix sept valeurs de complexit�� toutes associ�es 	 des

nombres alg�briques�

Notons que la m�thode de factorisation qu
on a utiliser nous a permis de trouver

deux complexit�s proche de � � � et que la m�thode num�rique n
a pas identi��� � �
��������� et � � ����������

� L
analyse des polyn!mes de complexit�s obtenus� nous montre qu
on peut classi�er

ces complexit�s en trois classes di��rentes�

� Nombres de Pisot ���� ����

Un nombre de Pisot est un entier alg�brique plus grand que un� solution d
un poly�

nome 	 coe"cients entiers� tel que tous ses conjugu�s �autres solutions du m�me

polyn!me ont des modules strictement plus petits que un �c
est 	 dire sont 	 l
int�rieur

du cercle unit��

� Nombres des Salem ���� ����

Un nombre de Salem est un entier alg�brique plus grand que un� solution d
un poly�

nome 	 coe"cients entiers� tel que un de ses conjugu�s �ou plus a un module stricte�

ment inf�rieur 	 un� les autres sont sur le cercle unit��



��

� Polynomial Type

� �� 	x

������������ �� 	x� x� � 	 x�� � 	 x�� � x�� NP

����	
����� �� 	x� x� � 	 x� � x	 � 	x� � x� � 	x
 � x� � 	x� � x�� SALEM

�����	�	�� �� 	x� x� � 	 x� � x	 � 	x� � x� SALEM

�����
	��
� �� x� 	x� � x� � x	 � 	x� � x� NP

����	��
�� �� 	x� x� � x
 PISOT

�����	
���	 �� x� x� � x� � x	 � x� � x� SALEM

������	��	 �� 	x� x	 � x� PISOT

��	�������� �� 	x� x� � 	 x� � 	x	 � 	x� NP

��		����
� �� 	x� x� � 	 x� � x	 SALEM

��	�������� �� 	x� x� � x	 PISOT

��	������
� � � x � x� � x	 � 	x� NP

��	
����
�� �� 	x� x� � x� � x� � x
 � x� � 	x� � x�� SALEM

��	���	��
 �� x� x� � x� PISOT

���
�	���� �� 	x� x� � x� PISOT

����	����� �� x� x� PISOT

��
������� �� x� x� � x� PISOT

��
��
��
�� �� x� x� � x
 � x� NP

����

���� �� x� x� PISOT

� �� x � �� xN � � � � INT

Tableau ���� Complexit�s associ�es 	 des matrice ���� �PISOT� nombre de Pisot� SALEM�

nomre de Salem� NP� Non Pisot� INT� cas int�grable�

� Nombres plus g�n�raux �ni Pisot� ni Salem�

Un nombre de ce genre est un entier alg�brique plus grand que un� solutions d
un

polyn!me 	 coe"cients entiers� tel que tous ses conjugu�s ont des modules strictement

di��rents de un�

Il est assez remarquable que beaucoup de complexit�s trouv�es sont de type Salem ou

Pisot� Les origines de cette classi�cation sont encore 	 comprendre �����

Le Tableau ���� donne la liste de l
ensemble des complexit�s calcul�es ainsi que les

polyn!mes associ�s�
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CHAPITRE �

COMPLEXIT�S ASSOCI�ES 	 DES MATRICES D
ORDRE  ET

D
ORDRE QUELCONQUE

Consid�rons la matrice �� � suivante�

M �

�BBB�
m�� m�	 m�� m��

m	� m		 m	� m	�

m�� m�	 m�� m��

m�� m�	 m�� m��

�CCCA �����

Comme dans le chapitre pr�c�dent� on introduit la transformation I donnant la matrice

inverse homog�ne�

I 
 M ��M�� � det�M	 �����

La transformation inverse homog�ne I est une transformation polyn!miale sur chacuns des

�l�ments de M � elle associe 	 chaque �l�ment de M son cofacteur correspondant�

L
inverse homog�ne I est une involution� elle satisfait 	 I	 � �det�M			 � Id� ou Id est

la matrice identit� �� ��

On introduit aussi l
involution t� qui est une transposition arbitraire de deux �l�ments

de la matrice M �

�t designera le groupe discret in�ni� g�n�r� par les transformations involutives I et t�

Kt � t �I� �l�ment de �t sera la transformation birationnelle associ� 	 chaque transposition

t�

���� Six classes d
�quivalence

On a 	 �tudier plusieurs groupes de transformations associ�es aux ��� � C��
	 transpo�

sitions entre deux �l�ments des seize �l�ments de la matrice M �

Mais on peut voir que les ��� groupes d
�l�ments de �t se groupent seulement en six

classes di��rentes� Ceci est du 	 une relation d
�quivalence qui existe sur ces ��� transpo�

sitions�
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On construit cette relation d
�quivalence en introduisant les transformations qui agis�

sent sur les �l�ment de la matrice et qui commutent avec la transformation inverse ho�

mog�ne I�

Avec la notation �mij �mkl� pour une transposition qui change les deux �l�ments mij

et mkl de la matrice M ������ les six classes d
�quivalence sont ���� ��� ����

� Classe I corresponds 	 tous les � transpositions de la forme �mij �mji� ou �mii�mjj�

� Classe II correspond 	 tous les �� transpositions de la forme �mij �mkl�

� Classe III correspond 	 tous les �� transpositions de la forme �mij�mjk� ou �mji�mkj�

� Classe IV correspond 	 tous les �� transpositions de la forme �mij�mik� ou �mji�mki�

� Classe V correspond 	 tous les �� transpositions de la forme �mii �mjk�

� Classe VI corresponds 	 tous les �� transpositions de la forme �mii�mij� ou �mii�mji�

Il est important de noter que cette classi�cation en six classes a lieu aussi pour matrices

q � q� pour q 	 �� Pour q � �� on remarque que classe II n
existe plus�

Il su"t maintenent d
�tudier une seule transformation dans chaque classe et de d�duire

directement les r�sultats concernant toutes les autres transformations de la m�me classe�

������ Classe I

On prend comme repr�sentant de cette classe la transformation qui correspond 	 la

transposition t�	�	� qui agit sur la matrice M �q � q�

Apr�s it�ration� on obtient les matrices successives suivantes et leurs d�terminants� De

mani�re assez remarquable� on voit que des factorisations 	 chaque it�ration peuvent se

produire�

M
 � M� M� � K�M
	 � f� � det�M
	

Le d�terminant de la matrice M� se factorise donnant un polyn!me homog�ne f	�

f	 �
det�M�	

f q���

�����

Egalement� f q��� se factorise dans tous les �l�ments de la matrice K�M�	� ce qui nous

am�ne 	 introduire une matrice �r�duite� M	�

M	 �
K�M�	

f q���

�����

Aussi� det�M		 se factorise pour d��nir un nouveau polyn!me f��

f� �
det�M		

f�� � f q��	

�����



��

Calculant K�M		� on peut voir que f	� � f q��	 se factorise dans tous les �l�ments de la

matrice K�M		� en donnant une nouvelle matrice�

M� �
K�M		

f	� � f q��	

�����

Aussi� son d�terminant se factorise f q��� � f�	 � f q��� � donnant le polyn!me homog�ne f��

f� �
det�M�	

f q��� � f�	 � f q���

�����

Calculant K�M�	� on voit que f q�	� �f		 �f q��� se factorise dans tous les �l�ments de cette

matrice K�M�	� ce qui nous am�ne 	 introduire une nouvelle matrice�

M� �
K�M�	

f q�	� � f		 � f q���

�����

Les propri�t�s de factorisation sont maintenant stabilis�es et se reproduisent similaire�

ment 	 chaque ordre n�

De mani�re g�n�rale� pour n 	 � et q 	 �� on a les factorisations�

Mn�� �
K�Mn�		

f q�	n f	n�� f
q��
n�	

�����

fn�� �
det�Mn�		

f q��n f�n�� f
q��
n�	

�����

qui donnent les relations suivantes ind�pendantes de q�

K�Mn�		

det�Mn�		
�

Mn��

fnfn��fn�	fn��
�����

A partir du sch�ma de factorisation pr�cedent� nous pouvons d�duire�

p�x	 � �q � �	x� � �x� � �q � �	x	

q�x	 � �q � �	x� � �x	 � �q � �	x

En utilisant les deux �quations ����� donn�es dans le chapitre pr�c�dent �pour q

g�n�ral on obtient�

��x	 �
q�� � �q � �	x� �x	 � �q � �	x�	

�� � x	��� x	�

	�x	 �
qx

�� � x	��� x	�

qui donnent aussi�

�n � q
�q n	

�
�
q

�
� ���	n q

�
� ���	n

�
	n �

q

�

�
�n �n � �	 � �� ���	n

�
�
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Les expressions �n et 	n �voluent comme n	� c
est 	 dire� une croissance polyn!miale en n�

Dans les fonctions g�n�ratrices ��x	 et 	�x	 cel	 correspond 	 avoir seulement x � 
�
comme singularit�s�

������ Classe II

Pour q � �� l
analyse des it�rations de la transformation homog�ne K pour les transpo�

sitions de la classe II donne exactement les m�mes factorisations et �galement les m�mes

fonctions g�neratrices ��x	 et 	�x	� que la classe I�

Pour la classe II� les factorisations des it�rations correspondant 	 la transformation K

detaill�e dans la section � pour la classe I � sont tr�s di�erentes� quand q 	 ��

D�j	 apr�s deux iterations� on a�������	
f� � det�M
	

M� � K�M
	

������	
f	 � det�M�	�f

q��
�

M	 � K�M�	�f
q��
�

�����

������	
f� � det�M		��f	� � f q��	 	

M� � K�M		��f� � f q��	 	

������	
f� � det�M�	��f

q�	
� � f		 � f q��� 	

M� � K�M�	��f
q��
� � f	 � f q��� 	

f� �
det�M�	

f�� � f q�		 � f	� � f q���

� M� �
K�M�	

f	� � f q��	 � f� � f q���

� �����

f� �
det�M�	

f q��� � f�	 � f q�	� � f	� � f q���

�M� �
K�M�	

f q��� � f		 � f q��� � f� � f q���

�

f� �
det�M�	

f	� � f q��	 � f�� � f q�	� � f	� � f q���

� M� �
K�M�	

f� � f q��	 � f	� � f q��� � f� � f q���

et qui donnent les factorisations suivantes pour n arbitraire�

det�Mn	 � fn�� � �f q��n � f	n�� � f q�	n�	 � f�n��	 � �f q��n�� � f	n�� � f q�	n�� � f�n��	 � � � f �n� �����

o# 
n d�pend de la troncation� et�

K�Mn	 � Mn�� � �f q��n � fn�� � f q��n�	 � f	n��	 � �f q��n�� � fn�� � f q��n�� � f	n��	 � � � f �n� �����

ou �n � q � � pour n � � �mod �� �n � � pour n � � �mod �� �n � q � � pour

n � � �mod � et �n � � pour n � � �mod �� Pour les factorisations ������ on a

p�riodiquement �avec p�riode quatre la s�quence ��q��	��	�q��	��	� pour l
exposant de fn

dans ������ et p�riodiquement �aussi avec p�riode quatre la s�quence ��q��	��	�q��	��	�

pour l
exponents du fn dans ������ 
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Notons �nalement les factorisations suivantes ind�pendantes de q�

K�Mn	

det�Mn	
�

Mn��

f�f	 � � � fnfn�� �����

A partir de ce sch�ma de factorisation� nous avons�

p�x	 �
�q � �	x	 � x� � �q � �	x� � �x�

� � x�

q�x	 �
�q � �	x� �x	 � �q � �	x� � �x�

�� x�

En utilisant les deux �quations ����� donn�es dans le chapitre pr�c�dent �pour q

g�n�ral on obtient�

��x	 �
q�� � �x� � xq � �x� �x	 � x�q � �x�	

�� � x	�� � x	��� �x� �x�	

	�x	 �
qx�� � x		

� � �x � �x�

A partir de ces �quations� on voit qu
on a une �volution exponentielle avec les exposants

�n et 	n� ils �voluent comme �n o# � � ���������� ��� qui est la plus grande racine du

polyn!me � � �x	 � x��

Notons aussi que pour une matrice initiale donn�e M
� les iterations successives de M


sous la transformation K	 se mettent dans un espace de matrices a"ne de dimension trois�

K	n�M
	 � an
 �M
 � an� � P � an	 �M	 � an� �M� �����

K	n���M
	 � bn
 �M� � bn� � P � bn	 �M� � bn� �M� �����

o# la matrice P est la matrice �xe qui repr�sente les transpositions de la classe II�

������ Classe III

L
analyse des it�rations de la transformation homog�ne K pour les transpositions de

la classe III donne exactement les m�mes factorisations pour q arbitraire et �galement les

m�mes fonctions g�n�ratrices ��x	 et 	�x	 que pour la classe I�

Aussi� les orbites de K	 donne� pour q � �� courbes alg�briques elliptiques qui peuvent

�tre vu comme intersections de quatorze quadriques ��Pl'cker�like quadrics  dans CP���

Comme pour la classe I� les iterations successives pour une matrices initiale M
� sous

la transformation K	� se mettent dans un espace projectif a�ne de dimension cinq�

K	n�M
	 � an
 �M
 � an� � P � an	 �M	 � an� �M� � an� �M� � an� �M� �����



��

K	n���M
	 � bn
 �M� � bn� � P � bn	 �M� � bn� �M� � bn� �M� � bn� �M� �����

o# la matrice P est une matrice �xe repr�sentant la transposition de la classe III consid�r�e�

������ Classe IV

Les factorisations correspondant aux it�rations de la transformation K�������	
f� � det�M
	

M� � K�M
	

������	
f	 � det�M�	�f

q�	
�

M	 � K�M�	�f
q��
�

�����

������	
f� � det�M		��f� � f q�		 	

M� � K�M		�f
q��
	

������	
f� � det�M�	��f

q��
� � f	 � f q�	� 	

M� � K�M�	��f
q�	
� � f q��� 	

f� �
det�M�	

f	� � f q��	 � f� � f q�	�

� M� �
K�M�	

f� � f q�		 � f q���

� �����

f� �
det�M�	

f q�	� � f		 � f q��� � f� � f q�	�

� M� �
K�M�	

f q��� � f	 � f q�	� � f q���

�

f� �
det�M�	

f� � f q�		 � f	� � f q��� � f� � f q�	�

� M� �
K�M�	

f q��	 � f� � f q�	� � f q���

qui donnent les factorisations suivantes pour n arbitraire�

det�Mn	 � fn�� � �f q�	n � fn�� � f q��n�	 � f	n��	 � �f q�	n�� � fn�� � f q��n�� � f	n��	 � � � f �n�

o# 
n d�pend de la troncation� et�

K�Mn	 � Mn�� � �f q��n � f q�	n�	 � fn��	 � �f q��n�� � f q�	n�� � fn��	 � �f q��n�� � f q�	n��
 � fn���	 � � � f �n�

o# �n � q� � pour n � � �mod �� �n � � for n � � �mod �� �n � q� � pour n � � �mod

� et �n � � pour n � � �mod ��

On note la factorisation suivante ind�pendante de q�

K�Mn	

det�Mn	
�

Mn��

f�f	 � � � fnfn�� �����

A partir du sch�ma de factorisation� nous avons�

p�x	 �
�q � �	x	 � �q � �	x� � x�

� � x�

q�x	 �
�q � �	x� x	 � �q � �	x� � �x�

�� x�



��

En utilisant les deux �quations ����� donn�es dans le chapitre pr�c�dent �pour q

g�n�ral on obtient�

��x	 �
q�� � x� � xq � �x� x	 � x�q � x�	

��� x	�� � x	��� x� x�	

	�x	 �
qx�� � x		

�� x� x�

A partir des �quations pr�c�dentes� il est clair qu
on a une �volution exponentielle des

exposants �n et 	n� ils �voluent comme �n o# � � ����������� ��� est la plus grande racine

du polyn!me x� � x	 � ��

������ Classe V

Les factorisations correspondant aux it�rations des transformation K pour la classe V�������	
f� � det�M
	

M� � K�M
	

������	
f	 � det�M�	�f

q��
�

M	 � K�M�	�f
q��
�

�����

������	
f� � det�M		��f� � f q��	 	

M� � K�M		��f
q��
	 	

������	
f� � det�M�	��f

q��
� � f	 � f q��� 	

M� � K�M�	��f
q�	
� f q��� 	

Les factorisations sont maintenant stabilis�es� donnant pour n arbitraire�

det�Mn�		 � f q��n � fn�� � f q��n�	 � fn�� �����

K�Mn�		 � f q�	n � f q��n�	 �Mn�� �����

On note aussi� comme pour les classes I et III� les factorisations suivantes� ind�pendantes

de q� donne�

K�Mn�		

det�Mn�		
�

Mn��

fnfn��fn�	fn��
�����

A partir du sch�ma de factorisation� nous avons�

p�x	 � �q � �	x	 � �q � �	x�

q�x	 � �q � �	x � x	 � �q � �	x�



��

En utilisant les deux �quations ����� donn�es dans le chapitre pr�c�dent �pour q

g�n�ral� on obtient�

��x	 �
q�� � �q � �	x� x	 � �q � �	x�	

�� � x	��� �x� x	 � x�	

	�x	 �
qx

�� � x	�� � �x� x	 � x�	
�����

On note que les racines du d�nominateur de ��x	 et 	�x	 ne sont pas sur le cercle unit��

Donc nous avons une �volution exponentielle comme �n avec � � ��������� ��� Cette

valeur de � est la plus grande racine du polyn!me �� � x� �x	 � x�	�

Sur cette exemple� on voit qu
il est possible d
avoir des factorisations impliquant des

produits d
un nombre �xe des polyn!mes fn � et en m�me temps� une �volution exponentielle

des iterations�

Aussi � on peut �tudier l
it�ration de bK vu comme transformation birationnelle dans

CPq���� Ces orbites ressemblent 	 des courbes dans certain domaine de CPq����

������ Classe VI

Pour la classe VI� les factorisations correspondant aux iterations des transformations

homog�nes K sont�������	
f� � det�M
	

M� � K�M
	

������	
f	 � det�M�	�f

q�	
�

M	 � K�M�	�f
q��
�

�����

������	
f� � det�M		��f� � f q�		 	

M� � K�M		��f
q��
	 	

������	
f� � det�M�	��f

q�	
� � f	 � f q�	� 	

M� � K�M�	��f� f�	q��

donnant pour n arbitraire les factorisations suivantes�

K�Mn	 � Mn�� � �fn � fn�	 � fn�� � fn�� � � � f	n	q�� �����

o# �n � � pour n pair et �n � � pour n impair�

det�Mn	 � fn�� � f q�	n � fn�� � f q�	n�	 � fn�� � f q�	n�� � � � f �n� �����

o# �n � � pour n pair et �n � q� � pour n impair� On note qu
on n
a pas de factorisation

pour q � � pour K�Mn	�



��

Les �quations ����� et ����� donnent la relation simple suivante ind�pendante de q

�pour q 	 �	�

K�Mn	

det�Mn	
�

Mn��

f� � f	 � � � fn � fn�� �����

On note l
existence de relations de factorisations �comme ����� ou ������ au lieu de

factorisations avec un nombre 	xe de polyn
mes� pour les deux classes IV et VI� pour qui

la transposition des �l�ments permut�s appartient 	 la m�me colonne ou 	 la m�me ligne�

mais aussi pour la classe II �pour q 	 �� la transposition fait intervenir deux lignes et

deux colonnes�

A partir du sch�ma de factorisation� nous avons�

p�x	 �
�q � �	x	

� � x	

q�x	 �
�q � �	x� x	

�� x	

En utilisant les deux �quations ����� donn�es dans le chapitre pr�c�dent �pour q

g�n�ral� on obtient�

��x	 �
q�� � �q � �	x	

�� � x	��� �x	

	�x	 �
qx��� x	

� � �x
�����

Comme z � ��x � � est seulement la racine de toutes ces fonctions g�n�ratrices qui

ne sont pas sur le cercle d
unit� �n et 	n clairement �voluent exponentiellement comme

�n� Par exemple� 	�x	 est�

	�x	 � q x



� �

�X
n�


�n xn��

�
�����

On peut �galement �tudier l
it�ration de bK vu comme une transformation birationnelle

dans CPq���� Pour q � �� ces orbites ressemblent 	 des courbes dans certains domaines de

CP��� En fait� ces orbites peuvent �tre vu comme appartenant 	 une sous�vari�t� 	 trois

dimensions qui est l
intersection de douze quadriques �Pl'cker�like quadrics dans CP�� et

plus g�n�ralement l
intersection d
au plus� �q	 � �	 expressions alg�briques dans CPq���

pour les matrices q � q�

���� Permutations g�n�rales

Le spectre de complexit�s pr�c�dent est associ� 	 des transpositions de deux �l�ments

de la matrice� Nous avons obtenus six classes avec les polyn!mes de compl�xit�s suivants�



��

� Classe I� � � x

� Classe II� �� �x� �x�

� Classe III� �� x

� Classe IV� �� x� x�

� Classe V� �� �x� x	 � x�

� Classe VI� �� �x

Nous pouvons maintenant consid�rer des permutations plus g�n�rales� par exemple� des

permutations impliquant p �l�ments de la matrice �p � �� �� � � ��

������ Permutations de � �l�ments� p � �

Les polyn!mes associ�s aux compl�xit�s obtenues et les sch�mas de factorisation sont

les suivants� Ces compl�xit�s ont �t� obtenues avec une it�ration d
ordre ���

� ���������������������������������������

� � �

p�x	 � x�

�x��� � q�x	 �
x��	 x
�x���

��x	 � �� ��	 x
x���	x���� 	�x	 � � x���x

	x��

� ��������������������������������������

� � �

p�x	 � � x�

�x���
� q�x	 � �x��x

�x���

��x	 � � 	x����x
x���x���	x���

� 	�x	 � �� x
	x��

� ��������������������������������������

� � �����������

p�x	 � x� � x� � �x� � �x�� q�x	 � x� �x	 � �x� � x� � �x� � �x�

��x	 � �� �x��x	�	 x���
x��x	�	x��	 x���x�� � 	�x	 � �� x

x���x��x	�	x��	x���x���

� ��������������������������������������

� � ����������

p�x	 � x�

��x� � q�x	 �
	x��x
��x�

��x	 � � ��x��x
x���x���x���� 	�x	 � �� xx���

x���x��



��

� ��������������������������������������

� � �����������

p�x	 � �x� � �x�� q�x	 � x� x	 � �x� � �x�

��x	 � �� �x��x���
x	�x���x��

� 	�x	 � �� x
x���x	�x���x���

� ��������������������������������������

� � ���������

p�x	 � �x�� q�x	 � x� x	 � �x�

��x	 � �� ��x�x���x�

x���x��x���x���
� 	�x	 � �� x

x���x��x���x���

� ��������������������������������������

� � ����������

p�x	 � x� � �x�� q�x	 � x� x	 � �x� � x� � �x� �

��x	 � �� ��x�x��	x��x	�� x�

x���x��x	�	x��x��� x���
� 	�x	 � �� x

x���x��x	�	x��x���x���

� ��������������������������������������

� � �

p�x	 � �� q�x	 � x�

��x	 � �
���x� 	�x	 �

�x
���x�x����x	�x����

� ��������������������������������������

� � ���������

p�x	 � x	�x�

�x���
� q�x	 � x��x��	x

�x���

��x	 � � ��x��	x
x���x���x��x��� � 	�x	 � �� x

x��x��

� ��������������������������������������

� � �����������

p�x	 � � x	

�x��� � q�x	 �
�x��	x��x
�x���

��x	 � � x����� x��x
x���x���x��	x��� � 	�x	 � �� x

x��	x��

� ��������������������������������������

� � ����������

p�x	 � �x�� q�x	 � �x�

��x	 � �� ���x�

x���x���x	��x��x���x���
� 	�x	 � �� x

x���x���x	��x��x���x���



��

� ��������������������������������������

� � �����������

p�x	 � 	x
��x��� x	

��x� � q�x	 � �x���x��x	��x��	x��x
��x�

��x	 � �� ��x��� x���x��x	��x��x
x��x��x	�x��x��� x���x���

	�x	 � � xx���
x��x��x	�x��x��� x��

� ��������������������������������������

� � ����������

p�x	 � x��	x��x��x	�x�

��x��x�
� q�x	 � x�	x��x���x��x��x


��x��x�

��x	 � � ��x��x�x���x��x


x���x���x��x��x��	x���

	�x	 � �� x����x��x�	
x���x���x��x��x��	 x���

� ��������������������������������������

� � �����������

p�x	 � 	x
�x��x��x	�x�

��x�
� q�x	 � x�	x��	x��	x	�	x���x�

��x�

��x	 � � ��	 x��x�	x��	 x��	x	�	x�

	x��	 x��	x���x���x���

	�x	 � �� x�x��x��	�x��x��	
	 x��	x��	 x��

Il existe un sch�ma de factorisations o# l
ordre �� pour l
it�ration ne su"t pas pour

tirer les expressions exactes de p�x	� q�x	� ��x	� 	�x	 et donc la valeur exacte de �� pour

cela on donne les expressions approximatives des polyn!mes et la valeur approximative de

��

� ��������������������������������������

� � ���������

p�x	 � x� � �x� � x� � x� � x� � �x�� � �x�� � � � �
q�x	 � x�x	��x��x���x���x���x���x��x���x�
��x����x�	��x��� � � �
��x	 � � � ��x � ��x	 � ���x� � ���x� � ��x� � ����x� � ���x� � �����x� �

����x� � ������x�
 � ������x�� � ������x�	 � ������x�� � � � �
	�x	 � �x � �x	 � ��x� � ��x� � ��x� � ���x� � ����x� � ����x� � �����x� �

�����x�
 � �����x�� � �����x�	 � �����x�� � � � �



��

������ Permutations de � �l�ments� p � �

Quelques polyn!mes associ�s aux complexit�s obtenues avec leurs sch�mas de factori�

sation sont les suivants�

� ��������������������������������������

� � �

p�x	 � x�

��x�
� q�x	 � x��	 x

��x�

��x	 � �� ��	 x
x���	x���

� 	�x	 � � x���x
	x��

� ��������������������������������������

� � �����������

p�x	 � �x��	 x�

��x�
� q�x	 � x�� x��x	

��x�

��x	 � � ���	x��x�x	

x	�	x��� x���x���� 	�x	 � � xx���
x	�	x���x��

� ��������������������������������������

� � ���������

p�x	 � �x�� q�x	 � x� x	 � �x�

��x	 � �� ��x�x���x�

x���x��x���x���
� 	�x	 � �� x

x���x��x���x���

� ��������������������������������������

� � ����������

p�x	 � x�

��x�
� q�x	 � 	x��x

��x�

��x	 � � x��x��
x���x���x���� 	�x	 � �� xx���

x���x��

� ��������������������������������������

� � �����������

p�x	 � �x� � �x�� q�x	 � x� x	 � �x� � �x�

��x	 � �� �x��x���
x	�x���x�� � 	�x	 � �� x

x���x	�x���x���

� ��������������������������������������

� � �

p�x	 � � x�

��x� � q�x	 �
�x��x
��x�

��x	 � � ��	 x��x
x���x���	x��� � 	�x	 � �� x

	x��



��

� ��������������������������������������

� � �����������

p�x	 � x��	x�

��x	 � q�x	 � x��x��x��	x	

��x	

��x	 � � ��x	�x�� x��x�

x���x	��x��� x��� x��� � 	�x	 � �� xx����x���	
x	��x���x���x��

� ��������������������������������������

� � ����������

p�x	 � �x� � x� � �x� � �x�� q�x	 � x� �x	 � �x� � �x� � �x� � �x�

��x	 � �� ��x�	 x��� x���x	��x���x�

���	 x�x��x��x

� 	�x	 � �� x

���	x�x��x��x


� ��������������������������������������

� � ����������

p�x	 � x� � �x� � �x�� q�x	 � x� x	 � �x� � �x� � �x�

��x	 � �� � x	�	x��x���
x��x	�x��x��� x�� � 	�x	 � �� x

x���x��x	�x��x���x���

� ��������������������������������������

� � �����������

p�x	 � 	x	�	x�

��x�x��x	�x�
� q�x	 � 	 x��	x	��x��x

��x�

��x	 � �� ����x�x��x	�x�	���	x��	x��	x	�x	
x	��x����x��x
��x��	x����x��

� 	�x	 � �
xx���x�������x�x��x	�x�	

x	��x����x��x
��x��	x����x��

� ��������������������������������������

� � ���������

p�x	 � x��	 x	

��x�
� q�x	 � x�x���x��x	

��x�

��x	 � � ��� x��x�x��x	

x���x	�x��x��� x���� 	�x	 � �� xx����x��x��	
x���x	�x��x���x���

� ��������������������������������������

� � ����������

p�x	 � �� x��x	�x�

��	x�	x��x���x�
� q�x	 � x��x	�	x��	x��x

��x	

��x	 � �� ���	x�	x��x���x�	���x��	x��	x��x	
�x��x���x��	x	��x��x���x����x
��x���x����x��

	�x	 � �
xx���x����x���	���	x�	x��x���x�	

�x��x���x��	x	�� x��x���x����x
��x���x����x��

� ��������������������������������������

� � ����������
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p�x	 � �x� � �x�� q�x	 � x� x	 � �x� � x� � �x�

��x	 � �� ��x�x��� x��x	�� x�

x���x��x	�x��x��� x���
� 	�x	 � �� x

x���x��x	�x��x���x���

� ��������������������������������������

� � �����������

p�x	 � x� � x� � �x� � �x�� q�x	 � x� �x	 � �x� � x� � �x� � x� � �x�

��x	 � �� ��x�	x��	x��x	��x��x���x


x���x
�x��x��x	�	 x��	x���x���
� 	�x	 � �� x

x���x
�x��x��x	�	x��	x���x���

� ��������������������������������������

� � �����������

p�x	 � � x	

��x�
� q�x	 � �x��x��x

��x�

��x	 � � ��	x��x��x
	x	���x��	x��	x

� 	�x	 � �� xx����x��x��	
	x	���x��	x��	x

� ��������������������������������������

� � �

p�x	 � �� q�x	 � x
��x

��x	 � �
���x� 	�x	 �

���x�x
��� x

� ��������������������������������������

� � ����������

p�x	 � x� � �x� � �x� � �x�� q�x	 � x� x	 � �x� � �x� � �x� � �x�

��x	 � �� ��x�x���x��� x	�� x���x�

x���x��x��x���x��� � 	�x	 � �� x
x���x��x��x���x���

� ��������������������������������������

� � ����������

p�x	 � x� � �x�� q�x	 � x� x	 � �x� � x� � �x�

��x	 � �� ��x�x��	x��x	�� x�

x���x��x	�	x��x��� x���� 	�x	 � �� x
x���x��x	�	x��x���x���

� ��������������������������������������

� � �����������

p�x	 � x	

��	x��x	 � q�x	 �
x�x��x�

��x	�x�

��x	 � �� x����x�����x���	�x��x��	
�x	��x��x����	 x��x���x��x���x
��x�

	�x	 � �� x����x	�x�	x����x����

�x	��x��x����	x��x���x��x���x
��x�
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� ��������������������������������������

� � �����������

p�x	 � � x	

��x� � q�x	 �
�x��	 x��x

��x�

��x	 � � ��x��� x��x
x���x���x��	x��� � 	�x	 � �� x

x��	x��

� ��������������������������������������

� � ����������

p�x	 � 	x��x	

��x� � q�x	 � x�x��	x��� x	

��x�

��x	 � �� ��x�	x���x	

x	�	x���x���x���
� 	�x	 � � xx���

x	�	x���x��

� ��������������������������������������

� � ����������

p�x	 � 	x��x	�x�

��x	 � q�x	 � x�	x��	 x���x	

��x	

��x	 � � ��	 x	�x�	x��	x�

	x��	 x���x���x���� 	�x	 � �� x�x���	
	x��	x��

���� Remarques et conclusion

L
analyse des polyn!mes de complexit�s obtenus� dans cette section ainsi que dans la

pr�c�dente� nous montre encore une fois qu
on peut classi�er ces di��rentes complexit�s

en trois classes di��rentes� des nombres de Pisot� des nombres de Salem et d
autres plus

g�n�raux �voir ���� ���� La liste des compl�xit�s obtenus pour p � �� �� � est donn�e dans

le Tableau �����

Il est assez remarquable que toutes les complexit�s trouv�es sont de ces trois types� Les

origines de cette classi�cation sont encore 	 comprendre �����



��

� Polynme Type

� �� � �x

����

����� x	 � �x� � x� � �x� � Salem

��	��	��	�� x� � x	 � 	x� � x� � �x� � Pisot

��	�������� � x	 � �x� � x� � �� 	x� �x� � �x� � x� � �x
 � �x� N�P

���		������ x	 � 	x� � � x� � Pisot

����

����� x� � x� � x� � �x� � Pisot

���������
� �� �x� x� � x� Pisot

��������
�� 	 x	 � �� x� � 	x� � 	x N�P

������	
��	 x� � x	 � x� � x� � �x� � Pisot

��������
�� x	 � x� � x� � �x� � Pisot

����	������ x	 � x� � �x� � Pisot

����	����		 x� � �x� � Pisot

��
��
���	� � x� � x� � � x� � 	 x	 � �x� � x� � �x� � � �x
 � �x� � �x�� � �x�� N�P

��
�������� �� � 	x� x� � x� � x
 Pisot

���	
�	���� x� � x� � x	 � x� � x� � �x� � Pisot

����������� x
 � x� � x� � x	 � 	x� � 	x� � �x� � Pisot

���������	
 x� � x	 � 	x� � 	x� � �x� � Pisot

����������� x� � x� � x� � 	x� � Pisot

��������
�� x� � 	x� � Pisot

����
��
��� 	 x� � 	x� � 	x� � Pisot

���
�����	� 	 x� � 	x� � Pisot

���	�	����� x	 � �x� � �� x� �x
 � �x� � 	x�� � �x�� N�P

����	������ x	 � 	x� � � x� � Pisot

���
������� x	 � �x� � � x� � � x� � Salem

� �� 	x

����	����	� x� � x� � Pisot

����

����� �� x� x� Pisot

� � � x��� x�� Int

Tableau ���� Complexit�s associ�es 	 des matrice � � ��
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CHAPITRE 

ETUDE DE LA CLASSE IV

Une classe de transformations birationnelles� appel�e �classe IV � a emerg� dans l
�tude

des complexit�s dans les deux pr�c�dents chapitres� Elle peut �tre vu comme un excellent

�laboratoire pour analyser la �fronti�re entre l
int�grabilit� et le chaos car c
est la classe

qui a la plus faible valeur de complexit� sup�rieure 	 un� Le meilleur repr�sentant de cette

classe est donn� par la permutation t�	��	 sur des matrices d
ordre q�q �avec q � �� �� � � ��

���� Propri�t�s de factorisation

Rappelons le sch�ma des factorisations correspondant 	 la transformation K de la classe

IV� pour n arbitraire�

det�Mn	 � fn�� � �f q�	n � fn�� � f q��n�	 � f	n��	 � �f q�	n�� � fn�� � f q��n�� � f	n��	 � � � f �n�
K�Mn	 � Mn�� � �f q��n � f q�	n�	 � fn��	 � �f q��n�� � f q�	n�� � fn��	 � �f q��n�� � f q�	n��
 � fn���	 � � � f �n�

o# 
n et �n d�pendent de la troncation� Ces factorisations ont une p�riodicit� avec p�riode

quatre� Les relations suivantes ind�pendantes de l�ordre q de la matrice sont v�ri��es�

bK�Mn	 �
K�Mn	

det�Mn	
�

Mn��

f�f	 � � � fnfn�� �����

De mani�re remarquable� les polyn!mes fn� pour la classe IV� satisfont pour q arbitraire

des relations exactes� comme par exemple�

�fn�	 � fn��fn��	

�fn � fn��fn��	
� fn�� fn��
 fn��� � � �
fn�� fn�� fn��	 � � �

�
fn �fn�� fn�� fn�� � � �	� �fn�� fn�� fn�� � � �	

fn�	 �fn�� fn�� fn��� � � �	� �fn�� fn�� fn�� � � �	 �����

Contrairement aux cas int�grables� on doit s
attendre 	 avoir non pas des r�currences

mais des �pseudo�r�currences sur les variables xn� d��nies par xn � det� bK�Mn	 bK�Mn��		�

comme on verra dans la suite�
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���� La classe IV vue comme une transformation dans un plan

Consid�rons l
iteration de la transformation bK � bI �t dans l
espace 	 �q	��	 dimensions

qui est l
espace projectif CPq��� correspondant aux �l�ments des matrices d
ordre q � q�

On peut� en visualisant les orbites associ�es 	 cette transformation� voir qu
elles appar�

tiennent 	 des sous�vari�t�s bidimensionnelles �plans dans CPq��� ���� ����

Cel	 peut �galement �tre vu num�riquement� pour n arbitraire� en �tablissant qu
une

relation entre la matrice M
 et ses premi�res it�r�es paires est v�ri��e�

bK	n�M
	 � �
�
n �M
 � ���

n � bK	�M
	 � �	�
n � bK��M
	 �����

Ceci montre que les orbites de M
 par bK	n sont con�n�s dans des plans�

Pour la transposition t�	��	 � on peut avoir une d�monstration plus rigoureuse� On

peut r�cursivement montrer que les iterations successives de bK	 sur une matrice initiale

M
 �g�n�rique� peut �tre �crite comme suit�

bK	n�M
	 �
�

x
 x	 � � � x	n�	
� �M
 � an F � bn P 	 �����

o# P indique une matrice constante d
ordre q�q avec les �l�ments� P ��� �� � � � P ��� �� �

�� � P �i� j� � � pour �i� j	 �� ��� �	 ou ��� �	 et F indique une matrice d
ordre q � q

quadratique dans les mij �F ��� �� � m	�m�� � m��m	� � ��� �voir l
equation ������ La

matrice F d�pend de M
 � mais pas de l�ordre n de l�iteration�

Autrement dit� toutes les it�r�es de M
 par bK	 sont con	n�es dans un plan qui ne

d�pend que de la matrice initiale M
� Ce plan est g�n�r� par deux vecteurs� un vecteur

	xe P et un autre F � qui d�pend de la matrice initiale�

������ Relation au premier ordre

Pour d�montrer la relation ������ on peut proc�der par r�currence comme suit� On

consid�re une matrice d
ordre q � q g�n�rique M
 d��nie par�

M
 �

�BBBBBBB�

m�� m�	 m�� � � � m�q

m	� m		 m	� � � � m	q

m�� m�	 m�� � � � m�q

���
���

���
���

���

mq� mq	 mq� � � � mqq

�CCCCCCCA
�����

En appliquant l
inverse bI et la transposition t � bK � t � bI� on peut voir que�

t�M
	 �M
 ��
P� o# �
 � ��M
	 � m�	 �m�	
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avec�

P �

�BBBBBBB�

� � � � � �

� � � � � �

� �� � � � �
���

���
� � �

���

� � � � � �

�CCCCCCCA
En appliquant la relation pr�c�dente sur la matrice bI�M
	� on voit que�

bK�M
	 � bI�M
	���P� o# �� � ���bI�M
		 � �� bK�M
		

Posons en g�n�ral �n � �� bKn�M
		� Si on introduit la matrice U d��nie par�

U � M
 � bK�M
	 � I ���M
 � P

on voit que�

det�U	 � det�M
 � bK�M
		 � det�M
	 det� bK�M
		 � x


� det�I ���M
 � P 	 � � � ���m	� �m	�	

o# on a utilis� la d��nition de x
�
Le calcul de bK	�M
	 donne�

K�M�� �
�

x�
�

�
BBBBBBBB�

m�� � ��m��m�� �m��m��� m��x� ���m��m�� �m��� m�� � ��m��m�� �m��m���

m�� m�� m��

m�� � ��m��m�� �m��m��� m��x� ���m��m�� �m��� m�� � ��m��m�� �m��m���

m�� � ��m��m�� �m��m��� m��x� ���m��m�� �m��� m�� � ��m��m�� �m��m���

�
�
�

�
�
�

�
�
�

m��x� � ��m��m�� �m��� � � �
m�� � � �

m��x� � ��m��m�� �m��� � � �
m��x� � ��m��m�� �m��� � � �

�
�
�

�
�
�

�
CCCCCCCCA

������

Ce qui montre que bK	�M
	peut s
�crire sous la forme�

bK	�M
	 �
M
 � a�F � b�P

x

o#� a� � �� et� b� �

x
�	 ��


�

avec� �	 � �� bK	�M
		 �
��m		�m�� �m�� �m�� �m��	

x

��


La matrice F qui ne d�pend que de la matrice initiale M
 s
�crit�

F �

�
BBBBBBBB�

m��m�� �m��m�� m�� �m���d� �m��c���� m��m�� �m��m�� m��d� �m��m�� �m��� � � �
� � � � � � �

m��m�� �m��m�� m�� �m���d� �m��c���� m��m�� �m��m�� m��d� �m��m�� �m��� � � �
m��m�� �m��m�� m��d� �m��m�� �m��� m��m�� �m��m�� m��d� �m��m�� �m��� � � �

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
CCCCCCCCA

������
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avec c
 � �m�� � m�� � m�� � m��	 et d
 � �m	� � m	�	� On voit alors d
apr�s ce qui

pr�c�de que la relation ����� est v�ri��e pour l
ordre un�

������ Relation g�n�rale

Supposons maintenant que�

bK	n�M
	 �
�

x
x	x� � � � x	n�	 �M
 � anF � bnP 	

est v�ri��e pour un ordre n et regardons l
ordre suivant �n� �	�

bK	n�	�M
	 � bK	n� bK	�M
		 �
�

x	x� � � �x	n �
bK	�M
	� an� bK		 bK	�F 	� bn� bK		P 	

Avec� bK	�F 	 � F�x
� on a donc�

bK	n�	�M
	 �
�

x
x	x� � � � x	n �M
 � ��� � an� bK			F � �b� � x
bn� bK			P 	

o# an� bK		 et bn� bK		 repr�sentent les an et bn associ�es 	 la matrice bK	�M
	� Si on pose�

an�� � �� � an� bK		 et� bn�� � b� � bn� bK		x


on obtient alors�

bK	n�	�M
	 �
�

x
x	x� � � � x	n �M
 � an��F � bn��P 	

Donc la relation ����� est v�ri��e� Sachant que a� � ��� on obtient donc�

an � �� ��� ��� � � � ���	n��

bn �
x
x	 � � �x	n�	�	n ��


�
�����

Ces calculs permettent de consid�rer alors la transformation bk � bK	 comme une transfor�

mation birationnelle de deux variables �a � b	�

���� R�currences sur les xn

On peut �galement repr�senter� et analyser la transformation bk comme une r�currence

sur les variables xn� L
int�grabilit� de bk doit automatiquement donner une int�grabilit� des

r�currences sur les xn malgr� qu
un d�terminant ne contient qu
une partie de �l
information 

sur la matrice�

Les r�currences sur les variables xn sont ind�pendantes de q� la plus simple s
�crit�

xn�� � �

xn�	 xn�� � �
�

xn�� � �

xn xn�	 � �
� xn xn�� �����
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D
autre r�currences sur les xn sont aussi v�ri��es �����

Une d�monstration de la relation ����� peut �tre donner de la mani�re suivante en

remarquant que les r�sultats trouv�s par l
application directe de bK	 sur une matrice quel�

conque M
 peuvent �tre g�n�raliser pour n
importe quelle matrice et particuli�rement pour

la matrice bKn�M
	� Nous avons bKn�	�M
	 � bK	� bKn�M
		�

� On d��nit pour la matrice M
� la quantit� T �M
	 � T
 � m	� � m	� et en g�n�ral

Tn � T �Kn�M
		�

L
application de bK	 sur M
 nous permet d
�tablir les relations suivantes�

T	 �
T

x


et� x
 � � ���T


Par analogie l
application de bK	 sur la matrice bKn�M
	 donne�

Tn�	 �
Tn
xn

et� xn�	 � � ��n��Tn�	 � � ��n��
Tn
xn

� � �
�n��

xn�n��
�xn � �	

d
o# la relation�

�xn�	 � �	 �
�n��

xn�n��
�xn � �	 �����

� De mani�re similaire� si on d��nit pour la matrice M
� la quantit��

R�M
	 � R
 � m		 � �m�� �m�� �m�� �m��	

et en g�n�ral Rn � R�Kn�M
		� Nous avons par l
application de bK	 sur M
�

R	 �
R


x	

et� �	 � ��

R


x

��


Par analogie l
application de bK	 sur � bKn�M
		 donne�

Rn�	 �
Rn

x	n

�n�	 � �n��
Rn

xn
��n � �n��

Rn�	

xnx	n�	
��n �

�n����n ��n�		

xnxn�	�n��
��n

d
o# la relation�

��n�	 ��n	

�n��
� xnxn�	 � ��n ��n�		

�n��
�����

� En posant �n � �n�	��n� les deux �quations pr�c�dentes deviennent�

�xn�	 � �	 �
�xn � �	

xn
� �n�� et�

��n�	 � �	

�n��
� xnxn�	 � ��n � �	

�n

L
�limination de �n entre ces deux �quations� donne la r�currence ������
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���� R�solution de la r�currence sur xn

On introduit une variable homog�ne qn d��nie par � xn � qn�	�qn �

On a q	n � x
 x	 � � � x	n�	 � q
 et �galement q	n�� � x� x� � � � x	n�� � q� � o# q
 et q�

sont deux quantit�s homog�nes arbitraires�

La r�currence ����� sur les xn devienne�

qn�� qn�� � qn�� � qn�	
�qn�� � qn��	

� qn�� qn�� � qn�� � qn
�qn�� � qn��	

�����

Les termes de gauche et de droite de l
�quation ����� sont les m�mes modulo un shift de

deux� On peut alors introduire deux constantes d
int�gration �� et �	� et voir que l
�quation

����� est �quivalente 	�

qn�� � qn � �n �
� �

qn��
� �

qn��

�
�����

o# �	n�� � �� et �	n � �	�

Comme �n�	 � �n� on peut r�ecrire ����� comme suit�

qn�� � qn�	 �
�n�	
qn��

� qn�	 � qn �
�n
qn��

�����

On voit alors que l
�quation ����� relie ses deux membres par un shift de deux� ce qui

nous conduit 	 introduire deux nouvelles constantes�

qn�	 � qn �
�n
qn��

� n �����

o# 	n�� � � et 	n � 	�

Pou continuer la r�solution� on doit �crire une relation similaire 	 ������ qui s
�crit�

qn�� �
�n�	
qn��

� qn �
�n
qn��

�
�
qn�� �

�n
qn

� qn
qn��

�����

Malheureusement �n�	 �� �n�� et on ne trouve pas d
autre expression covariante�

N�anmoins� on peut �tudier une r�currence restreinte� correspondant 	 �� � �	 � ��

Dans ce sous�cas� cette r�currence est int�grable et est intimement reli�e aux r�currences

et aux relations biquadratiques �tudi�es pr�c�demment� L
�quation ����� devient�

qn�� �
�

qn��
� qn �

�

qn��
�
�
qn�� �

�

qn

� qn
qn��

�����

En posant Qn � qn �
�

qn��
� l
�quation ����� devient�

Qn�� �
qn
qn��

Qn�� �����



��

qui peut aussi se r��crire sous la forme�

qn��Qn��Qn��Qn�	 � qnQn��Qn�	Qn�� �����

L
�quation pr�c�dente permet d
introduire une nouvelle constante d
int�gration ��

Avec les variables Qn� les �quations ����� donnent�

Qn�	 � n � qn �����

A partir des �quations ����� et ������ on obtient�

� � qn �Qn�� �Qn�	 �Qn��

� �n � qn	 �n�� � qn��	 �qn qn�� � �	 �����

qui donne deux �quations biquadratiques�

�	 � q	n	 �� � q	n��	 �q	n q	n�� � �	� � � �

�	 � q	n�		 �� � q	n��	 �q	n�	 q	n�� � �	� � � � �����

Si on introduit le polyn!me biquadratique B�x� y	�

B�x� y	 � �xy � �	�x � �	�y � 		� � �����

Dans le plan �qn� qn��	� ces points successifs se mettent respectivement sur deux courbes

biquadratiques qui dependent de la parit� de n� plus pr�cis�ment� si n est impair B�x� y	 �

�� et B�y� x	 � � si n est pair�

Ceci montre que dans le sous�cas �� � �	 � �� que la r�currence ������ ou de mani�re

�quivalente ������ est une r�currence integrable�

On notera qu
on peut aussi associer 	 la classe IV une transformation dans CP� comme

suit�

qn�	 � � � qn � ��
qn��

�����

qn�� � 	 � qn�� � �	 qn��
�� � qn	 qn�� � ��

Remarquons que la transformation ����� dans CP� est aussi birationnelle� On obtient

�qn� qn�� en termes de �qn�	� qn�� par ������ avec le changement de variables suivant�

�� � �	� � � 	� qn � qn��� qn�� � qn�	
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���� Transformation 	 deux variables u et v et 	 deux param�tres � et �

On peut introduire le changement de variables suivant�

un �
q
 q�

q� q	 � q
 q� � 
	
� q	n
q


� vn � �q
 q�

	

� q	n��
q�

� q	n
q


�����

Il a �t� montr� dans ���� ��� que la transformation involutive bI t bI sur les nouvelles vari�

ables �u� v	 prend alors une forme simple �ind�pendante de tout param�tre�

bI t bI 
 �u� v	 �� �u�� v�	 �
�u� v � u v

v
�
u� v � u v

u

�
�����

La transformation t est repr�sent�e comme suit�

t 
 �u� v	 �� �u� � � �� v � � u	 �����

o# � et � sont�

� �
�� � �	
�	

� � � � �q	 �q� � q�	 � ��	 �q� �q
 � q		 � �		

q� q	 �	
� � � 	

�	
�����

Pour � � �� on peut voir que la quantit� alg�brique�

i �
�u� �	�v � �	�v � �u	

u
�����

est un invariant de k � bI t bI t�
On consid�re la meme transformation mais avec � �� �� avec les deux variables i et v

�et sans perdre aucune g�n�ralit�� on peut prendre � � �� la transformation devient�

bK � bI t 

������	

i� i��� 

v
	��� 


v��	

v� � � i
v
�� � 


v��	

�����

Alternativement� on peut aussi choisir 	 la place de �i� v	� deux autres variables �x� y	 telles

que�

x �
i

v
�� � �

v � �
	 et� y � v � � �����

donc� la transformation bK devient�

bK 


������	
x� yx�
�

x���

y � x� ��� �	

�����

La transformation sous cette forme pr�sente plusieurs avantage� 	 cause essentiellement

de sa simplicit� et de sa sym�trie� Elle pr�sente plusieurs possibilit�s de r�duction de



��

complexit� qui peuvent �tre �tudi�es par exemple par l
interm�diaire de la m�thode de

Diller et Favre �����

���� Pr�servation d
une deux�forme

Il a �t� montr� dans ���� ��� ��� ��� que la transformation birationnelle de CP	� bK � bI t�
pr�serve une deux�forme m�romorphe ���� ��� ����

d� �
dx � dy
�x� y	

�
dx � dy

y � x � �
�����

La pr�servation de cette deux�forme correspond 	 l
identit� suivante entre le covariant

�x� y	 � y � x � � et le Jacobien de la transformation birationnelle bK�

J�x� y	 �
�x�� y�	

�x� y	
�

�k
�x� y		

�x� y	
�����

La pr�servation de cette deux�forme signi�e que cette tranformation birationnelle peut �tre

transform�e� par un changement de variables �non rationnel� en une transformation qui

pr�serve les aires �voir �����

���� R�ductions de complexit�

La m�thode de Diller�Favre ���� peut �tre appliquer pour d�terminer les valeurs du

param�tre � lorsque la transformation pr�sente une r�duction de complexit��

La m�thode consiste 	 determiner deux ensembles de points� l
ensemble exceptionel

R et l
ensemble d
indermination L de la transformation� et 	 imposer que l
it�ration des

points de R doit tomber dans L pour avoir une r�duction de complexit�s�

� Determination de L�

La transformation est ind�termin�e lorsque numerateur�Kx	�denominateur�Kx	 est

de la forme ��� ou numerateur�Ky	�denominateur�Ky	 est de la forme ����

La solution du syst�me d
�quation �y�x� �	 � �� x � � � �	 donne �x� y	 � ���� �	�
donc� L � f���� �	g�

� Determination de R

Le d�terminant de la matrice Jacobienne de la transformation est donn�e par�

J � det

�
�Kx
�X

�Kx
�y

�Ky
�X

�Ky
�y


� det

�
y

��x � yx�
�
��x��

x�

��x

� �


�
�x� �

� � x

Donc J � � signi�e que R � fx � �g�
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� L
application du crit�re de Diller�Favre consiste 	 imposer que K�R	  L�

En it�rant la droite x � �� on a�

�x
 � �� y
 � y	� �x� � �� y� � �	� �x	 � ��� y	 � � � �	�
� �x� � ���� y� � ���� �	� �x� � ���� y� � ���� �	� � � �

� ��m�� ��m�	

donc les valeurs de � qui donnent des r�ductions de complexit�s sont telles que�

��m�� ��m�	 � ���� �	 ce qui donne� � �
�

m

Le premier groupe de transformations 	 plus faible complexit� correspond 	 � � �
m

�m entier�

Pour tenir compte de la contribution possible du point 	 l
in�ni� on va construire la

transformation suivante�

Kinf�
x �

�

Kx�
�
x
� �
y
	
�

y�� � x	

�� � �x

Kinf�
y �

�

Ky�
�
x
� �
y
	
�

x

�� � �� � �	x

Les m�mes calculs fait pour K peuvent �tre refait pour Kinf�� on trouve�

Linf� � f�x �
�

�
� y � �	g et� Rinf� � fx � ��g

En it�rant la droite x � �� on obtient�

�x
 � ��� y
 � y	� �x� � �� y� �
��
�
	� �x	 �

��
�
� y	 � �	

� �x� � �� y� �
��

�� � �
	� �x� �

��
��� �

� y� � �	� �x� � �� y� �
��

��� �
	

� � � � � �x	n�� �
��

n�� �n� �	
� y	n � �	 � �x	n � �� yn �

��
n�� �n� �	

	� � � �

L
application du crit�re de Diller�Favre consiste 	 imposer que K�Rinf�	  Linf�� Donc

Le deuxi�me groupe de transformations qui ont une r�duction de complexit� sont ceux qui

correspondent 	 � � �m� �	��m � �	 avec m entier�

���� Les cas int�grables

Les transformations qui ont une plus faible complexit� par rapport au cas g�n�rique

sont celles qui appartiennent soit au premier groupe soit au deuxi�me groupe de valeurs

de ��



��

Pour que la transformation soit int�grable� une possibilit� est que � appartienne au deux

groupes 	 la fois� c
est 	 dire� � est de la forme ��m� �avec m entier et aussi de la forme

�p � �	��p � �	� �avec p entier�

Les couples �m� p	 qui v�ri�ent la condition pr�c�dente sont�

� ���� �	 correspondant 	 � � ��
� ��� �	 correspondant 	 � � ���

� ��� �	 correspondant 	 � � ���

� ��� �	 correspondant 	 � � �

� ����	 correspondant 	 � � �

Les �gures ci�dessous montrent des orbites de la transformation pour di��rentes valeurs

de ��

� Cas non int�grable avec � g�n�rique �� � ����� Dans ce cas on voit des orbites

chaotiques�

-2.00 2.00

-2.00

2.00

eps= 0.520000000    N= 10000 

Figure ��� Le portrait de phase pour � � ����

� Cas non int�grable avec � g�n�rique � � � ���� Dans ce cas on voit des orbites

chaotiques� au voisinage des points �xes on voit aussi des courbes�
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-2.00 2.00

-2.00

2.00

eps= 0.250000000    N= 10000 

Figure ��� Le portrait de phase pour � � ���

� Cas int�grables pour � � ��� et � � ���� Dans ce cas on voit une feuilletages en

courbes alg�briques dans tout le plan�

-2.00 2.00

-2.00

2.00

eps= 0.333333333    N= 10000 

Figure ��� Le portrait de phase pour � � ���
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-2.00 2.00

-2.00

2.00

eps= 0.500000000    N= 10000 

Figure ��� Le portrait de phase pour � � ���

���� Les invariants

L
int�grabilit� de la transformation peut �tre vue graphiquement lorsque le portait de

phase est feuillet�e en courbes alg�briques �Figures ��� et ���� seulement ce ph�nom�ne

n
appara�t que pour des valeurs de � bien d��nies ��� �� ���� ���� ��
L
int�grabilit� signi�e aussi l
apparition de quantit�s d�pendant des variables de la

transformation ne changeant pas lors de l
it�ration� Elles sont reli�es aux �quations de ces

courbes alg�briques� Ces quantit�s sont appel�es invariants de la transformation�

Par d��nition donc� un invariant I�x� y	 est une quantit� d�pendant de x et y v�ri�ant�

K�I�x� y		 � I�x� y	�

������ Calcul des invariants

�� Pour d�terminer les invariants� on peut utiliser la m�thode des orbites �nies ou

m�thode des GCD �grand diviseur commun ����� La m�thode sert 	 calculer les plus

grands diviseurs communs entre les expressions knx � x et kny � y pour n � �� �� � � �� On

utilise la notation kn�x� y	 � �knx � k
n
y 	�

On continue jusqu
	 l
ordre n o# appara�t une expression polyn!miale de x et y qu
on

va appeler dans la suite p��x� y	�
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�� On cherche un autre polyn!me p
�x� y	 dont sa transformation par la transformation

redonne p
� ce polyn!me est par exemple y�x��� On peut aussi choisir le polyn!me GCD

p	�x� y	 qui suit le premier polyn!me p��x� y	�

�� On calcule k�p��x� y		 et k�p
�x� y		 et suivant les r�sultats� on �xe l
invariant I�x� y	

comme quotient invariant de ces polyn!mes�

�� L
expression de I�x� y	 n
est pas unique� toutes les combinaisons de I�x� y	 du type

�aI�x� y	� b	��cI�x� y	�d	 avec a� b� c� d entiers� sont 	 leur tour des invariants alg�briques

possibles de la transformation�

������ Application de la m�thode pour � � ���

Le premier GCD non trivial n
appara�t qu
	 l
ordre ��

GCD�kx � x� ky � y	 � �

GCD�k	x � x� k	y � y	 � �

GCD�k�x � x� k�y � y	 � �

GCD�k�x � x� k�y � y	 � �

GCD�k�x � x� k�y � y	 � �

GCD�k�x � x� k�y � y	 � ��y � �	��x � �	��yx� x� y � �	

Donc� p��x� y	 � ��y � �	��x � �	��yx� x� y � �	� On voit alors que�

K �p��x� y		 �
��x� �	 �� yx� x� y � �	 �� y � �	 ��x� �	

��� � x	

D
autre part�

K �p
�x� y		 �
��x � �	 �x� y � �	

��� � x	

on voit alors que�

K

�
p��x� y	

p
�x� y	

�
� �p��x� y	

p
�x� y	

Donc on va choisir pour invariant possible�

I����	�x� y	 �

�
p��x� y	

p
�x� y	

�	

�
���y � �	��x� �	��yx� x� y � �			

�y � x� �		
�����

Les invariants possibles pour les autres valeurs de � int�grables sont�

I����	�x� y	 �
�� � x� �xy	��� y � �xy	�� � x� y � �xy	

�� � x� y		
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I���	�x� y	 �
�

�� � x� y		

I��	�x� y	 � �yx� �

I��	�x� y	 �
�yx		

�y � x� �		

����� La transformation pour � � �

Le comportement de la transformation pour cette valeur de � est tr�s sp�cial� Au voisi�

nage du point �xe d
ordre � qui est �����	� au lieu d
obtenir un feuilletage en courbes

alg�briques� l
it�ration d
un point quelconque donne trois courbes non�alg�briques qu
on

va appeler ����	����

La �gure ci�dessous montre ce ph�nom�ne� Dans la suite� on donnera une param�trisa�

tion transcendentale de ces courbes�

–1.2

–1.1

–1

–0.9

–0.8

0.8 0.9 1 1.1 1.2

Figure ��� Portrait de phase de l
it�ration du point ��(�������(���� ����� fois pour

� � �

On remarque que chaque courbe �i est globalement invariante sous la transformation

K��x� y	 et que les transformations K� et K	
� envoient chacune des courbes l
une dans

l
autre�

On utilisant ces remarques� on voit que�

K�
x�t	 � x

�
t

� � t

�
� K�

y �t	 � y

�
t

� � t

�
avec�

K�
x �

�yx� � � �y � �x	�� � ��y � �yx� �x	 � yx		

�� � �y � �x� �yx� �x	 � yx		�� � x	

K�
y �

� � ��y � x� �yx� �x	 � yx	

� � �y � x� yx
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On prenant les expressions suivantes pour un point �x�t	� y�t		 initial�

x�t	 � � �
NX
n��

ant
n y�t	 � �� �

NX
n��

bnt
n

En r�solvant le syst�me d
�quations pr�c�dent ordre par ordre� on obtient pour �� la
param�trisation suivante�

x�t� � � �
	

�
t� a�t

� �

�
�
�


��
� ��	a�

�

�
t� �

�
�

�

�	�
� ���a� � ���a�

�

�
t	

�

�
���

����
�

	�

�
a�

	
�

�


	��
a� � ���a�

�

�
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�

�
�
��

����	
�

��

��
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a� �

	�

��	
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�
�
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�
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�

�
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�

�
	��
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�

������

�
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�

��

�
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	 �
�
��
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��	
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�
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��
a�

�

�
t


�
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�

�����
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�

���

��
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� �
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��
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a� �

����

�����
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� �
��
��
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�
�

���

���
a�

	
�
t� � � � �
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�

�
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�
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�
��
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a�

�
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�
t� � � � �

o# a	 est un param�tre d
�chelle non pertinent qui n
indique pas le feuilletage des courbes

���

On peut facilement montrer que les composantes x�t	 et y�t	 v�ri�ent les relations

suivantes�

y

�
a	�

t

� � st

�
� y

�
a	 �

�

�
s� t

�
� x

�
a	�

t

� � st

�
� x

�
a	 �

�

�
s� t

�
Pour cela et sans perdre aucune g�n�ralit�� on peut choisir n
importe quelle valeur de a	�
on prend pour simplicit� a	 � ���� les composantes de �� deviennent alors�

x�t� � � �
	

�
t�

	

�
t� �

�

��
t� �
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�	�
t	 �

���

����
t� �

�
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����	
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t
 �
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�������
t� � � � �
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t�
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t� �

�
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����	
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�

�

������
t
 �
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�������
t� � � � �

La courbe �	 est obtenu en appliquant K sur �� � �� est obtenu en appliquant K sur �	�
les r�sultats obtenus sont�
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La relation y��t	 � �x���t	 nous permet de trouver les relation suivantes�

��x

�
t

t� �

�
x �t� x t��� � x

�
t

t� �

�
x �t� x t��� � x

�
t

t� �

�
x �t�x t� � �x

�
t

t� �

�
x �t�

���x

�
t

t� �

�
x t�� x

�
t

t� �

�
x t��� � �x

�
t

t� �

�
� �x

�
t

t� �

�
x t��� � x �t��� x t���

��� x �t��� x t��� � 	�x �t� x t��� � �x �t� x t��� � �� x �t��� x t� � ��x �t� x t�

��� x �t��� � ��x �t�� �� �x t� � � x t��� � � x t��� � 


y

�
t
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�
y t�y �t� � � y

�
t

t� �

�
y t� � y

�
t

t� �

�
y �t�� y

�
t

t� �

�
� y t� y �t��� � � y t�y �t�

��	y t�� y �t� � �� � y �t��� � 


Les expressions de x�t	 et y�t	 pr�c�dentes sont les solutions de ces deux �quations fonc�

tionnelles �����
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CHAPITRE �

PROPRI�T�S DES POINTS FIXES DE LA CLASSE IV

Nous allons analyser dans ce qui suit les propri�t�s des points �xes de la transformation

particuli�re 	 deux variables et 	 deux param�tres � et � appel�e classe IV et introduite

au chapitre pr�c�dent� Cette transformation est associ�e avec l
action d
un groupe discret

non lin�aire d��nit par une transformation birationnelle sur les param�tres d
une matrice

q� q� dont l
origine est l
�tude des sym�tries du mod�le 	 vertex en m�canique statistique�

On s
interessera alors 	 l
analyse des comportements dynamiques de ces transformations

birationnelles obtenues 	 partir de simple calculs alg�briques� en l
occurence l
inverse de la

matrice q � q et la permutation de quelques �l�ments de cette derni�re�

Ces transformations sont soit int�grables soit faiblement chaotiques� On a vu pr�c�dem�

ment� en utilisant un changement de variables assez compliqu�� que cette transformation

birationnelle de q	 � � variables �pour un q arbitraire peut �tre vue comme une trans�

formation birationnelle 	 seulement deux variables avec deux param�tres � et �� Pour des

valeurs particuli�res de ces param�tres� la transformation birationnelle devient int�grable�

On peut mieux voir cette int�grabilit� par l
analyse des cycles de la transformation dans

la suite�

L
ensemble de tous les points �xes d
une transformation nous permet de trouver l
expression

exacte de la fonction dynamique z�ta qui est rationnelle dans notre cas�

On trouve �galement une �galit� entre la complexit� de Arnold et l
exponentielle de

l
entropie topologique� La complexit� de Arnold et l
entropie topologique sont des quantit�s

qui donnent une ��valuation du chaos de la transformation� Elles seront discut�es dans le

Chapitre ��

Pour la transformation birationnelle de la classe IV qu
on consid�re� l
analyse de ses cy�

cles montre qu
un ou deux membres de chaque cycle appartiennent 	 une courbe alg�brique

bien d��nie� L
existence de ces courbes alg�briques� permet de d�river des polyn!mes facile

	 �tudier et dont les solutions donnent toute l
information sur les points �xes�

Par exemple� la trace de la matrice Jacobienne en un point �xe �ou en un cycle est

�valu�e sans calculer explicitement les membres des cycles� Pour certaines valeurs de �� les
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cycles du m�me ordre ou d
un ordre di��rent coincident avec un point singulier ou non

singulier�

Ces fusions et coalescences causent une modi�cation dans le nombre de points �xes� La

coincidence avec des points singuliers cause une r�duction de la complexit��

���� D��nition d
un point �xe

Soit une transformation d��nie par�

�x�� y�	 � K�x� y	 � �Kx�x� y	�Ky�x� y		 �����

On appelle point �xe d
ordre N � un point �x� y	 v�ri�ant�

KN�x� y	 � �x� y	 �����

Les points �xes joue un r!le tr�s important dans les transformations� ils donnent la

structure des orbites au voisinage de ces derniers�

On peut voir cel	 lorsque N � �� Si on adopte les notations suivantes�

� X � �x� y	 point �xe �v�ri�ant K�X	 � X	�

� X � �x� y	 point quelconque situ� au voisinage du point �xe X�

et si on d��nit U par�

X � X � U� avec U � �Ux� Uy	 tr�s petit �����

on voit qu
au premier ordre�

Xi�� � X � Ui�� � K�Xi	 � K�X � Ui	 � K�X	 �

�
�K

�X

�
X�X�

� Ui �����

Donc par identi�cation� on aura�

Ui�� �

�
�K

�X

�
X�X�

� Ui �����

La quantit� �K
�x

est appel�e la matrice Jacobienne de la transformation� C
est une matrice

� � �� Elle s
�crit plus explicitiment�

M �
�K

�X
�

�� �Kx

�x
�Kx

�y

�Ky

�x
�Ky

�y

�� �����

L
it�ration de la transformation K peut �tre vue comme une suite de multiplication de

cette matrice Jacobienne� Ses valeurs propres �i et ses vecteurs propres vi peuvent servir

	 lin�ariser la transformation K autour du point �xe X�
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���� Stabilit� des points �xes

L
�tude de la stabilit� du point �xe peut se faire en calculant les valeurs propres � de

la matrice jacobienne�

det�M � �I	 � ��

�
�Kx
�X

� � �Kx
�y

�Ky
�X

�Ky
�y
� �


� � ������

ce qui nous donne�

�	 � � tr�M	 � det�M	 � � �� ���	 �
tr�M	


p
tr�M		 � � det�M	

�

avec det�M	X�X� � �� donc ���	 � ��

Divers cas peuvent se pr�senter suivant que les valeurs propres sont r�elles ou complexes�

Nous pouvons ainsi distinguer trois cas�

� �� � tr�M	 � �� les deux valeurs propres sont complexes� dans l
approximation

lin�aire l
ensemble des points situ�s au voisinage du point �xe forment des ellipses�

dans ce cas le point �xe est dit point �xe elliptique�

� tr�M	 � � �resp� tr�M	 � ��� les deux valeurs propres sont r�elles positives �resp�

n�gatives� dans l
approximation lin�aire l
ensemble des points situ�s au voisinage

du point �xe forment des hyperboles � dans ce cas le point �xe est dit point �xe

hyperbolique�

� tr�M	 � ����� � dans ce cas le point �xe est dit point �xe parabolique�

���� Les cycles de points �xes

������ D��nition d
un cycle

Un cycle d
ordre N repr�sente l
ensemble des N points �xes d
ordre N �

��x� y	�K�x� y	� � � � �KN���x� y		

avec KN �x� y	 � �x� y	� Un point �xe quelconque de ce cycle peut �tre utiliser comme

repr�sentant du cycle�

Pour la transformation K de la classe IV�

K 


������	
x� yx�
�

x���

y � x� ��� �	

������
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L
ensemble des points du m�me cycle v�ri�ent les relations suivantes�

NX
n��

xn �
N��� �	

�
�

NX
n��

yn �
�N��� �	

�

Pour d�montrer ces deux r�sultats� on peut utiliser la r�currence associ�e 	 cette transfor�

mation�

xn�	 �
�xn�� � �	�xn � �� �	

�xn�� � �	

yn�	 � ��� �	 �
�yn � �	�yn�� � �	

�yn�� � �	
������

qui donne une relation ind�pendante de l
it�ration yn���xn � �� �� Cette relation montre

que l
�volution de x et y est la m�me �l
�volution des degr�es�

La relation
PN

n�� xn � N
���
	

se d�montre comme suit�

A partir de la r�currence pr�c�dente� on a�

xn�	�xn�� � �	 � �xn�� � �	�xn � �� �	 � �

avec � xN � x
 � xN�� � x� � xN�	 � x	� Ce qui donne�

NX
n��

�xn�	xn�� � xn�	 � xn��xn � �xn�� � xn�� � �xn � �	 � �	 � �

ou encore�

NX
n��

�xn�	xn�� � xn��xn	 �
NX
n��

�xn�	 � xn��	 � �

NX
n��

�xn�� � xn	 �
NX
n��

��� �		 � �

qui devient en utilisant les d��nitions de points �xes�

xN�	xN�� � x	x� � xN�	 � x	 � ��
NX
n��

xn � ��xN�� � x�	 �N��� � �	 � �

Donc�
NX
n��

xn � N�
�� �

�
	

De la m�me fa$on on peut d�montrer que�

NX
n��

yn �
�N��� �	

�
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������ Matrice Jacobienne d
un cycle d
ordre N

Par d��nition� la matrice Jacobienne d
un cycle d
ordre N est la matrice Mcycle d
ordre

� � � qui sert 	 lin�ariser la transformation KN � En utilisera les m�me notations que

pr�c�demment� X � �x� y	 est un point �xe d
ordre N �c
est 	 dire v�ri�ant KN �X	 �

X et X � �x� y	 est un point quelconque situ� au voisinage de X�

On pose�

X � X � U� U � �Ux� Uy	 est tr�s petit ������

En appliquant la transformation K� on trouve�

K�X	 � K�X � U	 � K�X	 �

�
�K

�X

�
X�X�

� U
� K�X	 �M�X	 � U ������

En appliquant encore un fois la transformation K� on trouve�

K	�X	 � K �K�X	 �M�X	 � U	

� K	�X	 �M �K�X		 �M�X	 � U

En continuant jusqu
	 KN � on voit que la matrice Jacobienne d
un cycle s
obtient en

multipliant successivement les matrices Jacobiennes aux N points �xes entre elles dans

l
ordre suivant�

Mcycle � M�KN���X		 � � � M�K�X		 �M�X	 ������

���� Etude des points �xes

Pour la transformation K de la classe IV� l
application directe de la d��nition d
un

point �xe d
ordre N �

KN�x� y	 � �x� y	

nous permet de trouver les expressions analytiques de ces points seulement pour les petits

ordres �inf�rieurs 	 sept�

������ Analyse num�rique

Calculons num�riquement comme exemple les premiers points �xes �jusqu
	 l
ordre �

pour la valeur de � � ��������
Les r�sultats jusqu
	 l
ordre neuf sont les suivants�
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� un cycle d�ordre � 	 �
���������

� un cycle d�ordre � 	 ������ 
������ �
���� ������ �
����� �����

� un cycle d�ordre � 	 �
����� ����� ����� 
����� �
���� ������ �
���� �����

� deux cycle d�ordre � 	

� premier cycle 	 �
����� ����� ����� 
������ �
����� ������ ������ 
����� �
���� ������

� deuxi�me cycle 	 �
���� ����� �
����� ����� ����� 
����� �
���� ������ �
���� �����

� deux cycle d�ordre � 	

� premier cycle 	 �
����� ����� ����� 
����� �
���� ������ �
���� ���� �
���� ����� �
���� �����

� deuxi�me cycle 	 �
���� ������� �
���� ����� �
������ ����� ������ 
������� �
����� ������ ������� 
�����

� Quatre cycles d�ordre � 	

� premier cycle 	 �
����� ������ ������� 
����� �
���� ������� �
���� ����� �
���� ����� �
������ ����� ����� 
�������

� deuxi�me cycle 	 ������ 
������ �
����� ������ ������ 
����� �
���� ������� �
������ ����� ����� 
������ �
����� ������

� troisi�me cycle 	 ����� 
����� �
���� ������ �
���� ����� �
���� ����� �
���� ����� �
���� ����� �
����� �����

� Quatri�me cycle 	 �
���� ����� �
����� ����� ����� 
������ �
���� ������ �
����� ����� ������ 
����� �
���� ������

� cinq cycles d�ordre �	

� premier cycle 	 ����� 
������ �
���� ������ �
����� ����� ������ 
����� �
���� ������ �
���� ����� �
���� ����� �
�����

�����

� deuxi�me cycle 	 �
����� ������ ������ 
������ �
����� ������ �������� 
����� �
���� �������� �
���� ����� �
�������

����� ����� 
��������

� troisi�me cycle 	 �
����� ����� ������ 
������ �
���� ������ �
����� ����� ����� 
������ �
����� ������ ������ 
�����

�
���� ������

� Quatri�me cycle 	 �
����� ����� ����� 
����� �
���� ������ �
���� ����� �
���� ����� �
���� ����� �
���� ����� �
���� �����

� cinqui�me cycle 	 �
���� ����� �
����  ����� �
���� ����� �
������ ����� ����� 
������� �
����� ������ ������� 
�����

�
���� �������

� huits cycles d�ordre � 	

� premier cycle 	 �
������ ���������� 
������� �
����� ������ ������� 
����� �
���� ������� �
���� ����� �
���� ����� �
����

����� �
���� �����

� deuxi�me cycle 	 �
����� ������ ������ 
������ �
����� ������ ������ 
������ �
����� ������ ������� 
����� �
���� �������

�
������ ����� ����� 
�������

� troisi�me cycle 	 ����� 
������ �
���� ������ �
���� ����� �
����� ����� ������ 
����� �
���� ������ �
���� ����� �
����

����� �
����� �����

� Quatri�me cycle 	 �
���� ����� �
����� ����� ����� 
����� �
���� ������ �
���� ����� �
���� ����� �
���� ����� �
����

����� �
���� �����

� cinqui�me cycle 	 �
���� ������� �
���� ����� �
���� ����� �
���� ����� �
������ ����� ����� 
������� �
���� ������ �
�����

����� ������� 
�����

� sixi�me cycle 	 ����� 
�������� �
����� ������ ������ 
������ �
����� ������ �������� 
����� �
���� �������� �
���� �����

�
���� ����� �
������� �����

� septi�me cycle 	 �
����� ����� ������� 
����� �
���� ������� �
���� ����� �
������ ����� ����� 
������� �
����� ������

������� 
����� �
����� �������

� huiti�me cycle 	 �
����� ������ ������� 
����� �
���� ������� �
���� ����� �
������ ����� ����� 
������� �
���� ������

�
������ ����� ����� 
�������
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L
analyse de l
ensemble de ces points �xes� pour les ordres inf�rieurs 	 huit� nous montre

qu
il existe toujours un repr�sentant au minimumde chaque cycle qui se trouve sur la droite

y � �x �pour N impair un repr�sentant et pour N pair deux repr�sentants� Ils seront

appel�s cycles de type P dans la suite�

A partir de l
ordre huit� appara�t une nouvelle cat�gorie de cycle dont au moins un

repr�sentant se trouve soit sur la droite y � ���� �	�� � soit sur la droite x � ��� �	���

Ils seront appel�s cycles de type Q�

A partir de l
ordre neuf une autre cat�gorie de points �xes plus g�n�rale appara�t� Ils

seront appel�s cycles de type R�

Dans la suite� on supposera pour chaque ordre� que les cycles sont de ces trois types

seulement� On construira des polyn!mes �PN �x� �	� QN �x� �	 et RN �x� �	 dont leurs solu�

tions sont les repr�sentants de ces cycles� Un d�monstration rigoureuse de cette supposition

reste 	 faire�

������ Les polyn!mes PN �x� �	

Voici la liste des premiers polyn!mes PN �x� �	 � N � indique l
ordre du cycle dont les
solutions sont les repr�sentants des cycles d
ordre N et qui se trouvent sur la droite y � �x�
Ces polyn!mes ont �t� trouv�s par un programme Maple�

P�x� �� � �x� � � ��

P�x� �� � x� �

P�x� �� � �x� � �� ��

P�x� �� � x� � � � ��x � ��� ��

P�x� �� � �x� � ��� ��x� � ��� � � � ��x� � ��� � 	� � ��x � �� � ��� � 	�� ��

P�x� �� � x
� � � � ��x� � 
�� ��x� � �� � ��x � ��� � �� � ��

P	x� �� � �x	 � ���� ��x� � ���� � 
�� 	�x� � ��� � ���� � ��� � ��x�x

����� � ���� � ��� � 
�x� � ��� � ���� � ���� � �
� � ���x�x

����� � ���� � �	�� � �� � ��x� � ��� � 	�� � �
�� � ���� � ��� � ��x

���� � ��� � ���� � �
�� � �� � ��

P
x� �� � x
� � �� � ��x� � ��� � � � ���x� � ���� � �

� � �� ����x� � ��	�� � � � ����

�����x� � ��� � 
�� � � � �� � �����x � 	�� � ���� � ���� � �� � ��

P��x� �� � �x�� � ���� � ��x�� � ����� � ��� � ��x�� � ������ � 	��� � 	�� � ��x��

�
��� � ����� � �
��� � ���� � ���x�� � ���� � ������ � 
���� � ���
�� � �
��� � ��
�x��

���� � ����� � ������ � ������ � ������ � 	��� � �
�x�� � ����� � �
���� � 	�����

������� � ������ � ��
�� � 	
��x
 � ���� � ������ � ����� � �	���� � ������� � ������

���
�� � ����x	 � ��
�� � ������ � ������ � ������ � 	���� � 	��
�� � ��
�� � ����x�

����	 � ������ � �

��� � �
���� � ������� � ������� � ������ � ����� � �
��x�

�����	 � �	��� � 	�
��� � ������� � ������� � 	
���� � ��
�� � ���� � ���x�

����
 � ����	 � �
���� � �
���� � ����� � �	���� � ������ � 	�
���

������ � ����x� � ���
 � ��	�	 � �	��� � ������ � �
���� � 
����� � 		����

������� � �	�� � ���x� � ���� � ���
 � ����	 � ��	��� � ������ � �����

��
��� � ���
�� � ��	�� � ���� � ���x�

�	��� � ���
 � ���	 � ����� � ����� � �
���� � ��
��� � ������ � 	�
�� � ���� � 
�x

����
�� � ��
�� � ���	 � ���� � �� ����� � 	���� � ��� � 	�
�� � ���
 � �����
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Voici les cycles d
ordre � et � comme exemple ��
�� �

�
�
� � �

�

�
et

�����	�
�
�� �

�
� � � �

�
�
�
�� ��

� � �

�

�
Un repr�sentant du cycle � est le point �����	�

������ Les polyn!mes QN�x� �	

Les solutions des polyn!mes QN�x� �	 sont les repr�sentants des cycles du type Q et qui

se trouvent sur la droite y � ��� �	�� ou x � ��� �	���
Voici la liste des premiers polyn!mes QN �x� �	�

Q�x� �� � �x� �� ��

Q�x� �� � x� �� ��

Q�x� �� � ��� ��x� � ���� ���� ��x � �� � ��� � ��� � 	�

Q�x� �� � ��� ���x� � ��� ����� � ��� � ���x� � �� ������ � ����� � �	�� � ���x�

����� � ���� � ����� � ����� � �
�� � ���x � ��� � ���� � ���� � ����� � ����� � ��� � ��

Q	x� �� � ��� ��x� � ���� � �� � ��x � �� � 	�� � ��� ��

Q
x� �� � �� � � �� �� � � ��
�
x
� � �

�
�� �

� � �� �
�
� �� �� ��

�
�� � � ��

�
x
�

��� � � ��
�
��� �� � ���� �� � ���� �� � �	�
 �� � ���� �� ���
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Nous remarquons que les polyn!mes QN �x� �	 d
ordre inf�rieur 	 huit redonnent les

m�me cycles donn�s par PN �x� �	 �la solution de Qn�x� �	 est un �l�ment du cycle donn�

par PN �x� �	�
Le polyn!me Q��x� �	 donne un nouveau cycle en plus des cycles donn�s par PN �x� �	�

On peut dans ce cas donner une expression analytique en fonction de � des points �xes de
ce cycle�
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avec R� � ��	 � ��� �� R	 �
p
���� �	��	 � ��� �	 et R� � �	 � ��� ��

Un �l�ment du cycle est obtenu en r�solvant Q��x� �	 et les autres points �xes par

application directe de la transformation sur le premier point�

Conclusion sur les cycles de type P et Q

Tous les cycles donn�s par les polyn!mes PN �x� �	 ou QN�x� �	 sont organis�s par les

trois droites x� y � � � y � �� � �	�� et x � ��� �	�� comme suit�

� pour N impair�

Les polyn!mes PN �x� �	 et QN�x� �	 sont �quivalents� les cycles donn�s par ces deux

derniers sont les m�mes�

� pour N pair �N � � �

Les polyn!mes PN �x� �	 et QN�x� �	 sont �quivalents�

� pour N pair �N � � �

Les polyn!mes QN�x� �	 donnent de nouveaux cycles�

������ Les polyn!mes RN�x� �	

A partir de l
ordre neuf� il appara�t une nouvelle cat�gorie de cycles ne pouvant �tre

ni de type P ni de type Q� En posant X � x � �� � �	��� voici par exemple la forme du

polyn!me donnant tous les x associ�s 	 un cycle d
ordre � de type R�

R��x	 � ������ �	����� �	�X�� � �	��� �	C������ �		���� �		X��

������ �	C��X
�� � C��X

�	 � C��X
�
 � C��X

� � C��X
�

�C�	�� � �		X� � C������ �		��� �		�� � �	�X	

�C�
���� �	���� �	��� � �	� ������

Les C�i sont des polyn!me en �� Les �� solutions xi de ce polyn!me repr�sentent les deux

cycles d
ordre � de type R et sont tels que si un cycle est donn� par�

�x�� y�	� �x	� y		� �x�� y�	� �x�� y�	� �x�� y�	�
�x�� y�	� �x�� y�	� �x�� y�	� �x�� y�	

le deuxi�me est�

��y���x�	� ��y���x�	� ��y���x�	� ��y���x�	� ��y���x�	�
��y���x�	� ��y���x�	� ��y���x�	� ��y	��x		



��

Plus de d�tails sur ce type de cycles sont donn�s dans ���� ����

���� Analyse des points �xes

On peut �tudier le comportement des cycles en fonction de la valeur de �� Pour cela�

les graphes des polyn!mes PN �x� �	 et QN�x� �	 sont d
une grande utilit�� Sur ces graphes�

l
axe horizontal repr�sente � et l
axe vertical repr�sente l
abscisse x du point �xe d
ordre

N � repr�sentant du cycle� solution du polyn!me PN �x� �	 ou QN �x� �	 pour chaque valeur

de �� Chaque valeur de x correspond 	 un cycle �voir Figure ����

������ Fusions et coalescences des points �xes

On appliquant Maple� les solutions du r�sultant �PN �x� �	� PM�x� �	� x	 �c
est 	 dire en

�liminant x entre PN �x� �	 et PM �x� �	 nous donnent les valeurs de � lors de la coincidence

entre un cycle d
ordre N et un cycle d
ordre M � Ils sont donn�s par le tableau ci�dessous�
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Les chi�res dans le tableau repr�sentent le polyn!mes suivants�

�� � �
� � ��� � �

�� � �
� � ���� � ���� 
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�� � �� � 	�� � ��� �

�� � ���� � ���� � ��� � �

��� � �
	 � ���� � �	��� � ������ � ���
�� � 
�
��� � ������ � ��	� � �	

En analysant ce tableau� nous remarquons que les valeurs de � lors de la coincidence

sont soit de la forme ��m� soit solutions des polyn!mes en � not�s �� � �� � � � �
Les cas � solutions des polyn!mes not�s �� � �� � � � � appara�ssent lorsque N�M est un

entier �N � M ordre des cycles�

Tous les points �xes d
ordre N coincident avec le point �xe d
ordre � pour les valeurs

de � solutions des polyn!mes donn�s ci�dessus� �ces polyn!mes sont reli�s aux polyn!mes

bien connus de Tchebyshev� Leurs solutions sont�

� �
�� cos���M�N	

� � cos���M�N	
������

avec M un entier inf�rieur 	 N �

Les �gures ci�dessous montre ce ph�nom�ne de fusions et de coalescences de points �xes�
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Figure ��� Courbes alg�briques de �p�� p�� p�� p�� p�� p�� p� et p�

������ Stabilit� des points �xes

La stabilit� d
un point �xe d
ordre N est peut �tre �tudier en calculant la trace t de la

matrice Jacobienne du cycle associ��

Les polyn!mes T P
N �t� �	� � resp� TQ

N �t� �	 et TR
N �t� �	  dont la solution donne t� peuvent

�tre construits en �liminant x entre �tr�M	� t	 et PN �resp� QN ou RN  ou pratiquement

en calculant Resultant��tr�M	� t	� PN � x	 en utilisant Maple�

Les polyn!mes T P
N �t� �	

Voici la liste des polyn!mes T P
N �t� �	 dont la solution repr�sente t��	 des premiers points

�xes solutions des polyn!mes PN �

T�t� �� � � � ��t � ��� � ��

T�t� �� � ���� � ��� � ��t � ��� � �	�� � �
� � 	

T�t� �� � �� � ��� � ���t� ���� � ����� � �	� � �

T�t� �� � �	�� � ���� � ����� � ���� � ���t� � ��� � ����� �� �

� � ���	 � ���� � ��
�� � ������ � ��	
�� � ������ � ��	��� � ���� � ��t

������� � �� � ������� � �������� � ��
�
���� � 
������� � ��	
����

���
����	 � �	���
��� � ������ � ������
 � 	
����� � �����
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�	�� � ������� � 
���� � �	���� � ������ � 
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���	��
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Les polyn!mes TQ
N �t� �	

De mani�re similaire� voici la liste des premiers polyn!mes qui donnent la trace de la

matrice Jacobienne des points �xes solutions des polyn!mes QN �construits de la m�me

fa$on que pr�c�demment�

T�t� �� � � � ��t � ��� � ��

T�t� �� � ���� � ��� � ��t � ��� � �	�� � �
�� 	

T�t� �� � �	�� � ���� � ������ � ���� � ���t� � ��� � ���� � ���� � ��

�	 � ���� � ��
�� � ������ � ��	
�� � ������ � ��	��� � ���� � ��t

��� � ����� � ������� � ��	
���� � �	���
���

�
������� � ��
�
���� � ������
 � �������� � ��
����	 � ������ � ���� � 	
�����

T	t� �� � ���� ���� � ���� � ���t

��	�
 � �����	 � �	��
��� � �	����� � ������� � �	�� � 	���	��

����	�	�� � ��
��� � �	�

���� Exemples de fusions et coalescences des cycles

On �tudie dans cette section comme exemples� la stabilit� des cycles d
ordre sept et

huit� Cette �tude permettra de mieux comprendre l
�volution des cycles en fonction du

param�tre � de la transformation�
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������ Exemple �� Cycles d
ordre sept

Les �gures suivantes montrent les intersections des courbes alg�briques de p� et p� ainsi

que la trace de la matrice Jacobienne de K� en fonction de �� Un membre de chaque cycle

est donn� par p�� �il existe au maximum quatre cycles r�els�
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Figure ��� Courbes alg�briques des solutions r�elles de p� et p� en fonction de �
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Figure ��� Courbe alg�brique de t�� la trace de la matrice Jacobienne de K�� en fonction

de �

A partir du Tableau de la section ������� on voit que les intersections entre K� et

K� s
e�ectuent pour les valeurs de � suivantes� � � ����������� � � ����������� et

� � �������� �les solutions du polynome ���

Les coincidences entre les cycles de K� sont d�termin�s par les solutions du R�sultant�

R�sultant

�
p��

dp�
dx

� x

�
� ��� � �	 � ��� � �	���� � ����� � ����� � ����� � �����	 � ���� � �	

et qui sont� � � ������������ � � ����������� � � ������������ � � ����������� et

� � ���������

Analyse des fusions et coalescences

� Pour � � �����������

Avant l
intersection avec p�� il existe quatre cycles r�els�

A l
intersection� deux cycles d
ordre � coincident et deviennent paraboliques � t� � ��

les deux cycles dispara�ssent du plan r�el�

Apr�s l
intersection� il reste deux cycles r�els d
ordre sept�

Les �gures ci�dessous des portraits de phase autour de cette valeur de ��
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Figure ��� Portrait de phase pour � �����
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Figure ��� Portrait de phase pour � �����

� Pour � � �����������

Avant l
intersection� il existe quatre cycles r�els�



��

A l
intersection� deux cycles d
ordre � co)ncident� les deux cycles dispara�ssent du

plan r�el�

Apr�s intersection� il reste deux cycles r�els hyperboliques�

Les �gures ci�dessous des portraits de phase autour de cette valeur de ��
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Figure ��� Portrait de phase pour � ������
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Figure ��� Portrait de phase pour � ������

� pour � � ����������

Avant l
intersection� il existe deux cycles r�els�

A l
intersection� deux cycles d
ordre � co)ncident avec le cycle d
ordre � � elliptique

� t� � ��������� �

Apr�s intersection� il existe quatre cycles r�els�

Les �gures ci�dessous des portraits de phase autour de cette valeur de ��
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Figure ��	 Portrait de phase pour � ������
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Figure ��
 Portrait de phase pour � ������

� Pour � � �����������

Avant l
intersection� il existe deux cycles r�els



��

A l
intersection� deux cycles d
ordre � co)ncident avec le cycle d
ordre � �elliptique�

t� � �������������
Apr�s intersection� il n
existe aucun cycle r�el d
ordre sept jusqu
au � � ���������

� Pour � � ��������

Avant l
intersection� il n
existe aucun cycle r�el d
ordre �

A l
intersection� deux cycles d
ordre � un elliptique �t � ���������	 et l
autre

hyperbolique �t � �����������	 co)ncident avec le cycle d
ordre � �elliptique� t� �

����������� qui devient parabolique�

Apr�s intersection� il existe deux cycles r�els�

Conclusion

Le nombre de cycles r�els d�pend de � comme suit�

Nombre de cycles � � �

Intervalle de � ������ ����� ������� ������ ���� ������

������� ����� ������� ������

��������

������ Exemple �� Cycles d
ordre huit

Pour K�� il existe deux types de cycles �type P et type Q� On a donc deux genres

d
intersections� les intersection entre cycles P � les intersection entre cycles Q�

Les intersections entre cycles P et Q provoquent des fusions et coalescences des cycles

	 partir de l
ordre �� �

��Les fusions et coalescences entre cycles P

On donne premi�rement les �gures qui montrent les intersections de p� et p��
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Figure ���� Courbes alg�briques des solutions r�elles de p� et p� en fonction de �

La �gure ���� donne les cycles de K� en fonction de � �deux membres de chaque cycle

sont donn�s par p�� Les intersections s
e�ectuent entre K� et K� et entre K� et K��

Les intersections entre K� et K� s
e�ectuent dans les valeurs de � suivantes� � �

����������� et � � ������������ �solutions du polynome ���

L
intersection entre K� et K� s
e�ectue dans la valeur� � � ������������ �solution du

polynome ���

Les intersections entre les cycles de K� sont d�termin�s par la solution du R�sultant�

R�sultant

�
p��

dp�
dx

� x

�
� ���� �	 �� � � �		 ��� �	�	��� � �� � � � �	 � �� ��
� �
�	 � � � � �

�
��� � �		 �� �� �		�

� �� � ��� �� � ��� �� � ��� �� � ���� �� � ����� �� � ��� �� � ���� �	 � ��� � � ��
�	

Les solutions en � sont� � � �� � � � � � � � ����������� � � � ������������ �

� � ����������� � � � ���������� � � ��� � � � ��� � � � � � � � ���������� �

� � �����������



��

Analyse de quelques intersections

� Pour � � �����������

Avant l
intersection� il existe quatre cycles r�els�

A l
intersection� deux cycles d
ordre � co)ncident et deviennent paraboliques �t � �	�

les deux cycles dispara�ssent du plan r�el�

Apr�s l
intersection� il reste deux cycles hyperboliques r�els�

� Pour � � ������������

Avant l
intersection� il existe deux cycles r�els�

A l
intersection� les deux cycles d
ordre � co)ncident avec le cycle d
ordre ��

Apr�s l
intersection� il reste un cycle r�el�

� Pour � � �����������

Avant l
intersection� il existe un cycle r�el�

A l
intersection� le cycle d
ordre � co)ncide avec le cycle d
ordre ��

Apr�s l
intersection� il existe deux cycles r�els�

� Pour � � ���������

Avant l
intersection� il existe deux cycles r�els�

A l
intersection� les deux cycles d
ordre � co)ncident�

Apr�s l
intersection� il n
existe plus aucun cycle r�el jusqu
	 � � ������������

� Pour � � ����������

Il n
existe aucun cycle r�el jusqu
	 � � ������������

� Pour � � �����������

Avant l
intersection� il n
existe aucun cycle r�el�

A l
intersection� deux cycles d
ordre � coincident � il existe un cycle r�el�

Apr�s l
intersection� il reste un cycle r�el�

Conclusion

Pour les cycles du type P � le nombre de cycles r�els d�pend de � comme suit�



��

Nombre de cycles � � � �

Intervalle � ������� ����� ������� ������ ������� ������ ���� ������

�������� ������� ������

�� Fusions et coalescences de type Q

Les �gures suivantes donnent les cycles de K� de type Q en fonction de ��
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Figure ���� Courbes alg�briques des solutions r�elles de Q� et Q� en fonction de �
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Les intersections des points �xes

On utilisant Maple� les solutions du r�sultant �Q�� QM � x	 �en �liminant x entre Q� et

QM sont les valeurs de � de l
intersection entre le cycle d
ordre � et le cycle d
ordre M � Ils

sont donn�s par le tableau ci�dessous�

Q� Q� Q� Q� Q� Q�

Q� �� ���� ���� �� �� � �*� �*� ������*���*���

�����������

�����������

� Pour � � �����������

Juste avant l
intersection il n
existe aucun cycle r�el�

Mais quand � � ������������ il existe un cycle r�el elliptique �t � ����	�

Apr�s cette valeur de �� il reste un cycle r�el parabolique �t � �	�

� Pour � � �

Avant � � �� il existe un cycle r�el�

Apr�s cette valeur de �� il n
existe plus aucun cycle r�el�

� Pour � � �����������

Juste avant l
intersection il n
existe aucun cycle r�el�

Quand � � ������������ il n
existe aucun cycle r�el�

Apr�s cette valeur de epsilon il existe un seul cycle r�el�

L
existence du cycle Q d�pend de � comme suit�

Nombre de cycles � �

Intervalle de � ��� ������������ ������������� ��

��� ������������ ���������������



��

������ Nombre de cycles de KN � N � 

Dans le tableau ci�dessous o# on a represent� le nombre des cycles de type P jusqu
	

l
ordre � en fonction de ��

Nb cycle Pn � � � � �

K� � ������ � � �

K� � ������ � � �

K� � ���� �� � � �

K� ��� �
p
�� � � �

p
�� � ���� �� �

p
�� � �� � �

p
����� � �

K� � � ���� ���� � �

K
 ���
�� ������ � ������ ��
�� � ��������� ������� ����� � ������ ����� ���� ������ � ������ �����
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CHAPITRE �

COMPLEXIT� D
ARNOLD ET ENTROPIE TOPOLOGIQUE

La complexit� de Arnold mesure l
�volution des degr�s des it�rations� Cette derni�re

d�pend des param�tres � et � dans le cas de la transformation de la classe IV ���� ��� ��� ����

Dans la suite� on va faire l
�tude de cette complexit� en fonction de ces derniers�

���� Complexit� de Arnold

������ � g�n�rique et � arbitraire

On connait de ce qui pr�c�de la correspondance qui existe entre la transformation

K
���x� y	 et la transformation K	
q �M
	 �q est l
ordre de la matrice M
 �voir �����

Il en r�sulte de cela que la complexit� de la transformation K
���x� y	� pour � et �

g�n�riques� est celle de la transformation K	
q �M
	�

�
�� � �������	 � ������

������ � � �

En imposant � � � dans K
���x� y	� cel	 induit une r�duction de complexit� par rapport

au cas g�n�rique � �� ��

Dans ce cas� la complexit� ne d�pend plus que de �� On d��nit la fonction g�n�ratrice

des degr�s par�

G��� t	 �
�X

N�


dn��	t
n

o# dn��	 indique le degr� de l
une des deux composantes de Kn

���x� y	�

On appelera complexit� de Arnold� la valeur � mesurant la croissance de cette s�rie ou

de mani�re �quivalente l
inverse du plus petit pole en t de G��� t	� Elle varie en fonction de

��



��

Dans le cas de � g�n�rique� on a�

G�t	 � � � �t� �t	 � �t� � �t� � ��t� � ��t� � ��t� � ��t� � �t� � � � � � � � t

� � t� t	

avec � � �� �
p
�	�� � ������ Dans ce cas� les degr�s �voluent exponentiellement comme

suit� dn � �n�

������ � � ��m avec �m � �	

On prend comme exemple � � ���� � � ��� et � � ����

� � � ���

G�t	 � � � �t� �t	 � �t� � �t� � ��t� � ��t� � ��t� � ��t� � ��t� � ���t�


� ���t�� � ��t�	 � � � � � � � t

�� t� t	 � t�

Les degr�s �voluent exponentiellement comme suit� dn � �n o# � � ��������

� � � ���

G�t	 � � � �t� �t	 � �t� � �t� � ��t� � ��t� � ��t� � ��t� � ��t� � ��t�


� ���t�� � ��t�	 � � � � � � � t

�� t� t	 � t�

Les degr�s �voluent exponentiellement comme suit� dn � �n o# � � ��������

� � � ���

G�t	 � � � �t� �t	 � �t� � �t� � ��t� � ��t� � ��t� � ��t� � ��t� � ���t�


� ���t�� � ���t�	 � � � � � � � t

�� t� t	 � t�

Les degr�s �voluent exponentiellement comme suit� dn � �n o# � � ��������

En g�n�ral� pour � � ��m �en �liminant les cas int�gables�

G�t	 �
� � t

�� t� t	 � tm�	

avec � � ������



��

������ � � �m� �	��m � �	 �m � � � m impair

on prend comme exemple �� � ���� �m � �	 et �� � ����m � �

� � � ���� �m � �	

G�t	 � � � �t� �t	 � �t� � �t� � ��t� � ��t� � ��t� � ��t� � ��t� � ���t�


� ���t�� � ���t�	 � � � � � � � t

�� t� t	 � t�

Les degr�s �voluent exponentiellement comme suit� dn � �n o# � � ��������

� � � ���� �m � 	

G�t	 � � � �t� �t	 � �t� � �t� � ��t� � ��t� � ��t� � ��t� � �t� � ���t�


� ���t�� � ���t�	 � � � � � � � t

�� t� t	 � t��

Les degr�s �voluent exponentiellement comme suit� dn � �n o# � � �������

En g�n�ral� pour � � �m� �	��m � �	�

G�t	 �
� � t

�� t� t	 � tm�	

avec � � ������

������ Les cas integrables

On �nira par les cas int�grables� pour voir que la croissance est polyn!miale�

� � � ���

G�t	 � � � �t� �t	 � �t� � �t� � ��t� � ��t� � ��t� � ��t� � ��t� � ��t�


� ��t�� � ��t�	 � ��t�� � ��t�� � ��t�� � � � � � � � t� � t�

�t� � t� � t	 � t� �	�� � t	�

Ce qui donne � � � et dn � �n� ���



��

� � � ���

G�t	 � � � �t� �t	 � �t� � �t� � ��t� � ��t� � ��t� � ��t� � ��t� � ��t�


� ��t�� � ��t�	 � ��t�� � ��t�� � � � � � � � t�

�t	 � t� �	�� � t	�

Ce qui donne � � � et dn � �
�
n	 � �

�
n� ��

� � � �

G�t	 � � � �t� �t	 � �t� � �t� � �t� � �t� � �t� � t� � ��t� � ��t�


� ��t�� � ��t�	 � ��t�� � ��t�� � � � � � �

��� t		

Ce qui donne � � � et dn � n� ��

� � � �

G�t	 � � � �t� �t	 � �t� � �t� � �t� � �t� � �t� � t� � ��t� � ��t�


� ��t�� � ��t�	 � ��t�� � ��t�� � � � � � �

��� t		

Ce qui donne � � � et dn � n� ��

� � � ��

G�t	 � � � t� t	 � t� � t� � t� � t� � t� � t� � t� � t�


� t�� � t�	 � t�� � t�� � � � � � �

� � t

Ce qui donne � � � et dn � ��

���� Fonction dynamique � et entropie topologique

La fonction dynamique ��t	 sert 	 d�terminer l
evolution du nombre de points �xes

d
ordre N en fonction de ce dernier� elle est d��nit par�

��t	 � exp



�X

N��

��x�KN	 � tN
N

�



��

avec� ��x�KN 	 representant le nombre de points �xes d
ordre N �

On peut aussi la d�duire 	 partir de la fonction g�n�ratrice suivante�

H�t	 �
X
N

��x�KN 	tN comme suit� ��t	 � exp

Z
H�t	

t
dt

Le nombre totale des points �xes �volue exponentiellement comme suit�

��x�KN 	 � hN

avec�

log�h	 � lim
N��

log���x�KN 		

N

log�h	 repr�sente l
entropie topologique de la fonction dynamique � avec h �gal l
inverse

du plus petit p!le de ��t	�

Remarquons aussi l
identi�cation� dans le cas de certaines transformations bidimen�

sionnelles� de l
entropie topologique h et de la compl�xit� de �� Ceci a �t� �tudi� en d�tails

dans les r�f�rences ���� ��� ��� ��� ��� ��� ����
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CONCLUSION

Nous avons montr� dans ce travail que l
�tude des transformations birationnelles con�

struites 	 partir de la composition d
involutions simples �en l
ocurrence ici l
inverse d
une

matrice et la permutation d
�l�ments d
une matrice pouvait mener 	 des transformations

tr�s int�r�ssantes 	 �tudier� Ces transformations sont utilis�es comme outils dans l
�tude

des mod�les de physique statistique et des syst�mes dynamiques discrets�

Nous avons donn� dans les Chapitres � et �� une classi�cation des compl�xit�s obtenues

pour les di��rentes permutations d
�l�ments d
une matrice ��� et ���� Ces permutations

pouvant impliquer �� � ou � �l�ments de la matrice� Il a �t� montr� que le spectre des valeurs

des compl�xit�s obtenues est �ni� et les nombres obtenus sont des nombres alg�briques tr�s

simples et universels �pouvant appara�tre dans d
autres transformations�

On s
est ensuite int�r�ss� dans les Chapitres �� � et � aux deux classes particuli�res les

plus simples �ayant les plus petites complexit�s� la classe des transformations int�grables

de complexit� � � � et la classe ayant la plus petite complexit� sup�rieure 	 � appel�e

Classe IV� Cette derni�re 	 �t� r�duite 	 une transformation 	 deux variables et 	 deux

param�tres� Son �tude a �t� faite en d�tails en fonctions des valeurs des param�tres 	 travers

les propri�t�s de ses points �xes� l
apparition de l
int�grabilit�� l
entropie topologique �r�elle

et complexe� les fusions et les coalescences des points �xes� la stabilit� de ces points �xes�

etc�

Plus explicitement� on a montr� qu
il existe des courbes alg�briques� bien d��nies dans

l
espace des variables� qui caract�risent tous les cycles� L
existence de ces courbes est d
un

grand secours dans l
analyse et la compr�hension de la structure des points �xes de la

transformation� puisqu
elles laissent d�river des polyn!mes dont les racines donnent un

�ou deux membre de chaque cycle� L
utilisation de ces polyn!mes permet de trouver la

trace de la matrice Jacobienne de chaque cycle� Ainsi� la nature des cycles� si elliptique�

hyperbolique ou parabolique est d�termin�e en fonction du param�tre libre ��

Les points �xes peuvent co)ncider et on observe deux genres d
intersections� Pour le

premier genre� l
intersection se produit aux points singuliers dans le plan �x� y	� c
est 	

dire la transformation est singuli�re� Pour le deuxi�me genre d
intersection� seulement un

nombre �ni de cycles co)ncident� Le plus long devient parabolique et dispara�t du plan r�el�



��

On a observ� que cette disparition se produit entre deux cycles du m�me ordre ou entre ces

deux cycles et un court� Dans les deux cas� les cycles longs deviennent complexes tandis

que le cycle court demeure r�el et est elliptique� La matrice Jacobienne du cycle plus long

�gale 	 l
identit�� La transformation est int�grable quand� au del	 d
un certain ordre N �

tous les cycles sont paraboliques�

La grande force de notre approche est qu
elle fournit une classe extr�mement large

d
exemples pour e�ectuer de v�ritables decouvertes de concepts et structures par l
ordinateur�

l
�tude des transformations birationnelles est un exemple remarquable de math�matiques

exp�rimentales� plus sp�ci�quement centr�es sur les syst�mes dynamiques discrets mais

aboutissant 	 la �n� 	 relier des domaines alg�briques des math�matiques �comme la ge�

om�trie alg�brique� ��� avec des domaines plus analytiques ou di��rentiels voire proba�

bilistes�

Les perspectives et le champ d
exploration de ces ensembles de transformations bira�

tionnelles sont pratiquement illimit�s� Tout d
abord �voir ���� on peut chercher 	 engendrer

un tr�s grand nombre de transformations birationnelles sur la base de la g�n�ralisation du

th�or�me de Noether qui dit que toute transformation birationnelle dans CP	 peut se

d�composer en un produit de transformations d
Hadamard et de collin�ations� Les g�n�ral�

isations de ce th�or�me montre� avec force� que les transformations birationnelles que l
on

peut engendrer dans des espaces projectifs 	 plus de variables CPn� �n 	 � constituent un

ensemble �gigantesque qui a 	 peine �t� �+eur��

Si l
on oublie la contrainte d
�tre birationnel pour n
�tre que simplement rationnel� la

perte de reversibilit� ouvre des horizons encore plus vaste �trop probablement� que nous

pouvons parfaitement analyser avec les m�thodes et id�es d�velopp�es dans ce m�moire�

L
impact que cette perte de reversibilit� sur la complexit� des syst�mes dynamiques corre�

spondant est� 	 lui seul� un sujet d
�tude presque illimit�� Du point de vue conceptuel� le

hiatus tr�s d�rangeant �pour le physicien et m�me pour le math�maticien existant entre

la description alg�brico�topologique et la description probabiliste des syst�mes dynamiques

�ou pour reprendre le language des math�maticiens� entre la cat�gorie topologique et la

cat�gorie probabiliste reste un tr�s s�rieux et fondamental probl�me pour les physiciens

math�maticiens s
int�ressant aux syst�mes dynamiques� Le type d
approche d�velopp�e i$i

bas�e sur l
�tude concr�te et e�ective d
exemples non�triviaux �de complexit� alg�briques

non enti�res a d
ores et d�j	 permis de lever certaines des subtilit�s li�es 	 cette prob�

l�matique et m�me permis l
�mergence de concepts puissant �en particulier le concept de

post�critical set permettant de faire un lien entre ces deux approches conceptuellement si

�loign�es �voir �����

Rappellant que nos transformations birationnelles �mergent� 	 leur origine� d
une re+ec�



��

tion approfondie sur les sym�tries discr�tes non�triviales �Yang�Baxter int�grabilit� et au�

del	 des mod�les de m�canique statistique sur r�seau� le probl�me du �retour de l
analyse

des transformations birationnelles vers la m�canique statistique sur r�seau� la th�orie des

champs� la physique des particules� se pose tout naturellement� A cet �gard il important

de noter ce fait trop peu connu� que les diagrammes de Dynkin omnipr�sent en physique

th�orique� th�orie des champs� physique des particules� n
ont pas pour origine l
�tude des

groupes de Lie� mais l
�tude faite par Duval �et reprise par Duval�Coxeter des transfor�

mations birationnelles sur des surfaces de del Pezzo en language moderne CP	 �clat� huit

fois �voir ����� Nous sommes au coeur de l
apparition du groupe de Lie E�� qui passionne

tant en physique th�orique� th�orie des champs� physique des particules� th�orie des cordes�

etc�

En�n� signalons que les probl�matiques pos�s dans ce m�moire ont aussi int�r�ss� de

nombreux math�maticiens� La transformation birationnelle de la classe IV a �t� reprise et

�tudi�e par Bedford� Diller� ��� dans diverses publications ���� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ����
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