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RESUME

Nous étudierons dans ce travail certaines propriétés de transformations birationnelles
construites & partir de matrices d’ordre quelconque ¢ x ¢ et ayant pour origine la mécanique
statistique sur réseau. Nous donnerons une classification de ces transformations en fonction
des permutations des éléments de ces matrices (essentiellement pour des matrices d’ordres
3 x 3 et 4 x 4). On verra ainsi qu’il existe plusieurs classes de transformations ayant
chacune une complexité et un schéma de factorisation propre. Nous nous intéresserons
ensuite aux deux classes particulieres les plus simples (ayant les plus petites complexités
A): la classe des transformations intégrables de complexité A = 1 et la classe ayant la
plus petite complexité supérieure a 1 appelée Classe IV. Nous réduirons cette derniere a
une transformation & deux variables et & deux parametres. L’étude de cette derniere est
ensuite faite en détails en fonctions des valeurs des parametres a travers les propriétés de
ses points fixes, 'apparition de l'intégrabilité, ’entropie topologique (réelle et complexe),
les fusions et les coalescences des points fixes, la stabilité de ces points fixes, ... . Les
résultats de ce travail permettront ainsi d’éclaircir la relation existant entre la complexité

d’une transformation birationnelle et les propriétés de ses points fixes.
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ABSTRACT

We will study in this work some properties of birational transformations constructed
from matrices of any order ¢ x ¢ and having for origin lattice statistical mechanics. We will
give a classification of these transformations according to permutations of the elements of
these matrices (essentially for matrices of orders 3 x 3 and 4 x 4). One will see several
classes of transformations having each a complexity and an own factorisation scheme. We
will be interested then in the two simplest classes (having the smallest complexities A):
the class of integrable transformations having A = 1 and the class having the smallest
complexity greater than 1 called Class IV. We will reduce this last one to a transformation
on two variables and having two parameters. The analysis of this last transformation is
made then in detail according to the values of the parameters through the properties of its
fixed points, the apparition of the integrability, the (real and complex) topological entropy,
the fusions and the coalescences of the fixed points, the stability of these fixed points, ... .
Results of this work will permit to clarify the relation existing between the complexity of

a birational transformation and the properties of its fixed points.



REMERCIEMENTS

Ce travail a été effectué au Laboratoire de Physique Théorique et Intéractions Rayon-
nement-Matiere (LPTHIRM) du Département de Physique de la Faculté des Sciences de
I’Université Saad Dahlab de Blida.

Je voudrais exprimer ma profonde gratitude et mes vifs remerciements & Monsieur
S. Boukraa, Professeur, encadreur de cette these pour son accueil, son suivi, son aide, ses
conseils et tous les efforts fournis pour I’élaboration de ce travail avec beaucoup de patience
et de sagesse.

Je remercie vivement Monsieur M. Bentaiba, Professeur, Directeur de Laboratoire et
Chef du Département de Physique, qui m’a fait ’honneur de présider le Jury de cette these.

Messieurs S. Hassani et N. Zenine, Directeurs de recherches au Centre de Recherches
Nucléaires d’Alger (CRNA), ont accepté avec bienveillance d’étre examinateur de ce travail.

Je tiens aussi a remercier Monsieur J.M. Maillard, Directeur de recherches au CNRS,
pour une lecture détaillée de ce mémoire et pour les nombreuses améliorations apportées
a ce texte.

J’adresse mes plus vifs remerciements & toute 1’équipe du Laboratoire de Physique
Théorique et Intéractions Rayonnement-Matiere (LPTHIRM) en particulier & Souad, Sanaa,
Otmane.

Je dédie ce mémoire:

- & mes parents, j’aimerais les remercier d’avoir été tout le temps & mes cotés ainsi qu’a
leur patience,

- a mes freres Nacer, Mohamed, M’hamed et Rabah et mes sceurs Karima et Rabea
ainsi que leurs enfants surtout les charmants Amina, Fares, Ali, Hamza,

- & toute ma famille surtout & mon oncle Mouloud, sa femme et ses enfants,

- & mes amies intimes: Samira, Hadjira, Fatima, Salima, Lila. Je ne saurais bien str

oublier de trés nombreux amis.



TABLE DES MATIERES

RESUME

REMERCIEMENTS

TABLE DES MATIERES

LISTE DES ILLUSTRATIONS, GRAPHIQUES ET TABLEAUX

INTRODUCTION

1 DELA MECANIQUE STATISTIQUE SUR RESEAUX AUX SYSTEMES

DYNAMIQUES DISCRETS
1.1 Modele de Potts chiral & 6 états . . . . . . . . . . . . ... ... ..
1.2 Le modeéle de Baxter . . . . . . . . . . . .

1.3 Autresexemples. . . . . . .. Lo

2 COMPLEXITES ASSOCIEES A DES MATRICES D’ORDRE 3
2.1  Propriétés de factorisation . . . . . .. ...
2.2 Cas général . . .. ..
2.3 Determination des fonctions génératrices . . . . . . ...
2.4 Résultats. . . . . .

2.5 Remarques. . . . . . . oL e

3 COMPLEXITES ASSOCIEES A DES MATRICES D’ORDRE 4
ET D’ORDRE QUELCONQUE
3.1 Six classes d’équivalence . . . . .. ..o
3.2 Permutations générales . . . . . . ... L oL

3.3 Remarques et conclusion . . . . .. .. ... Lo

4 ETUDE DE LA CLASSE IV
4.1 Propriétés de factorisation . . . . . . . .. .. L

4.2 La classe IV vue comme une transformation dans un plan . . . . . . . . ..

11



4.3 Récurrences sur les z,, . . . . . . . e
4.4 Résolution de la récurrence Sur @, . . . . v v v v v e e e e
4.5 Transformation & deux variables u et v et & deux parametres « et €

4.6  Préservation d’une deux-forme . . . . . ... L.
4.7 Réductions de complexité . . . .. ..o
4.8 Les cas intégrables . . . . . .. Lo
4.9 Lesinvariants . . . . . . . .. L L

4.10 La transformation pour e=3 . . . . . . . ...

PROPRIETES DES POINTS FIXES DE LA CLASSE IV

5.1 Définition d’un point fixe . . . . . . .. ..o
5.2 Stabilité des points fixes . . . . .. ..o
5.3 Les cycles de points fixes . . . . . . ...
5.4 Etude des points fixes . . . .. .. Lo
5.5 Analyse des points fixes . . . . ..o

5.6 Exemples de fusions et coalescences des cycles . . . . . .. ... ... ...

COMPLEXITE D’ARNOLD ET ENTROPIE TOPOLOGIQUE
6.1 Complexité de Arnold . . . . . .. ..o

6.2 Fonction dynamique ( et entropie topologique . . . . . .. .. ... ...

CONCLUSION

REFERENCES



LISTE DES ILLUSTRATIONS, GRAPHIQUES ET TABLEAUX

Figure 1.1
Figure 1.2
Figure 1.3
Figure 4.1
Figure 4.2
Figure 4.3
Figure 4.4
Figure 4.5
Figure 5.1
Figure 5.2
Figure 5.3
Figure 5.4
Figure 5.5
Figure 5.6
Figure 5.7
Figure 5.8
Figure 5.9
Figure 5.10
Figure 5.11

Tableau 2.1
Tableau 3.1

Portrait de phase du modele de Potts chiral & 6 états
Portrait de phase du modele de Baxter

Surface abélienne

Le portrait de phase pour € = 0.52

Le portrait de phase pour ¢ = 1/4

Le portrait de phase pour ¢ = 1/3

Le portrait de phase pour ¢ = 1/2

Portrait de phase pour e = 3

Courbes algébriques de (py, ps, p4, ps, Ps, P, Ps €t po)
Courbes algébriques des solutions réelles de p; et p; en fonction de e
Courbe algébrique de t7 en fonction de €

Portrait de phase pour € =0.19

Portrait de phase pour € =0.21

Portrait de phase pour € =0.236

Portrait de phase pour € =0.238

Portrait de phase pour € =0.230

Portrait de phase pour € =0.232

Courbes algébriques des solutions réelles de pg et p; en fonction de e

Courbes algébriques des solutions réelles de (Jg et ()1 en fonction de €

Complexités associées & des matrices 3 x 3

Complexités associées & des matrices 4 x 4

14
15
16
)
56
56
57
39
73
75
76
77
77
78
79
80
80
82
84
27
44



INTRODUCTION

Le but de ce travail est de montrer comment des systemes dynamiques apparaissent
naturellement dans le cadre de la mécanique statistique sur réseaux, permettant ainsi
d’avoir une vision radicalement nouvelle de cette derniere. Il est a rappeler que les bases de
la théorie des systemes dynamiques ont été posées des le début du siecle par H. Poincaré
[1, 2]. Mais ce n’est que récemment que ces problématiques ont été redécouvertes dans
d’autres domaines de la physique et des mathématiques [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9].

Les travaux de Bellon, Maillard et Viallet [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20]
ont été les premiers a établir une relation claire entre ces deux notions, en montrant que
“Paction du groupe de symétrie des équations de Yang-Baxter d’un modele a vertex (ou
a spins) N-dimensionnel” qui est engendré par des involutions s’identifie & “I’action de
transformations birationnelles sur I'espace des variables du modele” pouvant donc étre vu
comme un systeme dynamique discret.

Nous décrirons dans le Chapitre 1 de ce travail plus en détails ce lien sur quelques
exemples simples, en particulier le modele de Baxter[21, 22, 23]. Les notions d’intégra-
bilité ou de non-intégrabilité seront discutées.

Ayant compris ce lien, il est apparu tout a fait naturel de faire une étude plus exhaustive
des transformation birationnelles construites a partir d’involutions indépendemment de
la mécanique statistique sur réseaux. Dans les travaux de Boukraa, Maillard et Rollet
[24, 25, 26, 27, 28, 29], une étude de transformations birationnelles construites a partir des
matrices d’ordre ¢ x ¢, en utilisant I'inverse habituelle de matrices et des transpositions
simples d’éléments, a permis de classifier ces transformations birationnelles en plusieurs
classes différentes, chacune ayant une complexité et un schéma de factorisation propre. De
maniére remarquable toutes les complexités trouvées sont des nombres algébriques, c’est a
dire solutions de polynémes a coefficients entiers.

Les travaux de Abarenkova, Angles d’Auriac, Boukraa, Hassani et Maillard 30, 31, 32,
33, 34, 35, 36, 37, 38, 39| ont permis, apres avoir fait une étude numérique pour des trans-
positions quelconques, d’identifier une vingtaine de complexités pour des transformations
impliquant des matrices d’ordre 3 x 3. Nous reprenons dans le Chapitre 2 de maniere plus

exacte cette étude en différenciant les schémas de factorisation et montrerons que de nou-



velles complexités qui n’ont pas été identifiées par la méthode numérique utilisée dans [34]
apparaissent. Une généralisation pour les matrices d’ordre 4 x 4 est faite dans le Chapitre
3. Encore une fois, toutes les complexités trouvées sont des nombres algébriques. Certaines
propriétés de ces polynomes seront discutées.

Dans le Chapitre 4, nous étudierons plus particulierement une classe de transformations
ayant la complexité la plus petite supérieure & 1 appelé Classe IV. Cette classe apparait
pour des matrices d’ordre quelconque ¢ x ¢g. Nous montrerons comment on peut, par ex-
emple lorsque g = 4, simplifier cette transformation qui agit dans un espace projectif a 15
variables, & une transfomation a seulement 2 variables tres simple a étudier (graphique-
ment , numériquement et analytiquement). Nous montrerons comment on peut construire
des quantités invariantes de ses transformations et méme déduire des sous-cas de réduc-
tion de complexités par la méthode de Diller et Favre [40]. Concernant les cas intégrables,
plusieurs méthodes d’étude peuvent étre utilisées. Nous citerons plus particulierement les
méthodes graphiques et les méthodes basées sur 1’étude systématique des orbites finies
de ces transformations utilisées dans travail de Boukraa, Hassani et Maillard [41]. Les
méthodes graphiques utilisent la visualisation des orbites en identifiant celles donnant des
courbes algébriques: lors de la visualisation des orbites de ces transformations, on rencon-
tre souvent des orbites chaotiques (ayant une complexité différente de un) et plus rarement
celles intégrables.

Afin d’établir un lien (susceptible d’étre généraliser & d’autres transformations) entre les
propriétés des points fixes et I'intégrabilité (ou la non-intégrabilité) d’une transformation,
les chapitres 5 et 6 seront consacré a 1’étude détaillé de cette transformation de la classe
IV a 2 variables (x,y) et 2 parametres (o, €). Les propriétés de ses points fixes, 'apparition
de I'intégrabilité, la complexité de Arnold, I'entropie topologique (réel et complexe), les
fusions et les coalescences des points fixes, la nature des points fixes, ... y seront étudiés.

Nous donnons ensuite une conclusion sur le travail qui a été réalisé ainsi que les per-
spectives futures qui peuvent étre développées dans le but d’'une meilleure compréhension

de ces modeles simples de systemes dynamiques.



CHAPITRE 1

DE LA MECANIQUE STATISTIQUE SUR RESEAUX AUX SYSTEMES
DYNAMIQUES DISCRETS

Dans le cadre de la compréhension des modeles exactement solubles en physique, il
est assez naturel d’adopter un point de vue de mécanique statistique, car toutes les idées
d’intégrabilité ont pris naissance et muri dans ce domaine (en mécanique statistique ou en
physique du solide) ot un travail important a été réalisé et qui joue un réle indéniable dans
la compréhension de la physique de ces problemes.

L’exemple le plus simple (et le plus connu) de modele exactement soluble est le modele
d’Ising [42] résolu par Onsager en 1944 [43], qui joue un role important dans la théorie des
transitions de phases et des phénomenes critiques et qui fut a la base des fondements de
toutes ces idées.

Durant les trente dernieres années, les developpements dans les modeles exactement
solubles en mécanique statistique ont rejoint les developpements des modeles intégrables en
théorie des champs (voir par exemple [21, 22, 23]). Cette convergence repose essentiellement
sur I'existence d’un ensemble d’équations (sur les parametres du modele) jouant un role
clé et fondamental dans la compréhension de I'intégrabilité des modeles, et ce, que ce soit
en mécanique statistique ou en théorie des champs. Ces équations sont ce qu’on appelle les
équations de Yang-Baxter (équations portant sur les matrices des poids de Boltzmann).

L’existence d’une structure locale simple appelée algebre de Yang-Baxter (ou relation
triangle-étoile en mécanique statistique) s’est avérée étre le critere le plus intrinseque et le
plus puissant pour la compréhension des modeles exactement solubles. Plus généralement,
Iidée directrice consiste & partir d’une structure locale (sur un réseau, par exemple, en
mécanique statistique) simple, & déduire des conséquences globales importantes (équations
fonctionnelles sur un objet globale comme la fonction de partition du modele, ’aimantation,
la chaleur latente, la susceptibilité, ...).

Dans cette optique, il a été possible de démontrer, & partir de la relation triangle-étoile,
la commutation des matrices de transfert ligne par ligne (ou plan par plan, pour un modéle

tridimensionnelle) aussi bien pour les modéles & spin que pour ceux a vertex.



Un autre critere local simple, appelé relation inverse, a été mis en évidence pour les
modéles ne possédant pas & priori de structure triangle-étoile (donc a priori non exactement
solubles) et permettant de mettre en évidence des équations fonctionnelles simples satis-
faites par les fonctions de partition des modéles. Sous certaines conditions, ces équations
peuvent méme étre résolues.

Dans de précédents travaux [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20|, ont ét¢é mises a jour
des symétries non-linéaires non triviales des modeles de mécanique statistique sur réseau.
Ces symétries qui se représentent en termes de transformations birationnelles dans 1’espace
des parametres de ces modeles sont des symétries exactes des équations de Yang-Baxter (ou
de leurs généralisations en dimensions supérieures) et de facon plus générale des symétries
de I’ensemble de 'espace des parametres que le modele soit ou non un modele intégrable
(au sens de l'existence d’une ansatz de Bethe, de solutions des équations de Yang-Baxter
ou de I'existence d’une famille de matrices de transfert qui commutent...). Dans le cas des
modeles intégrables, ces symétries, représentées par des transformations birationnelles lais-
sent invariantes les variétés algébriques qui sont automatiquement associées aux solutions
des équations de Yang-Baxter.

Génériquement, ces transformations birationnelles forment un groupe infini de trans-
formations. Dans le cas ol ces variétés algébriques sont des courbes (ce qui est le cas de
tous les exemples connus a I’heure actuelle...) la simple visualisation (sur un ordinateur)
des orbites de ce groupe dans l'espace des parametres permet de littéralement voir ces
courbes algébriques car l'infinité des images successives d’'un point d’une orbite tend a
remplir de facon dense ces courbes (qui sont nécessairement rationnelles ou elliptiques).
L’analyse de ces groupes de transformations birationnelles et de leurs orbites associées que
ce soient par de tels procédés numériques de visualisation ou par des procédés analytiques
de recherches des invariants algébriques préservés par cette infinité de transformations (cal-
culs formels...) fournit la solution du probleme dit de la Baxterisation d’une solution isolée
des équations de Yang-Baxter ou de leurs avatars (équations triangle-étoile généralisées,
équations tétraedre...) [44].

I1 a été montré 27, 44] que I’étude de ces groupes de symétries birationnelles fournissait
un outil extraordinairement puissant pour la recherche et ’étude de modeles intégrables
nouveaux notamment pour une des étapes essentielles de la résolution des modeles a savoir
la paramétrisation des solutions et d’autant plus puissant et contraignant que I’on recherche
des modeles intégrables en dimensions supérieures a deux.

L’étude systématique de ces groupes de symétries birationnelles a permis de montrer
I’existence d’une vaste classe de modeles appelés modeles quasi-intégrables qui comme les

modeles intégrables ont des variétés algébriques non-triviales (courbes elliptiques, surfaces



algébriques,...) invariantes par I'action de cette infinité de transformations birationnelles
mais ne vérifient pas pour autant les équations de Yang-Baxter. Ces modeles n’en con-
stituent pas moins autant d’exemples, si I'on ne regarde que le groupe de symétrie bira-
tionnelle opérant dans l’espace des parametres, de systemes dynamiques dépendant essen-
tiellement d’un assez grand nombre de parametres, et intégrables en tant que systemes
dynamiques (paramétrisables en termes de fonctions elliptiques...).

Ces modeles quasi-intégrables constituent donc une nouvelle classe de modeles au-
torisant des calculs analytiques exacts, classe intermédiaire entre les trop rares modeles
intégrables et les trop génériques modeles chaotiques. L’étude des équations de Yang-
Baxter a constitué une avancée notable réduisant des calculs souvent fastidieux sur des
objets globaux tels que des hamiltoniens quantiques ou des matrices de transfert & I’analyse
d’un systeme d’équations trilinéaires correspondant a une relation tres locale simple, mais
I’on s’est vite apercu que la recherche d’un tel syteme d’équations largement surdéterminé
s’avérait toujours une tache extrémement complexe. L’étude des symétries birationnelles
de ces équations constitue une nouvelle étape majeure efficace et puissante du fait de la
simplicité et le caractere systématique de cette étude qui peut s’appliquer, sans aucun a
priori sur 'existence éventuelle des solutions des équations de Yang-Baxter.

Ces quelques remarques nous ameénent tout naturellement & considérer les groupes de
transformations engendrés par 'inverse matriciel [ et des permutations quelconques des
coefficients d’une matrice, étant entendu qu’une permutation quelconque peut étre inter-
prétée géométriquement comme la transposition partielle de deux des “d” espaces du vertex
d-dimensionel (ou un produit de telles transpositions). Il est clair qu’une des tendances que
I’on rencontre dans 1’étude moderne des modeles intégrables consiste & dégager des struc-
tures algébriques universelles en essayant de s’abstraire au minimum des représentations
particulieres de ces algébres. Il est aussi clair que les matrices d’un ordre donné ne doivent
pas étre privilégiées et nous allons essayer d’obtenir de la fagon la plus systématique possi-
ble des résultats les plus universels possibles, c’est-a-dire valables pour des matrices ¢ X ¢
quelconques.

Toutes les considérations précédentes justifient ’étude des groupes de symétries représen-
tées par des transformations birationnelles, engendrées par 1'inverse matriciel et des per-
mutations de coefficients de matrices ¢ x ¢ dans le cadre d’une approche la plus générale
et la plus universelle possible.

Donnons quelques exemples construit selon cette méthode.



1.1. Modele de Potts chiral & 6 états

Considérons I’exemple suivant qui correspond aux symétries d’un modele de Potts chiral
a 6 états [21]. Dans l'espace des deux parametres u et v du modele, les symétries sont
engendrées par deux involutions, les transformations d’ordre deux suivantes appelées [ et

J. Sur u et v, elles se représentent par des transformations birationnelles:

J ou—=1ju,o—1/v (1.1)
—u — u® + 20° u? +uv —v:—w

I : — —
“ 1—|—u—|—2v—u2—2uv—v27v 14+ v+ 20— u2 —2upv — v?

(1.2)

L’orbite d’un point (u,v), de 'espace des parametres, itéré par le produit I.J, rempli de
maniére remarquable une courbe algébrique dans cette espace. L’invariant de cette courbe
étant:

(20% 4 2uv — u? — 2u® — 20u? + v?u)(u — v?)?

(u+v)*H (1 —u)(l —v)?

Un exemple d’orbite obtenue est montré dans la Figure 1.1.

A= (1.3)

Figure 1.1 Portrait de phase du modele de Potts chiral & 6 états

1.2. Le modele de Baxter

Comme deuxieme exemple, on considere le paradigme des modeles exactement solubles,

le modele symétrique & huit vertex de Baxter [21]. Sa matrice R des poids de Boltzmann



est la suivante:

a 0 0 d
0 b 0
R= ‘ (1.4)
0 ¢ b0
d 00 «a
On note que cette forme de matrice est préservée par les operations [ et J. L’action de [
est:
a b b
a = aZ — 2 —>62—c2
—c —d
c — 2 d—>a2_d2
et ’action de J est:
a b
a — 2 b—>762_d2
—c —d
c — 22 d—>7[)2_d2

On peut aussi utiliser une méthode visuelle qui consiste & dessiner 1’orbite obtenue numéri-
quement par Iitération d’un point initial. On introduit les variables u, v et w par u = b/a,
v = ¢/a et w = d/a. La Figure 1.2 montre un exemple d’orbite projettée dans le plan

(u,v): les itérés densifient une courbe.

Figure 1.2 Portrait de phase du modele de Baxter

L’étude des invariants par 'action de I et J montre que cette courbe est elliptique et

est donnée par 'intersection de quadriques A; = constante et Ay = constante (appelée



aussi biquadratique de Clebsch), avec Ay et Ay les invariants [10]:

A, — az—l—bz—cz—alz7

ab 4+ cd
ab— cd
Ay = ) 1.
2 ab 4+ cd (1.5)

On peut introduire une parametrisation elliptique de cette courbe dans 'espace CP3 des
parametres (u,v,w) [21]. En terme du parametre elliptique, la tranformation 1.J devient

tout simplement une translation, prouvant ainsi que les itérés densifient une courbe.

1.3. Autres exemples

Une analyse similaire a été faite pour des permutations générales. Des propriétés remar-
quables apparaissent aussi dans ce cadre plus général [28, 27]. Pour certaines permutations,
une croissance polynomiale des itérations a été obtenu, mais avec des orbites correspon-
dant & des surfaces algébiques. La Figure 1.3 suivante montre un exemple obtenu par une

permutation d’éléments d'une matrice 4 x 4.

i

Figure 1.3 Surface abélienne



i

Plusieurs autres exemples de transformations birationnelles associées avec des modeles
a vertex (ou a spins) peuvent étre donnés [27]. Ces exemples montrent que l'inversion ma-
tricielle sur une matrice d’ordre 4 x4 peut étre combinée avec des permutations des éléments
de cette matrice pour obtenir des transformations birationnelles. Ce “jeu mathematique”
correspond a differents problemes physiques (modele & vertex a 3 dimensions, le modele
a seize vertex, le modele de Potts sur un réseau triangulaire ...) suivant la permutation
considérée des éléments de matrice.

Ces exemples justifient donc amplement de considérer des transformations birationnelles
associées a des permutations d’éléments représentant des symétries géométri-ques du réseau
(symétries du carré, du cube, du triangle ...) et de considérer le probleme “universel” suivant:
analyser des transformations birationnelles construites par l'inversion de matrices d’ordre
g X g combinée avec des permutations arbitraires d’éléments de ces matrices. L’exemple le
plus simple correspond a la permutation de deux éléments de ces matrices d’ordre ¢ x ¢
[25, 26, 29]|. En particulier, on obtient avec cette méthode des exemples non-triviaux de

transformations intégrables avec un nombre arbitraire de variables [25, 26, 28, 29, 27].



CHAPITRE 2

COMPLEXITES ASSOCIEES A DES MATRICES D’ORDRE 3

Nous allons maintenant étudier par calculs formels les transformations birationnelles
correspondant au groupe engendré par 'inverse matriciel et une transposition particuliere
des coefficients d’une matrice ¢ x ¢. Pour des raisons de simplicité, nous considérons tout

d’abord le cas des matrices 3 x 3:

pour une transposition donnée.

Les transformations de ce groupe peuvent étre représentées de plusieurs manieres: soit
comme des transformations birationnelles sur des variables non homogenes (quotients des
variables homogenes de départ), soit comme des transformations polynomiales portant sur
les variables homogenes que sont les coefficients de la matrice. Ainsi, I'inverse matriciel [

peut s’écrire alternativement:

I myj— Lj(myyg, -+, mas3) (2.7)
ou.
7. M Lij(maq, -+, mas) (2.8)
M I(may, -+, mas)

(ot la paire (k,[) est fixe), ou encore:

[ij(mlla T ,m33)

det(m)

ot [;; désigne le cofacteur du coeflicient my;.
Dans la suite nous désignerons par [ et K = t - [ respectivement l'inverse matriciel
homogene et sa composée avec la transposition considérée, et par [ et K ces mémes trans-

formations représentées sur les variables non homogenes. Nous allons nous intéresser dans



un premier temps & différentes propriétés (remarquables! ) de factorisation des itérées suc-
cessives de la transformation homogene K, ce qui nous amenera en particulier & dégager des
variables privilégiées, telles que les déterminants de la matrice 3 x 3 (et de fagon générale
q x q), et ses transformées successives par la transformation homogene K ou de facon

équivalente la transformation inhomogéne K.

2.1. Propriétés de factorisation

[’étude systématique des transformations (birationnelles) associées & toutes les permu-
tations des éléments des matrices 3 x 3 (9! = 362880 permutations au total) est tres vaste.
Pour simplifier cette étude, on peut réduire le nombre des permutations a considerer en
utilisant des symétries (classes d’équivalence), entre les permutations.

Une étude par calculs formels des itérations sucessives de ces transformations bira-
tionnelles met & jour pour certaines de celles-ci des propriétés de factorisation tout a fait
remarquable qui montrent une croissance polynomiale et non exponentielle de la complexité
des itérations formelles successives, et ce, dans 1’ensemble des variables du probleme (tous
les coefficients de la matrice ¢ x ¢). De fagon plus précise, les polynomes qui se factorisent
sont étroitement reliés aux déterminants des matrices ou a leur transformées par le groupe
engendré par 'inverse matriciel et les permutations de coefficients.

Plus explicitement, considérons premierement une matrice initiale 3 x 3 générique My:

M1 Maz Mas
MO = mo1 Mgy Mas (210)

ms1 M3z N33

Prenons comme exemple la permutation des deux éléments ms; et masz, qu’on peut aussi
représenter par la suite ordonnée de nombres (1,2,3,4,5,6,8,7,9) qui montre que ms; <
msy. Cette notation sera utiliser dans toute la suite pour représenter une permutation
quelconque d’éléments de M.

M est la matrice déduite de My par la transformation K associée a la permutation
précédente.

Considérons les premieres matrices successives obtenues par itération de la transforma-

tion K ainsi que leurs déterminants:

M1 — ]((Mo), M2 — ]((Ml), M3 — [((MQ) (211)
f1 = det(Mo), f2 = det(Ml), f3 = det(Mz) (212)

Le déterminant de la matrice M3 factorise le carré du déterminant de My, c’est & dire



f#. Cela nous permet d’introduire un nouveau polynéome fj:

B det(Mg)
f="p

On remarque également que f; est un facteur commun dans tous les éléments de la

(2.13)

matrice K (Ms), cela nous amene a définir une nouvelle matrice My:

K(Ms)
Ji

Remarquons que det(M,) se factorise aussi en donnant un nouveau polynéome fi:

M4:

(2.14)

. det(M4)
f="p

En calculant K(My), on voit que fy est un facteur commun dans tous les éléments de

(2.15)

la matrice K'(My), ce qui nous conduit & définir une nouvelle matrice:

K (M)
J2

En continuant ces iterations, on obtient pour n arbitraire les deux relations de factori-

M5:

(2.16)

sations:

K (M)
fn

det(Mn_|_2)

et: foas =

2.2. Cas général

Plus généralement, pour une transposition arbitraire, et en prenant les mémes notations

que précédement, le schéma de factorisation général sera:

i K(M K (M.
My = K(Mo), M = ;; ;27 M = —57£5;3%§ (2.18)
2 )1 3 J2 )1
det(M det( M.
Ji=det(My), fo= %7 f3= % (2.19)
1 2 J1
pour n arbitraire:
det M, = T[]/ (2.20)
k=0
KOL) = Moo T £750 221)
k=0

avec fo = 1. Notons par «,, le degré du déterminant de M, et par 3, le degré du polynéme

fnavec: ag = 3,0, =0,5; = 3.



Les fonctions génératrices a(x), B(x), p(x), g(x) des degrés .3, et des exposants p,

,qn sont défini par:

Oz(l‘) = Zan ~x, ﬁ(l‘) = Zﬁn ~x, p(l‘) = an s, (](l') = an cax”, (2.22)

La détermination de I’ensemble de ces fonctions génératrices nous permettra de trouver

tous les classes ainsi que les schémas de factorisations possibles.

2.3. Determination des fonctions génératrices

Le schéma de factorisation nous permet de trouver les expressions de p(x) et ¢(x). En

peut ensuite utiliser les relations (2.20) et (2.21), pour trouver les relations suivantes qui

lient les fonctions génératrices entre elles:

Bla)(1 +q(z)) = za(z)
z(2¢ — Da(x) + 32 = 3p(x)B(x)

On peut démontrer ce résultat comme suit.

(2.20)

(2.21)

= fn=0dn-1—q1Pn-1 — @20n—2— - — qn-1051

o0 o0 o0 o0
= E Bna™ = E ap_1a" — E 918n—128" — E 9208n—2x™
n=0 n=0 n=0 n=0

o0
—ee = Z gn—1012"
n=0

= B(z) = va(z) — (= Z Br—12"7! + g2a? Z Br—2z™ 2 4.
n=0

n=0

= B(z) = va(x) — (1w + g2’ +--)B(z)

= an = 2an-1 — 3(p16n + P28n—1+ -+ pPrnb1)

0 0 0 0
= Z anz’ =2 Z ap_1z” — 3(2 plﬁnl’n + Z p2ﬁn—1l’n
n=0 n=0 n=0 n=0

+ Z pafBn_2z™ + -+ Z paB1z"™)
n=0

n=0

o0 o0 o0
= a(z) —ag =2z Z om—18™ 7 = 3(py Z Bnz™ + pow Z Bpo1z™ 1)
n=0 n=0 n=0

= z(2z — 1)a(z) + 3z = 3p(z)B(z)

(2.23)

En général pour un ordre quelquonque ¢ de la matrice, nous avons (avec ag = ¢,y =

0761 = q:

Bla)(1 +q(z)) = za(z)
#((¢ = e — Na(z) + gz = gp(z)5(z)

(2.24)



Dans l'iteration analytique d’une transformation arbitraire, les degrés des expressions
polynomiales précédentes (apparaissant aux numérateurs ou aux dénominateurs) évoluent
exponentiellement comme A" (o, ou 3, &~ A" ), o A mesure ’évolution des calculs. Il
est appelé “the growth complexity” (complexité de la croissance) ou “complexité d’Arnold”
[45, 46, 34, 36].

Lorsque les fonctions génératrices a(a), B(x) sont rationnelles, la complexité A sera
I'inverse du pole (de plus petit module) en a de ces fonctions génératrices, ou plus précisé-
ment l'inverse de la racine du polynéome se trouvant dans le dénominateur de a(x) ou de
f(x) et qu’on va appelé “le polynoéme associé a cette compléxité”.

On appellera classe le groupe de permutations ayant la méme valeur de A, il suffit donc
d’étudier une transformation correspondant & une permutation donnée pour généraliser les
résultats pour les autres transformations de la méme classe.

Par exemple, dans ’analyse des 362880 transformations birationnelles associées a toutes
les permutations, nous avons trouvé seulement un spectre de 20 valeurs de complexité qui

sont présentées ci-dessous.
2.4. Résultats

Voici les différents schémas de factorisations pour les permutations dans des matrices
3 x3 (un exemple est donné pour chaque classe), obtenus en utilisant un programme Maple.
On donne les résultats comme suit: la permutation codée comme expliqué précédem-
ment, la compléxité A, les fonctions génératrices p(x), ¢(x), a(x) et f(x).
® 3,6,5,1,4,7,2,9,8
A =~ 1.946856268

ple) = o7, g(x) = 2a°

3(1422° =
Oé(l’) = _(x—l)(ac6—ac5(—ac4—x)3—x2—l’+1)7ﬁ(x) = _(l’—l)(l’6—l’5—i4—1’3—1’2—l’+1)
© 1,23, 4,7.6,5 8,9
A~ 1.883203506
pla) = 2% q(x) = 22°
- 3(1+22°) - 3z
Oé(l’) - _(w—l)(x+1)(x4—2903—|—x2—21’—|—1)7 (l’) - _(x—l)(ac—l—l)(ac4—2x3—|—ac2—21’—|—1)

© 1,2,7,4,3,8,56,9
A =~ 1.883203506

p(z) = 25+ 27, g(x) = 2° + 22° + 223



oz(x) - 3(2¢°41) ﬁ(l’) _ — 3

(z=1)(z+1)(z* 223422 —254+1) z—1)(z?2—z+1)(z* —20%4+ 2% —204+1)(z+1)?
1,4,7,.2,5,9.6, 3,8
A~ 1.974818708

ple) = a%, q(a) = 227

_ (1425") . 3
ofz) = _(x—l)(x+1)(x6—2x5+x4—2x3+x2—2x+1)’ﬁ(‘r) T (@) (1) (@207 ot -2 +2? —20+1)
1,5,4,3,9,6,2,8, 7
A~ 1.857127516

plz) = 2%+ 2% + 2% + 22 g(a) = 2 + a* + 22° + 2% + 227 + 228 + 2211

( ) _ 3(1—|—903—|—904—|—2x5—|—906+2x7—|—2x8—|—2x11)
a\r) = (z=1)(z+1) (21922428 —27 — 2> —23 +22 —20+1)?
3(0) = - s

(z=1)(z+1) (219222428 —27 — 2> —2% + 22 —22+1)

2,8,5,3,9,6,4, 1,7
A =~ 1.618033989

_ ot _ z(14+z+3z2 421 4+25)
p(l’) - (22 +z-1)(z?—z+1)(z?+z+1) Q(l') o (22 4z—1)(z?—z+1)(z?+x+1)

a(e) = SR Be) = 3(e? + o + 1)a

1,7,4,3,9,6,5,2, 8
A =~ 1.618033989

P(e) = b 40) = — S
alz) = (z—1 )((;:190 Igﬂ ) Blz) = %ﬁ(ﬁl)
1,7,4,3,9,6,5,8,2

A~ 1.618033989

ple) = — =i 4(0) = — Lo

ofz) = (w—l):))((;i—lx)(-l—iw 5 8(2) = e
1,2,3,4,5,6,8,7,9

A~ 1.465571232

p(z) = — o ) = — 22
a(e) = Gty B(e) = -



7,1,6,8,2,4,9,3,5
A =~ 1.465571232

(l’) o (904—|—2906—|—908—|—29010+9012—|—x13) (l’) o (1’—|—1’2—|—2x3—|—2x4—|—4ac5—|—x6—|—2907—|—21’8—|—4x9—|—x10—|—2x11—|—2x12)
P = (1—z12) »q - (1-=12)

_ 31—|—x 2—|—1’—|—x —|—2x —|—2x —|—4x —I—ac —|—2x —|—2x +4xz —I—aclO—I—Zacll 6( ) ac —I—l)
a(r) = -1 (e—1) (et ) (2—at 1) (@2 4ot 1) (a1 —z241) 1’3-|—x 1)

2,7,5,3,9,6,1,8, 4
A~ 1.570147312

19—|—1’18—|—x16—|—x —I—ac —I—ac ( ) 18—|—2 1’17—|—x16—|—2 x15—|—1’14—|—x13—|—1’12—|—2x —|—2x —I—ac —|—2x —I—ac +x
p(l’) - 1—2% » LT 1—2%

x(w2—x+1)(w2+w—|—l)
( Stadtr—1)(zt+1)(2® -zt +1)

Oé( ) 3 T —|E25?+l—$+;2f —I—ac —I—x—|—176( )

1,2,3,7,8,9,6, 5,4
\ =~ 1.754877666
p(z) = 2% q(2) = v + 2% + 227

3 1—|—1’—|—x —|—2x 3z
Oé(l’) = _(ac—l—(l)( S—2242z-1) 76( ) ac—l—l)( S—x242z-1)

1,4,7,3,9,6,5,8, 2
A ~ 1.933184982

z7 . 2 (22 +z+1
p(z) = mﬂ(fﬁ) = —W

a(e) = At 8 = — iy
1,5,8,3,4,9,2,6, 7

A~ 1.948935746

plx) = a7 q(x) = 2° + 22°

o) = —PHEEEL () = e
1,7,4,3,6,9,5,2, 8

A~ 1.866760399

p(z) = Gy () = —M

alr) = RUt Rt B(r) = —
4,1,8,5,3,9,6,2, 7

A~ 1.839286755

pla) = L) () = bttt

ale) = Gy, Ble) = — AR



© 27,539 41,8, 6
A =~ 1.839286755

_ 26 . 22 (202 +24+1)
(@) = ~ e d(e) = ~ T

3z(—1+x2+2°%)

Oé(l’) == (z4+1)(z®+z+z—1)(z—1)

© 2,856,397 1,4
A ~ 1.974584654

3(z2+24+1)(20° — 22 —z+1) ﬁ(l’) _ ( )
29 z+1

(22422 4z—1)(z—1)?

. 9 o 2% (x4+1)(222—z+1)
ple) = (1’2—1’+1)(1’3+x2—1)7q($> = T @t l) (@ ta2-1)
o 3(1—x—l—2x8—|—1’7) o 3x(1—2°—2%)
Oé(l’) _(1’2—1’—|—1)(1’—1)(1—1’—21’2—x3—|—x4—|—2x5—|—x6)76(1;) T (1-z)(l—z—282—z >+t +225 +25)

© 2,8 56,93, 4,7, 1
A & 1.542579599

x10+908—|—x7—|—x6—|—x4 q(x) _ 2903+x+902—|—x4—|—21’7—|—1’9—|—x8—|—31’5—|—3x6
, =

p(l‘) = 1—a8

Oé(l’) — 3 x9—|—2907—|—3x6—|—31’5—|—x4—|—2903—|—902—|—x+176(1,) — _

(845" +23 2 —1)(z2-1)
¢ 1.2.3.85 7649
A~ 1.891103020

26 (1’4 —|—2x5)

p(r) = a5y alv) = S

( ) _ 3(—1—|—1’6—1’4—21’5)
alr) = (26°—2z%4+22° -2+ 20—1)(z—1)(z+1)°

©4,6,1,53,2,7,9,8
A =~ 1.860073051

(z8 428 +2%) q( )_ (2®+a* 42254254227 +228)
, =

ple) = gy

(1—z10)

3(—1+210—3% -z —25° 26 —21’7—21’8)

Oé(l’) == (z=1)(z+1)(z* -z 4+z?—z+1) (285t 2t +22 421

1’(1’2—|—1) (x4—|—1)
e

(l’) _ _( 3x(902—90+1)(x2+x—|—1)

205 —2z44 2% —z? 4+ 25-1)

),6(1') _ _31’(904—|—1’3+1’2—|—x—|—1)

(2e°+zt+z?+o-1)

On a deux nouvelles valeurs de A par rapport a la référence [34, 36] qui sont (avec leurs

schémas de factorisations):

o 1,2,4,8,5,6,7,3,9
A ~ 1.999266143
p(z) = 2", q(z) = 27 + 22"

1—|—1’9—|—2 12

a=-—3

3z

—142x—a942 2102124 513> 6 = - (z1® =142z —2% +2210-2212)



©4,6,7,5098,1,3,2
A ~ 1.998524670

o = 3 142 pll
- (z10—229%4+28 - 257428 —225+21 228422 -2 241)(22-1)?
_ x

ﬁ_ 3(9010—2x9+908—2x7+x6—2x5—|—x4—21’3—|—x2—21’—|—1)(1’2—1)

2.5. Remarques

L’analyse des résultats obtenus nous permet de faire les remarques suivantes:

- Pour une complexité donnée, il peut y avoir plusieurs schémas de factorisations pos-
sibles.

- La liste exhaustive des schémas de factorisations a été faite pour un ordre d’itération
égal & 19 (les temps de calculs dépendent de I'itération). Il peut donc y avoir d’autre valeurs
de complexité lorsqu’on utilise un ordre d’itération supérieur a 19.

- Une méthode numérique pour trouver ces complexités a été aussi appliquée pour ces
9! =362880 transformations birationnelles [34, 36]. Il a été obtenu, en plus de la valeur
intégrable A = 1, un groupe de dix sept valeurs de complexité, toutes assocides a des
nombres algébriques.

Notons que la méthode de factorisation qu’on a utiliser nous a permis de trouver
deux complexités proche de A = 2 et que la méthode numérique n’a pas identifié: A ~
1.9992661434 et A ~ 1.998524670.

- L’analyse des polynémes de complexités obtenus, nous montre qu’on peut classifier

ces complexités en trois classes différentes:

e Nombres de Pisot [47, 48]:

Un nombre de Pisot est un entier algébrique plus grand que un, solution d’un poly-
nome & coefficients entiers, tel que tous ses conjugués (autres solutions du méme
polynome) ont des modules strictement plus petits que un (c’est & dire sont a I'intérieur

du cercle unité).

e Nombres des Salem [47, 48|:

Un nombre de Salem est un entier algébrique plus grand que un, solution d’un poly-
nome & coefficients entiers, tel que un de ses conjugués (ou plus) a un module stricte-

ment inférieur & un, les autres sont sur le cercle unité.



Zi

A Polynomial Type

2 1-2x

19992661434 | 1 — 2z 4+ 2% — 2210 2212 — 18 NP
1.998524670 1-2z+22—22% +2* =225 4+ 2% — 227 + 2% —22° 4+ 210 | SALEM
1.97481871 1—20+22 228 40 — 2% 428 SALEM
1.974584654 1l—w—222 -2 4244225+ a6 NP
1.94893574 1-2z+2% -2 PISOT
1.946856268 1l—zc—a2? —2® — ot — 25 4 28 SALEM
1.93318498 1-—2x+z%—o° PISOT
1.891103020 1-2z4+2%2—-22% 4+ 2% —22° NP
1.88320350 1-2ex+2%—22% 4+ ¢ SALEM
1.866760399 1-2x+2% — ot PISOT
1.860073051 1—z —a2? -zt —2s° NP
1.857127516 1—2e422—0® -5 — o7 4 28 — 229 4 210 SALEM
1.83928675 1—z—a2% -2 PISOT
1.75487766 1-2zx+2% - 22 PISOT
1.61803399 1—z—2? PISOT
1.57014731 1l—z—a®—ab PISOT
1.542579599 | 1 —z—2°> — 2" — 28 NP
1.46557123 1—z—2° PISOT
1 1—z, 1—al, ... INT

Tableau 2.1: Complexités associées a des matrice 3x3. (PISOT: nombre de Pisot, SALEM:
nomre de Salem, NP: Non Pisot, INT: cas intégrable.)

e Nombres plus généraux (ni Pisot, ni Salem).

Un nombre de ce genre est un entier algébrique plus grand que un, solutions d’un
polynéme & coefficients entiers, tel que tous ses conjugués ont des modules strictement

différents de un.

Il est assez remarquable que beaucoup de complexités trouvées sont de type Salem ou
Pisot. Les origines de cette classification sont encore & comprendre [49].
Le Tableau (2.1) donne la liste de ’ensemble des complexités calculées ainsi que les

polynémes associés.



CHAPITRE 3

COMPLEXITES ASSOCIEES A DES MATRICES D’ORDRE 4 ET
D’ORDRE QUELCONQUE

Considérons la matrice 4 x 4 suivante:
My My M3z Mg
M = Mo1 Moo M2z Mg (3‘25)
m31 M3z M3z MMag
Ma1  Myg2 a3 MMag
Comme dans le chapitre précédent, on introduit la transformation I donnant la matrice

inverse homogene:
I:M— M™' - det(M) (3.26)

La transformation inverse homogene [ est une transformation polynémiale sur chacuns des
éléments de M, elle associe & chaque élément de M son cofacteur correspondant.

L’inverse homogene [ est une involution, elle satisfait & I* = (det(M))* - Zd, ou Zd est
la matrice identité 4 x 4.

On introduit aussi I'involution ¢, qui est une transposition arbitraire de deux éléments
de la matrice M.

I'; designera le groupe discret infini, généré par les transformations involutives [ et t.
K, =t-1,élément de I'; sera la transformation birationnelle associé & chaque transposition

t.

3.1. Six classes d’équivalence

On a & étudier plusieurs groupes de transformations associées aux 120 = C'}° transpo-
sitions entre deux éléments des seize éléments de la matrice M.

Mais on peut voir que les 120 groupes d’éléments de I'; se groupent seulement en six
classes différentes. Ceci est du & une relation d’équivalence qui existe sur ces 120 transpo-

sitions.



On construit cette relation d’équivalence en introduisant les transformations qui agis-
sent sur les élément de la matrice et qui commutent avec la transformation inverse ho-
mogene [.

Avec la notation [m;; — my] pour une transposition qui change les deux éléments m;;
et my de la matrice M (3.25), les six classes d’équivalence sont [29, 26, 25]:

- Classe 1 corresponds & tous les 6 transpositions de la forme [m;; —mj;] ou [m;; — mj;]

- Classe II correspond a tous les 12 transpositions de la forme [m;; — my]

- Classe I1I correspond a tous les 24 transpositions de la forme [m;; —m ] ou [mj; —my;]

- Classe IV correspond a tous les 24 transpositions de la forme [m;; —myx] ou [mj; — my]

- Classe V correspond a tous les 24 transpositions de la forme [m;; — m ]

- Classe VI corresponds a tous les 24 transpositions de la forme [m; —m;;] ou [my; —m ]

Il est important de noter que cette classification en six classes a lieu aussi pour matrices
q X q, pour ¢ > 4. Pour ¢ = 3, on remarque que classe Il n’existe plus.

Il suffit maintenent d’étudier une seule transformation dans chaque classe et de déduire

directement les résultats concernant toutes les autres transformations de la méme classe.
3.1.1. Classe [

On prend comme représentant de cette classe la transformation qui correspond a la
transposition t13_91 qui agit sur la matrice M (¢ x q).

Aprés itération, on obtient les matrices successives suivantes et leurs déterminants. De
maniere assez remarquable, on voit que des factorisations & chaque itération peuvent se

produire:
MO = ]\47 M1 = [((Mo), f1 = det(Mo)

Le déterminant de la matrice M; se factorise donnant un polynéme homogene f:

Ja = % (3.27)

1

Egalement, ff_4 se factorise dans tous les éléments de la matrice K'(My), ce qui nous

amene & introduire une matrice “réduite” Ms:

M, = KM (3.28)

q—4
1

Aussi, det(Ms) se factorise pour définir un nouveau polynome fs:

_det(My)

- -3
i

s (3.29)



Calculant K(M,), on peut voir que f7 - fi=* se factorise dans tous les éléments de la
matrice K'(M3), en donnant une nouvelle matrice:
_ K(My)

LR

Aussi, son déterminant se factorise ff_l Iy fg_?’, donnant le polynéme homogene f:

fi = - detn) (3.31)

— -1 -3
R R

Calculant K(Ms), on voit que fi~%- f2- fi* se factorise dans tous les éléments de cette

(3.30)

matrice K'(Ms), ce qui nous amene & introduire une nouvelle matrice:

My = — RO (3.32)

-2 —4
RN RN

Les propriétés de factorisation sont maintenant stabilisées et se reproduisent similaire-

ment & chaque ordre n.

De maniere générale, pour n > 1 et ¢ > 4, on a les factorisations:

K (M)
Moys = ——— =, (3.33)
n n+1 fn—|—2
det(Mn_|_2)
fots = s (3.34)
n n+1 fn—|—2
qui donnent les relations suivantes indépendantes de q:
K(M,y2) M, 43 (3.35)

det(Mn+2) B fnfn+1fn+2fn+3

A partir du schéma de factorisation précedent, nous pouvons déduire:

plz) = (¢—2)2" +22° + (¢ — 4)2?
q(x) = (¢—1)2° + 32> 4+ (¢ — 3)x

En utilisant les deux équations (2.24) données dans le chapitre précédent (pour ¢

général) on obtient:

q(1 4 (g —3)x +32* + (¢ — 1)z?)
TEESITRE

_ gz
o) = T ey

qui donnent aussi:

an



2 c’est & dire, une croissance polynémiale en n.

Les expressions a, et 3, évoluent comme n
Dans les fonctions génératrices a(ax) et B(x) cela correspond & avoir seulement © = +1

comme singularités.

3.1.2. Classe 11

Pour ¢ = 4, I'analyse des itérations de la transformation homogéne K pour les transpo-
sitions de la classe Il donne exactement les mémes factorisations et également les mémes
fonctions géneratrices a(x) et B(x), que la classe I.

Pour la classe 11, les factorisations des itérations correspondant & la transformation A
detaillée dans la section () pour la classe I , sont tres differentes, quand ¢ > 5.

Déja apres deux iterations, on a:

Si= det(Mo) 2= det(Ml)/ff_S
(3.36)

My = K(My) My = K(M,)/ i
fo = det(M)/(f2- f27%) fa = det(Ma)/(f172 - f2- f17°)
My = K(Ma)/(fi - fi7) My = K(Ma)/(fi7 - fo- 7Y

f5 = df;(M‘l) 3> Ms = [f:g(Mél) ) (337)
fiopopE g FEf fe S

1= det(Ms) _ K(Ms)

S N N N N R

_ det(M(;) M. — [((M(;)
P N A PO 7 T

et qui donnent les factorisations suivantes pour n arbitraire:

det(My) = fapr - (f70 Fiy - fi2e - fos) - (28 fiss - e - fae) - im0 (3.38)

ol ¢,, dépend de la troncation, et:
K(My) = Moy (F7 fami - Fi2s - Fisa) - (2 fams - Fimg - fise) - i° 0 (3:39)

ou(, = ¢g—4 pour n = 1 (mod 4), (, = 1 pour n = 2 (mod 4), ¢, = ¢ — 3 pour
n =3 (mod 4) et ¢, = 2 pour n = 0 (mod 4). Pour les factorisations (3.39), on a
périodiquement (avec période quatre) la séquence [(¢—4)(1)(¢—3)(2)] pour 'exposant de f,
dans (3.39), et périodiquement (aussi avec période quatre) la séquence [(¢—3)(2)(¢—2)(3)]
pour I'exponents du f, dans (3.38). )



Notons finalement les factorisations suivantes indépendantes de q:

K(M,) B M, 41
det(M,) a fife - fafonr

A partir de ce schéma de factorisation, nous avons:

(3.40)

(¢ —4)x* 4+ 2 + (¢ — 3)a* + 22°

1 — 2

p(z) =

(¢ —3)x + 22% + (¢ — 2)a® + 32*
1 — 2

En utilisant les deux équations (2.24) données dans le chapitre précédent (pour ¢

q(x) =

général) on obtient:

q(1 4 22* + vq — 3z + 22? + 23q — 22°)
(1 —2)(1 +2)(1 — 22 — 223)
gr(1+2?)
1 — 22 — 223

A partir de ces équations, on voit qu’on a une évolution exponentielle avec les exposants

o, et B, 1ls évoluent comme A" ott A ~ 2.359304086 ... qui est la plus grande racine du

polynéme 2 + 2 2?2 — 27,

Notons aussi que pour une matrice initiale donnée My, les iterations successives de M,

sous la transformation K% se mettent dans un espace de matrices affine de dimension trois:

K" (Mo) = aj- Mo + @i - P + aj- My + a} - M, (3.41)

K2 (M) = b2 - My + b7 - P + b2 - My + b2 - Ms (3.42)

ol la matrice P est la matrice fixe qui représente les transpositions de la classe II.

3.1.3. Classe 111

L’analyse des itérations de la transformation homogéne K pour les transpositions de
la classe III donne exactement les mémes factorisations pour g arbitraire et également les
mémes fonctions génératrices a(x) et B(x) que pour la classe I.

Aussi, les orbites de K? donne, pour g = 4, courbes algébriques elliptiques qui peuvent
étre vu comme intersections de quatorze quadriques (“Pliicker-like quadrics”) dans CPys.

Comme pour la classe I, les iterations successives pour une matrices initiale My, sous

la transformation K2, se mettent dans un espace projectif affine de dimension cing:

K*"(My) = aj- My + af - P + af- My + af - My + af - Mg+ af - Mg~ (3.43)



K2 (My) = b2 - My + b - P + b7 Mg + b2 - My + b7 - M7 4 b7 - My (3.44)

oll la matrice P est une matrice fixe représentant la transposition de la classe III considérée.

3.1.4. Classe IV

Les factorisations correspondant aux itérations de la transformation K

fi = det(My) fo = det(My)/ fi?

(3.45)

My = K(Mo) My = K(My)/fi~?

fa=det(My)/(f1- f37?) fo=det(Ms)/(fI7"- - 1377)

My = K(My)/fi~° My = K(Ms)/(f{%- fi77)

_ det(M4) M _ [((M;l) 346
Js FE E R PRl TR Y (340)
f _ det(M5) _ [((Mg,)

CORTRET LR T
f B det(Mg;) B [((M(;)
R RT R BT R

qui donnent les factorisations suivantes pour n arbitraire:
det(My) = Fupr - (575 Jamr - fi% - Fig) - (TZ0 faes SiZs - Jioe) oo
ol ¢,, dépend de la troncation, et:
K(M,) = Mgy - (f272 f125 - fums) - (F20- FI20 fumr) - (S22 1700 famnn) - 1

ol ¢, =q—3 pour n =1 (mod 4), (, =0 for n =2 (mod 4), (, = ¢—2 pour n =3 (mod
4) et ¢, =1 pour n =0 (mod 4).
On note la factorisation suivante indépendante de q:
K(M,) M,y
det(M,) ~ fify - fufun

A partir du schéma de factorisation, nous avons:

(3.47)

SR EIVELE.

(¢ —2)x + 2%+ (¢ — 1)a® + 22*

1 —

q(x) =



En utilisant les deux équations (2.24) données dans le chapitre précédent (pour ¢

général) on obtient:

qg(1 4+ 2* + 2q — 22 + 2% + 2°q — 27)
(I —a2)(1+a)(1 —a—a3)
gr(1+2?)

1l—2—23

A partir des équations précédentes, il est clair qu’on a une évolution exponentielle des
exposants a,, et 3, ils évoluent comme A" ot A ~ 1.465571226 ... est la plus grande racine

du polynéme z° — 2% — 1.

3.1.5. Classe V

Les factorisations correspondant aux itérations des transformation A pour la classe V:

fi = det(Mo) fo = det(My)/ fi™
(3.48)
My = K (M) M, = K(My)/fi™*
Js=det(Ma)/(fi- F57) | fa=det(Ms)/(fi™ - [+ fi7°)
M = K(My)/(f3) My = K(Ms)/(fi™" fi7")
Les factorisations sont maintenant stabilisées, donnant pour n arbitraire:
det(Myy2) = [0 fora - F155 - Jovs (3.49)
K(Mpys) = 172 [155 - Muga (3.50)

On note aussi, comme pour les classes I et III, les factorisations suivantes, indépendantes

de ¢, donne:

[((Mn+2) _ Mn—I—S
det(Myy2)  folusr for2 fass

A partir du schéma de factorisation, nous avons:

(3.51)

p(x) = (¢ —4)2* + (¢ — 2)a*

g(x) = (¢=3)z+2"+ (¢ —1)2’



En utilisant les deux équations (2.24) données dans le chapitre précédent (pour ¢

général), on obtient:

g1+ (¢ —3)x + 2? + (¢ — 1)2°)
(1 +a2)(1 — 32 4 a2 — a3)
qx

Bla) = (1 +a)(1 =3z + 2% — a3) (3.52)

On note que les racines du dénominateur de o(x) et 3(x) ne sont pas sur le cercle unité.
Donc nous avons une €volution exponentielle comme A" avec A ~ 2.769292354 ... Cette
valeur de A est la plus grande racine du polynéome (1 — x + 322 — 27).

Sur cette exemple, on voit qu’il est possible d’avoir des factorisations impliquant des
produits d’un nombre fixe des polynoémes f,, , et en méme temps, une évolution exponentielle
des iterations.

Aussi , on peut étudier I'itération de K vu comme transformation birationnelle dans

CPp_;. Ces orbites ressemblent & des courbes dans certain domaine de CPpe_;.

3.1.6. Classe VI

Pour la classe VI, les factorisations correspondant aux iterations des transformations

homogenes K sont:

fi = det(Mo) fo = det(M,)/ f{™?
(3.53)
My = K(M,) My = K(My)/fi°
fs = det(Ma)/(fi- f577) fo=det(Ms)/(fi™" - fo fi77)
M = K (Ms)/(f;™") My = K(Ms)/(f1 f3)°
donnant pour n arbitraire les factorisations suivantes:
[((Mn) = Mn-l—l ' (fn ' fn—2 : fn—4 ' fn—6 e ffn)q_?) (354)
ot ¢, =1 pour n pair et £, = 2 pour n impair.
det(My) = fupr S22 fama - 120 Fuma - F3 - S (3.55)

oit ¢, = 1 pour n pair et (, = ¢—2 pour n impair. On note qu’on n’a pas de factorisation

pour g = 3 pour K (M,).



Les équations (3.54) et (3.55) donnent la relation simple suivante indépendante de g
(pour g > 5):
K(M,) My

det(Mn) N fl'f2 fn'fn-l-l (356)

On note l'existence de relations de factorisations (comme (3.55) ou (3.56)), au lieu de

factorisations avec un nombre fize de polynémes, pour les deux classes IV et VI, pour qui
la transposition des éléments permutés appartient & la méme colonne ou & la méme ligne,
mais aussi pour la classe Il (pour ¢ > 5), la transposition fait intervenir deux lignes et
deux colonnes.

A partir du schéma de factorisation, nous avons:

oy = =0
QW%=Q%?%;£

En utilisant les deux équations (2.24) données dans le chapitre précédent (pour ¢
général), on obtient:

q(1+ (¢ —2)2)
(1 +2)(1 —2x)

_ qz(l—2)
B(x) = T oy (3.57)

Comme z = 1/x = 2 est seulement la racine de toutes ces fonctions génératrices qui

ne sont pas sur le cercle d’unité «,, et (3, clairement évoluent exponentiellement comme

2". Par exemple, 3(x) est:

flx)=qx (1 + i 2" :1;”+1> (3.58)

On peut également étudier 'itération de K vu comme une transformation birationnelle
dans CPp_;. Pour ¢ = 4, ces orbites ressemblent & des courbes dans certains domaines de
CPy5. En fait, ces orbites peuvent étre vu comme appartenant & une sous-variété a trois
dimensions qui est 'intersection de douze quadriques (Pliicker-like quadrics) dans CPy5 et
plus généralement l'intersection d’au plus, (¢* — 4) expressions algébriques dans CPp_;

pour les matrices g X q.

3.2. Permutations générales

Le spectre de complexités précédent est associé a des transpositions de deux éléments

de la matrice. Nous avons obtenus six classes avec les polynémes de compléxités suivants:



DXS

- Classe I ' 1 —x

- Classe II: 1 — 2z — 223

- Classe III: 1 —

- Classe IV: 1 — a2 —2°

-Classe V: 1 =3z + 22 — 22

- Classe VI: 1 — 2z

Nous pouvons maintenant considerer des permutations plus générales, par exemple, des

permutations impliquant p éléments de la matrice (p = 3,4, ---).

3.2.1. Permutations de 3 éléments: p = 3

Les polynomes associés aux compléxités obtenues et les schémas de factorisation sont

les suivants. Ces compléxités ont été obtenues avec une itération d’ordre 13.

e 2,3,1.4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16:
A=2

2 1’2—|—2x

ple) = 5 q(r) = S5
Oé(l') — 4 142z 6(1’) — 4 (z—1)=m

(z4+1)(2x-1)> 2x—1
o 2.5.3.4.1,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16
A=2

31’2—|—x

1,3
ple) =2 57, a(@) = =55

a(r) =4 (x—lz)(gic—l-—l_ll)—(l—;x—1)7ﬁ(x) =455

o 2.10,3,4,5,6,7,8,9,1,11,12,13,14,15,16
A ~ 2.461604385

plz) =2+ a2t + 2254227 gla) =2 +22? +22° + 2t + 42° + 326

31’5—|—1’4—|—2x2—|—1 _ T
4 28—t 422522243217 ﬁ(l’) = —4 (z4+1)(z®—z* +2 22 25243 5-1)

alx) = —

e 2,11,3,4,5,6,7,8,9,10,1,12,13,14,15,16
A ~ 2.618033988

2x24x

p(l’) = %,Q(l') = 12

_ 22+ _ z(z—1)
Oé(l’) =4 (x2—13—|;’—|—1—|;(90—|—1)7ﬁ(x) =—4 r2—-3z+1




2.12,3,4,5,6,7,8,9,10,11,1,13,14,15,16
A~ 2678712476
plz) =22 +22° g(z) =2+ 2* + 42° 4+ 3 2*

a(z) = —4 xffx;rfgl_lpﬁ( ) = (x+1)(x4—xx2+3x—1)

7.1,3,4,5,6,2,8,9,10,11,12,13,14,15,16
A~ 2769292354
p(z) =22% g(z) = 2+ 2* + 327

_ 1+z+2243 22 _ z
Oé(l’) =—4 (x+1;|—(ac;|’——w;|—+3x—1)7ﬁ(x) =—4 (z+1)(z® -2 +32-1)

7.2,3.4.5,6,8,1,9,10,11,12,13,14,15.,16
A~ 2.866890861
plz) =a*+22% g(x) =2+ 2? +22° + 2* +32°

— Ito4a’+2a° 4044305 —
Oé(l') = —4 (x+1)(i5fx4+;x3fx2+§x—l)7ﬁ(x) -

4 (x+1)(x5—904—|—920x3—x2+3x—1)
7.2.3.45,6,10,8,9,1,11,12,13,14,15.16
A=3

plx) =0,q(x) = a°

Oé(l’) = 1—43907 (l’) = (1—31’)(902—;1190)(904—902{—1)

1,3.4,2.,5.6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16
X ~ 1.618033989
plz) = ZH2 g(2) = s ite

o(v) = 4 oy Ale) = —4 iy

1,3.8,4,5,6,7,2,9,10,11,12,13,14,15,16

A~ 2.414213562

plz) =4 =5, q(x) = 224324

Oé(l’) =4 ($_19§(;i$?;:'2x$_1)7ﬁ(x) =—4

1’2—|—§x—1
1,7,3,4,5,6,9,8,2,10,11,12,13,14,15,16
A~ 2.965572634

p(z) =22°% g(z) = 32°

_ 143 _ T
Oé(l’) =—4 (w—l)(w—l—l)(x‘;l——S1’3—|—1’2—3x—|—1)7ﬁ(x) =—4 (z—1)(z+1)(z* -3 2% +22 -3 z+1)



o 2.7.3,4,5,6,1,8,9,10,11,12,13,14,15,16
X ~ 2.485187000

_ 21’7—31’64—41’4 _ 3w6—3x5—x4+5x3+21’2+1’
plz) = 2232 q(x) = 3
Oé(l’) — _4 1—|—1’2—|—3x6—3x5—x4—|—51’3—|—x

(2®—2® ot -3 —z?+3z—1)(z+1)

R

28—zt - —224320-1

o 1.3,7,4,5,6,2,8,9,10,11,12,13,14,15,16
X ~ 2.447770941

24228 Sttt _ xz+2 1’2—|—1’3—|—31’5—|—1’6—|—x7
p(l’) - 1—z2—2% ,Q(l') - 1—z2—2%

142 frta® 4325407
a(r) =4 (x—1)a+i|—)(;+;+x2—:-2 z—1)
. x(—l—l—ac2—|—x6)
pla) = —4 (=) (1) (o242 2—-1)

o 1,3,14,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,2,15,16
A ~ 2.405405133

_ 21’7—|—1’6—|—1’5 —I—x4—|—x3 _ x+2 1’2—|—2 x3—|—2 1’4—|—2 x5—|—3 78
plz) = i .q(z) = 28

_ 142 x6—|—x—|—2 x2—|—2 1’3—|—2 1’4—|—2 z°
a(z) =4 otz 22— D)(z—1)(z+1)

T x2—|—x—|—1 x2—x—|—1
ﬁ(l’) == (2x5+2x)3(—|—290—1 )

Il existe un schéma de factorisations ot 'ordre 13 pour 'itération ne suffit pas pour
tirer les expressions exactes de p(x),q(x), a(x), B(x) et donc la valeur exacte de A, pour

cela on donne les expressions approximatives des polynémes et la valeur approximative de
A
e 6,2,1,4,5,3,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16
A ~ 2.859507590
p(x) =2t 4228 T+ a8+ ¥ 22 28
glx) = +2?+22%+ 2 +32°+2254 22"+ 228+ 27 + 3210+ 32 + 5212 42 - -

a(z) =4+ 12z 4 362 + 108 2% + 308 2 + 892 2° + 2548 25 + 7292 27 + 20852 a8 +
59628 x% 4+ 170516 210 + 487580 2 + 1394244 1% + 3986812 12 + - .-

B(z) =4z +8a% +242% + 68 2% + 196 2° 4 560 2° + 1600 2" + 4576 2® + 13084 27 +
37416 ' 4+ 106988 ' + 305924 x'? 4 874792 213 4+ - ..



3.2.2. Permutations de 4 éléments: p =4

Quelques polynémes associés aux complexités obtenues avec leurs schémas de factori-

sation sont les suivants:

e 2,3,4.1,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16
A=2

72 1’2—|—2x

plr) = 752 a(v) = 25
a(r) = —4 22 B(r) =4 =l

(z4+1)(2x-1)>

¢ 2.3.9,4,5,6,7,8,1,10,11,12,13,14,15,16
A~ 2.178724176

p(x) — —x5+x2$37q(x) _ x—|—fzji2—x4
— — -1
Oé(l’) = 4( 4 21w22f3x$i|—$x+1 76( ) 4—920(1’92{—3)90—1

o 2,3,10,4,5,6,7,8,9,1,11,12,13,14,15,16
A~ 2769292354
p(z) =22% g(z) = 2+ 2* + 327

a(r) =—4 (x-l-};l—(ij’—fw;—i;x—l)’ﬁ(x) =—4 (90+1)(x3—xx2+3x—1)

e 2,3,11,4,5,6,7,8,9,10,1,12,13,14,15,16
A ~ 2.618033988

p(l‘) = %7(](‘%) = 2196;2;90
z‘+tx z(x—1
a(r) = 4Wrﬁﬁ( v) = —4

o 2,3,12,4.5.6.7,8,9,10,11,1,13,14,15,16
A~ 2678712476
plz) =22 +22° g(z) =2+ 2* + 42° 4+ 3 2*

a(z) = —4 xffx;rfgl_lpﬁ( ) = (x+1)(x4—xx2+3x—1)

0 2.5,3,4,6,1,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16
N=2
p(r) =2 =5, qlz) = 328

o) = 4 b2 5(a) =




2,5,3.4,9,6,7,8,1,10,11,12.13.14,15.16
A ~ 2.153721376

pla) = T g(z) = ctdetraie

. 4ot fo43 22443 . x(ac—l)(ac2—|—1)
Oé(l’) =4 (x—l—l)(acf—Si’S—l—gaﬁfo—l—l)7ﬁ($> =—4 z4—3234322-3 241

9.7.3.4.5.6.8,1.9.10,11,12,13,14,15.16
A~ 2.549673423
plz) =3a* +2° +32%+ 227, q(z) =2+ 22 + 52 + 32 + 5% + 32F

_ 14242 1’2—|—5 x3—|—31’4—|—5 1’5—|—3x6 _ T
Oé(l’) = —4 —14+2a+a2 a4 76(1;) = —4 —14+2a+a2 43427

9.7,3,4,5,6,15,8,9,10,11,12,13,14,1,16
A ~ 2.737185908
plz) =a* +32° +22% q(z) =2 + 2 +32° + 52 + 32°

_ 31’4—|—2x3—|—x2—|—1 _ T
Oé(l’) =—4 1’5—1’4—|—x3—1’2—|—3x—176(x) =—4 (z+1)(2® -z +2d—22+32-1)

2,9,3.4,5,6,7,8,13,10,11,12,1,14,15,16
A ~ 2.187870020

_ 21’4—|—21’3 _ 2x5—2x4+31’2—|—1’
p(l’) T l4r—zi—zt 55" Q(l') - 1—22

a(x) _ 4 (—1—x+903—|—x4—|—x5)(1—|—21’2—|—2x5—2x4—|—x) 90(90—1)(90+1)(—1—x+903—|—x4—|—x5)

44328 +1—2+327-322-2 21046 211 76( ) =4 44328 +1—2+327-322-22104+6 211
2.10,1,4,5,6,7,8,9,3,11,12,13,14,15,16
A~ 2717607599

ple) = 5EE glr) = =t

ac(x—l)(x2+x+1)

_ e o o o o _
Oé(l’) =4 (1’—|—1)(x4—x3—|—x2—3x—|—1)7ﬁ(x) = —4 (z+1)(z* —2+22 -3 2+1)

2,10,3,4,5,1,7.8,9,6,11,12.13.14,15.16
X ~ 2.579534087

_ —4x5—x4+1’3 _ x5—|—x4—|—21’3—|—21’2—|—1’
p(l’) - 1—2x—2x2+1’3—|—3x57q(x) - 1—x?

(1—2x—2x2+x3—|—3x5)(1—|—x5—|—21’3—|—2x2—|—1’)
529408 —Tao542204—Ta3—224+420-149274+3 264911 -3 210
_ 4 x(ac—l)(x+1)(x2—|—1)(1—2x—2x2—|—x3—|—3x5)

ﬁ(l’) T OBt —T 54204 —T 23— 244 2—14+9274+3 264911 -3 10

a(x) = —4

2,10,3,4,5,6,7.8,9,12,11,1,13.14,15.16
A ~ 2.737185908



plz) =22 +22% g(z) =2+ 2* +32° + 2 +32°

_ 1—|—x—|—x2—|—31’3—|—1’4—|—31’5 _ T
Oé(l’) = —4 (x+1)(x5—x4—|—1’3—x2—|—31’—1)7ﬁ(x) = —4 (z+1)(#® -z +23 -z +3 x—1)

2,10,3,4,5,6,7.8,9,14,11,12,13,1,15,16
X ~ 2.472402764

p(x) ::1;3—|—:1:4—|—2:1;6—|—2:1;8,q(:1;)::1;—|—2:1;2—|—2:1;3—|—:1;4—|—3:1;5—|—:1;6—|—3:1;7

_ 142422242 x3—|—x4—|—31’5—|—x6—|—31’7 _ T
Oé(l’) =—4 (1’—|—1)(1’7—1’6—|—x5—x4—|—2x3—21’2—|—3x—1)7ﬁ(x) =—4 (z+1)(z"—2b+ad—zt422°—2224+32-1)

2,11,3,1,5,6,7.8,9,10,4,12.13.14,15.16
A ~ 2.760626561

1’3 1’2 €T
ple) =2 755, qla) = 2ogete

ac(x—l)(x2+ac—l—1)
- 2x441—23—222-22

3 2
Oé(l’) =4 2x4{|-t2—9;3t€;1;2x76(x) =

2,11,3,4,5,6,1,8,9,10,7,12,13,14,15,16
A=3

ple) = 0,q(x) = 1%

o(r) = 2, Bla) = =0

2,12,3,4,5,6,7.1,9,10,11,8,13.14,15,16

A~ 2.775591142

plz) =2 +22° +22%+ 227 g(a) =2+ 2? + 32° + 4a* + 42° 4 32

_ 1+z+22432°+4 2444254325 _ T
Oé(l’) =—4 (z4+1) (2% +2° -2 4+32-1) 76(1;) =—4 (z4+1)(2%4+2° 2243 5-1)

6,2,4,1,5,3,7,8,9,10,11,12.13.14,15.16
X ~ 2.866890861

plz) =a*+22% g(x) =2+ 2? +22° + 2* +32°

_ 1+z+22 422542443 2> _ T
Oé(l’) =—4 (90—|—1)(905—904—|—2903—902—|—3x—1)7ﬁ(x) =—4 (z4+1)(#®°—z4+2 23 —z2+3 x—1)

6,2,5.4,1,3,7,8,9,10,11,12.13.14,15.16
A ~ 2.861147623

_ 4 _ x—l—ac2—|—1’3
p(l‘) - 1_29524_9547(](1') I T S)
(x—1)2(ac—|—1)2(x2—|—1)(x2—1’—1)
T4 —8 8428 4+1—-20+4522 522 —25—527+4+329
_ 4 x(—1+x4+x2)(1’—1)2(1’+1)2
ﬁ(l’) T Tt 8z 4a+1—2z+b55°—5a2—a5—bz +34°

a(x) = —4




o 1.3,8,4,5,6,7,12,9,10,11,2,13,14,15,16
A o~ 2.414213562

plz) =425, qle) = 225t
172 173 T T
az) =4 (x—ll)?;c-l—il_)?x?:—zx—l)?ﬁ(x) = —4 21201

e 1.3,10,4,5,6,2,8,9.7,11,12,13,14,15,16
X ~ 2.788973162

plr) = B g(a) = S0

_ 1424224322 _ 1’(1’_1)
Oé(l’) = —4 (904—2x3+390—1)(x+1)76(x) =4 z4—228432—1

o 1.3,14,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,15,2,16
A ~ 2.359304086

p(:li) — 29051—|—_x;4—|—x37q(x) — x—|—2x21—|—_2;’13—|—3904

afx) = 4 GtEr e gy

1’(1’2—|—1)
Tt 2484201

3.3. Remarques et conclusion

L’analyse des polynémes de complexités obtenus, dans cette section ainsi que dans la
précédente, nous montre encore une fois qu’on peut classifier ces différentes complexités
en trois classes différentes: des nombres de Pisot, des nombres de Salem et d’autres plus
généraux (voir [47, 48]). La liste des compléxités obtenus pour p = 2,3,4 est donnée dans
le Tableau (3.1).

Il est assez remarquable que toutes les complexités trouvées sont de ces trois types. Les

origines de cette classification sont encore & comprendre [49].



A Polynéme Type
3 1432

2.965572634 | % — 32 4+ 22 -3 +1 Salem
2.866890861 | z° —z* +22° — 22 4+ 32 -1 Pisot
2.861147623 | To? — 828 + 2% 4+1 - 20 4+50° —502 — 25 — 527 +32° N.P
2.788973162 | 2% — 22 4+ 30— 1 Pisot
2.775591142 | 2% 4+ 2% — 22 432 -1 Pisot
2.769292354 | 1 — 3z + 22 — 22 Pisot
2.760626561 | 22% +1— 2% — 22 — 22 N.P
2.737185908 | o® —a* + 2% — 22 +32 -1 Pisot
2.717607599 | z* — 2 + 22 - 3241 Pisot
2.678712476 | z* — 22 + 32— 1 Pisot
2.618033988 | 22 —3x+1 Pisot
2.579534087 | 52° + 2% — 7 422 — 72 — 22 44— 14927 +325 4921 — 320 | NP
2.549673423 | —1+ 2z 4 2% + 2% + 27 Pisot
2.485187000 | 2% — 25 4+ 2% — 2% — 22 + 30 -1 Pisot
2.472402764 | 27 —2® 4 2% —2* 4 22° — 222 + 32 -1 Pisot
2.461604385 | 2% —o* +22% — 222 4+ 32 -1 Pisot
2.447770941 | 28 4+ 2 + 22 422 -1 Pisot
2.414213562 | 22 4+ 22 —1 Pisot
2.405405133 | 22°% + 22 + 22— 1 Pisot
2.359304086 | 22° + 22 —1 Pisot
2.187870020 | 2?4 4328 41—+ 327 — 322 — 2210 f 6211 N.P
2178724176 | 2% — 222 4+ 30— 1 Pisot
2.153721376 | 2% — 32 4+ 322 - 3041 Salem
2 1-2zr

1.618033989 | 2z 4+ —1 Pisot
1.465571226 | 1 — oz — 2° Pisot
1 (1+l’)(1—l’)3 Int

Tableau 3.1: Complexités associées a des matrice 4 x 4.




CHAPITRE 4

ETUDE DE LA CLASSE 1V

Une classe de transformations birationnelles, appelée “classe IV”, a emergé dans ’étude
des complexités dans les deux précédents chapitres. Elle peut étre vu comme un excellent
“laboratoire” pour analyser la “frontiere” entre I'intégrabilité et le chaos car c’est la classe
qui a la plus faible valeur de complexité supérieure a un. Le meilleur représentant de cette

classe est donné par la permutation t12_32 sur des matrices d’ordre ¢ x ¢ (avec ¢ = 3,4, ---).

4.1. Propriétés de factorisation

Rappelons le schéma des factorisations correspondant & la transformation K de la classe

IV, pour n arbitraire:

det(M,) = fogr - (F7% fomr - fiTy - foa) - (FI20 - fums - fiTe - fPon) - fi7
K(My) = Moy - (FE7 f375 fos) - (F228 - 16 fomr) - (F228 - Fi00 - o) -+ 1

ol 4, et (, dépendent de la troncation. Ces factorisations ont une périodicité avec période

quatre. Les relations suivantes indépendantes de ["ordre ¢ de la matrice sont vérifiées:

~ KM, Mt
A(Mn) a det(Mn) B f1f2 fnfn-l-l

De maniere remarquable, les polynémes f,, pour la classe IV, satisfont pour ¢ arbitraire

(4.59)

des relations exactes, comme par exemple:

(fn+2 B fn—lfn+1) . fn—6 fn—IO fn—14
(fn_fn—?)fn—l) fn—4 fn—8 fn—12
_ fn (fn—l fn—5 fn—9 "')_(fN-I-l fn—3 fn—7 )
fn—2 (fn—?) fn—? fn—ll o ) - (fn—l fn—5 fn—9 o )

Contrairement aux cas intégrables, on doit s’attendre a avoir non pas des récurrences

(4.60)

mais des “pseudo-récurrences” sur les variables x,,, définies par x,, = det(K(M,) K (M,41)),

comme on verra dans la suite.



4.2. La classe IV vue comme une transformation dans un plan

Clonsidérons l'iteration de la transformation K = I-¢ dans ’espace & (¢*—1) dimensions
qui est I'espace projectif C'P2_; correspondant aux éléments des matrices d’ordre ¢ X q.

On peut, en visualisant les orbites associées a cette transformation, voir qu’elles appar-
tiennent & des sous-variétés bidimensionnelles (plans dans C'Pp2_y) |26, 29].

Cela peut également étre vu numériquement, pour n arbitraire, en établissant qu’une

relation entre la matrice My et ses premieres itérées paires est vérifiée:
K?™(My) = ol My + ol - K2(My) + o - K*(My) (4.61)

Ceci montre que les orbites de My par K?" sont confinés dans des plans.
Pour la transposition t15_32, on peut avoir une démonstration plus rigoureuse. On
peut récursivement montrer que les iterations successives de K2 sur une matrice initiale

My (générique), peut étre écrite comme suit:

R2(My) = — (M= an F —b, P) (4.62)

ToX...T2p_-2

olt P indique une matrice constante d’ordre ¢ x g avec les éléments: P[1,2] = 1, P[3,2] =
—1, P[i,5] = 0 pour (¢,5) # (1,2) ou (3,2) et F' indique une matrice d’ordre ¢ X ¢
quadratique dans les m;; (F[1,1] = ma1mys — mypmas, ...) (voir 'equation (4.65)). La
matrice F' dépend de My, mais pas de Uordre n de ['iteration.

Autrement dit, toutes les itérées de My par K? sont confinées dans un plan qui ne
dépend que de la matrice initiale My. Ce plan est généré par deux vecteurs, un wvecteur

fixre P et un autre F', qui dépend de la matrice initiale.

4.2.1. Relation au premier ordre

Pour démontrer la relation (4.62), on peut procéder par récurrence comme suit. On

considere une matrice d’ordre ¢ X g générique M, définie par:

mip Miz2 Miz - Miyg
Mo1 Moz M2z - Moy

My =1 m31 m32 m3z -+ may, (4.63)
Mg1r g2 Mgz -+ Mg

o~ o~
v

En appliquant I'inverse 1 et la transposition ¢ (K =t - I), on peut voir que:

t(Mo) = MO + A()P, oll AO = A(Mo) = M3 — M2



T

avec:
0 1 0
0 0 0
pr=|0 -1 0
0 0 - 0

o~

En appliquant la relation précédente sur la matrice I(My), on voit que:

~ o~ o~

K(Mo) = I(Mo) — AP, ot Ay =—A(I{My)) = A(K(My))
Posons en général A, = A([A(”(MO)). Si on introduit la matrice U définie par:
U=M - K(My)=1—AMy-P
on voit que:

det(U)) = det(My- K(My)) = det(My) det( K (Mp)) = o
= det([ — AlMO . P) =1 + Al(mgg — mzl)

ol on a utilisé la définition de xg.

Le calcul de ]/\(Z(Mo) donne:

mi1 + Ajp(miimas — m21mia)  ma2zo + Armaz(mar — m3az)  miz + Ai(miimaz — maimas)

ma1 m22 m23
K2(My) = 1 ma1 + Aq(mzimas — ma1m3z)  mi2%0 + Armaz(mir —mis)  mas + Ai(mzimasz — m21m3s)
) mg1 + Ag(marmas — m21mes)  Mma2zo + Armaz(mar — maz)  maz + Ai1(maimaz — maimas)

miazo + Armag(mir — my3)

mag
maez0 + Armag(mar — ma3) (1.64)
maazo + Armag(mar — my3)
Ce qui montre que K*(Mp)peut s’écrire sous la forme:
-~ Mo—alF—blp l’oAQ—AO
]XZ(MO) = ol: a;=A; et: b =———
Lo 2
- Aimaga(mas — ma1 + myy — mas
avec: Ay = A(K*(My)) = ( ) — Ay
Lo
La matrice £ qui ne dépend que de la matrice initiale My s’écrit:
ma1miz —mi1mas  ((Mmi12 + ma2)do + maz2c0) /2 maimiz —mi1mas  miado + maa(miz — mi1)
0 0 0 0
F= ma1m3s —ma1mas  ((Mmi12 + maz2)do + maz2c0) /2  maimaz —mzimas  maado + maa(maz — ma1) (4.65)

M1 M43 — Mg1M23 m42d0 + m22(m43 - m41) M217MM43 — Mg1MM23 m44d0 + m24(m43 - m41)



avec ¢g = (my3 — myy + mas — ma1) et do = (M2 — ma3). On voit alors d’apres ce qui

précéde que la relation (4.62) est vérifiée pour 'ordre un.

4.2.2. Relation générale

Supposons maintenant que:

. 1
K> (My) = (Mo — a, F — b, P)

Ty " Xapn—2

est vérifiée pour un ordre n et regardons 'ordre suivant (n + 1):

. PR 1 ~ o~ .
R¥™2(My) = R2*(K*(My)) = ———(K*(My) — a, (R R2(F) — by(K2)P)

Lalyg - Tan
Avec: I?Q(F) = F/xg, on a done:

N 1 > i
K2 (M) = —————— (Mo — (Ay + an(K*))F — (by + 20b,(K?))P)

Tolgly - Tap

on a”(f(z) et bn(f(z) représentent les a,, et b, associées & la matrice [A(Q(MO), Si on pose:
ani1 = A1+ an([/f?) et: by = by + bn(ffz):lio

on obtient alors:

~ 1
K%H(Mo) — —(Mo — i P — bn-|—1P)

LTy " Lo

Donc la relation (4.62) est vérifiée. Sachant que a3 = Ay, on obtient donc:

an = A+ A3+ A5+ -+ Agpy
bn _ Tolg -+ $2n2—2A2n - AO (4.66)

Ces calculs permettent de considérer alors la transformation & = K? comme une transfor-

mation birationnelle de deux variables (a, b).

4.3. Récurrences sur les z,,

On peut également représenter, et analyser la transformation k comme une récurrence
sur les variables x,. L’intégrabilité de k doit automatiquement donner une intégrabilité des
récurrences sur les x,, malgré qu'un déterminant ne contient qu’une partie de “I’'information”
sur la matrice.

Les récurrences sur les variables x, sont indépendantes de g, la plus simple s’écrit:

a3 — 1 i1 — 1
Tnts = dias C Ty Tpas (4.67)

Tp42 Tn4dq — 1 Ty Tpy2 — 1




D’autre récurrences sur les x,, sont aussi vérifiées [25].

Une démonstration de la relation (4.67) peut étre donner de la maniere suivante en
remarquant que les résultats trouvés par ’application directe de K2 sur une matrice quel-
conque My peuvent étre généraliser pour n’importe quelle matrice et particulierement pour

la matrice ]/&’\’”(MO). Nous avons f(”+2(MO) = ?Q(E”(MO))

e On définit pour la matrice My, la quantité T(My) = Ty = mas — Moy et en général
T, =T(K"(My)).
L’application de K? sur My nous permet d’établir les relations suivantes:

T
T2 = —0 et: Lo = 1 + AlTO

T

Par analogie I'application de K? sur la matrice [/&’\’”(Mo) donne:

T, T, A,
Tn—|—2 = — el Tpy2 = 1+ An—I—SCTn—I—Z =1+ An—|—3_ =1+ 7+3($n - 1)
T wnAn—I—l

n

d’ot1 la relation:
An—|—3

(x, — 1 4.
R 1) (1.68)

(Tpt2 — 1) =

e De maniere similaire, si on définit pour la matrice My, la quantité:
R(My) = Ry = may - (mas — ma1 + mi1 — mys)

et en général R, = R(K"(M,)). Nous avons par ’application de K2 sur My:

RQZR;S et: AQZAI&_AO
Lo Lo

Par analogie ’application de K? sur ([A&’”(Mo)) donne:

R,
Rn—I—Q = 2}_2
Rn Rn— An An An_
An+2 = An+1_ - An = An+1722 - An — +1( —I_ 2) - An
T Tpdy_o xnxn—QAn—l
d’ott la relation:
(An+2 —I_ An) (An —I' An—Z)
T e A 4.69
A Endn=2 JAVE ( )
e En posant 1, = A, 12/A,, les deux équations précédentes deviennent:
($n+2 —1) = !'T/n-l—l et: M'xnl’nﬂ—Q — M
xn 7771+1 7771

L’élimination de 7, entre ces deux équations, donne la récurrence (4.67).



4.4. Résolution de la récurrence sur z,

On introduit une variable homogene ¢, définie par: =z, = ¢,42/q, -
Ona ¢ = xoxy ... Tau_2 - qo et également ¢,41 = Ty 235 ... X201 - g1, OU qp €t ¢4
sont deux quantités homogeénes arbitraires.

La récurrence (4.67) sur les x,, devienne:

gn+6 — Gny2 Gn+a — Q4n (4 70)

n+3qn+s5 © 77—~ — Gn+1 4n+3 - ((] . q 3)
n+1 = Yn+

(Qn+3 - qn+5)

Les termes de gauche et de droite de I’équation (4.70) sont les mémes modulo un shift de
deuz. On peut alors introduire deux constantes d’intégration A\; et Ay, et voir que 1’équation

(4.70) est équivalente a:

1 1
Qn—l—l Qn—I—S

oll )\Qn—l—l = )\1 et )\Qn = )\2.
Comme A,42 = A,, on peut réecrire (4.71) comme suit:

A M
s T Gtz + — = Guyz + ¢o + (4.72)
qn+3 n41

On voit alors que 1’équation (4.72) relie ses deux membres par un shift de deux, ce qui

nous conduit & introduire deux nouvelles constantes:

An
Qn—l—l

oll Papt1 = p1 et pan = pa.

Pou continuer la résolution, on doit écrire une relation similaire & (4.70), qui s’écrit:

Qn+4 + 2 = {n + = <Qn—|—1 + _> 7

4.74
qn+3 Gn+1 ( )

Qn—l—l

Malheureusement A,12 # A,43 et on ne trouve pas d’autre expression covariante.
Néanmoins, on peut étudier une récurrence restreinte, correspondant a Ay = Ay = A.

Dans ce sous-cas, cette récurrence est intégrable et est intimement reliée aux récurrences

et aux relations biquadratiques étudiées précédemment. L’équation (4.74) devient:

A A M g
Guis + —— = gt —— = (g1 + =) -2 (4.75)
dn+3 dn+1 4n’/ gnt+1

En posant @), = ¢, + q%l, I’équation (4.75) devient:

Qn—|—4: qn Qn—l—l (476)
Qn—l—l



qui peut aussi se réécrire sous la forme:

Gnt1 Qnta Qnts Qntz2 = ¢n Qs Q2 Qnta (4.77)

L’équation précédente permet d’introduire une nouvelle constante d’intégration p.

Avec les variables ), les équations (4.73) donnent:
A partir des équations (4.77) et (4.78), on obtient:

o= o Quir - Qngo - Qnys
= (lon - qn) (lon+1 - Qn-l-l) (Qn Gnt1 T )‘) (4'79)

qui donne deur équations biquadratiques:

(P2 — @20) (1 — @2n+1) (@20 Ganp1 +A) — =0
(P2 — @2nt2) (1 — @2n+1) (Q2ng2 Ganp1 +A) — =0 (4.80)

Si on introduit le polynéme biquadratique B(x,y):

Bla,y) = (zy + M) = pi)(y — p2) — (4.81)

Dans le plan (¢, g.t1), ces points successifs se mettent respectivement sur deux courbes
biquadratiques qui dependent de la parité de n, plus précisément, si n est impair B(z,y) =
0, et B(y,x) =0 si n est pair.

Ceci montre que dans le sous-cas A\ = Ay = A, que la récurrence (4.70), ou de maniere
équivalente (4.71), est une récurrence integrable.

On notera qu’on peut aussi associer a la classe IV une transformation dans C'Ps comme

suit:
Ay
Gnt2 = L1~ Gn — (4.82)
Qn—l—l
Gnts = p2—¢ A2 o
n+3 — 2 — Yn+1 —
(Pl - qn) Qny1 — M1

Remarquons que la transformation (4.82) dans C'Py est aussi birationnelle. On obtient

(Gny Gnt1) €n termes de (gui2, Gnts) par (4.82)), avec le changement de variables suivant:

AL & Ao, pL P2 G Gugsy Gngl S Qo2



4.5. Transformation & deux variables u et v et & deux parametres « et €

On peut introduire le changement de variables suivant:

w, = do 1 _on v, = _9odq1 Qi1 G2n (4.83)

G1q2+ g ¢+ 92 qo 7 o q1 Go

I a été montré dans [26, 41] que la transformation involutive Tt1 sur les nouvelles vari-

ables (u,v) prend alors une forme simple (indépendante de tout parameétre):

TiT:  (uo) — (o) = (“”‘“”, “”‘“”) (4.84)

v u

La transformation ¢ est représentée comme suit:

teo (wv) — (w, l+e—v+au) (4.85)
oll € et o sont:
A=A A A
co iz eate) M@ lete)th) o g g
Ag G G2 Az A2

Pour € = 0, on peut voir que la quantité algébrique:

_ (u—1)(v—1)(v — ou)

[

(4.87)

est un invariant de k = It I'1.
On considere la meme transformation mais avec € # 0, avec les deux variables 7 et v

(et sans perdre aucune généralité, on peut prendre o = 0), la transformation devient:

i i 5= )

v—1

K=1It: (4.88)
v 141 -5

v—1

Alternativement, on peut aussi choisir & la place de (7, v), deux autres variables (z,y) telles

que:
Sl e y= (1.89)
T= ) et y=v—e :
donc, la transformation i devient:
e
K : (4.90)

y— x4+ (l—¢)

La transformation sous cette forme présente plusieurs avantage, & cause essentiellement

de sa simplicité et de sa symétrie. Elle présente plusieurs possibilités de réduction de



complexité qui peuvent étre étudiées par exemple par 'intermédiaire de la méthode de

Diller et Favre [40].

4.6. Préservation d’une deux-forme

I1 a été montré dans [36, 38, 31, 50| que la transformation birationnelle de C P, K= ft,

préserve une deux-forme méromorphe [30, 32, 33]:

gu= T _deedy (4.91)
p(z, y) y —a +1

La préservation de cette deux-forme correspond a l'identité suivante entre le covariant

plx,y) = y —a + 1 et le Jacobien de la transformation birationnelle K
! !
ke(x,
J(x,y) = ple,v) _ plkede, v) (4.92)
P, y) P, y)

La préservation de cette deux-forme signifie que cette tranformation birationnelle peut étre
transformée, par un changement de variables (non rationnel), en une transformation qui

préserve les aires (voir [50]).

4.7. Réductions de complexité

La méthode de Diller-Favre [40] peut étre appliquer pour déterminer les valeurs du
parametre ¢ lorsque la transformation présente une réduction de complexité.

La méthode consiste a determiner deux ensembles de points, ’ensemble exceptionel
R et 'ensemble d’indermination L de la transformation, et & imposer que l'itération des
points de R doit tomber dans L pour avoir une réduction de complexités.

e Determination de L:

La transformation est indéterminée lorsque numerateur( K, )/denominateur( K, ) est

de la forme 0/0 ou numerateur(K,)/denominateur( k) est de la forme 0/0.
La solution du systeme d’équation (y(x —¢) = 0,2 + 1 = 0) donne (z,y) = (—1,0),
donc: L ={(-1,0)}.

e Determination de R

Le déterminant de la matrice Jacobienne de la transformation est donnée par:

IKx IKx Z/(l’—ﬁ) r—¢
J:det[aX By ]:detll-l%’_(l-l-x)? 1+x]:_x+6

9Ky 0Ky 1+ o
9X oy 1 0 T

Donc J = 0 signifie que R = {x = €}.



e L’application du critere de Diller-Favre consiste & imposer que K(R) € L.

En itérant la droite © = ¢, on a:

(o=€cyp=y) > (11=0y=1) = (2= —c,yp=1—¢) =
—>($3: _267y3: _26‘|’1) — (1'4: —367y4: —36—|—1) — ...

— (—me, 1 — me)

donc les valeurs de ¢ qui donnent des réductions de complexités sont telles que:
1

(—me, 1 —me) = (—1,0) ce qui donne: €= —
m

Le premier groupe de transformations a plus faible complexité correspond a € = %

(m entier).

Pour tenir compte de la contribution possible du point a I'infini, on va construire la

transformation suivante:

Klinf)  — 1 _ y(1 +2)

o Kw(%,i) —1 4+ ex

. 1 T
~(inf)
[x; -

KD SI-(1-o
Les mémes calculs fait pour K peuvent étre refait pour K/ on trouve:

L) = {(r=—y=0)} et: R ={r=-1)
@

En itérant la droite + = —1 on obtient:
—1 —1
($0:_17y0:y)_>(x1:07y1:?)%(xQZ?vaZO)
(s = Oy = ) = (4 = 5y = 0) = (5 = O, = )
T3 = 7y3_26_1 x4—26_17y4— T5 = 7y5—36_2
— = ( = ! =0) = (22, = 0,y, = ! ) —
x2n—1—n6_(n_1)7y2n— Ton = 7yn—n6_(n_1)

L’application du critere de Diller-Favre consiste & imposer que K(R™/)) ¢ L") Donc
Le deuxieme groupe de transformations qui ont une réduction de complexité sont ceux qui

correspondent & € = (m — 1)/(m + 1) avec m entier.

4.8. Les cas intégrables

Les transformations qui ont une plus faible complexité par rapport au cas générique
sont celles qui appartiennent soit au premier groupe soit au deuxiéme groupe de valeurs

de e.



Pour que la transformation soit intégrable, une possibilité est que € appartienne au deux
groupes a la fois, c’est & dire, € est de la forme 1/m, (avec m entier) et aussi de la forme
(p—1)/(p+1), (avec p entier).

Les couples (m, p) qui vérifient la condition précédente sont:

- (—=1,0) correspondant & ¢ = —1

- (2,3) correspondant & € = 1/2

- (3,2) correspondant & ¢ = 1/3

- (00, 1) correspondant & € =0

- (1, 00) correspondant & € = 1

Les figures ci-dessous montrent des orbites de la transformation pour différentes valeurs

de €

e Cas non intégrable avec e générique (e = 0.52). Dans ce cas on voit des orbites

chaotiques.

2,00

Figure 4.1 Le portrait de phase pour € = 0.52

e Cas non intégrable avec e générique ( € = 1/4). Dans ce cas on voit des orbites

chaotiques, au voisinage des points fixes on voit aussi des courbes.



2,00
eps=0.250000000 N= 10000

Figure 4.2 Le portrait de phase pour ¢ = 1/4

e Cas intégrables pour € = 1/2 et ¢ = 1/3. Dans ce cas on voit une feuilletages en

courbes algébriques dans tout le plan.

2,00 200

eps= 0333333333 N= 10000

Figure 4.3 Le portrait de phase pour ¢ = 1/3



I

2,00

Figure 4.4 Le portrait de phase pour ¢ = 1/2

4.9. Les invariants

L’intégrabilité de la transformation peut étre vue graphiquement lorsque le portait de
phase est feuilletée en courbes algébriques (Figures 4.3 et 4.4), seulement ce phénomene
n’apparait que pour des valeurs de ¢ bien définies —1,0,1/2,1/3, 1.

L’intégrabilité signifie aussi 'apparition de quantités dépendant des variables de la
transformation ne changeant pas lors de l'itération. Elles sont reliées aux équations de ces
courbes algébriques. Ces quantités sont appelées invariants de la transformation.

Par définition donc, un invariant I(x,y) est une quantité dépendant de x et y vérifiant:

K(I(z,y)) = I(z,y).

4.9.1. Calcul des invariants

1- Pour déterminer les invariants, on peut utiliser la méthode des orbites finies ou

méthode des GCD (grand diviseur commun) [41]. La méthode sert a calculer les plus

grands diviseurs communs entre les expressions & — x et k; —y pour n = 1,2,---. On
utilise la notation k™ (x,y) = (kI ky).

On continue jusqu’a 'ordre n oli apparait une expression polynémiale de = et y qu’on

va appeler dans la suite p(z,y).



2- On cherche un autre polynome po(x,y) dont sa transformation par la transformation
redonne pg, ce polynéme est par exemple y —x — 1. On peut aussi choisir le polynéme GCD
p2(x,y) qui suit le premier polynéme py(z,y).

3- On calcule k(p1(z,y)) et k(po(x,y)) et suivant les résultats, on fixe l'invariant [(x,y)
comme quotient invariant de ces polynémes.

4- L’expression de [(x,y) n’est pas unique, toutes les combinaisons de [(x,y) du type
(al(x,y)+0b)/(cl(x,y)+d) avec a,b, ¢, d entiers, sont & leur tour des invariants algébriques

possibles de la transformation.

4.9.2. Application de la méthode pour ¢ =1/3

Le premier GCD non trivial n’apparait qu’a l'ordre 6:

GCD(ky —x,ky —y) = 1
GOD(K2 —a, k2 —y) = 1
GOD(K} — v k) —y) = 1
GOD(K —a k! —y) = 1
GOD(KS — kS —y) = 1
GCD(K) —x k) —y) = By—1)Br+1)Byz+x—y+1)

Donc: pi(x,y) = 3y — 1)(3x 4+ 1)(Byx + = —y + 1). On voit alors que:

Be+1)Byr+a—y+1)By—-1)Bx—-1)
3(1 + )

K (pl(l', y)) =

D’autre part,

Br—1)(e—yt1)
3(1 + )

K (po(l', y)) =

on voit alors que:
% (pl(x,y)> __pz.y)
po(l', y) po(l', y)

Donc on va choisir pour invariant possible:

1(1/3)(z,y) = (iég zi) _ (By - 1)(31'(; i)fgwl;x —y+ 1) (4.93)

Les invariants possibles pour les autres valeurs de e intégrables sont:

(1+ 2+ 22y)(1 =y + 22y)(1 + & +y — 22y)
(1+z—y)?

1(1/2)(w,y) =



1

[(=1)(z,y) = FEE—nT
10)(e.y) = 2yt
1) = A

4.10. La transformation pour € = 3

Le comportement de la transformation pour cette valeur de ¢ est tres spécial. Au voisi-
nage du point fixe d’ordre 1 qui est (1,—1), au lieu d’obtenir un feuilletage en courbes
algébriques, I'itération d’un point quelconque donne trois courbes non-algébriques qu’on
va appeler I'y, 'y, I's.

La figure ci-dessous montre ce phénoméne. Dans la suite, on donnera une paramétrisa-

tion transcendentale de ces courbes.

-0.87

1278 09 1 11 12

Figure 4.5 Portrait de phase de I'itération du point (1+0.07,-1+0.07) 50000 fois pour
€e=3

On remarque que chaque courbe I'; est globalement invariante sous la transformation
K?(z,y) et que les transformations K3 et K? envoient chacune des courbes 1'une dans
Iautre.

On utilisant ces remarques, on voit que:
t t
Kt)=z|— K(t)y=y|l—
0= (). mo=v(i)

e (yx — 2 — 3y — 22)(3 + 15y — 8ya — 322 4 ya?)
v (7 + 3y + 4o — dyx — 322 + ya?)(1 + 2)
Ko 4412y +x — Tyz — 322 + ya?

Y 1 =3y +a+yx

avec:




On prenant les expressions suivantes pour un point (x(t),y(¢)) initial:

N N
() =14 ant" —14 ) bt
n=1 n=1

En résolvant le systeme d’équations précédent ordre par ordre, on obtient pour I'y la
paramétrisation suivante:
) 4

(1) =

2 10 5
i (t) = 1—|—§t—|—a2t2—|—(—§+3/2a22)t3+(———5/9a2+9/4a2

729

545 27, 10 D\ s
—_— — a3 — —as —5/3a t
+(6561 t g T g T b8 )
1085 . 2725 25, 25 .\
S ¢
+ (78732 G2t e 92T e T e
(23,0 T TS 1085 2735, 95 )
— a —_— a - —a
2 7 1062882 8 8748 2 T Tor2 54 2
TITS 315 . 729 . 825545 7595, 19075 5 175\
+ a2® + = as 2%+ ——ay® = Tt ) B 4
2125764 16 64 708588 2 " 11664 1944 144
2 4 14 317
n(t) = -1+ —t-l— (— + a2) 4+ (5 +4/3as + 3/2a22) 2+ (—% + 5 + 3452 —|—9/4a23) t

631 . 62 ) 2\ s
+ — a — —as +7/3a3° +6a t
( Gel TR Ty 2T/ 2
409 . 45 , 3155 155, 35 .\ 4
a —a —a —a t
+(2 6211 T 2 e et T gy et T gz
8L 5, 243 o 128683 105 ., 409 3155 , 155 3) ;
— a _— - — - — t
+(4 2t oezssz T 8 Y2 To916™ T or2 2 T g
35363 441 , 729 . 567 , 900781 2863 , 22085 , 1085 ,\ 4
- az -I-— + — a2 az + ——-a2” — az —az |+
6377292 | 16 16 708588 3888 1944 144

oll ay est un parametre d’échelle non pertinent qui n’indique pas le feuilletage des courbes
I'y.

On peut facilement montrer que les composantes x(t) et y(t) vérifient les relations

suivantes:
t n 2 y t n y
y ,—— | =y las+=s,t), zlay,—— | =x|ay+ =s
1+ st 3 I+ st 3
Pour cela et sans perdre aucune généralité, on peut choisir n'importe quelle valeur de as,
on prend pour simplicité a; = —2/9, les composantes de I'; deviennent alors:
2 2 4 67 119 7031 9004 498563
ei(t) = 14t— 2o Sy Pl s 6 7 8
39 81 729 ' 6561 78732 531441 3188646
22 4 67 119 7031 9004 498563
() = -1y Lp P2y s 6 7 8
3 "9 8l 729 | 6561 78732 531441 3188646

La courbe I'; est obtenu en appliquant K sur I'y , I's est obtenu en appliquant K sur I'y,
les résultats obtenus sont:

4 5 2.4 88 5 319 o 14119 o 141619
za(t) = 1——t——t -|-— SR = -
3 81 6561 19683 1062882 6377292
4 77 1 889 14891 531923
yg(t) — 1 + + _ _t3 _ —t4 _ —t5 0 16 7 _ 8
81 729 6561 8748 531441 3188646
2 10 5 545 1085 117935 73175
wa(t) = 1+—t——t3+—t4 — 5 - - t7 B4
37 81 729 6561 78732 1062882 2125764
4 2 88 319 14119 141619
Z/S(t) — —1——t——t2-|—— -|——t4——5— 6 7 8
3 81 6561 19683 1062882 6377292



La relation y;(t) = —x1(—t) nous permet de trouver les relation suivantes:

30 () e (0 0OF + (t+1) (06— (7 ) e =0 e +32 (1 ) o (-0
e ()0 -0 () G OF - 7o () #oe (2 ) G OF + 0P @)
L (e (<) (2 () 283 (1) (£ (0 + 52 (1) (@ ()] o e ) (04 112 (=) 2 (1)

45 (& (~0))" + 392 (~1) ~ 6~ 62 (1) +6 ( (1))’ +6 (2()° =

() om0 o () oy (55 ) ven - () +v0 07 + 70w )

+12y(t) —y (=) +4-3 (y(-1))* =0

Les expressions de x(1) et y(t) précédentes sont les solutions de ces deux équations fonc-

tionnelles [51].



CHAPITRE 5

PROPRIETES DES POINTS FIXES DE LA CLASSE IV

Nous allons analyser dans ce qui suit les propriétés des points fixes de la transformation
particuliere & deux variables et & deux parametres € et a appelée classe IV et introduite
au chapitre précédent. Cette transformation est associée avec 'action d’un groupe discret
non linéaire définit par une transformation birationnelle sur les parametres d’une matrice
q X q, dont Dorigine est I’étude des symétries du modele & vertex en mécanique statistique.

On s’interessera alors & 'analyse des comportements dynamiques de ces transformations
birationnelles obtenues & partir de simple calculs algébriques, en 'occurence 'inverse de la
matrice ¢ X ¢ et la permutation de quelques éléments de cette derniére.

Ces transformations sont soit intégrables soit faiblement chaotiques. On a vu précédem-
ment, en utilisant un changement de variables assez compliqué, que cette transformation
birationnelle de ¢* — 1 variables (pour un ¢ arbitraire) peut étre vue comme une trans-
formation birationnelle & seulement deux variables avec deux parametres ¢ et a. Pour des
valeurs particulieres de ces parametres, la transformation birationnelle devient intégrable.
On peut mieux voir cette intégrabilité par I’analyse des cycles de la transformation dans
la suite.

L’ensemble de tous les points fixes d’une transformation nous permet de trouver I’expression
exacte de la fonction dynamique zéta qui est rationnelle dans notre cas.

On trouve également une égalité entre la complexité de Arnold et I'exponentielle de
I’entropie topologique. La complexité de Arnold et I’entropie topologique sont des quantités
qui donnent une “évaluation” du chaos de la transformation. Elles seront discutées dans le
Chapitre 6.

Pour la transformation birationnelle de la classe IV qu’on considere, ’analyse de ses cy-
cles montre qu’un ou deux membres de chaque cycle appartiennent & une courbe algébrique
bien définie. ’existence de ces courbes algébriques, permet de dériver des polynomes facile
4 étudier et dont les solutions donnent toute I'information sur les points fixes.

Par exemple, la trace de la matrice Jacobienne en un point fixe (ou en un cycle) est

évaluée sans calculer explicitement les membres des cycles. Pour certaines valeurs de ¢, les



cycles du méme ordre ou d’un ordre différent coincident avec un point singulier ou non
singulier.
Ces fusions et coalescences causent une modification dans le nombre de points fixes. La

coincidence avec des points singuliers cause une réduction de la complexité.

5.1. Définition d’un point fixe

Soit une transformation définie par:

(@',y") = K(z,y) = (K. (z,y), Ky(2,y)) (5.94)

On appelle point fixe d’ordre N, un point (z*, y*) vérifiant:
KN (2", y") = (2%, ") (5.95)

Les points fixes joue un role tres important dans les transformations, ils donnent la
structure des orbites au voisinage de ces derniers.

On peut voir cela lorsque N = 1. Si on adopte les notations suivantes:

- X* = (2%, y") point fixe (vérifiant K(X™) = X*),

- X = (x,y) point quelconque situé au voisinage du point fixe X*,

et si on définit U par:
X =X"4U, aveclU = (U,,U,) tres petit (5.96)

on voit qu’au premier ordre:

[,7
Xipi = X+ Uiy = K(X,) = K(X*+ U) ~ K(X*) + oK Ui (5.97)
X X=X*

Donc par identification, on aura:

oK
U =1 == -U; 5.98
a= (5%, 299
La quantité % est appelée la matrice Jacobienne de la transformation. C’est une matrice

2 x 2. Elle s’écrit plus explicitiment:

oK oK, DK,

. _X . Az Ay

V== (5.99)
dx Ay

L’itération de la transformation K peut étre vue comme une suite de multiplication de
cette matrice Jacobienne. Ses valeurs propres w; et ses vecteurs propres v; peuvent servir

& linéariser la transformation K autour du point fixe X*.



5.2. Stabilité des points fixes

L’étude de la stabilité du point fixe peut se faire en calculant les valeurs propres w de

la matrice jacobienne:

oKz w oKz
_ oX a _
det(M — wI) = 0, R (5.100)
aX Ay

ce qui nous donne:

tr(M) & \/tr(M)? — 4det(M
W—witr(M) —det(M)=0 — wy= (M) \/ (2) (M)
avec det(M)x=x+» = 1, donc wywy = 1.
Divers cas peuvent se présenter suivant que les valeurs propres sont réelles ou complexes.

Nous pouvons ainsi distinguer trois cas:

o —2 < tr(M) < 2: les deux valeurs propres sont complexes, dans "approximation
linéaire I'ensemble des points situés au voisinage du point fixe forment des ellipses,

dans ce cas le point fixe est dit point fixe elliptique.

o (r(M) > 2 (resp. tr(M) < —2): les deux valeurs propres sont réelles positives (resp.
négatives), dans I'approximation linéaire I’ensemble des points situés au voisinage
du point fixe forment des hyperboles , dans ce cas le point fixe est dit point fixe

hyperbolique.

o (r(M)=—2,42: dans ce cas le point fixe est dit point fixe parabolique.

5.3. Les cycles de points fixes

5.3.1. Définition d’un cycle

Un cycle d’ordre N représente I’ensemble des N points fixes d’ordre N:

((l‘, y)v [X](l‘, y)v T [(N_l(xv y))

avec KV (z,y) = (z,y). Un point fixe quelconque de ce cycle peut étre utiliser comme
représentant du cycle.

Pour la transformation K de la classe [V:

xr —
K : (5.101)



L’ensemble des points du méme cycle vérifient les relations suivantes:

Al 6—1) Al ~N(e—1)

Pour démontrer ces deux résultats, on peut utiliser la récurrence associée a cette transfor-

mation:

(tne1 = N — <+ 1)

e T (Tnt1 +1)
_ e (Yn — )(Yns1 — €)
Ynrz = (1= + ot £ O (5.102)

qui donne une relation indépendante de l'itération y,,1; —x,, = 1 —e. Cette relation montre
que I’évolution de x et y est la méme (I’évolution des degrées).

La relation EnNzl T, = w se démontre comme suit:

A partir de la récurrence précédente, on a:

T2 (T +1) = (Tngs — €)(an —e+1) =0

avec: TN = Tg , TNt = T1 , TNz = To. Ce qui donne:

N
2
E (ThgoTps1 + Tppo2 — Tpp1 T + €Ty — Tpy1 + €2, —€ +€) =0
n=1
ou encore:
N N N N
E E E E 2
(xn—I—an—I—l - xn—l—lxn) + (xn—I—Q - xn—l—l) + € (xn—l—l + wn) + (6 — ¢ ) =0

n=1 n=1 n=1 n=1

qui devient en utilisant les définitions de points fixes:

N
TNJ2EN41 — T2¥1 + TNy — T2 + 262 T, +e(xngr — 1)+ Ne(1l —€) =0

n=1

Donc:

an: 6—1)

n=1

De la meme fagon on peut démontrer que:

Zyn— 6—1)



5.3.2. Matrice Jacobienne d’un cycle d’ordre N

Par définition, la matrice Jacobienne d’un cycle d’ordre N est la matrice M, .. d’ordre
2 x 2 qui sert a linéariser la transformation K. En utilisera les méme notations que
précédemment: X* = (z*,y*) est un point fixe d’ordre N (c’est & dire vérifiant K (X*) =
X*) et X = (x,y) est un point quelconque situé au voisinage de X*.

On pose:
X=X"4+U, U=(U,U,) est tres petit (5.103)
En appliquant la transformation K, on trouve:

K(X) = K(X*+U)~ K(X*)+ (%‘() U
X=X~*

= K(X*)+M(X")-U (5.104)

En appliquant encore un fois la transformation KA’, on trouve:

KY(X) = K(K(X*)+M(X*)-U)
~ KAX*)+ M (K(X7)- M(X*)-U

l

En continuant jusqu'a K7, on voit que la matrice Jacobienne d'un cycle s’obtient en
multipliant successivement les matrices Jacobiennes aux N points fixes entre elles dans

I’ordre suivant:

Moo = M(EN"Y (X)) -+ M(K(X*)) - M(X*) (5.105)

5.4. Etude des points fixes

Pour la transformation K de la classe IV, ’application directe de la définition d’un

point fixe d’ordre N:
E(z,y) = (2,y)
nous permet de trouver les expressions analytiques de ces points seulement pour les petits

ordres (inférieurs & sept).

5.4.1. Analyse numérique

Calculons numériquement comme exemple les premiers points fixes (jusqu’a I'ordre 9)
pour la valeur de e = —5/1000.

Les résultats jusqu’a ’ordre neuf sont les suivants:



O

e un cycle d’ordre 1: (-.502,.502)
e un cycle d’ordre 3: (1.000, -1.000), (-.502, 2.005), (-2.005, .502)
e un cycle d’ordre 4: (-1.713, .296), (.708, -.708), (-.296, 1.713), (-.708, .708)

e deux cycle d’ordre 5:

— premier cycle: (-5.215, .502), (.621, -4.210), (-1.626, 1.626), (4.210, -.621), (-.502, 5.215)

— deuxizme cycle: (-.765, .502), (-1.626, .239), (.621, -.621), (-.239, 1.626), (-.502, .765)
e deux cycle d’ordre 6 :

— premier cycle: (-1.586, .215), (.581, -.581), (-.215, 1.586), (-.426, .789, (-.578, .578), (-.789, .426)

— deuxizme cycle: (-.048, 20.696), (-.956, .956), (-20.696, .048), (.0514, -19.691), (-1.056, 1.056), (19.691, -.051)
e Quatre cycles d’ordre 7:

— premier cycle: (-1.019, 1.019), (53.373, -.014), (-.014, 54.378), (-.502, .990), (-.990, .502), (-54.378, .014), (.014, -53.373)
— deuxidme cycle: (2.251, -2.251), (-1.562, 3.256), (9.013, -.557), (-.502, 10.018), (-10.018, .502), (.557, -9.013), (-3.256, 1.562)
— troisitme cycle: (.559, -.559), (-.202, 1.564), (-.388, .802), (-.502, .616), (-.616, .502), (-.802, .388), (-1.564, .202)

— Quatritme cycle: (-.797, .797), (-3.121, .207), (.304, -2.116), (-.502, 1.309), (-1.309, .502), (2.116, -.304), (-.207, 3.121)

e cing cycles d’ordre 8:

— premier cycle: (.075, -6.691), (-.502, 1.080), (-1.080, .502), (6.691, -.075), (-.065, 7.696), (-.502, .939), (-.939, .502), (-7.696,
.065)

— deuxizme cycle: (-2.637, 1.015), (1.632, -1.632), (-1.015, 2.637), (167.838, -.010), (-.010, 168.843), (-.994, .994), (-168.843,
.010), (.010, -167.838)

— troisitme cycle: (-2.304, .736), (1.299, -1.299), (-.736, 2.304), (-6.407, .268), (.317, -5.402), (-1.322, 1.322), (5.402, -.317),
(-.268, 6.407)

— Quatritme cycle: (-1.551, .195), (.546, -.546), (-.195, 1.551), (-.366, .809), (-.462, .638), (-.542, .542), (-.638, .462), (-.809, .366)

— cinquitme cycle: (-.386, .994), (-.618 , .618), (-.994, .386), (-65.003, .010), (.011, -63.998), (-1.016, 1.016), (63.998, -.011),
(-.010, 65.003)

e huits cycles d’ordre 9:

— premier cycle: (-69.470, .009),(.009, -68.465), (-1.014, 1.014), (68.465, -.009), (-.009, 69.470), (-.338, .995), (-.502, .666), (-.666,
.502), (-.995, .338)

— deuxizme cycle: (-5.417, 1.539), (1.886, -4.412), (-2.891, 2.891), (4.412, -1.886), (-1.539, 5.417), (15.401, -.534), (-.502, 16.406),
(-16.406, .502), (.534, -15.401)

— troisitme cycle: (.270, -1.589), (-.344, 1.275), (-.660, .660), (-1.275, .344), (1.589, -.270), (-.166, 2.594), (-.502, .838), (-.838,
.502), (-2.594, .166)

— Quatritme cycle: (-.814, .352), (-1.543, .190), (.538, -.538), (-.190, 1.543), (-.352, .814), (-.438, .652), (-.502, .566), (-.566,
.502), (-.652, .438)

— cinguizme cycle: (-.030, 14.643), (-.390, .974), (-.614, .614), (-.974, .390), (-14.643, .030), (.033, -13.638), (-.502, 1.038), (-1.038,
.502), (13.638, -.033)

— sixizme cycle: (.007, -214.941), (-2.633, 1.012), (1.628, -1.628), (-1.012, 2.633), (214.941, -.007), (-.007, 215.946), (-.502, .997),
(-.997, .502), (-215.946, .007)

— septizme cycle: (-1.089, .926), (11.177, -.084), (-.078, 12.182), (-.964, .926), (-25.125, .040), (.042, -24.120), (-1.089, 1.047),
(12.684, -.084), (-.0783, 13.689)

— huititme cycle: (-1.047, 1.089), (24.120, -.042), (-.040, 25.125), (-.926, .964), (-12.182, .078), (.084, -11.177), (-.926, 1.089),
(-13.689, .078), (.084, -12.684)



L’analyse de I’ensemble de ces points fixes, pour les ordres inférieurs & huit, nous montre
qu’il existe toujours un représentant au minimum de chaque cycle qui se trouve sur la droite
y = —x (pour N impair un représentant et pour N pair deux représentants). Ils seront
appelés cycles de type P dans la suite.

A partir de l'ordre huit, apparait une nouvelle catégorie de cycle dont au moins un
représentant se trouve soit sur la droite y = —(e — 1)/2 , soit sur la droite x = (e — 1)/2.
Ils seront appelés cycles de type Q).

A partir de 'ordre neuf une autre catégorie de points fixes plus générale apparait. Ils
seront appelés cycles de type R.

Dans la suite, on supposera pour chaque ordre, que les cycles sont de ces trois types
seulement. On construira des polynémes (Py(x,¢€), Qn(x,€) et Ry(x,¢)) dont leurs solu-
tions sont les représentants de ces cycles. Un démonstration rigoureuse de cette supposition

reste a faire.

5.4.2. Les polynomes Py (z,€)

Voici la liste des premiers polynomes Py(x,¢) ( N: indique l'ordre du cycle) dont les
solutions sont les représentants des cycles d’ordre N et qui se trouvent sur la droite y = —x.
Ces polynémes ont été trouvés par un programme Maple:

Pi(z,¢) = 20— (c—1)
Pay(z,¢) = ax—1
Py(z,e) = 2z 4 (e—1)
Ps(z,e) = 2 —(e—1)z+ (2¢—1)
Pe(z,6) = 3zt —6(e—1)a° 4+ (37 —e+2)2” —2(? —de+ Dz + (2 —3e% + 4e — 1)
Prz,e) = 2t —(e4+1)2° 4+ (Te—23)2% —e(e+ 1)a+ (3¢ —5e+1)
Pg(z,¢) = 2% —2(8e—1)a" + 2(3¢% + 7e — 4)2® — 2(e® 4 2062 — 20€ + 5)2°z
+(32¢% —19€? —16e+ T)z* — (8e* +21€® —696% 4 57¢ —13)a°x
+2(8e* —226® 4 146? —3e+ 1)a” — (2¢° —4e* —17¢% 4 3567 — 23 4+ 3)2
+(2e® —8e* +186% — 17 £ 8¢ — 1)
Po(z,6) = 2°—38(e—1)2" + (3 =2+ 6e)z” — (206? + ¢ + 8 —33¢)2° + (—14€7 — 3 4 126°
+126)z? — (18 + 7e® — 2 + * —28e%)z 4 (4e* —136% + 1867 —9e + 1)
Pio(z,e) = 5z'% —10(3e — 1)2'® 4 5(15¢? + 11e — 8)z** — 10(10€> + 41¢? — 40 4 9)'®

+(75¢* + 9156 — 57867 — 162¢ + 96)21? — (30€® + 1010€* 4 7536 — 2817 + 1703¢ — 307) 2"t
+(5¢® + 605€% + 2633¢* — 5866 + 3262¢% — 436¢ — 17) 210 — (190€® 4 27266% — 4180¢*
—2003€® + 58912 — 3071e + 471)2° + (25¢7 + 1368 + 20565 — 94166 + 13868¢> — 803062
+2071e —223)2® — (337¢7 4 1863¢% — 8531¢> + 9023¢? — 403€® — 439762 + 2271 — 295)2”
+(33¢® + 1008¢” — 277565 — 1719¢° 4 122106* — 15558¢° + 91062 — 2582¢ + 275)2°
—(212¢® + 140€7 — 4379¢% 4 10916¢° — 11135¢* + 47626 — 2372 — 286¢ + 31)2°

+(15€° 4 283¢® — 170267 + 27006® + 651® — 6480€* 4 80336% — 457262

+1222¢ — 112) 2% — (51e% — 154¢® — 54667 + 33566° — 67386% + 71866 — 4489¢°

+1639¢% — 340€ + 31)2° + (2¢'0 + 31° — 309¢® + 1043¢” — 1583¢° + 835¢°

+576e* — 1127 + 664¢? — 161e + 11)2°

— (461 —23¢% 4 22¢% + 201¢” — 882¢° 4 170567 — 1876¢* 4 12606> — 497€2 + 101e — T)z
+(=517€% —237¢% + 81e® 4+ 812 + 1 — 226¢7 + 430e? — 15¢ + 4175 — 18¢° 4 2¢1Y)



Voici les cycles d’ordre 1 et 3 comme exemple:
e—1 1—c¢
2 72

et

6—12 . 21—6
— ¢ c—9 —__—
2 2 2

(1,-1) —

Un représentant du cycle 3 est le point (1,—1).

5.4.3. Les polynémes Qn(z,¢€)

Les solutions des polynomes Qn(x, €) sont les représentants des cycles du type @ et qui

se trouvent sur la droite y = (1 —¢€)/2 ou x = (e — 1)/2.
Voici la liste des premiers polynomes Qn(x, €):

Qi(z,e) = 22—(e—1)
Qs(z,e) = z—(c—2)
Qs(z, ) = (Be—1)z° —2(2e —1)(e —3)z + (% — 5 + 10e — 4)
Qr(z, &) = (3e—1)22" — (8¢ —1)(9¢® — 26¢ + 13)2° + (e — 1)(29¢> — 12667 + 149¢ — 32)2°
—(136% — 89¢* 4 2356% — 20562 4 1726 — 28) 7 + (2% — 156 4 56e* — 103€® + 100€? — 52¢ + 8)
Qsl(z,€) = (3e—1)z? —2(2¢% —Be+ 1)z 4 (2 —4e? + 66 —1)
Qolz,¢) = (—3+5e)(—1+36)3m5—2(2863—9962+986—31) (=14 3¢22°

+(=1+3¢ (250 ® 1538 ¢ 43391 ¢% — 34272 4 1539 ¢ — 223) 2t

—4 (142 7 3577 % 43996 ¢® — 1193 ¢® 4920 ¢ — 86 4 6726 <> — 6912 e“) 23

n (—3056 €4+ 231¢% 4+ 12550 ¢ + 268 — 25084 <> + 31147 ¢? — 22688 ¢° + 9812 ¢® — 2296 67) 22
—2 (—4046 ® 47240 ¢® £ 6088 ¢ 4+ 13767 4624 ¢+ 24¢° — 52 — 267 % — 2688 <2 — 8315 e“) x +

(16 +287¢® 4460 49006 42326 ¢® —3416¢% —48¢% — 200 — 1024 ¢ — 2216 > + 3387 e“)

Nous remarquons que les polynoémes Qn(x,¢) d’ordre inférieur a huit redonnent les
méme cycles donnés par Py(x,€) (la solution de @, (x,¢) est un élément du cycle donné

par Pn(z,€)).

Le polynéome Qs(x, €) donne un nouveau cycle en plus des cycles donnés par Py(z,€).
On peut dans ce cas donner une expression analytique en fonction de e des points fixes de
ce cycle:

o= (55
()
o = ()
= (50)
e = (5500)
o) = (SRR )
erom = ()
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avec Ry = 2¢? —He+ 1, Ry = \/6(6—1)(62—66+1) et Ry =€ +4e — 1.
Un élément du cycle est obtenu en résolvant Qs(x,€) et les autres points fixes par

application directe de la transformation sur le premier point.

Conclusion sur les cycles de type P et ()

Tous les cycles donnés par les polynomes Py (x,€) ou Qn(x,€) sont organisés par les

trois droites t + y =0,y = (1 —¢€)/2 et © = (¢ — 1)/2 comme suit:
e pour N impair:

Les polynomes Py(x,¢€) et Qn(x,€) sont équivalents, les cycles donnés par ces deux

derniers sont les mémes.
e pour N pair (N < 8):
Les polynomes Py(x,€) et Qn(x,€) sont équivalents.

e pour N pair (N > 8 ):

Les polynomes Qn(x, €) donnent de nouveaux cycles.

5.4.4. Les polynomes Ry(z,€)

A partir de 'ordre neuf, il apparait une nouvelle catégorie de cycles ne pouvant étre
ni de type P ni de type Q. En posant X = = + (1 — €)/2, voici par exemple la forme du
polynéme donnant tous les = associés & un cycle d’ordre 9 de type R:

Ro(z) = (2¢—1)’Be—1)* X" + (e — 1)Cgs(3e — 1)*(2¢ — 1)*X'°
+e(2e — 1)097)(14 4+ Coe X" + Cos X1 + Cgy X® + Cg3 X°
—|—092(1 + 6)2X4 + 091(36 — 1)2(6 — 1)2(1 + 6)4X2
+Co0(3e — D)* (e — 1)*(1 + €)° (5.106)
Les Cy; sont des polynéme en e. Les 18 solutions x; de ce polynéme représentent les deux

cycles d’ordre 9 de type R et sont tels que si un cycle est donné par:
(21,51) = (22,52) = (23,93) = (2a,y1) = (25,95) =
(w6, Y6) =+ (27,y7) — (28, y8) —+ (T9,Y0)
le deuxieme est:
(=y1, —21) = (=y9, —9) = (—ys, —2s) = (=yr, —27) = (Yo, —6) —

(—y5, —51?5) — (—947 _51/'4) — (_y37 —51/'3) — (_927 _51/'2)
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Plus de détails sur ce type de cycles sont donnés dans [52, 53].

5.5. Analyse des points fixes

On peut étudier le comportement des cycles en fonction de la valeur de e. Pour cela,
les graphes des polynomes Py(x,€) et Qn(x,€) sont d’une grande utilité. Sur ces graphes,
I’axe horizontal représente ¢ et ’axe vertical représente I"abscisse # du point fixe d’ordre
N, représentant du cycle, solution du polynéme Py(z,¢€) ou Qn(x,¢€) pour chaque valeur

de €. Chaque valeur de @ correspond a un cycle (voir Figure 5.1).

5.5.1. Fusions et coalescences des points fixes

On appliquant Maple, les solutions du résultant (Py(x,¢€), Py(x,€),2) (c’est a dire en
éliminant « entre Py(x,¢€) et Py(x,€)) nous donnent les valeurs de ¢ lors de la coincidence

entre un cycle d’ordre N et un cycle d’ordre M. Ils sont donnés par le tableau ci-dessous.

P3 Py Py Pg Pr Pg Py P1o P13
Py 3 1,—-1 | (1) -1, 1 —1,(2) —1,(3) —1, (4) —1,(5) —1,(6)
Py -1 -1 —1,(7) | 1,-1 1,—1 —1,(8) 1,—1 1,—1
P, -1, % -1, % -1, % -1,%,(9) -1, % -1, % -1, %
Py -1,% -1, % -1,1, % -1,1, % —-1,1, 3, (10) -1,1,%, %
Pg -1,0,%, % -1,0,%, % -1,0,%, % -1,0, %, % -1,0,%, 1
Py -1,0,%, %1 -1,0,%, % -1,0, %, %1 -1,0,%, 41
Py -1,0,%, %, 51 -1,0,%, 4,41 -1,0,%, %, 51
Py -1,0,%, 4,41 -1,0,%, %, 51
Prog -1,0,%, % %41
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Les chiffres dans le tableau représentent le polynomes suivants:

1) = 2 _10e4+5

2) = 212 4357
3) = 2 —6e+1
4 = € —383¢2 4+27e—3
= 562 —10e+1

6) = ¢ —55¢* £3306% — 46267 4 165¢ — 11
7y = 2 —3c+8

8 = € —4e2 4 9e—2

(
(
(
(
(5
(
(
(
(

9) = 18¢% —20¢2 416 —1

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

(10) = €% —26¢” 4+ 343¢% —2052¢° + 6367¢? — 717867 + 362567 — 824¢ + 64

En analysant ce tableau, nous remarquons que les valeurs de ¢ lors de la coincidence
sont soit de la forme 1/m, soit solutions des polynomes en € notés (1), (2) , ---

Les cas € solutions des polynémes notés (1), (2) , - - - apparaissent lorsque N/M est un
entier (N, M ordre des cycles).

Tous les points fixes d’ordre N coincident avec le point fixe d’ordre 1 pour les valeurs
de ¢ solutions des polynémes donnés ci-dessus, (ces polynomes sont reliés aux polynomes
bien connus de Tchebyshev). Leurs solutions sont:

. _ 1 —cos(2r M/N)
1+ cos(2n M/N)

(5.107)

avec M un entier inférieur & N.

Les figures ci-dessous montre ce phénomene de fusions et de coalescences de points fixes.
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Figure 5.1 Courbes algébriques de (p1, ps, ps, ps, Ps, P7, Ps €t po)

5.5.2. Stabilité des points fixes

La stabilité d’un point fixe d’ordre N est peut étre étudier en calculant la trace ¢ de la
matrice Jacobienne du cycle associé.

Les polynomes T% (¢, ¢), ( resp. ng(t, ¢) et TE(t,¢) ) dont la solution donne ¢, peuvent
étre construits en éliminant « entre (tr(M) — 1) et Py (resp. Qn ou Ry) ou pratiquement

en calculant Resultant((¢tr(M) —t), Py, 2) en utilisant Maple.

Les polynomes T4 (¢, ¢)

Voici la liste des polynomes T% (¢, ¢) dont la solution représente ¢(¢) des premiers points

fixes solutions des polynomes Py .

T1(t,€) = (e+ Dt 4+2(—1+¢)

Ts(t,e) = —2(—1+e)(e+ 1)t 4 3€> — 14e? 4 27¢ — 4

Ty(t,e) = (2e—1)(1+ )%t —68e” 4+ 12267 — 64e + 2

Ts(t,e) = —4(2e—1)(Be—1)2(=14 )% (e+ 1) —2(=14 )(3e —1) -
(e + 1)(® — 337 4 3575 — 2301 + 5547¢* — 5395 + 234362 — 399¢ + 8)¢t
+(—1596¢ + 16 + 29689¢2 — 966980¢” + 1572786¢° + 713809e* — 204702¢>
+297850€% — 14001766° — 238! — 503087 + 472560 4 5e17)

Te(t,e) = (—=1+44€)(2e—1)%(e+1)%
—4(2e — 1)(332¢® — 730€° 4 1465¢* — 1656¢° + 7787 — 150€ + 9) (e + 1)7¢
+(—68 + 11560 — 155100 + 884608¢° — 2684412¢* + 4606744¢> — 4453796¢°
+2349872¢7 — 668864€5 + 110224€°)

Tr(t,e) = —64e’(4e—1)(2e —1)(5e —1)(3e — N (e = 1)°(e + 1)*?¢*

—8(656¢"® — 37156 + 367408¢'® — 1944672617 + 597943561 — 1096154310
114068117¢% — 13740837¢® + 9661214¢” — 4515338¢% 4+ 135177065 — 254634 4 29623¢°
—2075e2 4+ 8le —1)(3e — )% (e = 1)® (e + 1) ¢>

—4(704€%% — 4032871 + 1364962620 — 29482635617 + 48451680068

—4305848579¢'7 4 22678279172 — 78182396204¢'% 4 1891007125286
_333122572780¢1° 4 4357584331802 — 4270338513706 4 3139993741920
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—172656913866¢° 4 7052863520065 — 21189679164¢” + 4610016240¢° — 708311860¢
+73748018e* — 4847139¢% 4 17633662 — 2699¢ 4 12) (3¢ — 1)% (e — 1)% (e 4+ 1)*¢?
—4(e —1)(3e — 1) (e + 1)(32¢2° — 4952¢2® 4 33961227 — 14136758¢2°
1389128759¢2° — 7422818295¢2* 4 99668866855¢2° — 97075270100722
+6843044943229¢21 — 34979510216177¢2° + 131321341283701¢°
_368342792427207¢'® 4 784431235559434¢'7 — 1285355454518942¢°
11637259871199366¢° — 1633208365813094¢1% + 1281829342407770¢°
_793256399871130¢2 4 386921733354246¢11 — 148287257124452¢1°
+44370533197563¢” — 10257040157283¢% + 1802211215907¢’ — 234787789083 ¢°
+21831589433¢% — 1364061453¢* + 51835673¢> — 10158872 4 8852¢ — 24)¢t

+(—64 — 180914902¢% 0 4 32944 — 55033202 + 52345324393174¢’ — 4895592247878¢°
—14568777576¢* + 3931951756 — 416490340549712¢° + 326559210883 ¢°
—658197379886524394¢ % + 366355989524106¢%° — 2654401206178784¢2%
+14280540836956558¢2° — 41288¢°2 + 45604853229540397 11
—1184443222829390736¢18 4 796160840504939505¢1% — 37373814996996¢2°
12814862200027¢27 4 1048262528984704240¢'% 4 6305614647¢2°
—1352317081299407432¢'® — 424754544188835816¢20 4 2538117224757562¢°
—12086152110919892¢'° 4 1410357273272466060¢'7 + 177899414750530933¢21
—137687892344611520¢2 + 334786067420726769¢'> + 224¢°% — 156116496880¢28
+3504908¢%! — 57711876009518394¢27)

Les polynémes vag (t,€)

De maniere similaire, voici la liste des premiers polynémes qui donnent la trace de la
matrice Jacobienne des points fixes solutions des polynéomes Qn (construits de la méme

fagon que précédemment).

T1(t, €) = (e+ Dt 4+2(—1+¢)
Ts(t,e) = —2(—1+ €)(e+ 1)t +3e> —14e” 4 27c — 4
Ts(t,e) = —4(2e—1)(=14+36)% (=142 (1+ %2 —2(=14 €)(—=1+3e)(1 + ¢

(8 —33¢7 4 857¢® — 2301€° + 5547t — 53956> 4 234362 — 399¢ + 8)¢

116 — 1596¢ 4 29689¢2 — 204702¢> — 1400176¢°

+713809¢? 4 1572786¢% — 50308¢° — 966980¢” 4 2978506 — 238 4 5e1? 4 4725610
Tg(t,€) = —(5e—1)(3e—1)%(e+1)*t

+(64€® — 1568¢% + 141178¢% + 1493867 — 66662¢° + 846¢ + 43934¢°

—115414¢* — 857862 — 34)

5.6. Exemples de fusions et coalescences des cycles

On étudie dans cette section comme exemples, la stabilité des cycles d’ordre sept et
huit. Cette étude permettra de mieux comprendre 1’évolution des cycles en fonction du

parametre ¢ de la transformation.
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5.6.1. Exemple 1: Cycles d’ordre sept

Les figures suivantes montrent les intersections des courbes algébriques de p; et p; ainsi
que la trace de la matrice Jacobienne de K7 en fonction de e. Un membre de chaque cycle

est donné par pr, (il existe au maximum quatre cycles réels).

20+

Figure 5.2 Courbes algébriques des solutions réelles de p; et p; en fonction de €
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Figure 5.3 Courbe algébrique de t7, la trace de la matrice Jacobienne de K7, en fonction

de €

A partir du Tableau de la section (5.5.1), on voit que les intersections entre K; et

K7 seffectuent pour les valeurs de e suivantes: e = .2319141135, ¢ = 1.572416528 et
€ = 19.19566936 (les solutions du polynome (2)).

Les coincidences entre les cycles de K7 sont déterminés par les solutions du Résultant:
d
Résultant <p7, %, :1;)
= (¢ — ¢+ 35¢ — T)(4c® — 157€” + 2491¢* — 3890¢” + 2282¢* — 385¢ + 7)

et qui sont: € = .02061295332, ¢ = .2319141135, ¢ = .2376348142, ¢ = 1.572416528 et
e = 19.19566936.

Analyse des fusions et coalescences

e Pour e = .02061295332
Avant I'intersection avec pyq, il existe quatre cycles réels.

A l'intersection, deux cycles d’ordre 7 coincident et deviennent paraboliques ( t; = 2),

les deux cycles disparaissent du plan réel.
Aprés D'intersection, il reste deux cycles réels d’ordre sept.

Les figures ci-dessous des portraits de phase autour de cette valeur de e:



200 300
eps= 0019612953 N= 10000

Figure 5.4 Portrait de phase pour € =0.19

200 300
eps= 0021612953 N= 10000

Figure 5.5 Portrait de phase pour € =0.21

e Pour ¢ = .2376348142

Avant I'intersection, il existe quatre cycles réels.

[
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A Tintersection, deux cycles d’ordre 7 coincident, les deux cycles disparaissent du

plan réel.
Aprés intersection, il reste deux cycles réels hyperboliques.

Les figures ci-dessous des portraits de phase autour de cette valeur de e:

Figure 5.6 Portrait de phase pour € =0.236
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Figure 5.7 Portrait de phase pour e =0.238

e pour ¢ = .2319141135
Avant I'intersection, il existe deux cycles réels.

A Dintersection, deux cycles d’ordre 7 coincident avec le cycle d’ordre 1 ( elliptique

, 1 = 1.246979603 ).
Aprés intersection, il existe quatre cycles réels.

Les figures ci-dessous des portraits de phase autour de cette valeur de e:
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Figure 5.8 Portrait de phase pour € =0.230
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Figure 5.9 Portrait de phase pour € =0.232

o Pour ¢ = 1.572416528

Avant I'intersection, il existe deux cycles réels



A lintersection, deux cycles d’ordre 7 coincident avec le cycle d’ordre 1 (elliptique,

ty = —.4450418676).

Aprés intersection, il n’existe aucun cycle réel d’ordre sept jusqu’au € = 19.19566936.

e Pour e = 19.19566936
Avant I'intersection, il n’existe aucun cycle réel d’ordre 7

A Tlintersection, deux cycles d’ordre 7 un elliptique (¢ = 1.997488183) et l'autre
hyperbolique (¢ = 2.002511811) coincident avec le cycle d’ordre 1 (elliptique, t1 =
—1.801937736) qui devient parabolique.

Aprés intersection, il existe deux cycles réels.

Conclusion

Le nombre de cycles réels dépend de ¢ comme suit:

Nombre de cycles | 0 2 4

Intervalle de € [1.57,19.196] | [0.021,0.232] | | — 00, 0.021]
[0.238,1.57] | [0.232,0.238]
[19.196, oo

5.6.2. Exemple 2: Cycles d’ordre huit

Pour K®, il existe deux types de cycles (type P et type ). On a donc deux genres
d’intersections: les intersection entre cycles P, les intersection entre cycles ().
Les intersections entre cycles P et () provoquent des fusions et coalescences des cycles

& partir de l'ordre 10 .

1-Les fusions et coalescences entre cycles P

On donne premierement les figures qui montrent les intersections de pg et p;.
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Figure 5.10 Courbes algébriques des solutions réelles de pg et p; en fonction de e

La figure 5.10 donne les cycles de Kg en fonction de € (deux membres de chaque cycle
sont donnés par ps). Les intersections s’effectuent entre K et Ky et entre Ky et K.

Les intersections entre K| et Kg s’effectuent dans les valeurs de e suivantes: ¢ =
A715728753 et e = 5.828427125, (solutions du polynome (3)).

L’intersection entre Ky et K4 s’effectue dans la valeur: e = .07130845235 (solution du
polynome (9)).

Les intersections entre les cycles de K® sont déterminés par la solution du Résultant:
Résultant <p8, %, :1;) = —4096¢* (2¢ —1)* (¢ +1)"?

(-1 +16€—29¢+18¢%) (¥ —6e+ 1) (—1+¢€)*(4e— 1)

(8¢” — 105 €% + 862" — 3109 €% + 6816 €> — 12837 ¢* + 9558 ¢> — 3171 ¢ + 388¢ — 10)”

Les solutions en € sont: € = —1 , € = 0, ¢ = .03456789546 , ¢ = .07130845235 |,
¢ = 1715728753 | ¢ = 1859912257, ¢ = 1/4 , ¢ = 1/2 , ¢ = 1 , ¢ = 3.278877390 ,
€ = 5.828427125



Analyse de quelques intersections

e Pour e = .03456789546
Avant I'intersection, il existe quatre cycles réels.

A Tintersection, deux cycles d’ordre 8 coincident et deviennent paraboliques (¢ = 2),

les deux cycles disparaissent du plan réel.

Apres D'intersection, il reste deux cycles hyperboliques réels.

e Pour e = .07130845235
Avant I'intersection, il existe deux cycles réels.
A TPintersection, les deux cycles d’ordre 8 coincident avec le cycle d’ordre 4.

Apres 'intersection, il reste un cycle réel.

e Pour e = 1715728753
Avant I'intersection, il existe un cycle réel.
A Tintersection, le cycle d’ordre 8 coincide avec le cycle d’ordre 1.

Apres D'intersection, il existe deux cycles réels.

e Pour e = .1859912257
Avant I'intersection, il existe deux cycles réels.
A Tintersection, les deux cycles d’ordre 8 coincident.

Apres l'intersection, il n’existe plus aucun cycle réel jusqu’a e = 5.828427125.

o Pour ¢ = 3.278877390

Il n’existe aucun cycle réel jusqu’a e = 5.828427125.

e Pour e = 5.828427125
Avant I'intersection, il n’existe aucun cycle réel.
A TPintersection, deux cycles d’ordre 8 coincident , il existe un cycle réel.

Apres 'intersection, il reste un cycle réel.

Conclusion

Pour les cycles du type P, le nombre de cycles réels dépend de ¢ comme suit:



Nombre de cycles | 0 1 2 4

Intervalle € [0.186,5.83] | [0.071,0.171] | [0.035,0.071] | [—o0,0.035]
[5.83, o] [0.171,0.186]

2- Fusions et coalescences de type ()

Les figures suivantes donnent les cycles de Kg de type ) en fonction de e.

0.8 1

2.8

2.6+

2.2

258 582 5.84 5.86 5.88 5.9 5.92 5.94 5.96 5.98 6

Figure 5.11 Courbes algébriques des solutions réelles de (Js et ()1 en fonction de €



Les intersections des points fixes

On utilisant Maple, les solutions du résultant (Qs, @, ) (en éliminant x entre Qs et
(Qar) sont les valeurs de € de I'intersection entre le cycle d’ordre 8 et le cycle d’ordre M. IIs

sont donnés par le tableau ci-dessous.

Q1 @3

Q4

Qs

oF

Qs

-1 -1,1
AT15728753
5.828427125

-1,1

1.1,1/3

1/3

-1,0,1/5,1/3,1

e Pour ¢ = 1715728753

Juste avant I'intersection il n’existe aucun cycle réel.

Mais quand e = .1715728753, il existe un cycle réel elliptique (¢t = 1.999999905).

Aprés cette valeur de ¢, il reste un cycle réel parabolique (¢ = 2).

e Poure=1

Avant ¢ = 1, il existe un cycle réel.

Aprés cette valeur de ¢, il n’existe plus aucun cycle réel.

o Pour ¢ = 5.828427125

Juste avant I'intersection il n’existe aucun cycle réel.

Quand e = 5.828427125, il n’existe aucun cycle réel.

Aprés cette valeur de epsilon il existe un seul cycle réel.

L’existence du cycle () dépend de ¢ comme suit:

Nombre de cycles

Intervalle de ¢

[0,.1715728753)
[1,5.828427125]

[1715728753, 1]
[5.828427125, 0o




5.6.3. Nombre de cycles de KV, N <9

Dans le tableau ci-dessous ot

Pordre 9 en fonction de e:

on a representé le nombre des cycles de type P jusqu’a

Nb cycle Pp 0 1 2 4 6
Kt 0 ]—oo,0[ | O 0 0
K3 0 ]—oco,0[ | O 0 0
Kt 0 ] —o0,1] 0 0 0
K5 [5 —2v5,5 4+ 2/5] 0 ] — 0,5 — 2Bl U5+ 25, +oo] 0 0
K 0 0 ] — o0, 1/3] 0 0
K° [0.70, 32.16] 0 [0.63,0.70] U [32.16, co] [0.006,0.13] U [0.15,0.63] | ] — co,0.006] U[0.13,0.15]
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CHAPITRE 6

COMPLEXITE D’ARNOLD ET ENTROPIE TOPOLOGIQUE

La complexité de Arnold mesure 1’évolution des degrés des itérations. Cette derniere
dépend des parametres « et € dans le cas de la transformation de la classe IV [45, 46, 34, 36].

Dans la suite, on va faire I’étude de cette complexité en fonction de ces derniers.

6.1. Complexité de Arnold

6.1.1. € générique et o arbitraire

On connait de ce qui précéde la correspondance qui existe entre la transformation
K. o(2,y) et la transformation KqQ(MO) (g est 'ordre de la matrice My) (voir [26]).
Il en résulte de cela que la complexité de la transformation K.,(x,y), pour € et o

génériques, est celle de la transformation K(Mp):

Aeo = 1.46557% ~ 2.14789

6.1.2. =0

En imposant o = 0 dans K. ,(x,y), cela induit une réduction de complexité par rapport
au cas générique o # 0.
Dans ce cas, la complexité ne dépend plus que de e. On définit la fonction génératrice

des degrés par:
Gle,t) =Y du(e)t”
N=0

oit d,(¢) indique le degré de 'une des deux composantes de K7 (z,y).
On appelera complexité de Arnold, la valeur A mesurant la croissance de cette série ou
de maniere équivalente 'inverse du plus petit pole en t de G/(¢, ). Elle varie en fonction de

€.



Dans le cas de € générique, on a:

1+1

G(t):1+2t+3t2+5t3+8t4+13t5+21t6+34t7+55t8+89t9+---:ﬂ

avec A = (1 ++/5)/2 ~ 1.618. Dans ce cas, les degrés évoluent exponentiellement comme

suit: d, ~ A™.

6.1.3. ¢ = 1/m avec (m > 3)

On prend comme exemple ¢ = 1/4,¢ =1/5 et ¢ = 1/7.

o c=1/4

G(t) = 142t + 3% + 5% + 8t* + 1367 +20¢° + 31¢7 + 48¢% + 74¢° + 114¢"°
B 14t
Sl —t—12—18

+ 175t + 269812 - ..

Les degrés évoluent exponentiellement comme suit: d,, ~ A™ olt A ~ 1.53415.

e c=1/5

G(t) = 142t 4312 + 5% + 8¢* + 137 4+ 21¢° + 33¢7 + 52¢% 4 82¢° + 129¢°

1+
203t + 319412 4+ ... =
+ + + L—t—12—47

Les degrés évoluent exponentiellement comme suit: d,, ~ A™ olt A ~ 1.57014.

o c=1/7

G(t) = 142t 432+ 5% + 81 + 137 4+ 21¢° + 34¢" + 55¢% 4 88¢° + 1414
1+t

2261 + 36212 + - - =
+ + + 1—t—2— 9

Les degrés évoluent exponentiellement comme suit: d,, ~ A" olt A ~ 1.60134.

En général, pour € = 1/m (en éliminant les cas intégables),

1+1

G(t) =
O =T

avec A < 1.618.



6.1.4. e=(m—1)/(m +3) (m > 6, m impair)

on prend comme exemple (¢ = 3/5,(m =7)) et (e =2/3,m =9).

e c=3/5(m=7)

G(t) = 142t 4+ 3% + 5% + 8¢* + 1367 + 21¢° + 34¢7 + 55¢° + 88¢” + 14117
14t

2261 + 36212 + - - =
+ + + 1—t— 12—

Les degrés évoluent exponentiellement comme suit: d,, ~ A" olt A ~ 1.60134.

e c=2/3,(m=09)

G(t) = 142t 4312 + 5% + 8¢* + 137 4+ 21¢° + 34¢" + 55¢% + 89t + 144¢™°
1+t

232t 4 374412 4. =
+ + + 1 —t— 12— 1t

Les degrés évoluent exponentiellement comme suit: d,, ~ A™ olt A ~ 1.61193.

En général, pour e = (m —1)/(m + 3),

1+1

G(t) =
D=

avec A < 1.618.

6.1.5. Les cas integrables

On finira par les cas intégrables, pour voir que la croissance est polynomiale.

o c=1/2

G(t) = 142t 4+ 32 + 5% + 7t + 108° + 14¢° + 18¢7 + 23¢% + 28¢° 4 34¢'°
1+ 416

AT 4 48412 4+ 564 + 64ttt + T 4+ - =
+ + + + + + (tr+t3+2+t+ 1)1 —1)3

Ce qui donne A =1 et d,, = 4n — 10.



e c=1/3

G() = 14204317 + 5% + 8" + 1187 4 15¢° + 20¢7 4 25¢% + 3147 + 38¢'°
1+t

4510 4+ 5317 62t 71 4 =
+ + + + + Y FSN e

Ce qui donne A =1 et d, = %nz—l—%n—l—l.

e c =10

Gt) = 14204312 + 48 + 51 + 607 + 715 + 817 + 915 4+ 10¢° + 11¢1°
1

126" 132 1P 15ttt 4 =
+ + + + + e

Ce qui donne A =1letd, =n+1.

o c =1

Gt) = 14204312 + 48 + 51 + 607 + 715 + 817 + 915 4+ 10¢° + 11¢1°
1
(1—1)?

+o 12 I3 AP st g =

Ce qui donne A =1letd, =n+1.

o c = —1

G(t) = 1+t+ 8+ + 8+ 01047+ 15447+
Lo sy —

Ce qui donne A =1etd, =1.

6.2. Fonction dynamique ( et entropie topologique

La fonction dynamique ((t) sert & déterminer ’evolution du nombre de points fixes

d’ordre N en fonction de ce dernier, elle est définit par:

((t) = exp (Z #ﬁX([;;[ )1 )



avec: #fix(K") representant le nombre de points fixes d’ordre N.

On peut aussi la déduire & partir de la fonction génératrice suivante:
H{t
H(t) = Z #ﬁX(KN)tN comme suit: ((t) = exp/ #dt
N

Le nombre totale des points fixes évolue exponentiellement comme suit:
H#ix(KN) ~ BN

avec: 1 (#ﬁ ([’N))
o og X(
log(h) = Jim ——%

log(h) représente I’entropie topologique de la fonction dynamique ¢ avec h égal 'inverse

du plus petit pole de ((¢).
Remarquons aussi 'identification, dans le cas de certaines transformations bidimen-
sionnelles, de ’entropie topologique h et de la compléxité de A. Ceci a été étudié en détails

dans les références [30, 31, 32, 33, 34, 35, 38|.



CONCLUSION

Nous avons montré dans ce travail que I’étude des transformations birationnelles con-
struites a partir de la composition d’involutions simples (en I'ocurrence ici I'inverse d’une
matrice et la permutation d’éléments d’une matrice) pouvait mener a des transformations
tres intéréssantes a étudier. Ces transformations sont utilisées comme outils dans I'étude
des modéles de physique statistique et des systémes dynamiques discrets.

Nous avons donné dans les Chapitres 2 et 3, une classification des compléxités obtenues
pour les différentes permutations d’éléments d’une matrice 3 x 3 et 4 x 4. Ces permutations
pouvant impliquer 2, 3 ou 4 éléments de la matrice. Il a été montré que le spectre des valeurs
des compléxités obtenues est fini, et les nombres obtenus sont des nombres algébriques tres
simples et universels (pouvant apparaitre dans d’autres transformations).

On s’est ensuite intéréssé dans les Chapitres 4, 5 et 6 aux deux classes particulieres les
plus simples (ayant les plus petites complexités): la classe des transformations intégrables
de complexité A = 1 et la classe ayant la plus petite complexité supérieure a 1 appelée
Classe TIV. Cette derniere a été réduite & une transformation a deux variables et & deux
parametres. Son étude a été faite en détails en fonctions des valeurs des parametres a travers
les propriétés de ses points fixes, ’apparition de I'intégrabilité, I’entropie topologique (réelle
et complexe), les fusions et les coalescences des points fixes, la stabilité de ces points fixes,
etc.

Plus explicitement, on a montré qu’il existe des courbes algébriques, bien définies dans
I’espace des variables, qui caractérisent tous les cycles. L’existence de ces courbes est d’un
grand secours dans l'analyse et la compréhension de la structure des points fixes de la
transformation, puisqu’elles laissent dériver des polynémes dont les racines donnent un
(ou deux) membre de chaque cycle. L’utilisation de ces polynémes permet de trouver la
trace de la matrice Jacobienne de chaque cycle. Ainsi, la nature des cycles, si elliptique,
hyperbolique ou parabolique est déterminée en fonction du parametre libre .

Les points fixes peuvent coincider et on observe deux genres d’intersections. Pour le
premier genre, l'intersection se produit aux points singuliers dans le plan (x,y), c’est &
dire la transformation est singuliere. Pour le deuxieme genre d’intersection, seulement un

nombre fini de cycles coincident. Le plus long devient parabolique et disparait du plan réel.



On a observé que cette disparition se produit entre deux cycles du méme ordre ou entre ces
deux cycles et un court. Dans les deux cas, les cycles longs deviennent complexes tandis
que le cycle court demeure réel et est elliptique. La matrice Jacobienne du cycle plus long
égale a l'identité. La transformation est intégrable quand, au dela d’un certain ordre N,
tous les cycles sont paraboliques.

La grande force de notre approche est qu’elle fournit une classe extrémement large
d’exemples pour effectuer de véritables decouvertes de concepts et structures par ’ordinateur:
I’étude des transformations birationnelles est un exemple remarquable de mathématiques
expérimentales, plus spécifiquement centrées sur les systemes dynamiques discrets mais
aboutissant & la fin, a relier des domaines algébriques des mathématiques (comme la ge-
ométrie algébrique, ...) avec des domaines plus analytiques ou différentiels voire proba-
bilistes.

Les perspectives et le champ d’exploration de ces ensembles de transformations bira-
tionnelles sont pratiquement illimités. Tout d’abord (voir [54]) on peut chercher & engendrer
un trés grand nombre de transformations birationnelles sur la base de la généralisation du
théoreme de Noether qui dit que toute transformation birationnelle dans C P, peut se
décomposer en un produit de transformations d’Hadamard et de collinéations. Les général-
isations de ce théoreme montre, avec force, que les transformations birationnelles que 'on
peut engendrer dans des espaces projectifs & plus de variables C'P,, (n > 3) constituent un
ensemble “gigantesque” qui a & peine été éfleuré.

Si ’on oublie la contrainte d’étre birationnel pour n’étre que simplement rationnel, la
perte de reversibilité ouvre des horizons encore plus vaste (trop probablement), que nous
pouvons parfaitement analyser avec les méthodes et idées développées dans ce mémoire.
L’impact que cette perte de reversibilité sur la complexité des systemes dynamiques corre-
spondant est, & lui seul, un sujet d’étude presque illimité. Du point de vue conceptuel, le
hiatus tres dérangeant (pour le physicien et méme pour le mathématicien) existant entre
la description algébrico-topologique et la description probabiliste des systemes dynamiques
(ou pour reprendre le language des mathématiciens, entre la catégorie topologique et la
catégorie probabiliste) reste un tres sérieux et fondamental probleme pour les physiciens
mathématiciens s’intéressant aux systemes dynamiques. Le type d’approche développée ici
basée sur I’étude concrete et effective d’exemples non-triviaux (de complexité algébriques
non entieres) a d’ores et déja permis de lever certaines des subtilités liées & cette prob-
lématique et méme permis I’émergence de concepts puissant (en particulier le concept de
post-critical set) permettant de faire un lien entre ces deux approches conceptuellement si
éloignées (voir [50]).

Rappellant que nos transformations birationnelles émergent, & leur origine, d’une reflec-



tion approfondie sur les symétries discretes non-triviales (Yang-Baxter intégrabilité et au-
dela) des modeles de mécanique statistique sur réseau, le probleme du “retour” de I’analyse
des transformations birationnelles vers la mécanique statistique sur réseau, la théorie des
champs, la physique des particules, se pose tout naturellement. A cet égard il important
de noter ce fait trop peu connu, que les diagrammes de Dynkin omniprésent en physique
théorique, théorie des champs, physique des particules, n’ont pas pour origine I’étude des
groupes de Lie, mais I’étude faite par Duval (et reprise par Duval-Coxeter) des transfor-
mations birationnelles sur des surfaces de del Pezzo) en language moderne C' P éclaté huit
fois (voir [55]). Nous sommes au coeur de I"apparition du groupe de Lie Fs, qui passionne
tant en physique théorique, théorie des champs, physique des particules, théorie des cordes,
etc.

Enfin, signalons que les problématiques posés dans ce mémoire ont aussi intéréssé de
nombreux mathématiciens. La transformation birationnelle de la classe IV a été reprise et

étudiée par Bedford, Diller, ... dans diverses publications [56, 40, 57, 58, 59, 60, 61, 62].
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