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RESUME

La méthode des éléments finis est un outil de simulation important dans la recherche et
I’industrie, mais malgré sa souplesse et son immense champ d’application, elle présente un
certain nombre d’inconvénients. L’un de ces principaux inconvénients est le traitement d’un
probleme a géométrie complexe ou a géométrie évoluant dans le temps (propagation de
fissures, interfaces entre matériaux, ...). En effet la MEF impose au maillage le respect des
surfaces physiques ( discontinuités ) du probleme. Dans le cas d’une propagation d’une
fissure, il faut remailler a chaque fois, ce qui alourdit considérablement la procédure, surtout
dans les problemes a 3D.

Dans ce mémoire nous présenterons une nouvelle technique numérique ; c’est la
méthode des éléments finis étendue baptisée X-FEM « Extended Finite Elément Méthode ».
Cette technique permet aux surfaces physiques de traverser les éléments finis, I’activité du
maillage est simplifie, et le remaillage n’est pas nécessaire lorsque les surfaces physiques
évoluent dans le temps. La X-FEM permet de modéliser les discontinuités sur un maillage

quel que soit la position de ces discontinuités par rapport au maillage.



ABSTRACT

The finite element method is a simulation tool which is very important for the research
and industry, but in spite of its flexibility and it’s wide use it presents many certain number of
drawbacks. One of the main drawbacks is the problem processing with complex geometry or
a moving geometry (crack growth, interface between materials,..).

The FEM imposes to the mesh the respect of physical surfaces (discontinuities) of the
problem. For crack growth we must remesching every time and this make the procedure
heavy, mainly with 3D problems.

In this memory we present a new numerical technique: the extended finite element
method  (X-FEM). This technique allows to the physical surfaces to cross the finite element,
the mesh activity is simplifying, and the remeshing is not necessary when the physical
surfaces Move. The X-FEM allows the discontinuites to be modeled independently of the

mesh.
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INTRODUCTION

Dans beaucoup de domaines, nombreux sont les phénomenes qui sont modélisés par
des équations aux dérivées partielles linéaires ou non linéaires. Tres souvent devant les
difficultés, voire l'impossibilit¢é d'exprimer la solution du probleme a l'aide de
fonctions "connues", on a recours a une résolution numérique dont la mise en ceuvre
fait appel a l'ordinateur. Le principe général consiste a approcher le probleme par un
probleme discrétisé sur le domaine ou sur la frontiere du domaine, de degré de liberté
n, puis on se ramene a la résolution d'un systeme linéaire de rang n (un nombre
pouvant étre relativement élevé) que 1'on résout sur ordinateur. Ceci fournit des
résultats quantitatifs et qualitatifs utiles pour la compréhension du phénomene étudié
et éventuellement permet de faire des prévisions. Malgré les progrés considérables
réalisés dans la résolution numérique des problemes aux dérivées partielles et
I'apparition des ordinateurs puissants, les difficultés mathématiques subsistent, surtout
lorsque le domaine de résolution de I'équation comporte des singularités. C'est le cas
par exemple lors de la détermination localement des champs de température dans une
plaque dont la température varie fortement, ou bien des champs de déplacements ou
des champs de contraintes dans une plaque comportant des discontinuités.

Il est important de savoir qu’on ne peut pas décrire d’une facon adéquate le
comportement des structures a 1’aide des méthodes analytiques a cause de la complexité du
probleme, dans le cas général. Alors I'introduction des méthodes numériques devient donc
indispensables du fait qu’elles présentent de grands avantages dans la résolution des
problemes complexes, et parmi ces méthodes numériques on cite la méthode des éléments
finis, qui est devenu un outil usuel de I’analyse des structures grace a la rapidité de son
exécution et la précision des Résultats qu’elle donne. L’analyse par éléments finis
actuellement est intégrée dans les programmes de calcul informatiques.

Malgré l'apparition d'autres méthodes numériques assez performantes et €légantes

dans la résolution des équations aux dérivées partielles, 1’efficacit¢ de la MEF est
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incontestable, mais les difficultés rencontrées dans son application dans la résolution des
problemes avec singularités sont bien connues. Par exemple, dans le cas de structures
fissurées, il est nécessaire de remailler la structure a chaque fois que la fissure se propage; ce
qui devient tres lourd, surtout dans le cas de structures tridimensionnelles.

Dans ce mémoire nous présenterons une nouvelle approche de la méthode des
éléments finis visant a surmonter les difficultés du remaillage, dans le cadre de son
application en mécanique de la Rupture: c'est une extension de la méthode des éléments
finis ordinaire, baptisée ‘X-FEM’ (en anglais : Extended Finite élément Méthode).

Dans cette méthode la discontinuité est prise en compte dans les fonctions de
discrétisation et non dans le maillage, qui devient de ce fait totalement indépendant de la
position des fissures, et par conséquent le remaillage n’est plus indispensable.

Dans la premiere partie de ce mémoire intitulée méthode des éléments finis en
élasticité linéaire, nous rappelons d'abord 1’opérateur utilisé dans les problemes d'élasticité
linéaire. Ensuite nous montrerons comment obtenir les problémes discrétisés (problemes
bidimensionnels) qui en découlent dans leur résolution par la méthode des éléments finis.

Dans la deuxieme partie, intitulée modes de propagation des fissures et
facteurs d’intensité de contraintes, nous rappellerons les différents modes de propagations
des fissures et le calcul des facteurs d’intensité de contraintes associé.

La troisieme partie sera consacrée a la présentation de la méthode des éléments
Finis étendue: X-FEM et sa mise en ceuvre par I’introduction des fonctions discontinues.

Dans la quatrieme partie, intitulée implémentation de la méthode des éléments
finis étendue : X-FEM, nous montrerons la mise en ceuvre de code de calcul pour cette
approche ainsi que toutes les informations relatives a son déroulement.

La cinquieme partie concernera l'analyse des résultats numériques obtenus avec la

méthode X-FEM et leur comparaison aux résultats obtenus avec la méthode MEF.
En récapitulant, nous pouvons dire que 1’objectif de ce travail est la présentation de la
méthode X-FEM, sa mise en ceuvre numérique a travers un programme informatique, son
application a des cas plus simples bidimensionnels, et la comparaison avec la MEF classique.
En fin, le travail est achevé par une conclusion générale qui comporte des recommandations

pour un travail futur.
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CHAPITRE 1

METHODE DES ELEMENTS FINIS EN ELASTICITE LINEAIRE

1.1 L’opérateur de Navier

1.1.1 Introduction

Un probleme tres souvent rencontré en élasticité est le probleme plan modélisé par
un opérateur Spécifique appelé : opérateur de NAVIER[1].Nous rappelons bricvement les

équations relatives a ce type de probleme.

1.1.2 Problemes plans

Certains problemes plans constituent des modeles simplifiés bidimensionnels des
problémes tridimensionnels[1]. Quelle que soit I'hypothese simplificatrice choisie
(déformations planes ou contraintes planes), il est modélisé par 'opérateur de Navier obtenu

a partir de la loi de Hooke :

Li(14p)=(/1'+ﬂ)ai(z2:€UJ+ﬂApui i=1,2 (1)

i\ J=l

ou f= (ul,uz) désigne le vecteur déplacement, g (i, j=1,2)désigne les composantes du

tenseur de déformations et les constantes sont définies de la facon suivante.
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Ev E

[:(l—av—v)(l+v) . qu2(1+V)

2)

avec 0 en contraintes planes (4" = 24u/(1+2u))
L oa=
1 en deformations planes (4" = 1)

Ou A et u désignent les constantes de lamé.

En supposant les forces volumiques nulles, on détermine le champ de

déplacement{u} du probléme a partir de I'équation L, (l}/t)) =0 et des conditions aux limites.

Dans le cas d’un domaine fissuré le seul changement qui intervient se situe au niveau des
conditions aux limites. On supposera toujours que les levres de la fissure sont dépourvues de
charges (conditions aux limites homogenes sur les levres). Notons pour finir que I'hypothese
de contraintes planes n'est valable que pour les plaques minces .

Dans beaucoup de cas, méme si on sait théoriquement que ce probleme admet des
solutions, il est difficile sinon impossible de les déterminer explicitement. L’alternative
utilisée dans ces cas, est la résolution numérique des équations. Dans le paragraphe suivant,
nous présentons 1’une des méthodes numériques les plus utilisées : la méthode des éléments

finis.
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1.2 La méthode des éléments finis

1.2.1 Introduction

La méthode des €léments finis fait partie des méthodes numériques les plus utilisées
en mécanique des structures. Comme toute méthode numérique, elle nécessite 1’utilisation
intensive de I’ordinateur. Elle est applicable a la majorité des problemes rencontrés dans
la pratique. De plus, elle permet de modéliser aussi bien des domaines homogenes
qu'hétérogenes. Elle consiste a discrétiser un probléeme continu possédant un nombre
infini de degré de liberté (d.d.l), en utilisant une approximation des variables
inconnues sur des sous régions(éléments) du domaine, comportant chacune un nombre
fini de d.d.l. L’assemblage des équations élémentaires conduit a la résolution d’un
systeme d’équation algébrique a n d.d.l.

A D’origine elle était liée a la mécanique des structures (assemblages des barres
et des poutres) mais on s’est rendu compte que c’est une méthode générale qui pouvait
étre utilisée dans bien d’autres domaines. Depuis, la méthode a beaucoup évolué, aussi
bien par I’introduction de nouvelles techniques permettant d’améliorer la précision des
résultats obtenus que par 1’apparition des éléments de haute précision. La mise en
ceuvre de la méthode des éléments finis comporte au moins trois étapes a savoir :

- Une approximation variationnelle du probleme

- Une résolution de systeme linéaire généré

- Une étude de la convergence.

Dans les paragraphes suivants nous donnons une breve description de chacune de ces

étapes et leur interdépendance

1.2.2 Formulation variationnelle

Nous supposons [1] posé sur un domaine € un probleme (P) que I'on désire résoudre
par éléments finis. La formulation variationnelle du probleme (P), encore appelée formulation
faible du probleme (P), consiste a exhiber un espace fonctionnel V(espace de Hilbert), une
forme bilinéaire a définie sur V x V et une forme linéaire [ définie sur V tels que le probleme
(P) soit formellement équivalent au probleme dit faible (P) suivant:

trouver U dans V tel que:
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a(U,w)=1(w) , pour tout we V (P)

Dans les sections suivantes, nous donnons [1] des exemples de formulation

variationnelle pour des problemes bidimensionnels

1.2.2.1 Cas des équations avec I’opérateur de Navier (problemes plans)

On suppose [1] toujours dans cette section que £ est un ouvert borné et connexe de
2 s _ 8 _ 1 2 p .
IR” de frontiere L = L; U Ly. Pour tout v = (vl 2V, Je (H'(Q))" les tenseurs de déformation €

et de contrainte ¢ sont définis par :

~ dv,
gii(%:%[avf +l] . ij=1.2

ax,  ox,
3)
o,(P= z%[ e, (8)}5,, voue,®). 1j=1.2
i \K=1,2

Ou A et u désignent les constantes de Lamé et §;; désigne le symbole de Kronecker.

On a:

0 siizi
N @
I sii=]

D'autre part on se donne je= (fi. f,)e (L2 (Q))2 et E: (fi. f,)e (L2 (L, ))2

on se propose de trouver le champ = (ul,uz) vérifiant pour tout i € {1,2}
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iail(zg)+iai2(19)+fi =0 ,dansQ (a)

ox, ox,
u, =0 ,surL, (b) (5)
O ("[t))nl +0, ("“))”2 =8 ,surL, (c)

ou k= (n] ,n2) désigne la normale extérieure a la frontiere L;. On montre que 1’équation (a)
de (P) peut encore s'écrire L, (:JAJ )+ fi=0 (L (Ji’ ) désignant la i-eme composante de

I'opérateur de Navier). Compte tenu de la condition aux limites (b) de (P) on peut choisir

comme espace de fonctions tests 1'espace V suivant:
v=Pe(E' @) v, =0, 1<i<2 | 6)

et on montre que le probleme (P) s’écrit dans ce cas.

=4 (22: o, (19))(22: o, (\‘?)jdsz +2ufe, (D, (D %

On montre que les formes bilinéaires a et linéaire / sont continues. De plus a est
bilinéaire et symétrique. Il vient que le probléme faible admet une solution unique U dans V
[1] . D'autre part, comme la forme bilinéaire est symétrique, on montre que la solution U du

probleme vérifie:
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J(U)=min{J(w)} avecU =u, f et w=v, v

weV

ou J est la fonctionnelle quadratique définie par :
JU)= %a(U,U)—l(U)

Une fois I’approximation variationnelle établie, on associe [1] au domaine € un maillage

éléments finis qui consiste a découper le domaine €2 en sous-domaines (éléments) Ty tels que
N,

Q=Y T, ( N, désignant le nombre total d'éléments). On cherche alors une approximation
k=1

de la solution en un nombre fini de points (nceuds) sur chacun des éléments. On notera

h=MAX{h(T, )}.

I<k<N,

Dans la suite le parametre h, mesurant la finesse du maillage, sera appelé pas du

maillage et on supposera qu'il existe un réel h" tel que :

he|o,n’]

Bien qu'il soit techniquement possible de faire varier le nombre de nceuds d'un élément a
un autre, nous supposons [1] que le nombre de nceuds est constant et égal a n; sur chacun des

éléments. Dans la suite nous noterons

- N, le nombre total de nceuds sur Q



- P, le n-ieme noeud sur Q avec 1<n< N,

Une fonction test v sera approchée par vy vérifiant :
- larestriction de vy a tout élément Ty est un polyndome a deux variables de degré m

- v(P)=v,(P) Pour ISn<N, (8)

Nous introduisons [1] maintenant la fonction b, définie par :

- la restriction de b, a tout élément Ty est un polyndme a deux variables de degré m,

b.(P,)= 6, pour 1<i,n < N, )
on a alors:

N o
v, =S P b avee Po=F() (10)

donc on peut approcher a(u, v) et [(v) respectivement par a(u h,vh) et/ (vh) Ona

N o N o p N o p
a(uh’vh)zzgm[z Anmunj et l(vh)= Z vaI:I (11)
1

n=1

m= n=

ou

24
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ob, db ob, ob ob, db ob, db
A+2 4 L dQ LM+ 4O
i( “) ox Ox . dy dy £'u dy ox ox dy
A=l 3 b, b, b db, b, b, b
L ] Q) A+ 22— f— " Q)
£,u ox dy dy ox ;[( - dy dy a ox Ox
[fb,a0+ [gb,do
B Q QNI , Mpm _ {ulm} (13)
U,

" [£b,d2+ [g.b,do
Q

QN

ou u" désigne la composante de la valeur nodale ﬁm du champ de déplacement & dans la

1

direction 1.

(Z Anmlng =B, (14)

C'est la résolution de ce dernier systtme qui donne la solution approchée de u en
chaque nceud. Pour résoudre ce systeme, on peut [1] utiliser la méthode de Cholesky ou la

méthode de Gauss .

1.2.3 Convergence

Soit la forme bilinéaire a et en désignant par V(h) l'espace d'approximation utilisé

(V(h) c. V), on montre[1] (théoreme de Lax-Milgram) qu’il existe une constante C telle que:

(12)
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||u—uK||LQ <Cinf

veVy

u —v||m (15)

Ou ||.]l o désigne la norme usuelle sur H' Q).

On considére dans cette section la norme suivante définie sur (H1 (Q))z.

1
Bl = (ol o avee £= (1) (16)

2
On montre que ||v1||1 ,, estune norme sur H' (Q))*.

Posons :I1 () = (IT, (v ). 1T (1,)) (17)

1

Iz @) -8 =, ) v+l )= (18)

On Suppose toujours le probleme faible régulier

En utilisant (19) a chaque composante, 1'inégalité (15) restant toujours vérifiée pour i,

|v|2’K ,ve H*(K) (19)

On obtient : lim| & —4,| , =0 (20)
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Nous venons donc de présenter brievement la méthode des éléments finis. Comme
I'indique la section 2.4, plus le pas du maillage diminue, plus I’approximation est bonne, on
peut aussi améliorer 1’approximation en augmentant le degré des polyndmes d’interpolation

utilisés sur les éléments du maillage.
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CHAPITRE 11

MODES DE PROPAGATION DES FISSURES
ET FACTEURS D’INTENSITE DE CONTRAINTES

2.1 Introduction

La rupture est caractérisée, au moins localement, par la séparation irréversible
d’un milieu continu en deux parties de part et d’autre d’une surface géométrique. La
discontinuité crée est appelée fissure, elle est schématisée par une surface de
discontinuité pour les déplacements et les contraintes. En 3D, La fissure est limitée par
une ligne appelée front de fissure , en situation bidimensionnelle, ce front devient un

point, appelé pointe de la fissure.

2.2 La rupture fragile

Du point de vue microscopique, elle se caractérise par un processus de rupture
localisé essentiellement a I’intérieur des grains (rupture transgranulaire) [2], le long des plans
atomiques bien définis. Il en résulte, a I’examen macrographique, un facies de rupture brillant
(la surface de rupture est constituée de petits fragments de surfaces planes réfléchissant la
lumiere).

Du point de vue macroscopique, elle se caractérise par une plasticité
dite « confinée », c’est-a-dire tres peu étendue et limitée au voisinage immédiat de la
pointe ou du front de fissure.

A TDintérieur de la rupture fragile, on distingue les ruptures brutales, Cette
rupture brutale se produit lorsqu’un certain critere portant sur les grandeurs

mécaniques est atteint. Elle peut étre instable ( la fissure se propage a chargement
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constant ) ou stable ( un accroissement du chargement est nécessaire pour provoquer

I’avancement de la fissure)

2.3 Traitement linaire élastique des discontinuités

On consideére un milieu continu, homogene et isotrope dans lequel existe une
discontinuité au repos et qui est soumise a un chargement sans déformations plastiques. Les

contraintes dans les matériaux restent toujours inférieures a la limite d’écoulement plastique

2.3.1 Modes de rupture macroscopique

En vue de I’analyse linaire élastique, les fissures sont représentées comme une
séparation plane bordée a I’intérieur du matériau par un front de fissure dont la forme
est représentée par les trois mouvements des surfaces de la fissure 1’une par rapport a
I’autre [3]. Ces trois mouvements sont les modes de base de la rupture, sont
schématisés dans la figure 2.1 et la figure 2.2.

- Mode I (mode d'ouverture) caractérisé par le fait que les surfaces de la fissure se
déplacent perpendiculairement l'une par rapport 4 l'autre et dont le facteur
d'intensité est noté Kj.

- Mode II (mode de cisaillement dans le plan) caractérisé par le fait que les surfaces
de la Fissure se glissent I’un par rapport a I’autre dans le méme plan et dans une
direction perpendiculaire au front de la fissure. Le facteur d'intensité de contrainte
correspondant est noté Kjj.

- Mode III (mode cisaillement hors plan) caractérisé par le glissement des surfaces
de la Fissure dans le méme plan et dans une direction parallele au front de la
fissure. Le facteur d’intensité de contrainte dans ce mode est noté Ki.

Au mode I correspond une surface de rupture plate, perpendiculaire 4 la
direction de la contrainte principale maximum; la rupture plate est généralement
précédée d'une déformation plastique faible.

Il est d'usage courant de caractériser les modes simples de rupture par les
modes de Chargements correspondants.

- Mode I : chargements symétriques par rapport au plan Ox;x3 de la fissure, de composantes

dans les directions (0, £1, 0).
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- Mode II : chargements antisymétriques par rapport au plan Ox;x3, de composantes
dans les directions (1, 0, 0).
- Mode III : chargements antisymétriques par rapport au plan Ox;x3, de composantes dans

les directions (0, 0, £1).

Pour finir cette section nous précisons que les modes I et I se rencontrent dans

les problemes plans tandis que le mode III se rencontre dans les problémes antiplans.

(a) (b) (c)

Figure 2.1 : Les trois modes de rupture.

(a) : mode d’ouverture
(b) : mode de cisaillement plan

(¢) : mode de cisaillement antiplan
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X2 A

Plan de fissure i

(X 1,X2)

X,

X3 Front de fissure

Figure 2. 2 : Coupe d'un quart de plan perpendiculaire au plan de fissure

dans un domaine fissuré

Un point dans le matériau est repéré par ses coordonnées polaires dans le plan x;0x; :
r est la distance au front de fissure, et & coordonnée angulaires mesurée dans le sens
trigonométrique a partir de I’axe Ox;.

A chacun des mouvements des surfaces de la fissure sont associés un champ de

contrainte et un champ de déformation dans la matériau au voisinage immédiat de la frontiere.

2.3.2 Champs de contraintes et de déplacements au voisinage d’une fissure

On considere[3] une fissure infinie dans un plat infini d’un solide homogene et
isotrope pour le développement des solutions de fissurations en déformations plane et en
contrainte plane. Pour le probleme plan, les déplacements plans u, et u,dans les directions
de coordonnées radial et angulaire respectivement, d’un élément en pointe de la fissure sont

en fonction des coordonnées polaires retd .



Les équations d’équilibre en coordonnées polaires sont :

ao_rr l aGrG O-rr - 0-06
or r 96 r 1)
ao—re + l ao—HH + 20—)’9 _

=0
or r 00 r

=0

Ou ret @ sont des coordonnées polaires, montres dans la Figure 2.3

Figure 2.3 : contraintes et systeme de coordonnées au voisinage de

la pointe de la fissure

v

32
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Les composantes de déformations :

_ du,
rr ar
u, 1du,
e T 2
“ r  ro@ @

la condition de comptabilité en coordonnées polaire nécessite que :

82860 +gagea _1828rﬁ _Lagrﬁ +L82€rr _lagrr =O (3)
or> r or rord@ r* 9060 r* 90 r or

Les composantes de contrainte et de déformation dans le plan » —€ sont données par la loi de

HOOKE .

En contrainte plane (o, =0)

Egrr = Grr - VGBB
Eegy =04 —vO,
2lugr0 = ﬂyrﬁ = O-rH

4)

ou u estle module de cisaillement , et en déformation plane ( €, =0)
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2/’l€rr = (1 - v)o-rr - VGHH
2/1896 = (1 - v)o-HH - vo—rr (5)
2ﬂ8r0 = 0-10

pour le probleme plane, les équations d’équilibre sont satisfaites, et les composantes de

contrainte sont exprimées par la fonction de contrainte d’AIRY % par:

2
o, =%, 1o
ror r- 00
0’y
o =25 (6)

o =_i(la_ZJ
0 or\r o8

la condition de comptabilité exprimée en termes de la fonction de la contrainte d’AIRY , elle

vérifie 1’équation :

_9° 19 19
o ror rlo@?

v:(Vig)=0, V? (7)

les conditions limites pour le probleme plan du plat fissuré soumis a une traction pure sont :

O, =0,,=0 pour =%7 )

le choix de la fonction de contrainte d’AIRY pour le présent probleme de fissuration se fait

de facon a ce que y possede une seule singularité a la pointe de la fissure . La forme possible

de x qui satisfait cette condition est :

x=r’p(r,0)+q(r.6) 9)
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Ou p et g sont des fonctions en fonction de r et €, et vérifient les équations de

LAPLACE.

Vip=0et V¢g=0 (10)

on considere les solutions de la forme séparée pour la fonction de contrainte d’AIRY,

7 =R(r)®(8), basée sur (11)

p=Ar®cosab+ A, r”sinad

(12)
g =B, cos(a+2)8 + B,r'*? sin(ar + 2)8
alors :
7 =r?[A, cosaf + B, cos(a+2)8]+ r'*?[A, sinad + B, sin(ar +2)6] (13)

cette équation se compose d’une:

e Partie symétrique : est en fonction de &, donne la solution en mode I des champs

asymptotiques au voisinage de la fissure.

e Partie antisymétrique : qui est aussi en fonction de @, donne la solution en mode II des

champs asymptotiques au voisinage de la fissure.

On considere la premiere partie pour 1’obtention des champs en mode I,



Ow =25 =(a+2)@+1)r*[A, cosab + B, cos(a +2)d]
r
0(1dy
L= X 14
Oro 8r(r 86’) o

= (a+1)r*[eA, sin a6 + (o + 2)B, sin(ar + 2)8]

appliquons les conditions limites (8), on obtient :

(A, +B,)cosar =0

15
(e, +(ar+2)B, )sinaz =0 (1>)
Les cas possibles sont :
(1) cosar =0, dou
o= 27 +1 16)
2
.. . a
Z : est un entier incluant zéro, et B, = — A a7
a+?2
(i1) sinaz =0, d ou
a=27Z B, =—A, (18)

en combinant (16) et (18) on obtient :
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19)

Z
a==
2

de (14) on remarque que : 0, ~r” et & ~r“. Alors la densité de I’énergie de déformation

est donnée par :

1 «
0=20,8 r’ (20)

L’énergie totale de déformation dans une surface annulaire de rayons intérieur 7, et extérieur

R respectivement est donnée par :

o=[" f%aijgijr drdo~["[" re=) dr de (21)

On prenant en considération que ® doit étre limite ( P(eo) pour (7, = 0); on voit que

(A+1)

( a@=-1 donne une solution triviale : o; =0), puisque les déplacements u, ~ r , les
limites des déplacements exige aussi que &) —1.
. 1.1 3
Les valeurs admissibles de & sont : ¢ =——,0,—,1,—,2,...
2 2 2
) ) . . 1 A,
En prend le terme singulier le plus dominant présenté par : a = > et B, = EY
x= r%A1 cos & +Lcos +0(r?)+ O(r%)+...
2 3 2 (22)

o, = Alr_%a‘l,-,»(a)+ OU(r°)+ Oy(r%)+

)



Le deuxiéme terme a droite avec un exposant de O pour r dans (22) est invariable

K
Pour A =—-
N2mw
K
o, =——0c"(6)+T5 0, +( termes qui varient en pointe de la fissure)

Kj : est le facteur d’intensité de contrainte en mode I

51.j : indice de kronecker

d’ou les composantes des contraintes :

T 0
J + (0 O] + ( termes qui varient en pointe

de la fissure).
T : terme contenant les contraintes non singulieres.
Donc en probleéme plan, les termes des champs de contraintes en mode I :

- En coordonnées cartésiennes sont :

.68 .3
1—sin—sin—
2 2

o

O_” _ K cosg 1+ singsinﬁ
> N 27 2 2 2

o, 6 30

sin —cos —
2 2

38

(23)

(24)

(25)
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- En coordonnées cylindriques sont :

1+sin2§
o
" K, 0 , 0
O, r= COS—< COS™ — 26
“ = w2 > (26)
Gr@ . 6 0
sin —cos —
2 2
o.=vlo.+0,)=v(0,+0,)
(o.+0,)=0lo, +0u -
ze: yzzo-rzzo-&:

les déplacements correspondants sont :

(1+ v){(Zk - l)cosg —Cos ﬁ}
{u’“} = K | 2 2 (28)
" 2E N 27 (1+ v){(Zk + l)sing —sin ﬁ}
2 2
(1+ v){(Zk - l)cosg —Cos ﬁ}
{u’} = ﬁ r 2 2 (29)
u) 2EN2T |, v){— (2k ~1)sin + sin ﬁ}
2 2
V,Z V,Z
o= e +0,){ % o, 4o (30)
® en contrainte plane :
k==Y 'y -0, v,=v 31)



40

¢ en déformation plane :

k=0B-4v), v,=v, v,=v (32)

Le terme K; dans (25), (26), (28) et (29) : est le facteur d’intensité de contrainte (FIC) en
mode I, il dépend de la géométrie du corps fissuré et de ces dimensions, de la dimension
de la fissure et du mode de sollicitations ainsi que de la nature du matériaux.

Les termes des champs asymptotiques en mode II sont obtenus de la méme maniere que la

précédente en appliquants les conditions limites (8), pour la partie antisymétrique de la

fonction de contrainte d’AIRY (13).

Les solutions asymptotiques en mode II sont :

- En coordonnées cartésiennes sont :

) 9( 0 3(9)
—sin—| 2+ cos—cos—
2 2 2
XX K
o :—”cosg singcosgsinﬁ (33)
- N 27 2 2 2 2
o, o .0 36
cos—| 1 —sin—cos—
2 2 2

¢ En coordonnées cylindriques sont :

sing(l —3sin’ gj
o 2 2

— 3singcos2§ (34)

Gr
¢ Cosg l—sinzg
2 2




Les déplacements correspondants sont :

{ux}_ K, [+ (1+v){(2k+3)sin§+sin%}

2E 27| (1+ v)[(Zk - 3)005% + cos%}

{u,}_l{,, B (l+v){—(2k—l)sin§+35in%}

u, 2E \27x (1+v)[_(2k+1)cos§+3cos§}

Les solutions asymptotiques en mode III sont :

41

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)
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en coordonnées cylindriques sont :

{O-rz } — KIII st E (40)
On) N2mr cosg
2

o :O-y:gzz:arr:a%:o

R 41)
ny = Grg =
Les déplacements correspondants sont :
K
u, =—4= L{2(1+ v)sm—}
2E \ 27
(42)

Les solutions singulieres au-dessus pour tous les modes de la rupture, indiquent que pour les

contraintes et les déplacements, respectivement sont de la forme :

K, [
o], = K [, 0,

(43)

K, [r .
l =52 [ o,
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Tel que I'indice M indique le mode de la rupture I ,II et III.

Le facteur d’intensité de contrainte pour chaque mode est défini par :

KI zlri_rg{\/ﬁo-yyb:()}
K, =limf\2mo,|,.}

r—0 -

K, = 1}23{\/%0-” | 9:0}

(44)

2.3.3 M¢éthodes de calcul des facteurs d'intensité de contraintes

On peut définir les facteurs d’intensité de contraintes a partir des représentations
analytiques asymptotiques des champs de contraintes au voisinage des fronts de fissure, dans

le cadre de la théorie élastique classique. En effet on montre que les champs de contraintes au

voisinage du front sont proportionnels a —, ou r est le rayon polaire du point voisin du front

Jr

de fissure et K est le facteur d'intensité de contraintes correspondant au mode de chargement.
L’importance des facteurs d'intensité de contraintes en mécanique linéaire de la
rupture est capitale. C'est pourquoi de nombreuses études ont porté sur la mise au point des

méthodes de détermination sures et fiables de ces facteurs d’intensité de contraintes .

2.3.3.1 Méthodes analytiques

Les méthodes analytiques conduisent 4 des expressions analytiques explicites donnant
les facteurs d'intensité de contraintes en fonctions des caractéristiques géométriques et des
conditions de chargement particulieres. Sous réserve que ces caractéristiques et conditions

soient suffisamment simples, parmi ces méthodes on peut citer [1] :



44

2.3.3.1.1 Méthode de westergaard

La fonction d'AIRY , dont dérivent les contraintes, est définie en termes d'une fonction
complexe (fonction de Westergaard) et de ses deux premieres primitives. Les conditions aux
limites sont satisfaites exactement et les facteurs d'intensité de contraintes sont déterminés a
partir des expressions exactes du champ de contrainte. Cette méthode a malgré tout le

désavantage de n’étre applicable qu'aux pieces planes infinies, avec fissures rectilignes.

2.3.3.1.2 M¢éthode de muskhelishvili

Cette méthode est applicable 4 une classe plus large de problemes. La fonction
d'AIRY est définie en termes de deux fonctions de variables complexes . Elle est
utilisée pour déterminer les expressions des champs de déplacement et contrainte au

voisinage du sommet d'une fissure dans les problemes plans.

2.3.3.1.3 M¢éthode de collocation de williams

Ici la fonction d'AIRY est représentée sous forme de séries, et la détermination
des facteurs d'intensité de contraintes se réduit a la résolution d'un systeme d'équations
algébriques linéaires. Les termes des séries, déterminés de facon 4 vérifier les
conditions aux limites sur les surfaces de fissures, permettent de représenter la

fonction de contraintes.

2.3.3.1.4 M¢éthode des fonctions de Green

Certaines solutions particulieres sont tres utiles en ce qu’elles peuvent servir & la
construction des fonctions de Green pour la détermination des facteurs d’intensité de
contraintes relatifs 4 des fissures dans des champs de contraintes arbitraires. Ces solutions
particulieres correspondent 4 des efforts appliqués sur les surfaces de fissuration. Les facteurs
d’intensité de contraintes s’en déduisent par convolution des fonctions de Green avec les

composantes du champ de contrainte sur les discontinuités surfaciques.
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2.3.3.2 Meéthodes numériques

Les méthodes analytiques ne sont applicables que pour des configurations
relativement simples de géométrie et de chargements. Les approximations qu'elles
donnent dans de nombreux problemes pratiques sont plus ou moins grossieres; il est
alors nécessaire de recourir aux méthodes numériques qui seules permettent de
modéliser les situations complexes de maniere assez réaliste. Les méthodes numériques les
plus utilisées sont les méthodes des éléments finis, quelle que soit la méthode choisie, les
facteurs d'intensité de contrainte peuvent étre déterminés de deux fagcons différentes.

- soit par un calcul direct 4 partir du champ de déplacement ou du champ de contrainte

numérique obtenu en pointe de fissure.

- soit par un calcul indirect 4 partir d'un invariant intégral ou du taux G de restitution
d'énergie.

En général le calcul indirect donne de meilleurs résultats & condition de choisir le
contour d'intégration relativement éloigné de la pointe de la fissure. Mais dans les
deux cas l'utilisation des maillages assez denses surtout en pointe de fissure est
nécessaire pour obtenir des résultats fiables.

Lorsqu'on utilise le taux G de restitution de 1'énergie ou taux de décroissance de
I'énergie potentielle pour la détermination du facteur d'intensité de contraintes, on peut
utiliser la technique d'extension virtuelle de fissure en supposant un petit
accroissement de la surface de la fissure. Cet accroissement est traduit par un
changement de la position du nceud associé 4 la pointe de fissure dans le maillage

utilisé de facon 4 conserver la finesse du maillage initial.
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CHAPITRE 3
LA METHODE DES ELEMENTS FINIS ETENDUE : X-FEM

3.1 Position du probléme

3.1.1 Formulation forte

On considere un domaine € de frontiere I' [4]. La frontiere est divisée en parties I,
I, IhetIe tel que I'=T7, Iy UL ULy, ( Figure 3.1) . La frontiere I'c et I, sont supposées
libres  ( 6.n=0). Le probleme est alors de déterminer le champ de déplacement u(x) en tout
point du domaine €, fixe sur I'u et soumis a des efforts surfaciques ( la traction) sur I't.

Les équations d’équilibre du probleme s'écrivent :

divo+ f =0 dans Q (1)

Les conditions aux limites sont les suivantes :

u=u sur I, (1a)
on=t sur I, (1b)
on=0 sur I, (Ic)
on=90 Sur I, (1d)

ou n est la normale unitaire extérieure a 2, o est la contrainte de Cauchy, et f est I’effort
appliqué par unité de volume sur Q.

uet ¢ sont les déplacements et les efforts imposés.
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Figure 3.1 : un solide plan fissuré et troué soumis

aux efforts et déplacements imposés

On considere le cas des petits déplacements et des petites déformations, les composantes du
tenseur € des déformations se déduisent de celles du champ de déplacement u par la
relation :

e=¢u)=V . u (2)

enfin la relation entre £ et o est donnée par la loi de Hooke :

o=L:¢ 3)

ou Vg est I'opérateur gradient symétrique et E est le tenseur élastique pour un matériau

homogene et isotrope ( Loi de Hooke ) .

3.1.2 Formulation faible ( Formulation variationnelle)

Nous supposons posé sur un domaine Q le probleme (1), (2) et (3), que l'on désire
résoudre par éléments finis. La formulation variationnelle du probleme encore appelée

formulation faible est obtenue en effectuant les opérations suivantes :
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- prendre une fonction v dans un espace V des champs de déplacements définie par:

U= {Ve Viv=usur T, ,v discontinuesur FC} 4)
@ |V
- multiplier I"équation d’équilibre (1) par v et intégrer le résultat sur Q, et v'=| ,
y

jﬂ (divo)y dQ = —jﬂ fvdQ (5)

En utilisant la formule de Green, on fait apparaitre les termes d’intégration sur les parties du

bord ou o.n n’est pas fixé a 0.

- IQO' VvdQ+ J; . (on)ydl = —IQ fvdQ ©6)

En utilisent les conditions aux limites , on obtient :

jﬂa VydQ = jﬂ fvdQ+ jrz vdl+ L, (on)vdl (7)

puisque le tenseur o est symétrique, alors :

ole()): Vv =olew)): Vv =olew): &(v) (8)
on définit I’espaceV des fonctions de H'(Q) par :

V={veH'(Q) v=0surT, } 9)
donc la forme variationnelle de notre probleme est :

trouver ueV telleque: VveV |, a(u,v)=L(v)

a(u,v)= J.Q ole(n)): e(v)
L(v)= J.Q fv+ L’t_.v

avec (10)

le probleme (1 ) est équivalent au probleme ( 4 ).
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3.1.2.1 Existence et unicité de la solution

On applique [5] le théoreme de Lax-Milgram pour montrer 1’existence et 1’unicité de

cette solution dans I’espace V.

3.1.2.1.1 Théoréeme de Lax-Milgram

Si a est une forme bilinéaire sur V xV, symétrique, continue et coercitive, et si L est

une forme linéaire continue sur V, alors :
RueV tq: VveV, alu,v)=L(v) (11)
on doit vérifier la continuité de L et la coercitivité de a

Pour la continuité de L, on utilise la continuité de I’application trace sur I',, c’est a dire qu’il
existe Cr-)0 telle que :

vve H'(Q), ||V||L2(r,) sy ”V”H'(Q) (12)

en utilisant [5] ensuite la continuité du produit scalaire dans L’ (Ft ), on en déduit la continuité

de L, pour la coercivité de a,on utilisera 1’inégalité de Korn :

3.1.2.1.2 Théoréeme de Korn

si Q est un domaine de frontiere réguliere, il existe une constante C = C(Q))0 ne
dépendant que de Q telle que pour tout v e L’ (Q;R”) telle que &(v)e L*(Q;M . ),

alors v est une fonction de H 1(Q;R”) et vérifie :

2

2y <C@Nelv)

2
(M,

[vv o)) (13)

)+||v
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Cette inégalité permet d’obtenir la coercivité de la forme bilinéaire a ,On en déduit [ 6] que la

solution du probléme variationnelle existe et est unique .

3.2 Résolution du probleme discretisé

Commencgons [5] par faire une Discrétisation de 1’espace fonctionnel V : considérons

un sous-espace vectoriel V, de V, de dimension finie N,, et muni de la méme norme que

V, c’est a dire la norme dans H'(Q) . on définit également 1’ensemble W, par :
w, ={we I2(T)) ; IveV, tq M =w} (14)
on se propose de résoudre le probléme suivant :

trouver ueV, cV tq Vve Vh,a(u,v):Lh(V) (15)
avec L, définie par : Lh(V)z (fh,V)Lz(Q) +(gh,V)L2(F2), VveV, (16)
ou f, et g, sontrespectivementdes fonctionsde V, et W, .

V, étant un espace vectoriel de dimension finie N, , il admet une base {®.} comme a

I<i<N,
et L, sont linéaires en chacune de leur variables, le probleme est alors équivalent a trouver u
dans V, telle que :

au,®,)=L,(®,), i=1K,N, (17)

mais u est lui-méme un élément de V,, et peut donc s’écrire sous la forme.

Ny,
u=2ujd>j (18)
j=1
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Ou les u; sont réels par linéarité a gauche de a, on a alors pour tout i :

> ual®,.®,)=1L,(®) (19)
et puisque a est symétrique :

Ny,

>ual®,®,)=L1,®,) (20)
j=1

ainsi, le vecteur U = (ul K, u N, ) est solution de I’équation :
AU =B,, avec A= (a(q)i’q)j ))lgi,jSNh , et B, = (Lh ((I)i ))15;‘31\/,, (21)

Comme a est coercitive sur V, elle ’est aussi sur tout sous espace vectoriel de V, en

particulier sur V,, et A est alors définie positive, donc inversible, ce qui montre 1’existence et

I’unicité de la solution U .

u est alors caractérisée par :
Ny,

U= Zuicbi (22)
i=1

avec U = (ul,K ’“N,,) solution de AU =B,

On a donc résolu de maniere générale un ensemble de problemes discrets sur V,, et le

probléme d’existence et d’unicité étant désormais résolu, on n’aura plus a le considérer.
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3.3 Description de la méthode X-FEM

L’idée de la méthode X-FEM, est qu’une fissure en tant que surface de discontinuité
des déplacements peut étre modélisée, par €léments finis et indépendamment du maillage, en
enrichissant 1’approximation classique des champs de déplacements par des fonctions saut et
des champs asymptotiques prés du bord [ 6 ]. En utilisant cette méthode, I’approximation par
éléments finis pour une fissure arbitraire dans un domaine bi-dimensionnel, (Figure 3.2), peut

étre écrite comme suit :

uh(x)=2uf¢(xHZaf¢(x)H(xFZ&(x@bilﬂl(x)}z¢(x@bm(x)) 23)

iel ieL €K1 i€K2

Ou I est ’ensemble de tous les nceuds du maillage, w; est le degré de liberté « classique » au
nceud i, ¢; étant la fonction de forme associé au nceud i. Chaque fonction de forme ¢; possede
un support ®; donné par I’ensemble des éléments connectés au noeud i, L < I est le sous-
ensemble des nceuds enrichis par la discontinuité et a; sont les degrés de liberté additionnels
correspondants, les nceuds dans L sont tels que leurs supports sont entierement traversés par la
fissure mais ne contiennent aucune extrémité. Kl I et K2c I sont les sous-ensembles de
nceuds enrichis pour la premiere et la seconde extrémité de fissure respectivement. Les degrés
de liberté additionnels correspondants sont bi,ll et bi,zl , 1 =1,....,4, pour la premiere et la
deuxieme extrémité respectivement. Les nceuds dans K1 (K2) sont tels que leur support

contient la premiere (seconde) extrémité de la fissure. (Figure3.3)

Les fonctions Fll(x), 1=1,...,4, sont données par :
{F; (x)}s{\/;sin(%J\/; cos(%)\/; sin(%)sin(&),\/; cos(%)sin(@)} (24)

Ou (r,0) sont les coordonnées polaire au premier front de fissure, & = 0 coincidant avec la
tangente a la fissure au front. Elles permettent de rendre compte des singularités usuelles en
pointe de fissure d’un milieu linéairement €élastique, homogene et isotrope. La fonction H(x)

est une fonction discontinue a travers la fissure et constante de chaque c6té : +1 d’un coté et

—1 de I’autre.
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Tip

Figure 3.2 : Une Fissure arbitraire placée dans un maillage

Tip2

Tipl

Figure 3. 3 : Ensemble des nceuds enrichis par la discontinuité et ces extrémités

a :ensemble des neeuds enrichis par la 1° et la 2" extrémité de la fissure, Tipl et Tip2

® - ensemble des neeuds enrichis par la discontinuité
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3.4 Discrétisation

3.4.1 Modélisation d’une fissure par un enrichissement discontinue.

Le modele repose sur un modele éléments finis standard et une représentation
de la fissure qui est indépendante des éléments. On considere [ 7 ] un cas simple d’une
fissure modélisée par quatre éléments comme 1l est montré dans la Figure 3.4 et la
Figure 3.5, le systeme des cordonnées locales est aligné avec la Pointe de la
fissure .On souhaite montrer comment un espace discrétisé équivalent peut étre obtenu

par un maillage, et I’addition d’un champs discontinu.

L’approximation éléments finis associé avec le maillage ( Figure 3.4 ) est:

10

U'"=>U4, (25)
i=1

Avec :

U; :déplacement du nceud.

¢; : fonction de forme bilinéaire associée au noeud 1.

Définition des variables vectoriels nodales aetb :

a=Y 0 : p="22""10 (26)
2 2

On exprime Uy et Ujp en fonction de a etb et On remplace dans (25) :

on obtient :
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U' = ZUi¢i + a(¢9 + ¢10)+b(¢9 + ¢10)H(x) (28)

Tel que H(x) est une fonction discontinue.

1 pour y)0
Hix.y)= {—1 pour y{0 29)

Tel que : H(x)=1 en élément 1 et—1 en élément 2 respectivement

Si on considere le maillage de la Figure 3.5, on pose :

O11= o+ G0 (30)

U11=a (31)

L’approximation élément fini s’écrit :
N 8
U :ZUi¢i +U,, 9, +b¢11H(x) (32)
i=l

Les deux termes a gauche de l’expression (32 ) représentent 1’approximation
éléments finis classique et le dernier terme représente 1’addition de I’enrichissement
discontinu. Lorsque la fissure n’est pas alignée avec le maillage, les nceuds
encerclés sont enrichis avec la fonction discontinue, Lorsque la pointe de la fissure
ne coincide pas avec l'arréte de la maille, la modélisation de la discontinuité est
jusqu’au point P le long de la fissure, les nceuds entourés par un carré sont enrichis

par la fonction asymptotique de la Pointe de la fissure ( Figure 3.7).
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® ® ®
@ Yy 4 @
9 X
" e — ¢+ — ]
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® L ®
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Figure 3.4: un maillage élément finis au
voisinage de la pointe de la fissure
® ® 4  J
N 17\
® N\ ¢ ®
N (@
® ® ' *
e ® ® ®

Figure 3.6: La fissure ne s’aligne pas avec le
maillage, les nceuds encerclés sont enrichis
avec la fonction discontinue
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1 2 3
® L 4 @
O, @

X
® C > ®
11 4 5
@ @ @
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Figure 3.5: un maillage régulier sans

fissure
® @ @ @
N [ ] P
® ] o] *
ﬁpb_
N P PN
® hdi Ldi ®
o @ @ ®

Figure 3.7: La fissure ne s’aligne pas avec le
maillage, les nceuds entourés par un carré sont
enrichis par la fonction asymptotique de la
pointe de la fissure
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3.4.1.1 Introductions des fonctions sans discontinuités

Soit le domaine € un rectangle dont la surface ne présente pas de discontinuité,

est discrétisé en mailles rectangulaires de dimension s, en x et h, en y, les sommets de ces
mailles représentent les nceuds du maillage et sont numérotes de 1 a N, .(Figure 3.8). On

prend [5] les fonctions ¢, de I’ensemble Q, , elles sont :

- Continues sur le rectangle €.
- De degré 2 dans chaque maille.
- Linéaires sur chaque arréte.

U e
- Vérifient : ¢(S,-)=5,»,{O Ny l_?ﬁj‘ avec:i,je{l...N.} (33)
si i#j

S. : représente le i-eme sommet du maillage.

1

On défini une maille de référence, centrée en O;, de méme dimension que les mailles

du rectangle Q de centre O,. (Figure 3.10) .

_ 1 (h h,
WI(X)_hlhz > 4 > n
()= B [y

Ona- hh, \ 2 2 34)

W(.X):L £+é’ h_2+77

’ hhy \ 2 2

1 (h )

=——|L-{| 2+
W4(x) hh, | 2 4 > n
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D’ou sur une maille élémentaire de €, (Figure 3.9), ona:

¢ (x)=w,(x-0,) (35)

P

alors on obtient nos fonctions indépendamment des fissures .

_________________________________________________________________

w
hI
wn
[ )
=y

Figure 3.8: le domaine € discrétisé en mailles rectangulaires

S, : sommet 7,

R; : maille rectangulaire N,

(I j), : les numéros des S, dans le repere global
m,j )iz A 4 i
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i4 i3

0,

i2 i2

Figure 3.9: une maille élémentaire du domaine

A 1’]
hZ
\ hy
® 2 P
L 3 >
h O I d
2 2
° h °,
2

Figure 3.10: une maille de référence
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3.4.1.2 Introductions des fonctions avec discontinuités

Pour I’obtention des discontinuités uniquement a travers les fissures, on doit rajouter
[5] a la famille (¢i )i les produits ¢, H .
On distingue plusieurs cas , selon la position du support des (¢i )l. par rapport aux fissures:

Premier cas : supp ((/ﬁl.) est du méme coté de la fissure f, , (Figure 3.11 ).

Le produit ¢,H , est proportionnel a ¢., il ne faut pas I’ajouter a la famille ¢, .

——————————————————————————————————————————

\4

Figure 3.11: supp (¢i) est du méme coté de la fissure f
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Deuxiéme_cas : supp ((,7),. ) contient une pointe de la fissure f «» (Figure 3.12).
Le produit ¢.H , n’est pas défini en cet endroit, puisque les domaines ou H, est de signe

constant ne sont plus délimités. Le déplacement au voisinage de la pointe de la fissure

s’exprime comme une combinaison linéaire des fonctions de la famille :

(P (). .. = {\/7 sin(gj,x/; cos[gj,x/; sin(gj sin(0)r Co{gj sin(e)} (36)

avece ©

P, : pointe numéro g de la fissure f,, g=12

u, @ vecteur unitaire tangent a f partant de P, est orienté vers 'intérieur de f .

(r,8) : coordonnées polaires dans le repére (Pq,ﬁq)

. N . . P . .
Les fonctions a rajouter sont les produits ¢,F,*" , on ne tiendra pas compte de ces fonctions

dans notre projet.

v

a X

Figure 3.12: supp (¢,. ) contient une pointe de la fissure f ©
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Troisieme cas : supp (¢i) est coupé completement par la fissure f, , ( Figure 3.13 ).

le produit ¢,H , existe, et ne dépend pas de la fonction ¢,, On peut le rajouter a la
famille ¢,. Le produit ¢,H, est retenu si est seulement si i€ T, ou T, est I’ensemble
défini par :

ieT, & supp (¢i) est coupé en deux par f,

le déplacement u en chaque point de €2 est :

=3 | 2ule! )+ Y ull's (x)H, (x) (37)

p=1,2| iel ke K ieT,,

alors le vecteur U = (ui(j) )i cp S5t solution du systeme matriciel inversible :

AU =B, (38)

donc la X-FEM est mise en ceuvre par I’introduction des fonctions discontinues.

v

Figure 3.13 : supp (¢i) est coupé completement par la fissure f



63

CHAPITRE 4

IMPLEMENTATION DE LA METHODE X-FEM

4.1 Programmation de la méthode X-FEM

Le domaine Q est un rectangle fissuré, avec un maillage régulier, et les éléments du

et ’ensemble {S . }

I<i<N,

maillage sont des rectangles {Rn}

1<n<N °

représentent des nceuds du

maillage.

N, :nombre des rectangles du maillage.

N : nombre des sommets du maillage.

les sommets sont numérotés de 1 a 4 dans le

Numérotation locale : dans chaque rectangle R

n’

sens trigonométrique.

X2,
° o’
o :Xl
10 ‘2

Figure 4.1 : Numérotation locale des nceuds
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Numérotation globale : dans le classement de tous les nceuds du maillage, les sommets sont

numérotés dans le sens indiqué sur la figure suivante (Figure 4.2):

y
I S (n1+1)(n2+1)
SnZ(n1+1)+I i | ‘
pl S S
Su1+2 ] I R Sen1+2)
Si ® : ' I S
S> S3 N

Figure 4.2: Numérotation globale des nceuds

donc I’algorithme de la construction de A est :

cas 1 : la fissure n’existe pas (N, =0)

@)y, ={0”).1 . (1)

chaque ¢,(” ) est une fonction de base de (@ , ) ., C’est a dire, 3¢ telle que : ¢l.(”) =&, , avec

I=£E(i, p), le calcul des a(® ;P j) sur les mailles rectangulaires R, :
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ol®,.@,)= [olel@, ) 2(0,)= 3 [ole(@, )0, e

soit a, le calcul intégral sur chaque maille rectangulaire R, :

le calcul des a_ (¢ , (") ) peut se faire sur une maille de référence de méme dimension que
m Hm.i []m,/

les maille rectangulaires R,
dmm', a0 0 )= alel) 0l )= () ©

le calcul de a,, (wf") ,wﬁ.”')) permet de séparer les calculs intégraux de I’assemblage de la

matrice A, d’ou I’algorithme de construction de la matrice A = a(CID 1P, ) ,, est:
— pourn=1a N,
pour i,j=1a 4

caleul de A = (a,, (w®, w")))

pour p,p’ =12

I =§(Ilm,t’p)
J=¢£, . p)
Ay =A,+A7

Algorithme : 1



On remarque que 1’algorithme est simple en I’absence des fissures.

Cas 2 : introductions des fissures (N, #0)

on a I’apparition des termes

a, (¢11 H,, ¢11 ) Q. (W H )’ Wﬁ‘p’) )
am (¢Ilm_i Hk ’ ¢II kK ): aref Hk )’ Wi‘p’)rm (Hk )) (4)

T, (H ' ) : une translation relative de la fissure par rapport 2 R,.

Dans ce cas on peut avoir une multitude de fonctions pour un méme sommet.

L’expression du déplacement s’écrit :

u= |:z Zuz‘(,llz)¢i(p)HK:| (5)

iel ke F,u{0}
ou H, =1

d’ou notre base V, est la famille :

((I)I )1313Nh = {(¢I(p)Hk )keFi }p=1,2 (6)
telle que :
¢( H q) Elik,p) sz(l’k’p) (7)

d’ou:

66
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— pourn=1a N,
pour i,j=1a 4
pour ke {0}UF, , pour k'€ {0}u F,

“calcul de A™ =(a,ef (w,.(” 'z (H,), wﬁ” )z (H k’))),,,,,'=1,2

m

—pour p,p =12

I =§(Ilm,i’k’p)
J = é:(llm,j ’k,’ p,)
Ay =A,+AY

Algorithme : 2

4.2 Stockage de la matrice de rigidité

le systeme AU=B (8)

est résolu par la méthode d’élimination de gauss et le mode de stockage par éléments pour que

la résolution soit tres rapide.

On a vu que :

Ny
-y {z Zuf,’/i)fﬁf”)HK}
p=1,2

i=l ke F,u{0}

e Supposons qu’il n’y a pas de fissures, alors :



. N, 6\ X 0
0= 3| Sl |= St 4]+ St
p=1.2| i=l 1=1 0 =1 ¢i

les fonctions de base sont regroupées par composantes :

donc le systeme ( 8)

se met sous la forme :

AN pl2 U(l) ~ B(l)
A2 A2 | @ a B

ouonapourp et p :

B(p) = (Lh (¢ip ))131‘st ;Ap,p' = (a’;’p, )léi,jSNs

avee ©

N (P) 4(P)
aifp _a(¢i ’¢j ]

d’ou la structure de A”" :

ny(n+1)+1

______ N

""""" 1), +1)

Figure 4.3: structure du bloc A"

)

(10)

(11)

(12)

(13)
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On en déduit la structure de la matrice A, puisque cette derniere est symétrique, on

prend seulement la partie supérieurs de celle-ci, d’ou la forme est donnée par la Figure 4.4 :

n+1 n+1

1 in1+lii n+2 ..(np+D)(n+1)

i (np+1)(ny+1)+1..

Figure 4.4: structure globale des A”"”

Supposons que les fissures existent , les fonctions ¢,.(p 'H ¢ sont regroupées et les matrices

A”"" auront la méme structure, sauf que les différentes diagonales sont des diagonales blocs,
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et les bandes sont deux fois plus large et I’écart entre elles sera 2(n+1) . La forme générale
de la matrice A et les coefficients seront regroupés selon la forme des fonctions de base

auxquelles ils correspondent.

P,
oo laloo,m)]  laloo 7))
[A]= [a(¢iH’¢jH)] [a(¢iH’¢ijl)] (U): . ¢,H
lalg. 7.0, F})
b
¢.F,
b,

(U) :vecteur déplacement
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4.3 Intégration numérique

Si on adopte [8]les variables d’espace (£,77), la matrice de rigidité élémentaire [K el] est:

k.1= [[B] [E]Blav

- j_ll J._llt[B]T [E][B] det[s]dé.an (14)

Tel que :

t : épaisseur de I’élément
[J ] : Jacobien
det [J ] : déterminant du Jacobien

[B] : matrice de transformation déformations déplacements

[B]T : la matrice transposée de [B]

[E] : matrice d’élasticité du matériau

Pour résoudre le systtme( 14) dans le domaine (&£,7) on utilise I'intégration numérique

( quadrature de Gauss ).

(k. 1= > w,4,18, I [E]B, laed /], (15)

tel que : [B],j = lB(fwﬂj )J
t,-j =f(§,»’77,~)
det[J]ij = det[J]m

W, : coefficients de pondération au point d’intégration (gt, 7, )



En condition de déformation plane, on integre dans le plan (51 7, ) et on considere que :

avec : F(&,n)=[B] [E][B]r.detl7], t=1

k)= [ F&n)acan

1

[k,1={ W,.F(n))dn

= ZWJZWF(‘;E’U)

(16)

=y yww, k)

on a utilisé la méthode de gauss (2x2) avec quatre points d’intégration :

W, =W, =1

1
E =t
fl fj \/5
Mo, =t
i° —\/g

d’ou:

[Kez]:I-F(é’ﬂl)+1-F(§2’772)+1-F(§3’773)+1-F(‘f4’774)
:F(‘f1’771)+F(‘fza772)+F(§39773)+F(‘f49774) (17)
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4.4 Introduction

—_—

R

Un programme d’éléments finis est constitué généralement de quatre blocs principaux :

Introduction des données nécessaire pour 1’exécution du programme informatique
Construction des matrices de rigidité ainsi que le vecteur global de sollicitations
Résolution du systeme d’équations en prenant compte des conditions aux limites

Impression des résultats dans les fichiers.

Notre programme de calcul est écrit en langage Fortran77 et les relations programmées ont été

illustrées au chapitre 3.

4.4.1 Introduction des données.

Les données nécessaires décrivant la géométrie de la structure et la fagcon dont elle est

fixée dans I’espace sont stockées dans un fichier de données.

on a décrit le modele mécanique utilisé, le maillage, les matériaux, les blocages et les

chargements, c'est a dire le modele éléments finis, et le type de calcul a réaliser sur ce modele

éléments finis.

Dans le fichier de données, on introduit les données suivantes :

Fonctions de poids et les cordonnées des points de gauss pour 1’élément de
référence.

Les dimensions de la structure selon I’axe (OX) et 1’axe (OY), ainsi que son
épaisseur

Les divisons de la structure en mailles rectangulaires ou en mailles carrés selon
les deux axes (OX) et (OY).

Les coordonnes de la premiere et la deuxieme pointe de la fissure

Le nombre des charges nodales, nombre de matériaux et les blocages

les points d’application des charges nodales

le chargement : présenté par la valeur de 1’intensité de la charge.

les blocages : présenté par les directions du blocage.

le module d’élasticité et le coefficient de poisson

Notre programme a eu tous les données nécessaires pour concevoir la grille, alors il calcule:
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- le nombres des éléments et le nombre des nceuds.
- le nombre des nceuds enrichis par la discontinuité.
- Les coordonnées des nceuds par rapport au systeme d’axes globale (X, y)

- Donne la géométrie de chaque élément de la structure en donnant une liste des nceuds

qui la définissent.

4.4.2 Construction de la matrice de rigidité

les matrices de rigidité élémentaires [K.;] peuvent étre calculées par la
relation (15) du Chapitre(4), alors pour chaque élément on a besoin d’effectuer les

opérations suivantes :

1. Initialiser la matrice de rigidité [K¢] a zéro.

2. Calculer les fonctions d’interpolations et leurs dérivées pour chaque point
d’intégration (&,,7,).
3. Calculer la matrice Jacobienne, son inverse et son déterminant.

4. Calculer les éléments Kj;de la matrice de rigidité élémentaire.
Pour la matrice de rigidité globale [K] s’obtient par assemblage des matrices de

rigidité élémentaires, elle est symétrique et bandée, la méthode de stockage est la méthode

d’élimination de gauss.

4.4.3 Résolution

la recherche des déplacements nécessite plus de temps de calcul surtout si on choisi un

maillage plus fin pour la structure étudiée.
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4.4.4 Impression des résultats

Toutes les informations relatives au déroulement d'un calcul sont relatées dans le
fichier de sortie .txt. Pour sortir les résultats de calcul dans des fichiers appropriés. Ici,
le fichier deplacement.txt contiendra les résultats complets (déplacements,). Le fichier
plot.txt contiendra des colonnes de chiffres destinées a €tre exploitées par un traceur de
courbes ( SciGraph -- Scientifique Graphs for Microsoft Fortran PowerStation ou
MICROSOFT EXCEL 97 ).La premiere colonne est le déplacement selon I’axe des x
(par défaut dans un calcul dynamique), la deuxieme est le déplacement selon 1’axe des y
Ci dessous on trouve la forme d’un fichier type dont lequel on a étudier le cas d’une
structure (exemplel du chapitre V), toutes les données ainsi que les résultats peuvent

étre lu a partir de ce fichier.

*kxEkEk Modélisation des Fissures par la X-FEM  ##%#*

DONNES MECANIQUE DE LA STRUCTURE

Dimensions de la structure

Longueur de la structure en(mm).........ccccceeevvveeeenneeen.. = 60
Largeur de la structure en(mm)........cccecceeeveenveenneennee. = 40
Epaisseur de la structure en(mm)..........cccccceceeeevveenee.... = 1.000000
module d’élasticité @.........ccccveeiiiiiiiiiiiie e, E[N/mm?] = .21E+06
coefficient de poisson :.......ccccceevveeevceeeeevnneeee.nu = 30

DONNES GEOMETRIQUE DE LA STRUCTURE

nombre de mailles rectangulaire de la structure............... = 6
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nombre de nceuds globale de la structure..............ccc....... = 12
nombre des charges nodales............ccooceeevivnni i, = 1
nombre des MatériauX........coceeveevvenenie it e e, = 1

nombre des Noeuds fIXeS...oeveieeeeeeeeieeeieiieeeeeecceeeeeeene. = 6

Charges nodales

Neceud : 12
force nodale dans la direction des X ....ccoeevveveiiieeeevnnnne. = .00E+00
force nodale dans la direction deS Y ...coeeevvviviiiiniivivninnnn, = .50E+06

les blocages

le nombre de nceuds bloqués .......ccccceevvceiiiiiiineeiiivee. = 6
(fixe=0)

(libre =1)

Noeud NDX NDY

1 0 0
2 0 0
3 0 0
4 0 0
5 0 0



LA DISCONTINUITE
les coordonnées des deux pointes de la fissure :
les coordonnées de la premiere pointe P;(x1,y1)= ( 20.00, 20.00)
les coordonnées de la deuxieme pointe P»2(x2,y2)= ( 60.00, 20.00)
la fissure est débouchante dans la structure
les coordonnés de la discontinuité
Point Ox Oy
1 20.00 20.00
2 40.00 20.00

3 60.00 20.00

Enrichissement des noeuds par la discontinuité

Elément N°Noeud Nd.Enriché

1 1 0
2 0
6 0
5 0
2 2 0
3 0
7 1
6 0
3 3 0
4 0
8 2
7 1
4 5 0
6 0
10 0
9 0

77
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SO = O

12
11

SO N

Les connectivités et les coordonnées des noeuds globale du maillage

élément N°.Noeud X Y
1 1 .0000 .0000
2 20.0000 .0000
6 20.0000 20.0000
5 .0000 20.0000
2 2 20.0000 .0000
3 40.0000 .0000
7 40.0000 20.0000
6 20.0000 20.0000
3 3 40.0000 .0000
4 60.0000 .0000
8 60.0000 20.0000
7 40.0000 20.0000
4 5 .0000 20.0000
6 20.0000 20.0000
10 20.0000 40.0000
9 .0000 40.0000
5 6 20.0000 20.0000
40.0000 20.0000
11 40.0000 40.0000
20.0000 40.0000
6 7 40.0000 20.0000
8 60.0000 20.0000
12 60.0000 40.0000

11 40.0000 40.0000



% DIPLACEMENTS NODAL **

N°.NODE  U-DIPLACEMENT  V-DIPLACEMENT

1 .00000E+00 .00000E+00
2 .00000E+00 .00000E+00
3 .00000E+00 .00000E+00
4 .00000E+00 .00000E+00
5 .00000E+00 .00000E+00
6 .39708E+01 30014E+01
7 .87266E+01 .19430E+02
8 .10373E+02 43432E+02
9 .00000E+00 .00000E+00
10 -.11282E+02 .62801E+01
11 -24151E+02 .37964E+02
12 -.28739E+02 .90375E+02
13 71372E+01 .19536E+02
14 91563E+01 A43789E+02

La matrice d’élasticité

283E+06 .121E+06 .000E+00

A21E+06 .283E+06 .000E+00

.000E+00 .000E+00 .808E+05

*k  CONTRAINTES **
EleLyL, Sx Sy Sxy

1570292E4+05 . 1404822E+05
A810712E+05  .2793574E+05
2619990E+05  .3854118E+05
5860410E+05  .5242870E+05

*

.5950227E+04
.1294821E+05
.1520857E+05
.2220655E+05

1
2
1
2
s
1 .7090695E+04  .3009397E+05 .1135198E+05
2 -.1234306E+05 .2176522E+05 .4107729E+04
1 -.3775679E+04 .4739112E+04 .5799486E+04
2 -.2320943E+05 -.3589643E+04 -.1444772E+04
ek
1 -.2073512E+04 -.2720542E+04 .5886424E+04
2 -.5110909E+04 -.4022284E+04 .5300067E+04
1 -.2953079E+04 -.4772865E+04 .5018601E+04
2 -5990477E+04 -.6074607E+04 .4432246E+04

H DO DN — = XD = = %D ==
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4 11 .1476180E+05 .1432123E+05 .1901556E+04
4 1 2 -1097137E+06 -.3902541E+05 .9546275E+04
4 2 1 .2622888E+05 .4107775E+05 -.3366285E+05
4 2 2 -9824657E+05 -.1226890E+05 -.2601813E+05
i st s sk sfe st sk sk sk sk sfe sk sk sk sk sk sk st sk sk sk sk sk st sk skt sk skt s skt sk sk st s skt sk sk st st skt sk sieosieose skt sk sie stk skt sokeosteokokoskok ook
511 .1085219E+06  .7390355E+05 .5885779E+05
5 1 2 -9355125E+05 -.1269925E+05 .4887737E+05
521 .9355123E4+05 .3897209E+05 .1122633E+04
5 2 2 -.1085219E+06 -.4763070E+05 -.8857780E+04
st sk st st she st ste sheoste st sheoste st she st ste sheoste st seoste st sheoste st sheoste st seoste st sheosteoste seoste st st st st st st st shosteoste sheosteoste skosteoste stk stk skototeoskotokeoskotkokoskolkokeskok
6 1 1 .2641243E+05 .9893083E+04 .2977835E+05
6 1 2 -4094527E+05 -.1897452E+05 .3946690E+05
6 2 1 .4094526E+05 .4380300E+05 .1053328E+05
6 2 2 -2641244E+05 .1493540E+05 .2022183E+05
i st sk sfe st sfe sk sk sk sfe st sie sk sk sk s st sk sk sk sk sk st sk sk sk sk sk sk sk skt sk sk st sk skt sk sk st st skt sk sk sieosie skt sk sie stk skt seokeosteoiokoskok skokosk
**  DEFORMATIONS **
EleL,L, Ex Ey Exy

1 .4195641E-01 .3171307E-01 .7366948E-01
2 .1565835E+00 .3171307E-01 .1603112E+00
1 .4195641E-01 .1183548E+00 .1882966E+00
2 .1565835E+00 .1183548E+00 .2749383E+00
s
1
2
1

st s sfe s sfe sfe sk sk sk sie st st sfe sfe sfe sk sk sk sk sie st sfe s sfe sk sk sk ke sie st sfe s sfe sl sk sk st sie st st sie sfe sl sk sk sk sk sie st sie sk sl sk sk skt st st sk sosloskokokokokok sk

-2516249E-01 .1172388E+00 .1405484E+00

-.9390774E-01 .1172388E+00 .5085760E-01

-2516249E-01 .2754813E-01 .7180317E-01
2 -9390774E-01 .2754813E-01 -.1788765E-01
stk ok ok s ok s ksl ksl ksl ksl sk sk ksl sk sk ks ks ok sk ok sk ok sk ok sk ksl s ksl sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok
1 -.3932782E-02 -.7938206E-02 .7287954E-01
2 -.1467732E-01 -.7938206E-02 .6561989E-01
1 -.3932782E-02 -.1519813E-01 .6213506E-01
2 -.1467732E-01 -.1519813E-01 .5487543E-01
stk ok s ok ok R ok RSk Rk R sk R sk R sk sk sk sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk R ok sk R sk kR sk kR sk sk sk sk sk sk ok ok o
1 .3737121E-01 .3464390E-01 .2354307E-01
2 -.4029501E+00 .3464390E-01 .1181920E+00
1 3737121E-01 .1292928E+00 -.4167781E+00
2 -.4029501E+00 .1292928E+00 -.3221292E+00
stk sk ok ok ksl sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ksl ksl ok sk ok sk ok ok ok
1 .3330119E+00 .1187081E+00 .7287155E+00
2 -.3818045E+00 .1187081E+00 .6051484E+00
1
2
*

*

*k

.3330119E+00 -.4858971E-02 .1389927E-01
-.3818045E+00 -.4858971E-02 -.1096678E+00

st st sfe sfe sfe she sk sk st sie st st sfe sfe sfe sk sk sk sk st st sfe sfe sl sk sk sk ke sie st st sfe sl sfe sk sk sk sie st st sie s sl sk sk sk sk sie st sie s sl sk skttt st sk skosokokokok

H DO — = XN = = FODN == %N == %D ==

*
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.9608102E-01 -.6181657E-02 .3686843E+00
-.1421911E+00 -.6181657E-02 .4886379E+00
.9608102E-01 .1137718E+00 .1304120E+00

6
6
6
6 -.1421911E+00 .1137718E+00 .2503656E+00

N = N =

1
1
2
2

s st sk sfe st sfe sk sk sk s st sie sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk st sk skeoske sk sk st sk skt sk skt s skt sk sk sk st st sk s sieosie skt sk s stk sk sokeosteokokoskok ook
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CHAPITRE 5

RESULTATS ET INTERPRETATIONS

5.1 Application numérique

L’utilisation de ce programme nécessite d’effectuer une étude comparative afin de
vérifier I’exactitude de résultats obtenus, donc comparant nos résultats a ceux obtenus par un
autre programme d’éléments finis classique MEF développer par BATHE et WILSON
( numerical méthods in finite élement analysis). by CRCD Team Engineering Science and
Mechanics, and Material Science and Engineering, Virginia Polytechnic Institute and State

University Blacksburg, Virginia 24061

Les données du probleme sont les suivants :

un solide  présentant une fissure,

Etat de déformation plane,

F =5E05[N]
E =2.1EO05[N / mm?]
v=0.3

d =20 [mm] : arréte de la maille

F : Force de traction appliquée au nceuds 1 bien déterminés
E : module d’élasticité

v : coefficient de poisson

Ui : déplacement selon 1’axe des x du nceud i ( selon FEM )
Vi:

déplacement selon 1’axe des y du nceud i ( selon FEM )



Déplacements obtenus selon la X-FEM sont notés :

U" ;: déplacement selon 1’axe des x du neeud i
V*: déplacement selon I’axe des y du nceud i
aj x : déplacement selon I’axe des x des nceuds i enrichis par la discontinuité

a;y : déplacement selon I’axe des y des nceuds 1 enrichis par la discontinuité

Tous les résultats des déplacements présentés dans les tableaux qui suit sont exprimés en

[mm].

83
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Exemple 1 : La Fissure s’aligne avec le maillage

les nceuds 7 et 12 sont enrichis par la discontinuité, Figure 5.2

20 20 20

Figure 5.1: Un maillage élément finis au
voisinage de la pointe de la fissure

F
3 4 5 6
/Q L L
O|®O®] "
2 m o —@®— @7
@11 @12 @ 0
» ® >
1 10 9 8

20 20 20

Figure 5-2: Un maillage régulier sans fissure
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vérification des résultats :

[JX 6— U 6= - 2.87394E01 [mm]

V6= V= 9.03749E01 [mm]

U*;+ azx = 1.037347E01 + 9.156278
= 1.9529748E-01 [mm]
~ U,

4.343204E01 + 4.378916E01
8.72212E01 [mm)]
= V;

VX7 + azy

U+ ajny = 8.726624 + 7.137229
1.5863853E01 [mm)]
Uis

V% + apy = 1.943031E01 + 1.953593E01
3.896624E01 [mm)]
= Vi3

U*; - azx= 1.037347E01 - 9.156278
1.217192 [mm]

V¥ -ay= 4.343204E01 - 4.378916E01
=-3.5712E-01 [mm)]

8.726624 - 7.137229E-02
= 1.589395[mm]
= Uy

X
U'n - ainx

V*2-any = 1.943031E01 - 1.953593E01

= - 1.0562E-01 [mm)]

= Vi
L’ajout de I’enrichissement discontinu aux nceuds 7 et 12 de la figure 5.2, (H(x)=+1) donne
les valeurs des déplacements U"; + azc, V7 + azy, U2 + ajacet Viz + ajpy égales aux valeurs
U7, V7 Ujs et Vs respectivement, des noeuds 7 et 13 de la Figure 5.1. Alors notre structure

discritisée en 6 éléments est obtenue par un maillage régulier et 1’addition d’un champs

discontinu lorsque la fissure coincide avec le maillage de la structure.



En faisant la Comparaison entre les valeurs des déplacement obtenues par X-FEM
(Figure 5.2) et FEM (Figure 5.1)

Tableau 5 .1 : Comparaison entre les valeurs des déplacement obtenues par X-FEM
et FEM pour une Fissure qui s’aligne avec le maillage

X-FEM FEM

U* 6 = -2.873938E 01 Us = - 2.873942E 01
V6= 9.037476E 01 Ve = 9.037492E 01
U = 1.037347E 01 U7; = 1.952977E 01
V*;= 4.343204E 01 V7 = 8.722137E 01
U= 3.970798 Us = 1.217198
V1= 3.001358 Vg = -3.571123E 01
U= 8.726624 Up= 3.970809
V2 = 1.943031E 01 V= 3.001370

ax = 9.156278 U= 1.586388E 01
a;, = 4.378916E 01 Viz= 3.896633E 01
apy = 7.137229 U= 1.589399
aiy= 1.953593E 01 Vis= - 1.056210E 01
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Exemple 2 :  La Fissure ne s’aligne pas avec le maillage,
elle traverse 1I’élément 2 au milieu. Figure 5.4.

F

5 6
g @ 20

4 7
3 Cg 2 20
@ 20

1 11

+—>

20

Figure 5.3: maillage élément finis au voisinage de la pointe de la fissure

F
4 5

OIRE
3/0—@6

2 20
2#@7

oJNE
1,77778
+—>

20

Figure 5.4: maillage régulier sans fissure
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vérification des résultats :

[JX 5= U 5= —3208197[mm]
V*s= Vs= 8.453047 [mm]
1.912286E-01 + 1.912286E-01

3.824572E-01 [mm)]
OF;

UX6 + Aex

V¥ + aey = 2.265887 + 2.265887
4531774 [mm]

U+ a7 = 9.773823E-01 + 9.773822E-01
= 1.9547645 [mm]
= Ug

Vi+ azy = 2293205 + 2.293205
= 4.586410 [mm]
U’- agx = 1.912286E-01 - 1.912286E-01
= 0 [mm]
V¥ - agy = 2.265887 - 2.265887
= 0 [mm]
U*- a7, = 9.773823E-01 -9.773822E-01
= 0 [mm]
= U
V*-azy = 2.293205 - 2.293205
= 0.0 [mm]
= Voo
L’ajout de I’enrichissement discontinu au nceud 7 de la figure 5.4, (H(x)=-1) donne les valeurs
des déplacements U"; - azxet V7 - ayy, égales aux valeurs Ujg et Vgrespectivement, du nceud
10 de la figure 5.3. Alors notre structure discritisée en 4 éléments est obtenue par un maillage

régulier et I’addition d’un champs discontinu lorsque la fissure traverse le maillage de la

structure avec une pointe de la fissure se trouve sur un aréte.



En faisant la Comparaison entre les valeurs des déplacement obtenues par X-FEM
(Figure 5.4) et FEM (Figure 5.3)

Tableau 5 .2 : Comparaison entre les valeurs des déplacement obtenues par X-FEM
et FEM pour une Fissure qui ne s’aligne pas avec le maillage

X-FEM FEM
U*s = -3.208198 Us = -3.208197
Vs = 8.453047 Ve = 8.453044
U's = 1.912286E-01 U7; = 3.824570E-01
Vie= 2.265887 V7= 4.531775
U*;=  9.773823E-01 Ug = 1.954765
V= 2293205 Vg = 4.586411
U*s= 0.000000E+00 Uo=0.000000E+00
V*s=  0.000000E+00 Vo= 0.000000E+00
a = 9.773822E-01 U= 0.000000E+00
a;y, = 2.293205 Vie=0.000000E+00
aex = 1.912286E-01 U= 0.000000E+00

ag=  2.265887 Vii= 0.000000E+00
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Exemple 3:

Une fissure quelconque qui traverse la maille 2, Figure 5.6.

F
5
20
6
8 ZOI 17.5
-g---§----
20
10

Figure 5.5: Un maillage élément finis au voisinage
de la pointe de la fissure

F

4 5
®| |*

3/0—0)6
20

2 7
®| |=

1,77778

<“«—>

Figure 5.6: Un maillage régulier sans fissure
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vérification des résultats :

U*s= Us= -3.09353 [mm]
V¥s= Vs= 8.016786 [mm]

U+ agx = 2.518633E-01 + 2.518641E-01
=0.50373 [mm]
= Ugsg

V¥ + aey = 1.981974 + 1.981973
= 3.9639 [mm]
= Vs

U+ a7x = 3.295647E-01 + 0.329565
0.65913 [mm)]
= Uy

Vi+ a7y = 1.828909 + 1.828908
=3.6578 [mm]
=V;

U’ - asx = 2.518633E-01 - 2.518641E-01
= 0.0 [mm]
=Us

V- agy = 1.981974 - 1.981973
0.0 [mm]
= Vyg

3.295647E-01 - 0.329565
- 1.0E-6 [mm)]
=0
= Uy

X
U7 - ag

V¥ - a7y = 1.828909 - 1.828908

=0 [mm]
L’ajout de I’enrichissement discontinu au nceud 6 de la figure 5.6, (H(x)=-1) donne les valeurs
des déplacements U’g - ag et Vg - agy, €gales aux valeurs Uy et Vgrespectivement, du noeud 8
de la figure 5.5. Alors notre structure discritisée en 4 éléments est obtenue par un maillage

régulier et I’addition d’un champs discontinu lorsque la fissure traverse le maillage de la

structure avec une pointe de la fissure se trouve sur un nceud.



En faisant la Comparaison entre les valeurs des déplacement obtenues par X-FEM

(Figure 5.6) et FEM (Figure 5.5)

Tableau 5 .3 : Comparaison entre les valeurs des déplacement obtenues par X-FEM

et FEM pour une Fissure quelconque oblique.

X-FEM FEM

U's = -3.09353 Us = -3.09353
V's= 8.016786 Vs = 8.016786

U's = 2.518633E-01 Us= 0.50373
Vie= 1.981974 Vo= 3.9639

U';=  3.295647E-01 U; = 0.65913

V= 1.828909 V; = 3.6578

U*s= 0.000000E+00 Ug=  0.000000E+00
V*s=  0.000000E+00 Vg= 0.000000E+00
ax = 0.329565 Uo= 0.000000E+00
a;, = 1.828908 Vo= 0.000000E+00
agx= 2.518641E-01 Ujo= 0.000000E+00
ag=  1.981973 Vie=0.000000E+00
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5.2 FEtude paramétrique

Dans la suite nous présentons les résultats obtenus pour une structure plane carrée
traversée par une fissure. Nous effectuerons également une étude paramétrique, en faisant

varier la dimension de la fissure, sa position, son orientation et les coefficients élastiques.

Exemple 4:

Notre structure est de dimension 200[cm]x200[cm] présentant une fissure de longueur de

100[cm]

a, :[alaz] = 100[cm] : longueur de la fissure

L= [alc] = IOO[cm]

avec

a, = (200,105)
a, = (100,105)

Le structure Q est encastre en [Ob] et [Oa] (i.e. u et vsont nuls)

le force F est appliquée au point P(200,200) dans la directions des Y positifs ( essai de

traction ).

F =5E05[N]

E =2.0E05[N /mm?]
v=0.3

le domaine Q est discrétisé en nombre de 20x20 mailles
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Y
F
A
b
A A P
17}
a
L % Uy
«
)
L
v
0) a X

A
v

W

Figure 5.7a : solide Q fissuré avec a, = lOO[cm]
1,=105[cm]
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a

a

Figure 5.7: solide Q fissuré avec a,= lOO[cm]

1,=105[cm]

Figure 5.8: configuration d’équilibre correspondanta g, = lOO[cm]

1,=105[cm]
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Exemple 5:

a0=[ala2] = IOO[cm]
ll=[a1a] = 45[cm]

a, =(200,45)
avec
a, = (100,45)
Y
F A
b P
as a
0
X
a

Figure 5.9 : solide € fissuré avec a,= IOO[Cm]
1,= 45[cm]

Figure 5.10 : configuration d’équilibre correspondanta  a,= IOO[Cm]
I,= 45[cm]
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Exemple 6:

aO:[alaz] = lOO[cm]
llz[ala] = 175[cm]

a, =(200,175)

avec
a, =(100,175)

a a1

a

Figure 5.11: solide € fissuré avec a, = IOO[Cm]
1,= 175[cm]

Figure 5.12: configuration d’équilibre correspondanta  a,= IOO[Cm]
1,= 175[cm]



Exemple 7:

a0=[ala2] = SO[Cm]
ll=[a1a] = 105[cm]

avec
a, =(200,105)

a, = (150,105)

a

98

a

Figure 5.13: solide € fissuré avec a, = SO[Cm]
1,=105[cm]

a

Figure 5.14: configuration d’équilibre correspondant a a, = SO[Cm]

1,=105[cm]
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Exemple §:

aoz[a1az] = 50[cm]
llz[ala] = 45[cm]

avec
a, =(200,45)
a, =(150,45)
Y
F A
b P
ar _ 1 a1
0
X
a

Figure 5.15: solide € fissuré avec a,= 50[Cm]
1,= 45[cm]

Figure 5.16: configuration d’équilibre correspondanta  a,= SO[Cm]

I,= 45[cm]



Exemple 9:

a0=[ala2] = SO[Cm]
ll=[a1a] = 175[cm]

avec
a, =(200,175)

a, =(150,175)

a

100

a

Figure 5.17: solide € fissuré avec a, = 50[Cm]
1,= 175[cm]

a

Figure 5.18: configuration d’équilibre correspondant a a, = 50[Cm]

1,= 175[cm]
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Exemple 10:

a0=[ala2] = 200[cm]
ll=[a1a] = 105[cm]

avec
a, = (200,105)
a, =(0,105)
Y
F A
b P
a a
a
0

Figure 5.19: solide € fissuré avec a, = 200[Cm]
1,= 105[cm]

Figure 5.20: configuration d’équilibre correspondant 2  a,= 200[Cm]
l,= 105[cm]
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Exemple 11:

aO:[alaz] = 200[cm]
llz[ala] = 45[cm]

avec
a, =(200,45)
a, =(0,45)
Y
F 3
b P

a/ a

Figure 5.21: solide € fissuré avec a, = 200[Cm]
l,= 45[cm]

Figure 5.22: configuration d’équilibre correspondant 2  a,= 200[Cm]

I, = 45[cm]
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Exemple 12:

a0=[ala2] = 200[cm]
ll=[a1a] = 175[cm]

avec
a, =(200,175)
a, =(0,175)
Y
F A
b P

Figure 5.23: solide € fissuré avec a, = ZOO[Cm]
l,= 175[em]

Figure 5.24: configuration d’équilibre correspondant 2 a,= ZOO[Cm]
l,= 175[cm]



Exemple 13:

a, = (200,190)
a, =(20,10)
F =5E05[N]

104

az

a

Figure 5.25: solide {2 avec une fissuré oblique

a,a,= 254.558[cm)]

v

T 1 1 | T 1T 1 1 1)
I‘I‘I\III | IIII41/4
| | | | IV

I O O gy
o B e e

[ 1

| | | |

I A | Y

| | |

11 [ |
| 1 1 1 |
[ | L~

\

Figure 5.26: configuration d’équilibre correspondant a

a,a,= 254.558[cm]
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Exemple 14:

a, =(200,190)
a, =(100,90)
F =5E05[N]
Y
F
A
b
a
a
a
() >

Figure 5.27: solide {2 avec une fissuré oblique

a,a, = 141.421[cm]

Figure 5.28: configuration d’équilibre correspondant a

a,a, = 141.421[cm]
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Exemple 15:

a, =(200,190)
a, =(160,150)
F =5E05[N]

Y
A F
b
ai
a
a
() >

Figure 5.29: solide ) avec une fissuré oblique

a,a,= 56.568[cm]

Figure 5.30: configuration d’équilibre correspondant a

a,a,= 56.568[cm]
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Exemple 16:

a, =(200,10)
a, =(20,10)
F =5E05[N]
Y
F
A
b
aj a
0 .

Figure 5.31: solide € fissuré avec a, =180[cm]

a,a, l, = 10[cm]

Figure 5.32: configuration d’équilibre correspondant a

a, =180[cm] , I, = 10[cm]



108

Exemple 17:

a, =(200,90)
a, =(100,90)
F =5E05[N]

Y
Fli
b

a a

a

0 >
. . . 4
Figure 5.33: solide € fissuré avec a, = 90[cm]

a,a, 1, =100[cm]

:

[T

ANEEEEE

-

Figure 5.34: configuration d’équilibre correspondant a

a, =90[cm] ., 1, =100[cm]



Exemple 18:

a, = (200,150)
a, = (160.,150)
F =5E05[N]

F,

a

109

ai

v

Figure 5.35: solide {2 avec une fissuré oblique

a, =40[cm]. I, =150[cm]

Figure 5.36: configuration d’équilibre correspondant a

a, =40[cm], I, =150[cm]
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Si on se concentre sur I’ouverture de la fissure d au point g, aprés déformation, en fait
varier la longueur de la fissure a, a des différents positions /, de la fissure par rapport a

I’axe (OX), on obtient les valeurs de & correspondants qu’on présente dans le tableau

suivant pour les des figures :5.7,5.9, 5.11, 5.13, 5.15, 5.17, 5.19, 5.21, 5.23.

Pour :

F =5E05[N]
E =2.1E05[N / mm*]
v=0.3

on a obtenu le tableau suivant :

Tableau 5.4 : I’ouverture de la fissure ¢ au point a, apres déformation

a, [em] I, [em] S [mml]
50 45 0.06039622
50 105 0.14173462
50 175 1.40200320
100 45 0.12762434
100 105 0.37671670
100 175 7.59489200
200 45 0.18148593
200 105 0.62300480
200 175 26.682282




pour :

F =5E05[N]
E =5.0E03[N /mm?]
v=0.73

on a obtenu le tableau suivant :

Tableau 5.5 : I’ouverture de la fissure & au point a, aprés déformation

a, [em] Iy [em] 8 [rmm]
50 45 2.536516
50 105 5.962593
50 175 58.88659
100 45 5.360058
100 105 15.822824
100 175 290.1996
200 45 7.623053
200 105 26.172635
200 175 1120.8113
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e Pour les cas des figures 5.25, 5.27, 5.29, I’ouverture des levres de la fissure J en point
a, est présenté dans les tableaux suivants (Tableau V .6) et (Tableau V'.7) :

Pour :

Q =5E05[N]
E =2.1E05[N /cm*]
v=0.3

on a obtenu le tableau :

Tableau 5.6 : I’ouverture de la fissure & au point a, aprés déformation

a, [cm] 8 [mm]
254.558 20.82222
141.421 1.0725554
56.568 0.4731944
et pour :

F =5EO03[N]

E =5.0E03[N /mm?]

v=03

on a obtenu le tableau suivant :

Tableau 5.7 : I’ouverture de la fissure ¢ au point a, apres déformation

a, [em] S [mm]

254.558 867.0230
141.421 45.04502
56.568 19.874004
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Pour les cas des figures 5.31, 5.33, 5.35, I’ouverture des levres de la fissure o en point a, est

présenté dans le tableau suivant (Tableau 5.8) et (Tableau 5.9) :
les valeurs de 0 sont exprimées en [mm]

pour :

F =5E05[N]
E =2.1E5[N/mm?]
v=0.3

on a obtenu le tableau suivant :

Tableau 5.8 : I’ouverture de la fissure & au point a, aprés déformation

a, [em] ll=10[cm] [,=100 [em] 11:150[cm]
180 17.055194 23.02374 25.91934
100 0.3299082 0.6902024 1.7526526
40 5.998258E-02 13.128724E-02 2.858774E-01
et pour :

F =5EO05[N]

E =5.0E03[N /mm*]
v=0.3

on a obtenu le tableau suivant :

Tableau 5.9 : I’ouverture de la fissure ¢ au point a, apres déformation

a, [cm] 1,=10[cm] 1,=100 [cm] 1,=150 [cm]
180 717.4404 973.672 1091.0718
100 13.854866 28.99204 73.61806

40 2.51916 5514144 12.007028
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5.3 Conclusion :

L’écartement & des levres de la fissure au point g, est en fonction :
® duchoixde E etv
e de lalongueur de la fissure a,, la valeur de ¢ augmente avec la croissance de a,
e de la position /,de la fissure par rapport au point de 1’application de la force F, car

0 augmente en se rapprochant du point P.
e de l'orientation du plan des levres de la fissure par rapport a 1’axe de la force

appliquée.
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5.4 Interprétation des résultats numériques obtenus

Les résultats montrent que les valeurs obtenus par L’X-FEM sont cohérentes avec
ceux des éléments finis standard MEF, on peut dire que I’emploi de programme informatique
développé constitue une approche appropriée pour la modélisation des fissures dans une
structure donnée.

Cette analyse m’a conduit a faire montrer I'influence de la rigidité du matériau et de
I’orientation de la fissure sur les déplacements a I’extrémité des levres de la fissures.
Je constate aussi que le mode de rupture brutal intervient lorsque une fissure dans une

structure donnée est plus proche du plan d’application des forces extérieurs.
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CONCLUSION

Les principales conclusions de notre travail sont les suivantes :

Par rapport a la méthode des éléments finis classique, cette méthode X-FEM bien que donnant
des résultats extrémement précis, possede aussi un avantage par rapport aux codes d’éléments

finis standard :

L’ X-FEM permet de modéliser les discontinuités sur un maillage quelque soit la position de
ces dernicres par rapport au maillage, et le remaillage n’est pas nécessaire lorsque les surfaces
de discontinuité évoluent dans le temps, par contre dans la méthode classique, le maillage doit
se conformer a la position d’une fissure, et des doubles nceuds doivent étre placés le long de
la fissure modélisant le saut de déplacement, et si on a une propagation de la fissure par
exemple, le remaillage est indispensable a chaque pas de temps, alors I’X-FEM ne nécessite
pas la reprise complete de toutes les opération nécessaires a sa mise en ceuvre a chaque
modification du maillage comme dans la méthode classique MEF, alors grace a la flexibilité
de la X-FEM, on arrive a réduire le temps et le colit des calculs par rapport aux autres
méthodes numériques.

On a montrer que les deux méthodes sont équivalentes apres leur application et comparaison

dans le cas ou Q est fissuré lorsque :

- Les f, passent par les nceuds du maillage ( la fissure f, coincide avec le maillage)

- Les f, traversent completement les mailles
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La taille de la matrice de rigidité et du vecteur de déplacement dépend des nceuds activés

par les fissures f, et le stockage des données est adapté a la forme des discontinuités en

présence dans le domaine Q.

La méthode X-FEM a été appliquée en prenant comme famille initiale (¢,) celle des

fonctions des éléments finis Q,, mais on a le choix aussi d’utiliser n’importe quelle

famille de fonctions utilis€es en éléments finis ordinaire .

Dans la méthode des éléments finis classique, a chaque nceud I du maillage correspond
une fonction de base polynomiale sur chaque maille, par contre dans L’X-FEM, certains
nceuds sont enrichis par des fonctions supplémentaires dont la forme est différente, en

prenant en compte leur position des points de fissures (sont proches ou non).

Les résultats obtenus prouvent non seulement I’efficacité de la méthode X-FEM, mais
montrent aussi qu’en utilisant les éléments rectangulaires les résultats obtenus peuvent  étre

extrémement précis.

Dans notre travail nous n’avons pas introduit les fonctions asymptotiques au voisinage de
I’extrémité de la fissure, cette introduction sera effectuée dans la suite de ce travail. A cause
de cela, les fissures f, semblent n’exister que pour les mailles qu’elles traversent totalement,

ce qui veut dire que le déplacement au niveau de la pointe de la fissure f, est Continu.

En perspective on fera le couplage de la X-FEM avec la théorie de GRIFFITH revisitée

(J.J. MARIGO et G. FRANCFORT)
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