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RESUME

La coopération des robots est traitée dans ce mémoire. La premicre partie
concerne 1’étude dynamique d’un systéme de deux robots sériels tenant un objet rigide dans
I’espace tridimensionnel en boucle fermée. Les efforts actionneurs sont calculés a travers
un exemple concret. Quand a la deuxiéme partie, une optimisation cinématique basée sur

les splines cubiques est traitée pour la détermination de la trajectoire optimale.

Mots clés: 2 robots - modélisation dynamique - coordination optimale - splines

cubiques.

ABSTRACT

Robots work cooperation is being delt with in this study. Its first part concerns
system dynamics of a pair of robots holding a rigid body in 3D space forming a closed
chain. Joints strains are computed using a real example, while its second part is the
kinematics optimization based upon the cubic spline method used to find the optimal

trajectory.

Keywords: Two robots — dynamic modelisation — optimal coordination — cubic spline.
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INTRODUCTION

Les robots de coopération suscitent plus d’attention dans la recherche et le
développement dans le domaine de la robotique. Pour des degrés de coopération, les

définitions suivantes peuvent étre données :

e La coopération lache : elle se produit quand plusieurs robots se trouvent dans la
méme zone de travail sans d’avantage de synchronisation de leurs mouvements
(par exemple tache d’assemblage sur le méme objet).

e La cooperation étroite : elle exige la coordination synchrone des terminaux des

robots impliqués (opération de manutention, de soudage, ou autres...).

Beaucoup d’avantages peuvent étre obtenus en appliquant deux manipulateurs
(voir plusieurs) a la fabrication industrielle. Ceci se produit, par exemple, quand I’objet a
manipuler dépasse la capacité de charge d’un seul robot ou quand les propriétés
géomeétriques de I’objet rendent la manceuvre de ce dernier difficile, voir impossible.

Dans le domaine de la dynamique des robots coopérants, la littérature est tres
clairsemée. Ce n’est que vers les années 80 que les chercheurs ont commencé a s’y
intéresser réellement. Le probléeme principal de la modélisation dynamique des robots
coopérants est la détermination des contraintes cinématiques qui surgissent lors des
déplacements. Elles proviennent de la configuration des chaines fermées, réalisées par
I’ensemble des manipulateurs et de I’objet. Jusqu'a réecemment, la bibliographie était rare.
Depuis, des approches ont été effectuées méme si I’applicabilité de certaines d’entre elles
reste plut6t limitée [05].

ETAT DE L’ART :

Les premiers travaux se sont plutdt orientés vers la détermination des modeles

dynamiques. La nature de la tache, la liaison entre les manipulateurs et I’objet, la



manipulation de plusieurs objets (travaux de soudage par exemple), mouvement entre ces
derniers, I’importance d’un robot qu’on peut donner par rapport a un autre sont autant de
données qui peuvent rendre le probléme trés complexe et la formulation mathématique
difficilement généralisable. Ajouté a cela, des exigences liées a la tache (telles que les
limitations de durée d’exécution, de vitesses et d’accélérations), liées aux manipulateurs
(telles que les limitations des efforts actionneurs afin de ne pas dépasser leur capacité) ou
bien liées a I’environnement (telles que les évitements d’obstacles) résument un probléme

de planification.

J. Wittenberg [57] a développé un algorithme pour la modélisation dynamique
d’un systeme de corps rigides et d’un objet reliés entre eux pour former une chaine
cinématique fermée. Il propose que les contraintes cinématiques doivent étre résolues
séparément pour chaque manipulateur. Les principales difficultés du probleme sont la
détermination du nombre de degrés de liberté (ddl) et le choix des coordonnées

généralisées afin de présenter le mouvement et la dynamique du systéme.

J. F. Kleinfinger et W. Khalil [20] ont présenté un autre algorithme et comme [57],
ils supposent que les équations de contraintes ont été données a I’avance sous formes

analytiques.

M. Vukobratovic et V. Potkonjac [58] proposent quand a eux un modele qui lie les
couples moteurs des deux robots d’une part et les forces genéralisees de contact d’autre
part. En d’autres termes, ils ne peuvent calculer les couples moteurs que si les forces
généralisées de contact sont données et vice-versa. L’inconvénient de cette approche est
que I’objet manipulé n’est pas pris en considération, ainsi, quand on change ce dernier, les
parameétres du manipulateur qui I’inclut doivent étre recalculés. Ce modeéle reste peu

convenable pour I’exécution.

J. Koivo et M. A. Unseren [04] ont considéré un systeme de deux bras de
coopération de telle maniére qu’il n’y ait aucun mouvement relatif entre les pinces de ces
derniers et I’objet manipulé. Les équations de contraintes sont obtenues a partir des
coordonnées internes des robots. Ils ont établi deux modéles. Le premier est un systéme
d’équations différentielles du deuxiéme ordre qui lient les couples moteurs aux forces

généralisées de contact, le second un autre systeme d’équations différentielles du



deuxiéme ordre qui lient les couples moteurs aux coordonnées généralisées et leurs
dérivées. L’inconvénient de cette méthode est que dans un espace tridimensionnel, ils

débouchent généralement sur des systemes singuliers dans la majorité des cas.

D. E. Orin et S. Y. Oh [59] traitent I’analyse dynamique de plusieurs robots en
contact matériel avec un objet rigide constituant des chaines cinématiques fermées. Ils
déterminent les couples moteurs et les forces généralisées de contact pour une trajectoire
imposée en faisant intervenir moins d’équations que d’inconnues. En appliquant la
programmation linéaire, ils proposent une solution en prenant des contraintes

additionnelles pour résoudre le probleme de distribution des forces.

S. Hayati [60] utilise la fonction d’énergie de Lagrange pour la modélisation
dynamique du systéeme formé par plusieurs manipulateurs tenant un objet rigide. Les
équations du mouvement sont établies pour chaque robot. Des contraintes de position sont

incorporées au systeme en utilisant les multiplicateurs de Lagrange.

G. R. Pennock et B.S. Ryuh [61] proposent une formulation dynamique pour deux
manipulateurs de coopération de six articulations chacun tenant et déplacant un corps
rigide. Les couples communs sont calculés quand la trajectoire désirée et I’objet sont
donnés. Le systeme est modélisé comme une chaine cinématique fermée simple. A tout
moment, seulement six articulations sont actionnées. Les six restantes sont passives donc,
ont des entrées extérieures nulles (type goupille). Cette formulation est basée sur la

mécanique newtonienne.

J.Y.S. Luh et Y. F. Zheng [62] déterminent un modéle dynamique pour une chaine
fermée qui se compose d’un objet tenu par deux robots en considérant le premier menant
ayant a son bout une paire de pinces et le deuxieme mené ayant a sont bout une articulation
sphérique. Pour des positions, des vitesses et des accélérations communes, les contraintes

cinématiques du robot mené sont calculées quand celles du robot menant sont données.

K. Laroussi, H. Hemami et R.E. Goddard [63] ont étudié un procedé de
manutention d’un objet pris par 2 robots a chaines ouvertes simples. Les 2 manipulateurs
sont étudiés séparément avec prise en compte des forces appliquées dans le cas d’une

trajectoire imposée.



Dans le domaine de la planification des trajectoires des robots coopérants, des

études ont été réalisées mais pour des taches spécifiques.

E. Tabarah [64] s’est intéressé aux procédés manufacturiers tels que la peinture,
le soudage et I’ébavurage avec et sans contact entre les 2 objets. La formulation du
probléme étant différente dans les 2 cas. La trajectoire de I’outil (tenu par le 1°" robot) est
décomposée en 2 trajectoires conjuguées dans un repére lié a la piéce (tenue par le 2°™
robot) en respectant les contraintes de vitesses et d’efforts liées au procédé (tache avec

contact). Cette paire de trajectoires est modélisée par 2 fonctions polynomiales de degré n.

L’objectif de ce mémoire consiste a étudier la dynamique des robots coopérants
dans le but de planifier la trajectoire des derniers effecteurs de chaque robot. Vu que les
travaux dans ce domaine sont récents, donc relativement limités, on a choisi un systéeme de
2 robots (voir plus) tenant un objet rigide dans I’espace tridimensionnel formant une boucle
fermée. La dynamique d’un tel systeme sera calculée a travers un exemple de 2 robots
plans. La détermination du modele dynamique final demande un volume de travail
relativement important aussi, nous avons traité la planification cinématique (positions
vitesses et accélérations). Toutefois, nous avons abordé le probléme de la planification
cinématique seulement, les courbes qui donnent la variation des couples articulaires sont
perturbées du fait de la redondance du modéle géométrique inverse et que les facteurs des

forces généralisées et des couples articulaires représentent des matrices singulieres.

Notre mémoire a été organise de la maniere suivante :

La premiere partie de notre travail traite des genéralités de la robotique : la
terminologie utilisée, les modélisations géométrique, cinématique et dynamique des bras

manipulateurs et enfin les notions générales de la planification des mouvements.

La deuxiéme partie porte sur les méthodes de planification existantes avec le choix

retenu et les motivations qui nous ont incité a le faire.

Dans la troisieme partie, nous avons choisi un modele dynamique adapté a 2
robots coopérants tenant un objet rigide dans I’espace tridimensionnel travaillant en boucle

fermée. Nous avons déeveloppé tous les calculs jusqu’a I’obtention de 2 modeles finaux



quand les robots sont découplés formant ainsi un systeme de 2 manipulateurs distincts a
chaines ouvertes simples et quand ils sont couplés formant ainsi une boucle fermée avec

I’objet manipulé.

La quatrieme partie traite le cas concret de 2 robots plans avec un programme de

calcul des couples articulaires.

Nous avons consacré la cinquieme partie a la planification de trajectoires pour des

robots travaillant en coopération.

La conclusion générale reflete fidelement les résultats des chapitres sus-cités avec

des analyses et des commentaires. On donne aussi les perspectives envisagées.



CHAPITRE 1
GENERALITES ET TERMINOLOGIE

1.1 Introduction

L’exécution par des acteurs autres que lui-méme de taches ou d’activités qu’il
considére comme aliénantes, fatigantes, dangereuses ou simplement ennuyeuses ou non
gratifiantes, figure parmi les aspirations les plus profondes de I’homme. Tout d’abord, ce
fut les esclaves. L’ apparition progressive des machines puis la notion d’automatisation a
permis de modifier la nature des travaux effectués par les hommes jusqu’a 1’émergence des

robots au cours des années 60.

Origines du robot : la 1¥® origine est que le robot doit se substituer totalement & I’homme.

On parle de robot de substitution. La 2°™ origine est que le robot doit étre le prolongement
de I’homme (cette idée prend sa source dans la notion d’outil) pour exécuter des tiches
impossibles ou dangereuses a mains nues. L’amélioration des outils de préhension (par
exemple : pinces) a conduit au robot de coopération. Le robot capable d’exécuter seul des

taches complexes ne sera opérationnel qu’a long terme.

Originalités du robot : la machine-outil est capable d’exécuter une tache. Pour que ’on

puisse parler de robot, 2 autres propriétés doivent étre satisfaites :
e La versatilité (ou flexibilité) : le méme robot est capable d’accomplir des tiches
diverses mais aussi d’accomplir une tache donnée de plusieurs manieres.
e [’auto-adaptativit¢ : il doit étre capable d’accomplir une tache correctement

méme s’il rencontre des situations imprévues.

1 ere

Dans la pratique, la forte majorité¢ des robots ne possédent que la 17 propriété

(robots de 1 génération). Ceux qui possédent la 2°™ propriété sont les robots de 2°™ et

3™ oénération, classés en fonction de la puissance de leur systéme perceptif et de leur

faculté de raisonnement.



Structure d’un robot : il se compose de 7 parties principales : la structure mécanique

articulée, la source d’énergie, les actionneurs, les transmissions, les capteurs internes, les
capteurs externes et le systéme de commande.

La structure mécanique articulée représente le squelette composé de segments ou
s’intercalent des articulations. La mobilité d’un segment par rapport a un autre s’exprime
en terme de degrés de liberté. La structure se compose de 3 parties : le véhicule pour les
robots mobiles (absent pour les robots a base fixe), le porteur et 1’organe terminal qui est
généralement une pince a 2 ou 3 doigts que I’on nomme préhenseur. La source d’énergie

peut étre d’origine pneumatique, hydraulique ou électrique.

Utilisation des robots: les robots industriels sont presque toujours des robots de

substitution utilisés dans 3 classes principales d’applications :
e manipulation de pi¢ces (opération de transfert,...)
e manipulation d’outils (opération de soudage,...)

e assemblage

1.2 Description des robots

On distingue 4 types de chaines polyarticulées :

(A) (B)



\ YA,V
©) (D)

Figure 1.1 : Exemples de chaines polyarticulées

(A) : structure a chaine ouverte simple.
(B) : structure a chaine arborescente.
(C) : structure avec fermeture de chaine.

(D) : structure parall¢le.

Les systémes polyarticulés sont formés de deux parties :

e Le porteur : qui représente la chaine cinématique simple ou complexe. Cette chaine
est constituée d’un ensemble de segments reliés entre eux par des articulations ou
joints.

e [’organe terminal : dispositif servant & manipuler des outils ou des objets.

1.2.1 Articulation (ou joint)

Une articulation lie deux segments (corps) successifs en limitant le nombre de
degrés de liberté¢ de 1’un par rapport a I’autre. Soit m le nombre de degrés de liberté
résultant appelé aussi mobilité de I’articulation (0< m < 6). En robotique, dans la majorité
des cas, m = 1. Ce qui revient a dire que 1’articulation est simple. On distingue deux types

d’articulations simples :



Articulation prismatique (P ou T) : type glissiére. Le mouvement entre les deux corps se

réduit a une translation le long d’un axe commun modélisée de la maniére suivante :

CORPS Ciy

\

AXE COMMUN

CORPS G

Figure 1.2 : Schéma d’une articulation prismatique

La situation relative entre les deux corps est mesurée par la distance x le long

de ’axe.

Articulation rotoide (R): type pivot. Le mouvement entre les deux corps se réduit & une

rotation autour d’un axe commun modélisée de la maniére suivante :

CORPS Ciis

AXE COMMUN

CORPS G

Figure 1.3 : Schéma d’une articulation rotoide

La situation relative entre les deux corps est donnée par 1’angle 6 autour de

I’axe de ’articulation.
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1.2.2 Espace articulaire (ou espace de configuration)

On appelle configuration articulaire (ou simplement configuration) 1’état du
robot qui représente la situation de ses différents corps. La solution consiste a utiliser des
variables articulaires ou coordonnées. L’espace de ces variables est appelé espace
articulaire. La dimension de ce dernier est égale au nombre de variables articulaires

indépendantes qui correspond au nombre de degrés de liberté de la structure.

Remarque : pour les structures a chaines ouvertes simples ou arborescentes les variables
articulaires sont généralement indépendantes ce qui n’est pas le cas pour les structures a
chaines fermées pour lesquelles il existe des relations entre les variables. On considére
qu’un robot a n degrés de liberté¢ dispose de n articulations motorisées (hormis les

structures avec fermeture de chaine)

1.2.3 Espace de travail (ou espace opérationnel)

L’espace opérationnel est celui dans lequel est représentée la situation de
I’organe terminal (autant d’espaces opérationnels que d’organes terminaux). La dimension
m de cet espace est au maximum égale a 6 : trois variables indépendantes de position et

trois variables indépendantes d’orientation.

1.2.4 Redondance

Un robot est redondant quand le nombre de degrés de libert¢ de I’organe
terminal est inférieur au nombre d’articulations motorisées. A titre d’exemple et pour les
chaines ouvertes simples, les combinaisons qui peuvent donner des structures redondantes

sont :

e nombre d’articulations motorisées > 6
e nombre d’articulations rotoides d’axes concourants >3
e nombre d’articulations rotoides d’axes parall¢les >3

e nombre d’articulations prismatiques > 3
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Remarque : pour une structure comportant plusieurs organes terminaux, on ¢évalue la
redondance pour chaque organe terminal. Pour le méme organe terminal, on compare le

nombre de degrés de liberté de I’espace articulaire avec celui de I’espace opérationnel.

1.2.5 Configurations singuliéres

Pour tous les robots (redondants ou non) une configuration est singulicre si le
nombre de degrés de liberté de ’organe terminal est inférieur a la dimension de 1’espace
opérationnel.

Remarque : un robot non redondant peut I’étre vis a vis de certaines taches.

1.2.6 Repérage de Denavit-Hartenberg (D-H)

La modélisation des robots de fagcon systématique et automatique exige une
méthode adéquate pour la description de leur morphologie. Plusieurs méthodes et notations
ont été proposées : méthode de Denavit-Hartenberg [19], Khalil-Kleifinger [20], méthode
de Paul [26], méthode de Megahed [52]. La plus répandue étant celle de Denavit-
Hartenberg modifiée plus tard par Khalil-Kleifinger.

Ce repérage convient aussi bien pour les chaines ouvertes simples, complexes,
arborescentes et fermées [18] [22] [23] [24] [25]. Les notions qui vont suivre permettent de

mettre en équation tous les modeles de robots.

1.2.6.1 Régles et conventions

e ¢;estla variable de I’articulation i.

e (;représente le corps i.

e Les corps sont supposés rigides, reliés par des articulations (rotoides ou
prismatiques) idéales, sans jeu mécanique et non ¢élastiques.

e Le repere R; est 1ié au corps C.

e L’axe z; du repere R; est porté par I’axe de I’articulation i.



1.2.6.2 Description des robots a chaines ouvertes simples

A, Ci. Ci

C ooooo*oo..

A An

Co

Figure 1.4 : Schéma d’un manipulateur a chaine ouverte simple

12

Le robot est composé de n articulations et n+1 corps. L’articulation 4, relie le

corps C;; au corps C; . Cy est la base du robot, C, porte I’organe terminal. L.’axe x; ; est

porté par la perpendiculaire commune aux axes z;; et z; . On introduit 4 paramétres pour

exprimer le passage de R;.; A R; .

Z;.
i-1 Zi

(o5

Axe de I’articulation i-1 Axe de I"articulation i

Figure 1.5 : Repérage de Denavit-Hartenberg
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e d;: distance entre z;; et z; le long de 1’axe x;; (projection orthogonale de O, ;0;

sur I’axe x;.;).

e ¢;: angle formé par les axes z; ; et z; qui correspond a la rotation autour de x;;

e ;: angle formé par les axes x; ; et x; qui correspond a la rotation autour de z;

e 7;: distance entre x; ; et x; le long de 1’axe z; (projection orthogonale de O, ;O; sur

I’axe z;).

Si on prend ¢; comme coordonnée généralisée de ’articulation A4; , cela veut

dire que si :
A; est rotoide o qi=0;

A; et prismatique :  g; =7;

Pour résumer cela, on introduit la variable binaire o; telle que :
qi :;j@j+0'jrj avec o, =1-0;
;=1 si A;est prismatique.

0;=0 si A;estrotoide.

En définitive et en utilisant tous les résultats précédents :

HT,- =Rot (x ,0;) - Trans (x, d;) -Rot (z, 6;) - Trans (z, r;)

1 0 0 0

0O ca, —sa; 0
Rot (x, o) =

0 sa, ca, O

0 0 0 1

(1.01)

(1.02)
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Trans (x, d;) = (1.03)

cli —s6@i 0 0

s Qi c@di 0 O
Rot (z, 0) = (1.04)

Trans (x, d;)) = (1.05)

Tout calcul fait, on obtient la matrice de transformation  7Ti :

co ; -850 ; 0 d
- cCa S0, ca.cl;, —Sa: —riSa
T: = (1.06)
Sa;S0; Sa.cl;, ca, ri¢oa;
0 0 0 1

i-1

~

Remarque : on peut écrire la matrice  7'; de la maniére suivante :
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on: Tdi=Anx,a) A, 0)

~
I

La matrice de transformation homogene qui donne le passage de R;.; 4 R; sera :

i~

T, =Trans (z, -r) "Rot(z,-0) - Trans (x, -d;) - Rot (x, -o;) (1.07)

- d,c0,
. i-1 7 B
T, - A d;50, (1.08)
- ri
0 0 0 1

1.3 Modélisation des bras manipulateurs

Afin de procéder a la conception, la simulation ou la commande des robots, on
dispose de 3 mode¢les utilisés d’une maniere individuelle ou combinée pour réaliser ces

modé¢lisations qui sont au nombre de 3 :
e Le modele géométrique (direct et inverse).

e Le modele différentiel ou cinématique (direct et inverse).

e Le modele dynamique (direct et inverse).

1.3.1 Modélisation géométrique

1.3.1.1 Modéle géométrique direct (MGD)

C’est I’ensemble des relations qui permettent d’exprimer la situation de
I’organe terminal en fonction des coordonnées articulaires. Ces variables sont définies par
la matrice unicolonne g =[ q;, g2, «oevevveee , qn ]T . La situation de I’organe terminal est

définie par la matrice unicolonne formée de m coordonnées telle que :
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X=X/, X0, e, Xu]" avec m<6.
Le modele géométrique direct est défini par 1’équation :
X=F(q) (1.09)

Si la structure est ouverte simple ou arborescente, le calcul de X implique celui
de I’organe terminal. Si la structure est fermée, il faut ajouter les relations liant les

variables articulaires pour la fermeture de chaine.

1.3.1.2 Modéle géométrique inverse ( MGI )

Le mod¢le géométrique inverse consiste a utiliser les coordonnées articulaires
pour calculer les coordonnées opérationnelles (positions désirées de 1’organe terminal).

C’est I’'inverse du MGD :

g=F'(X) (1.10)

En général, on n’a pas unicité de la solution au probléme du MGI. En pratique,

3 cas peuvent se présenter :

Casl : Lorsqu’on a limitation du nombre de degrés de liberté¢ et de la dimension des
segments, I’organe terminal ne pouvant pas accéder a une position désirée, alors, il n’y a

pas de solution au probléme.

Cas 2: Lorsque le robot se trouve dans une configuration singuliere (redondance
locale ou vis a vis de la tache), I’organe terminal ne pouvant pas effectuer certaines taches
(limitation des déplacements et/ou des rotations) alors, il perd un certain nombre de degrés

de liberté et les solutions au probléme sont infinies.

Cas 3: les solutions 4 la forme explicite de I’équation ¢ = F ' (X) sont en nombre fini.
En général, pour résoudre le MGI, il n’existe pas de méthodes analytiques mais d’autres
formes de résolution adaptées a des classes cinématiques données [24], [48]. (Méthode de
PIEPER, méthode de PAUL, etc....). Ce mod¢le présente un grand intérét pour les robots

programmeés par apprentissage ou langage de haut niveau.
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1.3.2 Modélisation cinématique

1.3.2.1 Modéle différentiel direct (MDD)

Il décrit les variations ¢élémentaires des coordonnées opérationnelles en

fonction des variations élémentaires des coordonnées articulaires :

dX=J(q) dq (1.11)
Le terme J (g) désigne le jacobien (matrice de dimension mxn) :

0X

Jq) = 5q (1.12)

Ce modele permet de déterminer par itération les coordonnées opérationnelles
en fonction des coordonnées articulaires. Si on remplace le calcul différentiel par le calcul

des dérivées par rapport au temps, le MDD devient :

X =J@)q (1.13)

Ou: X représentent les vitesses opérationnelles et g les vitesses articulaires. Sous

forme matricielle 1’équation devient :
M - ] M (1.14)

oF;(q) i=(Lom) et j=(Lo.co).

8qj

1.3.2.2 Modéle différentiel inverse (MDI)

A partir d’une configuration g, on calcule la différentielle articulaire dg pour
satisfaire une différentielle des coordonnées opérationnelles dX imposée. Si les
différentielles sont remplacées par les dérivées par rapport au temps, on constitue le

modele cinématique inverse.

[QJ=[J,]I[X} (1.15)
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Pour obtenir le modele différentiel inverse, on peut soit dériver le modéle géométrique
inverse (PAUL) (méthode analytique) soit inverser le modele différentiel direct d’une

maniere plus générale (résolution analytique ou numérique).

1.3.3 Modélisation dynamique

Elle exprime une équation mathématique qui donne la relation entre les couples
(et/ou les moments) appliqués aux actionneurs et les positions, les vitesses et les

accélérations articulaires. Elle est de la forme :

I'=¢g(q.q.9.F) (1.16)
Ou:

e [ : vecteur des couples (et/ou forces) des actionneurs (On considére un
couple pour une articulation rotoide et une force pour une articulation
prismatique).

e ¢ : vecteur des positions articulaires.
[ ]

e ¢ : vecteur des vitesses articulaires.

° . vecteur des accélérations articulaires.

e [F': forces extérieures (et couples) exercées par 1’organe terminal.

Conventionnellement, on dira que la relation (1.16) représente le modele
dynamique inverse ou tout simplement le modele dynamique. Alors le modele dynamique
direct est celui qui exprime les accélérations en fonction des positions, des vitesses et des

couples des actionneurs.

q=h(q.q,IF) (1.17)

Pour obtenir le modele dynamique des robots, on dispose de deux formalismes

qui sont les plus souvent utilisés. Il s’agit de :



e Formalisme de LAGRANGE
e Formalisme de NEWTON — EULER

Nous allons utiliser les notations suivantes :

aj
F;
Ji

Jg:

Ou:

On

: vecteur unitaire sur I’axe x; .

: résultante des forces extérieures sur le corps C; .
: force extérieure sur C; par son antécédent en O; .
: force exercée par le corps C; sur ’environnement en O; .
: accélération de la pesanteur.
;. centre de gravité du corps C; .

- tenseur d’inertie du corps C; par rapport au repére paralléle a R; d’origine

tenseur d’inertie du corps C; par rapport au repere R;.

M0+ Ym - ~{[[(ov)dm  ~[ff(xz )im
Io= | ~Jffey Y [[f(oP+2*m ][z )dm
~Jffezlm ~[[{(vz Y [{{(x*+>" Y

XXj XYj XZj

le note aussi : jTj =\ Xy YV YzZj

XzZj Yz; ZzZzZj

:vecteur O;.; O; qui lie les origines des reperes R;.; et R; .

; : masse du corps C; .

: résultante des moments extérieurs exercés sur C; autour de G; .

: couple exercé sur C; par son antécédent.

. : couple exercé par C; sur I’environnement.

: vecteur O; Gj .
: vecteur vitesse absolue du point O; .
: vecteur vitesse absolue du point G; .

: vecteur vitesse de rotation du point G; .

19
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Vv, :vecteur accélération absolue du point O; .

Vv, :vecteur accélération absolue du point G; .

@ ; :vecteur accélération de rotation du point G; .

1.3.3.1 Formalisme de LAGRANGE

Il décrit les équations en terme de travail et d’énergie du systéme qui donne ce

qui suit quand I’effort extérieur sur 1’organe terminal est supposé nul [25] [29] [30] [48].

=4 0L | _ 0L .0 i=q1,. .0 (1.18)
dt 6q1 6ql

L est la fonction de LAGRANGE égale a la différence entre I’énergie cinétique totale (E)

et I’énergie potentielle totale (U) du systeme. L’expression de 1’énergie cinétique est :

E:%q.T Aq (1.19)

A : matrice d’inertie du robot d’éléments génériques A4;
Aj;: sont fonction des variables articulaires g .

Avec: i=(1,.....,n) et j=(1,.....n).

Le lagrangien s’écrit :

L=Ygrag-u (1.20)

1
2

Comme 1’énergie potentielle est aussi fonction des variables articulaires g,

alors, d’apres I’équation (1.18) et apres dérivation :

“ vledy ey ]t 1 TToalt | o
ri:[A,.l ......... 4, q+qT|:a’1 ........ ’"}q—gq [ }Q+a_(1'21)
p .

qi

Ou encore :
Ii= { Aingqtt Amqn} ’ { Bl qydy ot B4 q,* B dpd3+-t B’(n_l)nq"_lqn} '

+ { Ci1q12+....+ Cinqn2] + Ql. (1.22)
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Elle s’écrit sous forme matricielle de la maniére suivante :
I'=Aq+ Bgq+Cq’ + Q (1.23)

B : matrice des termes de Coriolis d’éléments génériques B l:ik de dimension [7 x n(n-1)/2].

C : matrice des termes centrifuges d’éléments génériques C; de dimension

(n x n).
L N ] o o o o [ ] [ ) [ ) [ ) T
q4q9 = {CI1Q2 s 19 s 42935 9u,-19n

On identifie les expressions des équations (1.21) et (1.22) :

_ 04y 04w %Ak

B/k_
! 0q dq; 0q, (1.24)

04y 1 04y
aqj 2 0q,

_ 9,
0= F.;

Cij= (1.25)

(1.26)

Ou 4, B, C et Q représentent les coefficients dynamiques du robot qui sont fonction des
parameétres géométriques et inertiels du mécanisme. Avec les équations d’un systeme
mécanique articulé, on forme un systéme de n équations différentielles couplées, non

linéaires et du second ordre.

Propriétés des coefficients dynamiques :

Termes de Coriolis :

0dyj , 0du _ Ak

k:
bi 0q 4 0q, 0q; (1.27)
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Avec :
B/ =-BY si j<ietj<l
B/= -BY si j<i

/=0 si j<I

Termes centrifuges :

Ody _ 1 94y

Cj (1.28)
é‘q] 2 0q;
Avec :
- - Loy si j>1i
C i 5 B J
Cii=0

Pour calculer les dérivées et dérivées partielles du lagrangien, on utilise la

méthode de UICKER qui fait appel aux notions essentielles suivantes :

e Lanotion de matrice de passage homogene.

e Lanotion de matrice d’inertie homogene.

On prend un systéeme a chaine cinématique simple et un corps S; qui fait partie

de cette chaine. Soient les repéres successifs R; (O;, x;, yi, zi) et M; un point de §; tels que :

OoM i:[OOM i]

—_

oiM i=[0iM i]
[OOMi]:{ OTiil[OiMi] (1.29)

Avec : HO,.M,-H = cste  si le corps S; est rigide.

En dérivant I’équation (1.29), on obtient :
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VO(MI')=§[00M,-]=§[{ OTZ}[OI-M,']J (1.30)

Quant a I’énergie cinétique, elle sera égale a :

[T o P
ECFE_‘-[V (Mi)] dm (1.31)
Alors :
{ i i aOTl' T aOTi o o
Eci=7Trace Trace| | —— '[[OiMiIOiMi] dm | —— | |4x4; (1.32)
2 aq; 9q,
k=1 I=1 Sk

T
[J i]= J‘ [01- M iIOi M i] dm représente la pseudo-matrice d’inertie d’ordre (4x4) relative a
Si

S;dans le repére R; de la chaine cinématique considérée. Elle est constituée par :

Le moment d’ordre 0 de S; qui est en fait m; (masse de S,).

Le moment d’ordre 2 de S; quiest m; X O; G; (G;est le centre de masse de S)).

Le moment d’ordre 2 de §; qui est la matrice d’inertie [ /; ] en O; dans le repere R,.

I xx —1 Xy [ xz
il=1] -Iw Ly 1z
e -1 yz 12z
1 _
5(_1 xct Lyt ZZ) Ixy Ixz mx
1 _
~xy 5(1 xx Lyt ZZ) ~Iyz my (1.33)
lil=

1 _
Iz ~Iyz E(Ixx+ Iyy—Izz) mz
mx my mz m
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L’expression de Ec sera alors :

(0] 0]
i i 0 T; 0 T; .o
Ecl:lT raceZZT race [J i] 4149, (1.34)
2 k=1 [=1 aqk aql

n
Comme I’énergie cinétique totale est F. = E Ec; donc:

i=1

n I i
1 o o
=—Trace Trace :
Ec ) E E E o4, [Jz] o4, 99

i=l k=1 I=l

i i n
E C:%T ’"“ceyy 7 Trace 7] 944, (1.35)

k=1 I=1|i=max(k[l)

On pose :
0]
n 0 OTi 0 Ti
Ajl= Z Trace [J ]
‘ oy |71 g,
i=max(k,l)
Alors :
n n
1 o o
E c=5 Aki914]
i=1 k=1

Ec=% [q }[A]F } (1.36)

On peut donner les expressions des coefficients dynamiques :

Expression de la matrice d’inertie :

Les ¢léments qui constituent la matrice [4] sont exprimés de la maniére suivante :
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n T
A= Z Trace[[QOkOTZ}[JJ{QOIOT;']} (1.37)

i=max(k,l)

Expression de la matrice des termes de Coriolis :

n T
Bi k= Z Traceﬂ[}okgozOTZ}[J,‘]{.QOJC OTZ} J (1.38)

i=max(k,l)

Expression de la matrice des termes centrifuges :

n T
Cu= Z Trace{{QOl-QOIOTZ}[JI'][-QOIOTi]} (1.39)

i=max(k,l)

Expression du vecteur force de gravité :

L’expression de 1’énergie cinétique étant £ p= (_mig Tiu;) avec
i=1
__9E,
Gi=-
0q;
o)
n 0T;
n o
Doncona: G =) -mcg qu Ou encore : G’:.Zl_mig T; Q,;
1=

0 —(1-¢)) 0 0
(1-5,) 0 0 0
Q=
0 0 0 o
0 0 0 0

0;=0 sila liaison est rotoide.

o;=1 silaliaison est prismatique.
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1.3.3.2 Formalisme de NEWTON-EULER

Il est adapté a la construction du modele dynamique inverse. Il permet le
dimensionnement de la structure et des actionneurs. Le caractére itératif de ce formalisme
réduit le temps de calcul par rapport au formalisme de LAGRANGE [25] [29] [30] [48]. 1l
est basé sur une double récurrence : une récurrence avant de la base du robot vers
I’effecteur en utilisant la formule de composition pour calculer les vitesses et accélérations
donc, le torseur dynamique et une récurrence arriere de l’effecteur vers la base pour
calculer les couples des actionneurs en exprimant le bilan des efforts pour chaque corps. La

composition des vitesses donne :

® =0, *+0 iq,a, (1.40)

vj=vj_1+a) j—l/\Lj+O- iq i (1.41)

On dérive ces 2 expressions par rapport au temps pour obtenir la composition des
accélérations :

wj=wj_1+0'j(f]jaj+wj_1/\qjaj) (1.42)

VjZVj—l+wj—1/\Lj+wj—1/\(wj—l/\ltj+ajqjaj)—l_aj(qjaj—i_wj—l/\qjaj) (1.43)

On arrange I’expression (1.43) comme suit :

vj=vj_1+wj_1/\Lj+a)j_1/\(wj_1/\Lj)+O'j(qjaj+2wj_l/\qjajj (1.44)

On peut utiliser cette derniére expression pour déterminer la vitesse du centre de gravité, a

savoir :
Vg =V, itw N (a) N sj) (1.45)

Ce qui permet d’obtenir le torseur dynamique :

J

N;i=T; wjtw; /\(Tj /\a)j) (1.47)
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F; et N; représentent respectivement la somme totale des forces extérieures et la somme

totale des moments extérieurs. On initialise la récurrence par :

wo=0 » wo=0 et vop=0

Bilan des efforts :

fju1

Corps Cj+i

Figure 1.6 : Bilan des efforts au niveau articulaire

Les équations qui composent la récurrence arriére sont obtenues a partir du bilan des

forces sur chaque corps:

Fi=f,—f,.tm,8 (1.48)

Nj:nj_nj+1+(sj_Lj+1)/\fj+1_Sj/\fj (1.49)
Pour faire intervenir 1’effort de la gravité sans le prendre en compte dans le

bilan des forces, on prend y,=—g . Les équations deviennent :

fj=F T f (1.50)

n=N;njaLaAf , +s, F, (1.51)
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Cette récurrence est initialisée par les efforts f,+; et n,+; notés respectivement
Jfm et m, qu’exerce ’organe terminal sur I’environnement en projetant les vecteurs f; et n;
sur I’axe du mouvement. On obtient les couples o; aux actionneurs et cela, suivant la

nature de I’articulation ;.

1.4 Planification des mouvements

1.4.1 Introduction sur la planification

L’utilisation courante des robots manipulateurs dans I’exécution des taches
répétitives fait que les recherches se sont naturellement orientées vers la planification de
mouvements minimisant une fonction de colt relative essentiellement au rendement du
robot et a son fonctionnement. Cette idée générale a conduit a la formulation de problémes
de planification dans lesquels des grandeurs physiques telles que la durée de parcours, les
efforts actionneurs ou la puissance consommeée soient optimisé€s individuellement ou
globalement.

Selon la tache que doit accomplir le robot, on peut classer les différents

mouvements selon deux catégories de trajectoires : ’une libre, I’autre imposée [31] [32].

1.4.2 Définitions

1.4.2.1 Trajectoire libre

Appelée aussi mouvement point a point ou mouvement de transfert. Seules les
configurations initiale et finale doivent étre respectées en plus des obstacles a éviter. La
trajectoire qui relie ces deux configurations est alors libre. Ceci peut étre le cas de la

manutention d’objets ou de soudure point a point.

1.4.2.2 Trajectoire imposée

De tels mouvements sont rencontrés lorsque I’outil en fin de chaine agit sur son
environnement sans interruption et selon un parcours déterminé. Il est nécessaire de
spécifier la trajectoire de I’effecteur. On citera par exemple les travaux de découpage ou de
soudure en continu. Dans ces deux cas, il existe généralement plusieurs trajectoires
possibles. Il faut profiter de cette multiplicité de choix pour adopter la meilleure solution
afin d’accomplir la tache. Pour les mouvements libres, 1’optimisation a pour but de
rechercher la trajectoire a suivre ainsi que les modalités pour la parcourir tandis que pour

les mouvements imposés, I’optimisation ne porte que sur les modalités de la parcourir.
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1.4.3 Fonction objectif

Le choix du critére de performance est déterminant quant a la qualit¢ du
mouvement et conditionne 1’efficacité des méthodes de résolution du probleme. Le critére
a minimiser peut se présenter sous 3 formes distinctes : une fonctionnelle de type intégrale,
de type terminal ou de type mixte. Bien que formulés différemment, ces 3 problémes sont
équivalents. La fonctionnelle intégrale est la mieux adaptée pour les mouvements de

transfert. Les critéres a optimiser dans ce cas se mettent sous la forme générale suivante :

T
F W)= [L (x(t),u) dt (1.52)
0
Ou:
L : représente le lagrangien qui prend la forme selon 1’objectif visé.
x(t) : vecteur des variables d’état a I’instant € [0, T].
u : vecteur qui représente la commande a optimiser, considéré comme une inconnue du

probléme.

T': temps de transfert total entre les configurations initiale et finale.

Pour le cas d’une planification de mouvements libres, u représente les couples

moteurs, x(?) les variables articulaires de position g(?), de vitesse ¢ (t) et d’accélération

700.

Dans ce cas, le critére s’écrit de la maniére suivante :

F(r,m{L (04070, T |ar (1.59)

Pour générer des mouvements de qualité, on peut citer parmi les critéres les
plus significatifs la durée de parcours, mixte temps - efforts quadratiques et mixte avec

puissance quadratique.

1.4.3.1 Critére durée de parcours

Il suscite I’intérét d’un bon nombre de chercheurs roboticiens [39] car pour les
robots qui travaillent d’une maniére cyclique, la rapidité d’exécution (rentabilité) est un

critére trés significatif. La dynamique du robot n’est pas représentée directement dans cette
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formulation. Ceci conduit a des commandes optimales discontinues. Les couples
articulaires ne sont pas représentés dans le lagrangien d’ou une forme simple comparée aux

autres.

L (q(r) Cqt) . ql) IJ 1 (1.54)

Alors : (1.55)
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1.4.3.2 Critére mixte temps-efforts quadratiques

Comparativement au critere précédant qui implique des discontinuités lors des
transferts de charges, donc, nuisible au bon fonctionnement du manipulateur, ce critere est
un moyen efficace pour régulariser les vitesses et les couples. En introduisant un facteur de
pondération u, on peut favoriser soit le temps, soit les efforts (couples) [46]. Le lagrangien

prend la forme suivante :

[ ] (X ] n . 2
L[q(t),q(t),q(t),F] :,u+1_2'u2[1]:’(t)j avec U eJ 0,1 I_ (1.56)
i=1 imax

i max représente le couple maximum délivré par la i°™ articulation. Quand u se rapproche
de 0, 'optimisation se fait en faveur des couples moteurs tandis que quand u est au
voisinage de 1, on privilégie plutot I’optimisation du temps. Le choix de u détermine alors
le compromis entre ces deux quantités. Ceci conduit & une certaine souplesse d’exécution
en tenant compte de la durée de la tache. Néanmoins, on rencontre des difficultés dans la

formulation de ce critére vu I’existence des efforts dans le lagrangien.

1.4.4 Les contraintes

Pour que la planification du mouvement soit possible, on tient compte des
capacités technologiques du robot et des spécificités de la tache a effectuer. Ceci implique
une restriction des solutions. Pour planifier un mouvement, on s’intéresse aux contraintes

suivantes :
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1.4.4.1 Contraintes sur les débattements

Du fait de la conception de la liaison et de la limitation des mouvements entre
des butées mécaniques, ces derniers ne doivent pas dépasser les capacités de la structure.

Tout ceci se traduit par la formulation suivante :

v e[0T ] g, ()<, pa i=l,..,n (1.57)

t représente le temps.

.cme

qi(t) représente les coordonnées généralisées de la i~ articulation.

Gimax TEprésente la valeur maximale de la i*™ articulation (valeur intrinséque du robot).

1.4.4.2 Contraintes cinématiques

La conception des articulations et de la technologie des actionneurs implique
une limitation des caractéristiques cinématiques notamment pour les objets manipulés
sensibles aux survitesses, accélérations et freinages (par exemple des liquides qui peuvent

se déverser). Les formulations se traduisent par :

vitesses :

v tefor], ql.(l‘)‘ﬁql.max i=l,...n (1.58)
accélérations :

v oeelor] (g (t)<q,, . i=1,..,n (1.59)

q; et g, sont imposées par les caractéristiques techniques et la nature de la tache a
rmax max

effectuer.

1.4.4.3 Contraintes sur les couples moteurs

Les capacités maximales des actionneurs impliquent la formule suivante [17]:

v tefo,r] [T (OIS imax i= 1oesn (1.60)

1.4.4.4 Contraintes dues aux obstacles dans I’espace opérationnel

L’encombrement du a la présence d’autres robots fait que la planification tient

compte de ces obstacles. Ces contraintes rendent le probléme trés complexe. Pour éviter les
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collisions et si g traduit la distance entre le robot et I’obstacle, la formulation
mathématique est traitée dans [35] [36] [37]. En plus des disfonctionnements déja cités, la
génération des mouvements peut aussi entrainer des phénomenes de survitesses au niveau
des articulations d’ou, la nécessit¢ de minimiser les puissances articulaires [47]. La

puissance instantanée est telle que :

P(t) = I'(t) . q(t) (1.61)

2
f(P’—m] (1.62)

i=\ Fimax

L[ 50 50 ) 2 e 10V

i=I\ { imax

Ou: Bmax = Emax . qimax

9 imax TEPTESENtE la vitesse articulaire maximale tolérée de la i articulation. Quand a a,

il joue le méme rdle que x mais sur le terme des puissances quadratiques si on veut

accorder plus ou moins d’importance a la minimisation de ces dernieres.

g lq(t)]<o0 (1.63)
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CHAPITRE 2
PROBLEMATIQUE GENERALE

2.1 Définition du probléme

En robotique, la résolution du probléme de planification occupe une place tres
importante dans le domaine de la recherche. Les tiches de plus en plus complexes
imposées aux manipulateurs ont poussé les chercheurs a simplifier le probléme et a
proposer des solutions sub-optimales. Dans notre cas, le probléme peut étre posé de la
maniére suivante : étant donné 2 robots qui sont régis par une équation dynamique, qui

doivent transporter une charge d’une position initiale a une position finale avec les vitesses
] ]
q;(1) , q,(t), il faut trouver les commandes Ii(?), les trajectoires ¢ (2) , q.(t) et

I’instant final t; [47] (I’origine temporelle prise égale a 0).Pour résoudre ce probléme, on

dispose de plusieurs approches qui peuvent étre classées en deux catégories :

e M:¢éthodes classiques (ou déterministes)
e Techniques stochastiques (basées sur des concepts de statistiques et de

probabilités). (voir appendice D).

Parmi les méthodes classiques les plus couramment utilisées, on peut citer :

2.1.1 Le principe du maximum de PONTRIAGUINE

Il permet une prise en compte directe et exacte des contraintes aux bornes sur
toute variable de commande. La plupart des travaux utilisent ce principe quand cette
dernié¢re représente 1’effort actionneur [20] [21]. La formulation mathématique de base de

cette approche est :

a) Mode¢le d’état :

La forme générale des équations du mouvement du systéme dynamique est de
la forme :
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X[:fl(xl)xzyx:;)) xn)u1)u2)u3;---)u;f) ) i:1;2)~--1 n (2-01)

e X estle vecteur des variables d’état constitu¢ des parameétres de positions et de
vitesses articulaires.

e u estle vecteur des commandes (couples articulaires).

L’¢équation (2.01) constitue un systéme de 2n équations différentielles non

linéaires du 1* ordre. Le travail du systéme est évalué par la fonctionnelle :

T
L=f fg(xl,xz,x3,.-., XU U DU Fseeer U )L (2.02)
0

La commande u sera déterminée dans la limite des contraintes imposées pour
que la fonctionnelle (2.02) soit minimisée.

uel@ (0 est’intervalle des commandes admissibles).

On désigne par / la valeur minimale de (2.02) et on introduit les notations suivantes :

ol . I
wo=—1 , y=——"— i=12,..n H=X v,f;
Xi i=0

La fonction H représente le hamiltonien. A chaque instant, sur la trajectoire
optimale, la commande optimale maximise H (Hu. = 0). Il est impossible d’utiliser

directement ce résultat étant donné que les fonctions y; (i = 1,2,...,n) sont inconnues.

b) Enoncé du principe :

n
maxH =max 3 y,;f;=0  quand ued (2.03)
=0

1

Les composantes y; vérifient les équations suivantes :

wo=—1 (2.04)

) Vi !
ot j=0 axi

(2.05)
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c¢) Conditions aux limites :

Si les équations du mouvement ont la forme (2.01), il faut faire passer le
systéme de 1’état initial :

xi(0)=x0 ; i=123,...n (2.06)
a 1’état final :

xi(T)=xp , i=123,....,n (2.07)

de telle mani¢re que la fonctionnelle (2.02) ait une valeur maximale. La durée T du

processus n’étant pas fixée. Parmi les inconvénients de cette méthode, on peut évoquer :

e La formulation du modele dynamique d’un systéme peut étre trés complexe quand
le nddl dépasse 3.

e Le probléme se compliquera davantage si on doit ajouter a cela les dérivées que
nécessitent les conditions d’optimalité.

e En présence d’obstacle, par exemple, la prise en compte des contraintes sur 1’état
du systéme pose un probléme particulierement ardu d’ou, la nécessité d’introduire

des artifices afin de traiter le probléme dans sa totalité.

Si on opte pour une résolution numérique, le systéme différentiel nécessite une
procédure d’initialisation d’une grande précision pour garantir une convergence vers un

optimum global.

2.1.2 La méthode du plan de phase

Cette méthode a été congue initialement pour le suivi des trajectoires (37),
(38), (47). L’idée de base est de reformuler le probléme de planification en fonction d’un
seul paramétre qui est 1’abscisse curviligne s (40), (41), (42), (43), (44), (45). Celle-ci
définit d’une manicre unique tout point de la trajectoire. Les seules contraintes a retenir
sont celles qui peuvent étre transcrites en fonction de s ou de ses dérivées. Parmi les plus
importantes, on peut citer celles qui sont imposées par les couples moteurs. La trajectoire

parcourue est définie par la relation :

P(s)=R(q) (2.08)
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Ou:
R(q) : est le vecteur position exprimé en fonction des paramétres de configuration.

P(s) : est une fonction connue de 1’abscisse curviligne le long de la trajectoire imposée.

Le probléme consiste a rechercher les commandes [ ( i=1,...,n) permettant de faire
évoluer ’effecteur le long de la trajectoire imposée en respectant les limites technologiques

de conception et en minimisant une fonction objectif donnée.

a) Formulation du probléme

L’effecteur suit une trajectoire décrite par s entre 5o et s¢ (points initial et final

de la trajectoire). Les coordonnées articulaires et leurs dérivées auront les formes

suivantes :
q=4(s) (2.09)
;zq(s,s) (2.10)
:1.=q(s,;,.s.) (2.11)

Pour les trouver, il suffit de dériver 1’équation (2.08) par rapport au temps:

OR o[ 2P |5 2.12)
0q 0s
Ou:
Z—R = [R q] est la matrice jacobienne associée au MGD.
L 04
2—1) =p, estle vecteur tangent a la trajectoire au point d’abscisse s.
s

Si [Rq] n’est pas singuliére, donc inversible, (2.12) devient :
[ ] 1 [ ]
g=[R Py (2.13)

(X ) ° [ ° 2 (X
On dérive cette nouvelle relation : [R q] q+ [R q} q=Pgs +Pgs quis’écrit:
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%[feq} é[Rqu[PSSEﬁPS's'—[éJ (}J (2.14)

On remarquera que les expressions (2.10) et (2.11) sont les mémes que (2.13) et (2.14). Le

e o7 (]

modeéle dynamique M (g )gq+q C(q)q+ G(q )=1 s’exprimera exclusivement en

fonction de s :

() )

a(s)s+b(s)s +G(s)=1" (2.15)
Ou:
a(s)= [Rq]APS et
b(s ):M[Rq]_l Pss—(Rglps)Tqu(RglPs)}(R;lPs)TC(R;,lPS)

b) Limites sur les vitesses et accélérations curvilignes

Comme: [ pin <Ti<T imax » i=1,...,n  etd’aprés ’équation (2.15) ona:
oo (29
ai(s)s+bi(s)s SFi,rnax_Gi(S) (2.16)
() L 39)
ai($)8+bi(s)S 2T imin—Gi(s) (2.17)

o) eo

Dans le plan ( s, sj , les relations (2.16) et (2.17) peuvent étre représentées

par 2 droites (ceci est valable pour chaque articulation 7). s étant fixée, géométriquement, le
chevauchement entre les paires de droites forme un polygone (voir figure 2.1) ou les

conditions aux limites doivent figurer.
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Figure 2.1 : Polygone des solutions possibles dans la méthode d’optimisation du plan de
phase
Le mouvement ne peut avoir lieu qu’a I’'intérieur du polygone. La vitesse
maximale admissible est donnée par le point le plus a droite. L’accélération maximale

admissible est donnée par le point le plus haut du polygone. La collection des vitesses

maximales formes la courbe limite des vitesses (CLV). Tout point en dessous de S max
posséde 2 valeurs extrémes f et g qui définissent I’intervalle d’accélération tolérable dans
le respect des limites géométriques imposées par la trajectoire et les contraintes physiques

.eme

sur les couples moteurs. Pour la i~ articulation :

1, (s,é)s&'s& (ss) ;oi=l..,n (2.18)

Etsi g;(s)#0 , celaimplique :
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o2
i,min is z( ) si ai> 0
. aj
S [s,s]z (2.19)
o2
I —b; Ci\s
i,max is z( ) si ai< 0
ai
o2
i,min is 1( ) si ai< 0
° ai
g{s,s} (2.20)
o2
i,max i z( ) si ai> 0
ai

Une accélération admissible se trouve dans [’intersection des intervalles

{ f i(s,s], gi(s,sﬂ . Il se peut que cette intersection soit nulle. Cela veut dire que

I’effecteur se trouve dans I’impossibilité de suivre cette trajectoire et cela constitue un des

points faibles de cette méthode. D’autres inconvénients sont a souligner comme :

e la méthode n’est valable que lorsque la fonction objectif @ minimiser se limite a la
durée de transfert.

e la méthode ne traite que les contraintes qui peuvent étre transcrites en fonction de

set s.
e le fait de passer par I’inversion du modéle géométrique risque d’introduire des

problémes de singularite.

2.1.3 La discrétisation du modéle dynamique

Elle préconise une modélisation discréte de la dynamique du robot. Les
variables continues du mouvement seront aussi discrétisées et par la suite recherchées par

une méthode d’optimisation non linéaire [21].
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a) Mode¢le discret :

L’intervalle de temps [0,T] est subdivisé en M parties par M+1 nceuds. On note

q p(k) s k=I1,...M +1 , les coordonnées articulaires évaluées en chaque nceud ou p désigne
la piéme articulation. Toutes les ¢ p(k) s k=2,..,M sont inconnues et constituent les

variables du probléme d’optimisation. Le temps nécessaire pour passer d’une configuration

k a une configuration k+1 est :
Atk) = tk+1) —t(k) ; k=1,...M

Si on pose

H(k+1):m ; k=1...M (2.21)

et en utilisant un relation d’approximation du 3™ ordre :
1 [ ] [ ]
qp(k+1):qp(k)+5A t(k) [qp(k)+qp(k+1)J (2.22)

On dérive I’expression (2.22) et on remplace H par sa valeur :

qp(k+1)==q ,(k)+2H(k+1) (qu(k)} (2.23)
avec qu(k):qp(k+l)—qp(k) . On peut écrire (2.23) sous une forme plus générale :

° k .
qp(k)z(—l)kqp(0)+2(—1)kz (~1)' A9 (i~ H; ; k=2,..M+ (2.24)
i=1

Les équations du mouvement issues du formalisme de Lagrange peuvent étre écrites

comme suit ;
48 g |~ L5 8 o mia [+ 22 I (2.25)
@ mingi |———| — q:miq; |[+—== s p=l..n .
dt|iq "] 0q, |2 ja T ] oq, T

Ou les m;, sont les ¢léments de la matrice d’inertie du systéme et £, 1’énergie potentielle.

b) Le programme non linéaire

Les variables du probléme sont :
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At(k);k=1,....,n quipeuvent étre pris égaux pour simplifier le probléme.

qp (k) ; k=2,...,M quidonnent les vitesses et les accélérations par dérivation.

Si on choisit une fonction objectif mixte durée de transfert-moyenne

quadratique des efforts actionneurs par exemple, elle se présentera sous la forme suivante :

2
_ n k
F:luﬂé[ At(k)+M > MZH Fp—()

At(k) (2.26)
k=1 2 p=l k=1\ 1" p,max

En respectant les contraintes :
9 pmin <4 p( k)<gq pmax  POUT éviter les butées mécaniques et les obstacles.

T pmin<T p( k)< pmax bour respecter les capacités des actionneurs.

Parmi les facteurs qui peuvent avoir des effets négatifs sur la méthode, on peut citer :

e J'augmentation du nombre de nceuds augmente la précision mais complique le
probléme d’ou le choix d’un compromis.

e la méthode est difficilement applicable un nombre élevé de nddl.

Comme nous I’avons précisé auparavant, les méthodes de programmation non linéaires
sont trés souvent piégées par des minimums locaux, ce qui implique des résultats sub-

optimaux.

2.1.4 L’approximation polynomiale

L’idée de cette approche et de relier les configurations initiale et finale par des
fonctions ¢(7,a) paramétrées dans 1’espace articulaire ou aest le vecteur des parametres qui
sera déterminé par le processus d’optimisation [56]. Le choix de g(z,a) le plus répandu se

fait dans ’espace des fonctions polynomiales. Ainsi, la i"™ variable articulaire s’écrira :

n .
g (=2 bt/ i=12,..n (2.27)
Jj=0

Les coefficients b; constituent les ¢éléments du vecteur a. Les modeles
géométrique, cinématique et dynamique seront exprimés en fonction de a. Le probleme de

planification devient un probléme de programmation non linéaire impliquant la recherche
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du vecteur a minimisant une fonction de colt donnée tout en respectant les contraintes
imposées. Les méthodes classiques de programmation non linéaire sont souvent piégées
par des minimums locaux ce qui nous conduit a des résultats sub-optimaux.

Les inconvénients de cette méthode sont :

les fonctions polynomiales ne permettent pas de balayer 1’espace des solutions

réalisables.
e le choix du degré maximum des fonctions polynomiales est subjectif.
e un degré trop élevé du polynome induira un comportement oscillatoire de la

trajectoire.

2.1.5 La méthode des champs de potentiel

Elle introduit des champs de forces artificiels dans lesquels se déplace le
manipulateur. Les obstacles sont considérés comme des points de haut potentiel et le point
qui correspond a la configuration finale comme un point de bas potentiel. Le manipulateur
est ainsi placé dans ces champs constitués de forces répulsives (sortant des obstacles) et
des forces attractives dirigées vers le point final. Il se déplacera toujours d’un point de haut
potentiel vers un autre de bas potentiel. Cette méthode ne donne pas toujours une solution

car I’existence d’un minimum local est susceptible de stopper son évolution [49].

2.1.6 Conclusion

Les limitations et les inconvénients des approches évoquées précédemment se
traduisent par : plus le nddl augmente et plus la mise en ceuvre de ces approches est
complexe. Chaque nouveau cas considéré ou chaque contrainte introduite implique une

reformulation du probléme et une modification du programme numérique de résolution.

2.2 Approche proposée

L’idée est initiée dans [17]. Elle est congue dans le but de remédier aux
différentes difficultés soulevées précédemment. Elle est basée sur I’approximation de
I’évolution temporelle des variables articulaires par des morceaux de splines cubiques
reliés entre eux par des nceuds mobiles. La technique d’optimisation aléatoire recherche la

position optimale de ces nceuds. Les inconnues du probléme sont : q(t), T et I'.
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Les difficultés rencontrées avec cette approche concernent les bornes de
recherche de T. Les auteurs de [17] proposent de dissocier T de la recherche de la forme
optimale de la trajectoire q(t). Pour cela, Les intervalles a bornes indéfinies du probléme
sont remplacés par des intervalles équivalents dont les bornes sont complétement connues.
La variable T sera traitée comme un parametre dépendant qui sera déduit pour chaque
forme de la trajectoire. La méme tiche présentée par une trajectoire opérationnelle de

I’espace cartésien peut étre exécutée par plusieurs trajectoires articulaires de mémes

formes q avec des vitesses q différentes et, par conséquent, avec des temps de transfert T

différents. Toutes les trajectoires q(t) de mémes formes se superposent dans un plan
normalisé€. Cette technique a été utilisée pour des mouvements libres de robots a chaines
ouvertes simples a plus de 3 degrés de libertés. Les avantages qu’elle offre ne sont pas
négligeables méme si elle présente certains inconvénients. Parmi ses points forts, on peut

citer :

e Les contraintes du probléme sont traitées d’une maniére séquentielle et selon
n’importe quel ordre (la priorité n’est pas donnée a telle ou telle contrainte). La
prise en compte de ces derniéres se fait facilement sans aucun développement

mathématique préalable.

e Des tests comparatifs ont ¢été¢ réalisés avec d’autres cas déja traités a I’aide du
PMP. Les résultats trouvés ont montré que cette technique peut approcher une
solution sub-optimale avec 1’avantage de permettre une recherche autour de cette
solution avec toutefois un risque de blocage de cette méthode due au fait que les
accélérations sont sensibles aux petites variations de la trajectoire ¢g(4). Une
solution a ¢€té préconisée et vérifice. La perturbation des nceuds se faisait sur la
forme des accélérations ¢g’’(4) pour mieux contrdler ces dernieres. Le blocage

disparaissait seulement, les temps de calcul ont augmenté considérablement.

e Elle présente un certain caractére de généralisation car sa mise en ceuvre reste

relativement facile pour d’autres cas différents.

Cette technique d’optimisation va étre appliquée au chapitre 5 pour les robots

coopérants en chaine fermée.
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CHAPITRE 3
MODELISATION DYNAMIQUE DE 2 ROBOTS EN CHAINE FERMEE

Les systemes robotisés en coopeération n’ont attire I’attention des chercheurs
que trés récemment. Tres peu de littérature traite ce type de probléeme. On utilise
généralement le formalisme de Lagrange pour étudier les mouvements des robots en
coopération [04]. On incorpore dans les multiplicateurs de Lagrange les contraintes de
position. Les equations dynamiques sont etablies sur la base des chaines cinematiques

fermées.

3.1 Description de la structure On

Figure 3.1 : Schéma de 2 robots tenant un objet rigide dans I’espace en boucle fermée
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C : centre de masse de I’objet.

o R/ repere fixe (repére atelier).

e R;;:repére lié a Iarticulation & du ™ robot) (i=1,2), (k=1, ..., N).

e Les positions de I’articulation du robot i sont représentées par le vecteur

Gi-[ 41, G2, oGN]
e Latranslation de I’origine de R, a I’origine du repére d’axes (xy, yn, zw) st

p]fY(q ) (vecteur de dimension3x1).

i

e La rotation du repére Ry par rapport au repére R, est représentee par la

matrice  R(g,) (vecteur de dimension3<3).

e ry: vecteur reliant I’origine du repére Ry et C dans la base Ry .

r; . vecteur reliant I’origine du repére Ry et C dans la base R, .

Les vecteurs r; et r;r sont reliés par la relation :

rir =iR7-(q,.) 7 (3.01)

Le vecteur ' p"(q,) etlamatrice RY(g,) sont déterminés dans le repére R,

3.2 Modeéle dynamique

Si le robot i exerce une force “/fi y+; et un moment “Myy.; sur I’objet, le

modele dynamique selon le formalisme de LAGRANGE sera de la forme :

if
oo . fN,N+1
I = D; (qi) q,tCGVil|4; » q; +J§(qi) (3.02)
if

M N N+

i

T
1 1
I = { T e , rN} : vecteur des couples sur chaque articulation du robot de

dimension (Nx1).

D,-(ql.) : matrice d’inertie symétrique de dimension (Nx N).
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CGV; [ql., ql} : vecteur de dimension (N x 1) regroupant les termes de
Coriolis, centrifuge, gravité et frottements.
Jg,(ql.) : la matrice jacobienne exprimée dans la base R, de dimension
(Nx6).
if if if if T
fN,N+1: fN,N+1 x’ fN,N+1 v’ fNN+1 z (303)
et
if if if if T
Myna= Myna > Mynva,> Myna . (3.04)

Les vecteurs forces et moments exercés par le robot i sur I’objet. La translation
du dernier effecteur par rapport au repere R, satisfait a I’équation de fermeture de

boucle :

1 2
[ M) + rlf] ] [ pNag) + f] 0 .09

Elle fait intervenir trois inconnues scalaires indépendantes. Pour ce qui est de
I’orientation du dernier effecteur, on peut utiliser les angles des rotations successives

i i
roulis, tangage et lacet autour des axes x; y;, zr respectivement ¢x(qi) , (/)y(ql-)

i i
et q)z(ql.) On obtient la matrice Ry(qi). Ainsi, on constitue le vecteur :

; . . . T
RTL.f(q,-)= %(%) @ y(qi) L o.la)) (3.06)

La rotation du dernier effecteur par rapport au repére R, satisfait a I’équation de fermeture

de boucle :
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1 2
RTLAq) — RTLq,) — Ci2 =054 (3.07)

Ou: Cp, represente le vecteur constant de dimension (3x1) qui assure le maintien de la

méme piéece et d’une maniere rigide par les deux effecteurs terminaux exprimé dans Ry.
Pour ce qui est du couplage dynamique, on utilise les théoremes généraux de la

dynamique (somme des forces et somme des moments). Ainsi on obtient :

o 1f 2f
me Ve™ me 8§ — fN)N+1_ fN,N+1: 03x1 (3.08)

. 1f 2f 1f 2f
ketoekeo— MNNa— MNNa— |~ A Syva| = |~ reh fuvaEOa (3.09)

Tous les vecteurs sont exprimés dans le repére Ry

*  me : masse de I’objet
o ke : matrice d’inertie de I’objet ramenée au repére R,
e g : vecteur de la force de gravité

e v.etv. :respectivement la vitesse et I’accelération de translation de C.

e w.et o, :respectivement la vitesse et I’accélération de rotation de C.

o . : bras de levier de "ffN’NJrl par rapport a C.

Les équations (3.09) et (3.08) forment un systeme de 6 équations scalaires qui représentent
le couplage dynamique entre les 2 robots. Ajoutées aux équations (3.02), (3.05) et (3.07),

on constitue le modéle dynamique du systeme entier.

3.3 Contraintes cinématiques :
D’aprés I’équation (3.05) la position du centre de gravité C par rapport au

1
repere atelier est [ py(ql) + rlf} et apres dérivation on obtient la vitesse de C exprimee

par rapport a Ry.
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0 I °
ve= - [ py(qi)+ri] q; (3.10)
q;

De la méme maniere, la vitesse de rotation w. s’exprime en termes RTL et ses

dérivées comme suit :

oo o) o o) o] 540) 5,10 ,‘;Z@»T =

i i

i
Ou la matrice M,{ (ox(qi> , (oy(ql-) , goz(ql.)J de dimension (3x3) est définie comme suit :

clp.clp. cp.s'pse.—s'p.clp. cp.s'pcp+s'p.sp,
M= | c'p,s'p. sp.sps'p.+cipclp. sp.spcip—cpsp, | (312

—s'p, c'e,sQ, c'o.clo,

ie ie ie

T
Les élements du vecteur { gox(ql-) , goy(ql.) , gpz(ql.)] sont les dérivées par rapport au

temps des angles R7L du dernier effecteur du manipulateur i par rapport a R;. On pose :

ie ie .

[i(;x(Qi)’(/)y(qz')’(pz(Qi):lT_%[iRTLf(qi)}qi (3.13)

Les équations (3.10) et (3.11) peuvent étre combinées sous une forme compacte. En

écriture matricielle, elles sont représentées de la maniere suivante :

Ve °

- Blq,) 4, (3.14)

Wec

Ou:

B; (qi) est la matrice de dimension (6xN) égale a :
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bl I
2 ottad e ]

Bi (q,) = (3.15)

“l ailme]

En dérivant I’équation (3.14) , on obtient :

Ve ° L (1)
=Bilq;|-9; +Bilq;|-q; (3.16)

Les équations (3.14)et (3.16) forment le systeme des contraintes cinématiques de la

vitesse et de I’accélération du manipulateur i .

3.4 Contraintes dynamiques

Sous forme matricielle, les équations (3.08) et (3.09) s’écrivent de la maniére

suivante :
mlzs Oza ‘.)c iz s [3a Osa — m8
Os k|| ® - St |06
|| El(qz') I 33 Ez(qi) I 33 OQk.m léx(qi) ,l(.oy(ql.) ,léz(qi

(3.17)

I3x3 et Osys représentent respectivement la matrice identité et la matrice nulle. f. représente
le vecteur (de dimension 12x1) des forces généralisées de contact entre les derniers

effecteurs et I’objet.

r
1f 1f 2f 2f
= r T T T
fem| Snnar Myna» Sunar Myya (3.18)
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Soit la matrice

if if
0 rz - ry
Ei(qi) - _lfrz 0 lfrx (i=1,2) (3.19)
if if
ry - Iy O

Ou les éléments génériques représentent les distances entre les derniers effecteurs de tous
les robots et le centre de gravité C.

. . . T
Pour ce qui est du terme Q2 kM ;| ¢,(q;). coy(q,») c9.(¢;)| il représente le terme

[ ~k. @] de I’équation (3.09) (résultant des variations d’inertie de la charge). Quand au

terme M;, il faut se référer a I’équation (3.12).

La matrice Q; de dimension (3x3) est définie comme suit :

0 ¢z Wcy
0 = D¢z 0 “Wcx (3.20)
“Wcy Wcx 0

Ou ses termes sont calculés a partir de I’équation (3.11). Les équations (3.02), (3.16) et
(3.17) forment les formules de base du modele dynamique de la chaine fermée totale du
systtme de 2 manipulateurs a N articulations déplacant un objet dans I’espace
tridimensionnel par rapport a un repere fixe R, lié a I’atelier. Pour cela, il suffit de les
combiner entre elles. A cet effet, on incorpore les équations (3.02) et (3.16) dans I’équation

(3.17). La marche a suivre sera la suivante : On remplace ¢; dans (3.16) par sa valeur

Ve
obtenue dans (3.02), ensuite, on remplace la matrice dans (3.17) par sa valeur

[ ]
Wc

obtenue dans I’équation (3.16). L’équation qui en résulte nous permet de déterminer les

forces de contact généralisées. On pose L;(g;) (matrice de dimension (6x6) qui contient les

coefficients des forces de contact du manipulateur i) comme suit:
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133 03><3
Lla;) = (3.21)
Ei(qi) 1343

1°" étape : on calcule q ; de I’équation (3.02) :

if

i ° fN,N+1 o0
[ =CGVi|da;q;|— Jj4; =Di|4;|4;
if
M N N+
-1
On multiplie les 2 membres de I’équation par p; (ql-) , On obtient :
if
o0 1 i ° fN,N+l
g.=pitg)| I —CGVi|a; ;|- Jg’(qi)
if
L MNN+| |
2°™ étape : on remplace ql dans I’équation (3.16). On obtient :
. if
Ve ° ° 1 ) ° T fN,N+1
= B |4; |4 + Bla) 0t la)| T ~CGVi |4y 4 | = THla;)
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3™ étape : on remplace e dans I’équation (3.17). On trouve :
oc
if
mdzs Qsal|| . . ) i . ; S NN+
B (q,-j ¢.-Blq) D' g)| T 6|4 4 |- Jila) -
0.3><3 kc
if
L L Myv ||
Isa Ozz  Iaa  Osa - m.§
— fc+ = 06><1
Ed4) Iss Ed)) Isa kol 9.00) . 9.(q). (pz(qli

En effectuant les produits, on trouve :

mlza Gea|[ . . . i . .
B (C],) qi*Bi( i)l)i— (qz'j F_Bi( ijD‘_ (qi) CGW(%’ Qij_
03><3 kc !

i
fN,N+1 13><3 O3><3 [3><3 03><3
— Bi (qz') Di_l (qi) J;"(qz') - fc+
lfM vl El(ql) ]3><3 Ez(Qz) ]3><3
- mc&
+ =061

T

e e je

.Qikcmi (ox(ql) ’ goy(ql) ’ ¢Z(qi
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On développe tous les produits de I’équation précédente :

if
. . m 1 3x3 Qsx3 fN,N+1
Bi(qi) q, — Bi(qi) Di_l(qi) JifT(qz') 5 +
03><3 kc 03><3 kc ¥
MN,N+1

m el 3x3 O3x3

Ml 33 Osea i Ml 33 O3s .
+ Blq,) Mg, I'- Blq,) g, CGV (qi,ql) -
03><3 kc 03><3 kc
I33 033 I3z 0Oss —m.8
- ( ) ( ) f.t . . . = 0ea (322)
Exd) fas B2 Tty f[ ¢.q.) ¢,(q) coz(ql-)}

Il apparait dans cette nouvelle équation la matrice des forces de contact généralisées dont

les termes sont donnés par la matrice U; (g;) de dimension (6x6). On pose :

mel 33 03x3
ula;) = 5 lg) pit (@) J?{qi ] (3.23)

033 ke

En plus, le modéle final révéle des termes qui n’impliquent pas explicitement les forces
généralisées. Nous pouvons commodément les exprimer sous la forme décomposée

suivante :

[Hm((J;) T+ Hib(qi, (}J } (3.24)

Ou:

C X 0 X
H,q) = el s B, [q,.] D (q,- ) (3.25)
03><3 kc
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° mc]3><3 03><3 ° o [
Hjb(qi’ ql’] = Bi {q,} q; ~ Hia(ql’) caV; [qi ) ql} +
03><3 kc

-m:& (3.26)

(3.25) : matrice de dimension (6xN). (4.26) : vecteur de dimension (6x1).

On écrit I’équation finale :

if
. i fN,N+1
H[b(qw %j + H(q) I Ulq) - {Ll(ql) ’LZ(QZ):I f.= Osa
if
MN,N+1
Soit :
if
fN,N+1 i .
{Ll(ql) ’LZ(Q2)j| f~+Ulg) =H,(q) T +Hib(qi, q,-j
if
MN,N+1

Sous forme matricielle, elle s’écrit de la maniére suivante :

1

(L+U) Lo Hi Osw || T | | Hu

f= + (3.27)
+ o Ha |2
L1 (Lz Uz) Osxyv Ho2 r Ha

En fait, I’équation (3.27) est un systeme de 12 équations qui regroupent les 2 robots. Elle
exprime le maintien et le transport d’un objet rigide par 2 manipulateurs en chaine fermée.

Les coefficients de la matrice de f. sont fonction des coordonnées généralisées des 2
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robots. Pour la partie droite de cette équation, elle est fonction de ('I, °I", 4, 4,9,

q, ). Le vecteur f. est fonction des couples articulaires, de leurs positions et de leurs

vitesses. Pour calculer le vecteur des forces généralisées, il suffit de multiplier cette
-1

(L+v) L
équation par a condition que I’inversion soit possible.

L (L0

On peut aussi calculer les couples articulaires. Pour cela, on procede de la maniere

suivante : On écrit I’équation (3.02) pour les 2 robots. Soit :

r Dl(%) Onxn Z].1 CGV‘(% ’qu J 1T/'(Q1) Owxe
= + + f. (328)

2 o . r
Ja Onxw Dz(qz) 7, CcG Vz((] w 2} Onx6 JZf(%)

Et on remplace f. par sa valeur obtenue a partir de I’équation (3.27). On obtient la relation

suivante :
- - 1
(L1+U]) L (L1+U 1) L P (L1+U1) L Hi Oov || I
= +
L (0| L (Lt L (Lt)| | O Ha ||
(L1+U 1) L> Hp
+
L1 (Lz"‘ Uz)
2
D’ou :

: 1
(L1+ U 1) L Hi Oon || T (L 11U 1) Lo Hy
f= + (3.29)
n (L2+ Uz) Osv Hou | |° r L1 (L2+ Uz) Ho
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On remplace £ (voir(3.29)) par sa valeur dans I’équation (3.28). On trouve :

1

| | cov q
r Dl(q]) Onxn q, ' (q ' ql]
) @) ’
2 oo .
Ja Onv«y D2\qg, q, Gy, (6] . 2)

-1

Jle(ql) 0 nx6 (L1+ Ul) L Hi. Oexn 1F
+
Onxs Jgf(qz) L1 (Lz"‘ Uz) Oexnv H 24 2['
-1
Jle(ql) 0 nx6 (L1+ Ul) L2 H s
0 nx6 Jgf(Qz) L (LZ+ UZ) H
2b
On regroupe les facteurs de la matrice des couples articulaires :
- 1 (1]
Jila) Ovs || () Lo [1Hw Gwl||| T | Dl@) Ovw || 4
Doveon — = +
0N><6 J gf(qz) Ll (L2+U2) OGXN H 2a 2 1" ON><N DZ(qz) Z}Z
CGW 41,4 B
1 1J Jiy a Ond (L+ ) L2 iy,
+ +
. 0 JL I (Lo+1p)
CGV9 g5 ,qzj Axe 2/ (qZ) H2p
(3.30)
Si on pose :
J 1Tf(ql) Ons6 (L1+U 1) Lo || Hu Osw
A4 (%’%) = lovan — (3.31)
Onvse J gf(qz) L (Lz"‘U 2) Osv H2a

La dimension de la matrice A (‘]1 , qzj est égale a (2Nx2N). L’équation (3.30) devient:
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1 “| | conl gy g
r Dl(ql) Onxn q, 1(% qu
A( q, > 9, J = + +

2 o0 .
F ONxN DZ(qz) qz CGV2 (qz, qzj

-1
J{f(ql) Onx6 (Ll-l— Ul) ) H 1b
+
O Nx6 Jgf(qz) L1 (L2t U2) H 2p
(3.32)

L’équation (3.32) donne le modéle dynamique final de 2 robots sériels, selon le

formalisme de LAGRANGE, tenant un objet rigide (fixe ou en déplacement) en chaine

fermée impliquant les variables ‘I, °I", 9124129, 9,9, € q,-Onpeutcomparer

les expressions (3.28) et (3.32). Les deux contiennent 2N équations différentielles du
second ordre telles que les N premiéres rangées de (3.28) incluent exclusivement les

g, » Yfuner . "Mynes et les N derniéres,

variables du robot 1 ( I, 9, > 4, - 4,

[ (1]
exclusivement les variables du robot 2 (I, Gy dy0 4y Thiner, My ved).

Quant a I’expression (3.32), elle représente un systeme de 2N équations différentielles du

second ordre telles que les N premiéres incluent les variables ('T", °I", Gy dy 4y 9,

-s A - 1 2
q, et qz). et les N derniéres, les mémes variables ("I, “I", 4y 49,0950 9, et

q, ). Ceci est du au fait que les contraintes cinématiques ne peuvent pas étre considérées

séparément en raison de I’effet de couplage des 2 manipulateurs. La solution de cette
derniére équation est donnée soit par la résolution du modele dynamique direct (figure a)
pour obtenir les positions et vitesses généralisées quand les couples sont donnés soit par la
résolution du modele dynamique inverse (figure b) pour obtenir les couples articulaires

quand les positions et les vitesses généralisées sont connues. Quant a I’expression (3.32),
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elle représente un systeme de 2N équations différentielles du second ordre qui incluent les

mémes variables ('I", °I", Gy 4y 9,0 9509, 8 d,)

» g
MDD > g

Figure (a) modéle dynamique direct pour une chaine fermée

g1, 491, 41

v

A 4
~
H

MDI

q2, 492, 42 »

v
LS}
~

Figure (b) modele dynamique inverse pour une chaine fermée

Notre but étant de déterminer les couples articulaires connaissant les positions,
les vitesses et les accélérations articulaires, alors, nous nous intéresserons uniquement a la
résolution du modele dynamique inverse. A partir de I’équation (3.32), on constate que les
coordonnées cinématiques des deux robots apparaissent explicitement donc, on peut dire
qu’ils ont le méme statut. La solution de notre probléme dépend de la matrice 4, plus
particulierement de son inversion. Si elle est diagonale ou peut I’étre, on utilisera un
simple calcul analytique pour la détermination des couples, sinon, on peut utiliser une
méthode numérique pour I’inverser ou bien encore de calculer sa pseudo-inverse (méthode
de Whitney) utilisée pour la détermination de la matrice jacobienne inverse quand cette

derniere n’est pas réguliére (modéle cinématique inverse) [01].
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CHAPITRE 4
APPLICATION A 2 ROBOTS PLANS A 3 DEGRES DE LIBERTE

On opte pour des articulations de type rotoides. On choisit g; et q, comme

coordonnées généralisées qui représentent pour notre cas des rotations (q; pour le robot 1,

q, pour le robot 2). Soit le schéma suivant :

Zy

Figure 4.1: Schéma de 2 robots plans tenant un objet
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Robot 1 Robot 2
0001 = 1o O 0p 10 = lp
001G = 4 Op,1'Gpr = dp
0010, = 1 (masse m; ) O¢ 1’02 = 1> ( masse m;-)
0,G; = 0,Gy = d»
0,0; = 1, (massem;) 0,035 = I (massemy )
0304 = 13 (massem;) 0304 = I3 (massems )
0;C = 1 03.C = Ip

Pour le robot i, le segment O;O;:; a une longueur l; , une masse m; et un

centre de gravit¢ G; (il en est de méme pour le 2™ robot). Le tenseur d’inertie
correspondant :

L 0 0
ta=| 0 I, 0 (4.01)
0 0 I

L 0 0
TGi/ = 0 Iyi' 0 (402)
0 0 L

Pour ce qui est de I’objet, sa masse est m, et son centre de gravité C. Ses coordonnées sont

liées au repere R¢ (Xc , Ve » Zc)-



4.1 Calcul des transformations

Pour le robot 1

Passage R¢f— R, :

f
To=
Passage Rp— R :
0
T1=
Passage R; — R;:
1
To=
Passage Ro—Rj3:
2
3=

cq

cq,

59,

cqs3

$q3

_Sql

cq,

cq3

11

12
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(4.03)

(4.04)

(4.05)

(4.06)



Passage R; — R¢:

1 0 0 r

3 0 1 0 0
Te =

0 0 1 0

0 0 0 1

passage Rr — R :
f f 0 1 2 3
Te= Toe*Ti*T2* T3 Tc

€d123 —8q123 0 Pxc
f 59123 cqjo3 0 Py,
Tc=
0 0 1 Pz,
0 0 0 1
Avec :
Px, = —lp+ lLicq,+ lyeq, + ricqm;

Py = Lisqi+ lasqp+ Tisq o
P, =0
;1 = qi

di2 = 91 * 42

dio3 = 91 + 95 + Q3

Pour le robot 2 :

Le calcul des transformations sera analogue (seuls les indices changent).

Passage R, — R :

62

(4.07)

(4.08)
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Ao —Sqp23 0 Pxrc
f SAr23 423 0 Pyt
Tc= ; . 1 - (4.09)
0 0 0 1

Avec :
Pxc= lg+ lieq,+ lyeq  + Heq,

Pyre= llsq1+ lz,sql,z-l— r,8q,,,

q1|273| = qll + q2| + q3|

4.2 Relations entre les coordonnées articulaires des 2 robots

La rotation totale du repere R, par rapport a R. est la méme des 2 co6tés,

(condition de fermeture de boucle). On a la relation suivante :

qQit dt d3t 0= 4+ g+ qut @) (4.10)

La translation totale du point C par rapport au point Og est :
= lo+ licq+ 1acqpp+ ricqp3 = Iy+ lyeq + 1y¢q, + 12€q 4y (4.11)
11sq 1+ 1289+ r118qp3 = 1ysq/+ 1,/8q .y + 128q 4y (4.12)

On calcule les coordonnées articulaires q; (robot 2) par rapport a g; (robot 1). On sait

que :

Cq1/2/= C(q1+q2 ): qucq2 — Sql/qu
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Sql/z/: S(q1/+q2/): Sql/Cq2/+ SqZ/CqI/
Cqy/y/3/ = C[q123 +((pl—(p2)] (voir relation (4.10))
$q/5/3/ = S[q123 +((p1—(p2)] (voir relation (4.10))

En utilisant ce qui précéde, les équations (4.11) et (4.12) peuvent étre réduites de la
manicre suivante :

lyequ+ 1ycq, = A (4.13)

lysq + lysq; = B (4.14)
Ou:
A = =(lo*1y)+ liea+ 1aeapp+ ried oy —r2 cfaiy +(01-0,)]
B = 11sq;+ 128q)5+ ri8qip3— 12 S[q123+((P1—(P2)]
Les équations (4.13) et (4.14) deviennent :
Iy cay + Ip(eqpeq, = sq;sq,) =A (.15
1y sqp + 1p(sq€cq, + cq;89,) =B (4.16)
On ¢leve au carré (4.15) et (4.16) et on les ajoute :
(1 cqy )+ 1y° (cqycqy — Sql/sqz/)2 + (1 sqp )+ 1y° (sqcq, + cql/sqz)2 +

+2 11/ 12/ cql/ ( cql/ cqz/ — sql/ sqz/) + 2 11/12/ sql/ ( sql/ cqz/ + cql/ qu/ )= A%+ B?

Cette derniére équation se simplifie et devient :
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11/2 + 12/2 +2111¢q,=A 24+ B2 oulaseule inconnue est cq,y
Alors :
A2+B2_(11’2+12’2)

ca . = (4.17)
q2 211/12/

2
a, —ATAN2(+y I-c Ay €d,) (4.18)

On reprend les expressions (4.15) et (4.16) :

On tire q, .

Iy cqp + 12/(cq1/cq2/ - sql/sqz/) =A

Iy sqp + 1(sqeq, + cq;8q,) =B
On les écrit sous la forme suivante :
11/ cql/ + 12/ cql/ qu/ - 12/ sql/ sqz/ =A

11/ sql/ + 12/ sql/ cqz/ + 12/ cql/ sqz/ =B

On pose X = 11/ + 12/ qu/ et Y = 12/ sqz/

Le systeme devient :

X cql/ -Y sql/ZA
X sql/ +Y cq1/=B
En le résolvant, on obtient :

sqi’ =(XB- YA)(X*+Y?)!
(4.19)

!/ _ 2 2 \-1

cqi =(XA+YB)(X+Y")

Ce qui donne :

ql/ =ATAN 2 ( sql/, cql/) (4.20)
Et enfin :



66

9y = q;+ 9o+ q3-(q,+ q,) + (@, - 9,) (4.21)

4.3 Calcul du modéle dynamique

Le calcul du modele dynamique se fera sur un seul robot qui sera identique a

celui du deuxiéme. On utilise le formalisme de LAGRANGE :

L = EC - Ep
Ou:
E. =) E. (énergie cinétique totale) et E, = >’ E,; (énergie potentielle totale).

E.i et E,; représentent respectivement les énergies cinétique et potentielle du segment i.

1 2 I 7
Eci =5 mivg *t5-o0i Tgi, oi

Epi=—mig€ *(0:O; +4;)

- -

O¢0;= ( lo+ ... + 1i)

On va procéder au calcul segment par segment c’est a dire au calcul des variables

cinématiques (Vg et ;) du segment i en utilisant la récurrence avant du formalisme de

%
NEWTON-EULER, ensuite, on détermine le vecteur 0,0, et enfin, on calculera les

énergies cinétique et potentielle du méme segment 1.

4.3.1 Calcul des vitesses, des E; et des E;

La composition des vitesses est donnée par les 2 expressions suivantes :
[}
®i = 0i-1T Ci q;aj
SN °
vi= ( viat ®i-170,_, 0, ) — Gi q; ai

° q; : vitesse articulaire du corps C; .

. ; : vitesse de rotation du corps C; .

. Vi :vitesse absolue de I’origine O; .
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. a; :vecteur unitaire de 1’axe z; (on confond a; et z;).
o o; : variable binaire (égale a 0 puisque toutes les articulations sont rotoides)
?i = 1- Gi =1

En définitive, les expressions précédentes se réduisent a :

—

®i = o1+ 9i aj (4.22)

Vi= ( Vi1t @i_lAOi_loi ) (4.23)
On initialise les vitesses pouri=0.Vo=0¢et ®y=0.

SEGMENT 1

Calcul des vitesses

®1= oot qlil = qlzl (4'24)
- .
vi= V0+(I)0/\0001=0 (425)
La formule de distribution des vitesses entre O; et G, est telle que :
— —
{}GI: vi+ (7)1/\01G1 = 6)1/\01G1
V1= 91z1ndixt = d19;9, (4.26)
Calcul de Ec;
1 9 | a
Ec= 5 mivgl- + 5 o1 Tg,ol

Comme 7o = 7] = 72 = 73 ,alors, ®; garde la méme expression quelque soit le

repére d’écriture.

1 ) 1 *»
Ec;= 7 midi®q;"+ = q;" 1261
2 2
1 °» 5
Ec;= 7 9 ( mid1”"+ Izg1 ) (4.27)

2
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Calcul de Ep; :

T - T
Epi= —m1g (0;0; +diX1) = —m18 (dp?l)

(0,-g.,0) dans le repére Ry .

L’énergie potentielle est nulle entre Or et O;. g

0
Ep;= — mi(0,-g,0) Ri(dix1)

cq, —8qy 0 di
Comme OR1 = $q cq, 0 et di1x1= 0
0 0 1 0

Ep,= —mi(=gd; sq))= m1dig sq, (4.28)
SEGMENT 2
Calcul des vitesses
®2= Ot C.12222 C.1121+ (.1222
o o
(4.29)

02= (q;+9,) 72

— -
Vo= \71+(,_51/\0102 avec 0,0,= 11X,
— 2 — — —
vo= Ri(vitoiAlixX1)
cq, 5d; 0 0 119159 ,
V2= | —Sqp cq, 0 9, | = | liqq¢q,
0 0 1 0 0
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V2= llql[S(Uiz"' Cng’zJ (4.30)

La formule de distribution des vitesses entre O, et G; est telle que :

— -
VGZZ {/2-1- (?02/\02G2 avec 02G2 = d2X2
vGg2= liq18q,x2+ ( liqieq,+ (qlJFCIz] dzj D) (4.31)

Calcul de Ec,

1 . | .
Ec,= 5 mavGa®+ > B2 TG202

2 2
‘7G22 = (llqls(hj + (11(11CQQ+ (qﬁqzj dzj

2 2
Vg3 = (h%j + dzz(q1+q2] + 21@2‘11(‘11"“12}‘12

2 2
1 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 1 [ ] [ ]
Ec= 5 m2 (hq j + dzz(qﬁqz] + 211dzq1[q1+q2]0q2 + > [qﬁqu Iz (4.32)

Calcul de Ep, :

T -
Ep2= — m28 (Of02+ liX1+ dziz]

Tl 0 )
Ep2= — m28g Rilix1+ R2d2x2
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l1¢cq, dac(q+q5)
~ 0
0 0
Ep,= ng(]lsq1+dzs(q1+QQ)) (4.33)
SEGMENT 3
Calcul des vitesses
®3= ©21 q3Z3= [ql+qZ+Q3] Z3 (4.34)

V- - —
Vv3=v2+®2A0203 avec 0203= 12x2

.3 S * S s
V3= "R, {llchsqzx2+(11CI1CC12+12(C11+(12J]Y2J

V3= [IIQ1S(QQ+Q3)+12(Q1+612J ngJ X3 +[11q10(q2+q3)+12(q1+q2J cq3] ¥3 (4.35)

La formule de distribution des vitesses entre O3 et Gs est telle que :

- L — — _ -
VG3 :V3+Q)3/\O3G3 avec O3G3: XGg3X3 + YG3Y3

—

é3AO3G3=XG3[q1+q2+q3jY3 ~ Y53 [qﬁqzﬂhJ X3
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VG3:[1IQ1S(Q2+Q3)+12[Q1+QQJSQ3_YG3(Q1+Q2+Q3JJ x3

+ {hqlc(qﬁq3)+12(q1+q2)cq3+xG{qﬁqﬁqgn y3 (4.36)

Calcul de Ec3

1 — 2 1_ .
EC3=5m3VG3 +5m3TTG3 o3

2
1 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
Ec3= Sms3 (hqls(qﬁqg)ﬂz[q1+q2JSq3—yG3(q1+qz+q3N +

2 2
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 1 [ ] [ ] [ ]
+| 119;¢(q,+93)+12| 91145 [ca3+xGal 4;+d,1a3 T 5 drtdatas 17G3 (4.37)

Calcul de Ep;

—_—

—T - _ _ —
Ep3=m3g (O fO1+thixi+I2x2+ XG3X3+yG3y3)

0 .0 L. 0 . .
Ep3=—m; (0,—g.0) [ R; (hxD+ R, (12X2)+ Ry (>G3 X3+Y%3 y3)]

On trouve :
lieq +12¢(q1+9,)+xG3¢d 123 ~YG35d 123
Epy=-m3 (0,-¢,0) 1189 +128(d;+92)+xG 359 123 T YG3¢d 123
0

En définitive :

Ep; = m3g(l1sq;+128(q;+q,)+xG38(q;+9,+q3)+yg3c(q+q,+93) (4.38)



72

4.3.2 Calcul des énergies cinétique et potentielle totales

L’¢énergie cinétique totale du robot 1 est égale a Y’ Eci = Ec1+ Ecot Ecs .
1 [ ) [ ] [ ] 2 1 [ ) 1 [ ) 2 [ ] [ ] 2 [ ] [ ) [ ]
2
)y ECiZE(ql"'qz +Q3] IZGI"_qu (m1d12+IZG1)"—2m [h‘hj + d22[q1+q2] + 21@2‘11(%*“12}"12 t
2
1 [ ) [ ] [ ) [ ) [ ] [ )
+5m3 llqls(QQ+Q3)+12 d;1t4d; 893=YG3 91 749 t43 +

2
+ [llch C(Q2+Q3)+12[Q1 +q, jCQ3+XG3(Q1 +q,+q3 D (4.39)
L’¢énergie potentielle totale du robot 1 est égale a Y° Ep; = Ep;+ Epy+ Eps .

2 Epi=mid;gs q1+m2g(q13q1+d25(Q1+Q2))+

+ m3g(115q1+lzs(Q1+CI2)+XG3S(Q1+CI2+Q3)+YG3C((11+C12+C13)) (4.40)

4.3.3 Calcul des coefficients de I’énergie cinétique totale

On écrit I’énergie cinétique totale sous la forme :

) ) 2
Y Eci=la1] a;" +[a2] a," +[as] 45" +[a4] a1a,+[as] qya5+[ag] apa5 44D
En effectuant le calcul des coefficients a; de 1’équation (4.41), on obtient :

Coefficient [a;]

1
[a1]=5[m1d12 +mada?+mal?+2m 211d2¢qz+m3112 +m3la?+
+ 2m311120q3+2m312(xG3Cq3—YG35q3)+2m311(XG3Cq23—YG35q23) +

2
+m3(XG32+YG3 )FIZG1+IZG2+IZG3 } (4.42)
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Coefficient [a;]

1 2
laz] = 2 [mzdz2 +m3l;? "‘2m312(XG3CCI3_YG3Sq3)+m3(XG32 *YG3 %IZGZHZ@] (443)
Coefficient [a3]

3] = % [m3(yG32+XG32)+IZG3] (4.44)

Coefficient [a4]

[a4] = mzd22+m211d2CQ2+m3122+m311120q3+m311(XG3°q23_YG3S‘123) +
+2m312(XG30q3—YG35q3) +m3(xG32 +YG32 ) +12G2+17G3 (4.45)

Coefficient [as]

[as] = m3(XG32+YG32)’*mﬂl(xG3CCI23_YG3SC123)+IH312(XG3CCI3_YG3SC13)+IZG3 (4.46)

Coefficient [ag]

2
lae] = m3(XG32+yG3 )Fm312(xG3Cq3—yG38q3)+IZG3 (4.47)

4.3.4 Modéle dynamique total des 2 robots

D’apres le formalisme de LAGRANGE, la dérivée de la fonction L est :

dj oL | oL
dt * 0q;
0q; 1

Comme I’énergie potentielle totale ne dépend pas des vitesses articulaires, alors :

d|{ oL | d| 0XEc;

dat| o | at .
oq; oq;




On considere I’équation (4.41) et on calcule tout d’abord % :
OYEci : ; '
# -2 [al] q, +[a4] d, +[35] qs3
9q;
0YEci : ; ]
# =9 [az] q, +[a4] q +[a6] as3
99,
O0YE i : ; '
@ = 2 [33] q3 +[8.5] q] +[a6] q2

On dérive ces 3 derniéres équations par rapport au temps. On obtient :
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d aZECI [ X ) [ X ] [ X} dal [ da4 [ ) d'a'5 [ ]

— | ==L =2 + + +2 —= —= +—2

dt o [al] qi [34] q, [35] q3 dt q dt q, dt q3
8q1

d aZECi o0 o0 o0 da2 . da4 . da6 .

— | ———| =2 + + +2 —= + +

dt o [32] q, [34] q, [36] q3 dt q, dt q dt q;3
8q2

d azECi o0 o0 o0 da3 . da5 . da6 ]

— | == =2 + + +2 =2 —2 q,+—=

dt o [33] q3 [35] qq [36] q, dt qs3 dt q dt q,
8q3

Calcul des coefficients —2i :

da;  °

I qp, | — m2hid2sq,— m3li | xG389o3t YG3€dps || t
+ 3| — mlilxsgz— mSIZ[XG3SCl3+ YG3CC13] - m311(XG3SQ23+ yc,30q23ﬂ (4.48)

dap _ ° 4.49

o qsz | — m3l2] xG3%93+ YG3©d3 (4.49)
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das
—2 =0 4.50
" (4.50)
dag °
e qo |~ m2lid28q,— m3li| xG38do3+ YG3€das || T
+ 43 | — malilxsgs— m311(XG35(h3+ YG30q23] - 2y ( XG3Sqs+ YG3C‘13J (4.51)
das o
T do | — m3li| xG3893t YG3Cdaz || t
+q3 | — mall[XG35q23+ YG30q23] — m3lp [ XG38qs+ Y(;3Cq3] (4.52)
dag B °
e qs3 | — m3l2 | xG38931t YG3©9s3 (4.53)
On calcule maintenant: a_ (X Eci-X Epi)
(?qi aqi

oL
0 = — mdig ¢q;— m2g (1lcq1+dch12) — m3g (110q1+120q12+XG3CC1123_YG3Sq123)

1
aL ° ) 2 o o
a = q; | —m2l qu_m311(XG3Sq23+ YG3CC123) + qlqz[_m311(XG3Sq23+ YG3Cq23)] +

2

+C.11(.l3[_m311(XG35q23+yG3Cq23)]
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oL

° ) ° ) ° o o o o o
0. —m3[12(XG3SQ23+YG3Cq23) (ql +4; +2q1q2+q1q3+q2q3]+
3

2
+ ll(XG35q23+YG3CQZ3) (Oh 4142 +CI1CI3]] +m3g(XG3Cq123_YG3Sq123)

Afin de constituer I’équation (4.02), on va procéder aux arrangements suivants. On

) . 1 da] 1 f . dal_ L] ] o
écrit les termes I sous la forme : a =ai1q;+ai2q, tai3qy

Les équations (4.48),...,(4.53) deviennent comme suit :

da * * °
d—1=0q1+a12q2 +ai13q3
t
da * ° *
d_2:0q1+0q2 +a23q3
t
daz .° ° °
=0q,+0g,+0
at q, q, qds3
dag .° ° *
d—4=0q1+a42qz +a43q;
t
das .° ° °
d—=0q1+a52(12+853q3
t
da . ° *
d_6:0q1+0q2 +a6393
t
Ou:
aj2 = — malid2sq,— m3ly ( XG38qp37 YG30q23]
a;3 = — malil2sqs— m312[XG3SCI3+ YG3°‘13] - 111311(XG3S‘3123Jr yG3Cq23]
ay = — mslz[XG3SCI3+ YG3Cq3J

a42 = — malidasq,— m3l1[XG3SC123+ YG3°q23J
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a43 =— malil2sq3— m3ll(XG3SCI23+ YG3CQQ3} = 2m3lp [ XG38q3+ YG3CQ3}

asp = — m311[XG3S(l23+ YG3CQQ3}
as3 = — m3ll[XG3SQ23+ YG3Cq23J — m3l2 [ XG38qs3t YG30Q3J
ag3 = — m3l2 [XG3SQ3+ YG3CCI3}

et ajl=apj=ap2=aj3|=aj3y=aj33=a4|=asi=agl=ac2=0

d |0 i .
Les termes — & deviennent :

aqi

d aL [ 1] [ ] [ 1] [ ] 2 ] 2 e o e o [ ) ]
e =2a1q | +a4d 5 +asq 3 a4y +asidy” +2a12;dp+2a23q; 43 Hasztas2 ), a3

aql

d aL [ X ] [ X ] [ X ] [ ] 2 [ ] [ ] ] [ ] [ ) [ )

al = =a4q +2az2qy+agq3tae3ds +ta4q,9;+a439193+2a239,93

8q2

d aL [ X ) [ X ] [ X ] [ ) [ ) [ ] [ ] [ ) [ )
il e =asq +taegqy+2a3q3+taspq;9d;tas3q 93 +aedsd;

8q3

Quand aux termes , on les met sous la forme suivante :

aqi

oL 2 2 2
T—lioﬂnql +1i2q,” +1i3q3" t1i4919, +1i59;93 +1lied2 93
1



Pour les 3 segments :

oL i

——=ho

8ql

aL [ ) 2 [ ) [ ) [ ] [ ]
——=1219; *t1249;9, *1259;93
6q2
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2 2
8_2130+131q1 ++1329, " t134919, +1359193 1369, 93

a3
Ou:
110=—m1dlgcql—m2g(110q1+d2cq12)—m3g(11cq1+lzchz+XG3Cq123_YG3Sq123)
2
l21=—m2l1 Squ311(XG3qu3+YG3Cq23)
124=—m311(XG3SQ23+YG3CQ23)
I25=—m 311(XG3SC123+YG3CC123)
130=m3g(XG3°q123 —Ystqm)
131=—m3(l1+12) (XG3Sq23+yGSCq23)
132=—m312(XG3SCI23+YG3CQQ3)
134 =—m3(11+212) (x 6359 23+ Y 636 23)
135=—m3(1+12) (XG3Sq23+yG3Cq23)
136 =—m3l2(x g 359 231TYG3¢423 )
L’expression i or |_ oL sera égale a :
oq, ) 04
al oL | oL oo oo oo ., .,

—T=2a1q1+a4q2+a5q3+a42q2 tas3q; +

+2a12q;9, +2a13q;93 +(a43+as2 a5 110

(4.54)
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d aL aL [ X ) [ X ) [ X J [ ] 2 [ ] 2
— ——=a4q1+t2a29,+aeq3 1219, taeqs +
de| .° 0q,
8q2
+(a42—124)q1q2+(a43—125)q1q3+2a23q2q3 (4.55)
i aL _a_L_ (1] + (1] +2 (1] _1 [ ] 2_1 [ ] 2+
atl e 5q asqiraeq,r<azqs—I319; 324>

6q3 3

+(asp—134 0,9, +(as3—135)a,93+(ae3—136 2 a5 130 (4.56)

On calcule la matrice jacobienne et le torseur des forces appliquées par
I’effecteur du robot 1 sur 1’objet.

Calcul du torseur des forces appliquées : on considere le schéma suivant qui donne le bilan
des efforts appliqués sur I’objet.

Yc

Figure 4.2 : Bilan des efforts généralisés au niveau des organes terminaux de 2 robots



Torseur du robot 1

fo
1f 1 1f 0
fNN+1 = fy, M NN+l = . 0
0
M ,,
Torseur du robot 2
2
fo
2f 2 2f 0
fN,N+1 = fy MN. N+l = 5 0
O MZf
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(4.57)

(4.58)

b) Calcul de la matrice jacobienne : pour calculer la matrice jacobienne, il faut déterminer

la position de O4 dans le repere Re ¢’est a dire OOy .

’ \ 2
Les coordonnées de O4 dans le repere “R3 sont Xo4 €t you , alors :

X 04
— f y
O0f0 4= T3 84
1

Et comme fT3 :fT() .OTl . ! T, .2T3 donc :

—lo+t11cq;+12¢q15 +x04C9123 ~Y 0454123
- 11841 +128q 12 ¥ x 0454123 T Y 044123
0r04 =
0
1
On prend :
1f
Xo4 = —lo+rhicq+t12¢qqp +x04€9123 ~Y 0459123
1f
Yoa = —lothisqp+128q12 +x0489123 +¥ 049123

(4.59)

(4.60)

4.61)



La matrice jacobienne du robot 1 sera égale a :

o 1fXO4 o 1f Xo4 o 1fXO4
0q 0q, 6q3
8q1 8q2 6q3

Jif (qi) = 0 0 0
0 0 0
0 0 0
) 0 L
8q1 8q2 8q3
0 leO4 0 1fYO4 o
0 0 0 -
oqy oqy oqy
0 leo4 0 lfYO4 s
T _ _
Jie (Cl i) - aq, oq, 00 0 aq,
0 0 0 -
0ds3 0d; 0

0 = q+tq,+q3

Calcul des ¢éléments de la matrice : d’apres (4.60), (4.61) et (4.63), on a :

006 006 00 _
aql 8q2 6q3

1f

0 Xo4

= —118q—128q12 =x 0459123 ~ Y 049123
6q1

81

(4.62)

(4.63)



1f
0 X
6—04 = —128q12 =x 0459123 ~ Y04 €9123
q»
1f
0 X 4
8—0 = TX0489123 ~ Y04 9123
q3
1f
0 Y 4
TO = licq+12¢q15 ¥ x04€q123 ~Y 04589123
1
1f
0 Y
—0 12¢q12 +x 049123 ~Y 0459123
6q2
If
0 Y
=10 _ X04€9123 ~Y 0459123
En définitive :
e
Xt If If
1f 0 Xo4 Yo4 IM
1 X Y Zs
fyf 0q aq
0 1 If 1 It 1
T _ 0 0
if (qi) = f Xo4 + f Yo + My,
Xf a Yf a Zt
0 ¢h) dy
0 1 If 1 It 1
0 X Y
fx, = fy, B4 My,
! 0d3 aq3
Mzt

On identifie tous les résultats obtenus avec 1’équation (4.02) :
: . . . T
1 1 1 1
F:( Iy, I'r, F3]

2a1 a4 as

Dl(qi)= a4 2a, a6

as ae 2a3

82

(4.64)
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2 2
a4, +as3d3” +2a12q;q, +2a139; 93 Hagztas2)a, 43 o

] ] _ [ ] 2 [ ] 2 o o o o
CGVl(ql,qlJ 114 +ag3d;” Hado124); 95 Haaz125)d; 43 +2a230, 95

13 1'2112 —132(122 +(a52—134)q1 q; +(a53—135)q1 q3 +(a63—136)q2 q3—130

Pour le robot 1, on obtient le systéme suivant :

2 2 *
'T'\=2a1q,+a4q,+a5q3+a42d,” +as3ds” +2a12q;d, +2a139,93 +(agz+as2)d, 93 —l1o+

1 o 1 Pl 1
+ oy Yod |y, (4.65)

2 [ ] 2 o o [ I
To=a4q,+2a2q,+agq3 1219, +ae3ds” +(a4a—124);9, Has3—125),d5+2a239, 95+

0 0
+ fx, 20, + fy, 20, + My, (4.66)

2 [ ] 2 o o o o [ ] [ ]
Ts= asqtaed,+t2a3q3-1319; —1324, +(a52—134)q1q2+(as3—135)q1q3+(a63—136)q2q3—130+

+ My, (4.67)

Le modele dynamique du robot 2 sera identique a celui du robot 1 (on prend les indices du

2'me manipulateur).

4.3.5 Calcul des contraintes cinématiques

Ce sont les vitesses de translation (v.) et de rotation (®.) du centre de gravité C
de I’objet, exprimées dans le repére Ry. Comme nous I’avons déja dit, le calcul se fera pour

le robot 1.



Calcul de v, :

D’apres 1’équation (3.10),on a :

o (1 5 - .
Ve = —[ PtN(qi)m] U= e (0,0, +71) q;

1

— —
Comme : 004 +11 = 00C Alors :
—lotlicq+12¢q 5 +11¢q 23
%
@) 0 C =
118q+128q 15 +ri8qqp3
0
Donc :
q; (‘1lsq1‘125q12‘rlsq123 )*qz (—12sq12—r1sq123 )‘“q3 (‘rlsqm)
‘70 — ) ° )
q1(11°q1+120q12+rlcq123 %q2(120q12+rlcq123 )*q3(rlcq123)
0
0
L 0
®c -
q;+9, +q3

On identifie les calculs précédents avec I’équation (3.14) :

84

(4.68)

(4.69)
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Ve, (_llsql_lzs(h 118G ) (—125(11 z_ﬂsqlz?) (—rlsun
Yo (11°q1+12cq12+1‘1cq12:) (12°q12+1‘1"q12?) (I‘lcqlz?) q
‘70 VCL O 0 0 °
| - %
@ x 0 0 0
0 0 0 B
oy 1 1 1
(4.70)
bii bi2 b13
b21 b2 b23
0 0 0
Bl(qi) _ 4.71)
0 0 0
0 0 0
0 0 0
Ou:
bir = —1i8q;~128q12 11893 bia = ~128Qp 7115413
b2 = 12¢qp tr1€qqp3 b23 = 1r1€q 3

On dérive I’équation (4.70) et on I’identifie a (3.14).



Ou:

b1

b21

—1i9;¢q—12

-
-
-
|
o
- [

|

q; 49,

b

bl3

—h1q18q;—12

b

|

q11t49,

b22

b

q; 149,

qg;tq,+tq3

q;t4q-

q1*t9,+q3

bi2

b22

q;t9, t4q3

o
o]

Je

q;*t4q

o

q;t9,tq3

86

bi3

b23

(4.72)

o
.

qi+t4q,*tq3

o
om

21743

On déduit pour le robot 1 les systémes suivants :

vex = (Hisalosayyrisdy o) 4 + (Hlasayrisdyps) ay + (~risa123) 93

VCy = (llcq1+12Cq12+rlcqlz3) CII + (+12°q12+flcq123)q2 + (rlcq123)q3
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Wz= q;+q,+q3
VCz= 0 et (DX:(Dy:O

VCx :(_IISqI_IZSql2_rlsql23)q | +(‘125q12‘1”15q123)q2 +(‘f15q123)q3 Jf(‘llcql‘IZCCll2‘1”10‘1123)‘112 +

+ (Hoeayrriea; 30, > Horioay 303> H21ea -2rieg; 5300, 4 H-2ricay 3y a5 H-2ricay 343

*2
VCy :(11Cq1+ 12¢q; o tricq; 23)‘1 1 +(12Cq1 2T rlcq123)q 2 +(T1Cq123)q 3 +(_1lcq1_125q1 27T18q) 23)q1 +

+ (—lzsqlz—nsql23):1224(—rlsq123):132+(—2125q12—2rlsq123)q1q2+(—2r1sq123)q1q3+<—2rlsq123)q2q3

vez=0 ; ox=moy=0 et ®z=q;+q,y+q3

4.3.6 Calcul des contraintes dynamiques

1 1 ] 2 2 2 T
fo = | fyp Fyp0.0,00 Mg fyp £44,0,0,0, Mg (4.73)
Eilq;) = 0 0 r1cd a3 (4.74)
r18q173 —11€q123 0
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0 (qqq] 0
Q) = [C'h v +(°13j 0 . (4.75)
0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
LI(Qi): (4.76)
0 0 gy 1 00
0 0 g,y 0 10
18dp3  TIOG)03 0 0 0 1

1’1’1CI3><3 03><3
Hiala;)= Bila;) D '(g;)
03><3 kC
. mcl3.3 03x3 . . .
Hipy qi-> 4| = Bi |q; | 9; - Hia9; CGV1 | G; > q; | +
03,3 ke
—mc8
+ = 06><1

Qlkcmﬁx(qi),i;y<qiréz(qi>r
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Le modé¢le dynamique des 2 robots tenant un objet rigide dans le plan formant une boucle

fermée sera écrit sous la forme suivante :

r=H+G 4.77)
Ou : H=A"(W;+ W+ Ws3.Wa) et G=A"1. W5
Avec :
2a1p 2ay3 (ag3+asn)
[B1] = (a42-124) (a43-125) 2an3
(a52—134) (a53—135) (a63—136)
0 a4y as3 —l1o
lc)=| - 0 a63 [G1] = 0
131 32 0 —130
I'=(y, T12.T13.T21-T2,23) !
T 03x6 (Lrtu) ) Hia 063
A =1lex6 —
06 Jap L (LH) 003  Hpa
Dl 03X3 (Y o0 o0 () ) T
Wi= (qI’ qz’q3’q1"q2"q3')

03x3 Do



[B 1 ]
W o =
[B 2 ]
T
Jit
W3 =
03x6
mcI3><3 O3><
03x3 ke
I’Ich3><3 03X3
03x3 ke

. 2
2
(; . (; 3 + [c ] q,
. . 2
92 93 q 3
. 2
[ ) (] q '
q1:9 5 1
1l °
) [ ] C ‘
ap a3 " G 12
. . 2
Q293 q 3.
-1
03x6 (Li+uy) L2
;T L (LatU2)
2f
. 9192 q
ql [ ) ] [ ]
’ 1.31(:12 -Hia [Bl] qi 93 +[C1]q
13 dq, 43
. qr 9z
ql‘ [ ] [ ]
];7_(.12’—H2a [B2] qp 93 +[C2]
13 q,'q3:
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T
Jir

03x6

03x6

T
Jir

|

Li+U;

Ly
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4 -mc8

L2 J [I{klk}J} 03x3
+

L2+U> H24[G2]) | —mcE

03x3



92

CHAPITRE 5
APPLICATION DE LA METHODE PROPOSEE

5.1 Principe de ’approche de la méthode proposée

La mise en ceuvre de cette approche nécessite le partage du probléme en 3 parties

importantes :

e Reformulation des équations pour extraire explicitement T.
e Choix de la technique a utiliser pour modéliser q(A).

e Résolution du probléme par une technique appropriée.

5.1.1 Reformulation des équations

On ne parle plus de trajectoire articulaire q(t) mais q(A). Pour cela, on introduit

le changement d’échelle suivant :

Viel0,T] : t=A1.T avec A e[0,1] (5.01)

5.1.1.1 Critére de performance

11 sera réécrit sous la forme suivante :
1
F=T[L(Xx(1),U(),T)dA (5.02)
0

Quant aux variables articulaires de position, de vitesse et d’accélération, elles seront

fonction de T comme suit :

q9()=q(21)= q(%) (5.03)
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* N 04 8q(/1)_Lr

q(t)=—"+ —— =5a() (5.04)

70)=2% —a‘.’(l)=—1 g'(1) (5.05)
ot oA T2 '

Les commandes u=(I,,I%,I5,..., ;) (voir formule (1.53)) sont données

par le modele dynamique du robot :

$ 0ty g) s 0+ C, [q<t>, ij 6, (a)-r:(0) (5:00

j=1
Pour simplifier les calculs numériques, on divise I’équation (5.06) par I'i max. On pose :

. - M . - . _ .
v 0= F s e C e Gl

Fzmax i max

L’équation (5.06) devient :

v (0= 33 5(gle) s )+ C [qo), ;@)} i) 07

J=1

Avec le changement d’échelle (5.01) et les expressions (5.03), (5.04) et (5.05), la relation

(5.07) sera reformulée de la mani¢re suivante :

1 n— " 1 — , —
vi ()= S5 2+ 5 ilalD). g W Gi ) 609
j:
Si on pose H,; = %]\_/IU q” IR Ci, I’expression (5.08) aura la forme réduite
j=1

suivante :

l —_
v (/1)=FH,'+GI- (5.09)

Soit q(A), une trajectoire articulaire reproduite dans le plan normalisé [0,1].
Elle peut étre exécutée dans des durées T différentes. La meilleure des trajectoires (Soit
Q(M) cette trajectoire) est celle qui est réalisée dans la durée Tq minimisant le critére Fq. Le

critére de performance (5.02) s’écrit :
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Flo(2).0'2).0"(2).7)=Fo (r) (510
Les fonctions Q'(A) et Q"(A) sont définies et connues dans I’intervalle [0.1]. Donc :

FQ(TQ)= min FQ(T) (5.11)
)0

5.1.1.2 Contraintes du probléme

3 types de contraintes : (Voir 1.4.4)

e Contraintes géométriques (positions articulaires)
e Contraintes cinématiques (vitesses et accélérations)

e Contraintes dynamiques (couples articulaires)

5.1.1.2.1 Contraintes géométriques

a) Sur les positions articulaires

19/0) |< a0 max VE€[O1]= | q42) <) e VAE[01] (5.12)

Chaque trajectoire q(A) doit se trouver dans I’intervalle permis par les débattements. 11 faut

vérifier que :

vaie[o1] , max qi(ﬂ)e[ 9 imin » 9i max } (5.13)

b) Sur les obstacles

Ils sont liés a I’environnement dans lequel travaille le robot. Il faut vérifier que :
g(g()<0 veelo,T]= &(g(1)r)<0 Vie[o1] (5.14)

Les fonctions g et & définissent la structure des obstacles. Cette derniere détermine le

traitement de la contrainte.
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5.1.1.2.2 Contraintes cinématiques

a) Sur les vitesses voir (5.04)

q;(1)

N | a) |

1
= 4| = T2

<qioa ; (5.15)

Vtelo, T] vel0,1]

Ona:
T7>T,

T, est la limite inférieure du temps de transfert qui respecte (5.15). Il suffit de le choisir

égal a:

q, (1)

Tvy=max | max| —*+—— (5.16)

o [0’1] 4 max

b) Sur les accélérations voir (5.05)

[ 1] (1) 1 "
qi(%éqimax = F‘qi(i)‘ﬁqimax = T2|—

(5.17)

Vielo,T] V€0, 1]
Ona:
T>T,

T, est la limite inférieure du temps de transfert qui respecte (5.17). Il suffit de le choisir

égal a:

(5.18)
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Pour une forme particuliere Q(A) de la trajectoire, le temps optimal Tq doit satisfaire les

contraintes cinématiques tel que :

To 2 T7 (5.19)
T*=max (T, .T, ) (5.20)
T* représente le temps optimal.
5.1.1.2.3 Contraintes dynamiques
Comme  y; (1) :LW: iz Hi+G, et ‘Fl. (t)‘ < L imax (t) , alors:

Fimax(t) T

‘Fi(t)‘g

I ,max

1 = ‘ %Hl-(ﬂ)+G_,-(/1) <1 (5.21)
T

Selon le signe de H et G, cette contrainte sera formulée de la maniére suivante :
T <T <T, (5.22)

T et T, représentent respectivement la limite inférieure (left) et la limite supérieure (right).
Si on note [,4 'intervalle des durées T (temps optimal) qui vérifient toutes les contraintes

(cinématiques et dynamiques), alors :

Lad _{ T*00 |:ﬂ[ Tl’Tr ]_|: ]ad,inf’ Iad,sup :| (5.23)

La situation pour laquelle [, = {@} correspond a une forme non réalisable par le robot

quelque soit le temps de transfert T.On peut résumer cela sur le schéma suivant :
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F(T) . Lad,inf Tadsup
5 A i
Fo(T) ! |
F(T) | |
T T.'Q T
Iad

Figure 5.1 : Représentation du meilleur temps de transfert (avec respect des contraintes)

F(T)) : Fonction objectif optimale sans respect des contraintes.

Fqo(T) : Fonction objectif optimale avec respect des contraintes.

Telles qu’elles sont formulées, les contraintes sont indépendantes. Dans un
ordre quelconque, si par hasard I’'une d’elles n’est pas respectée, la forme Q(A) et
automatiquement rejetée sans tenir compte des autres. Le probléme de planification devient

plus simple.

5.1.1.3 Criteres de performance

5.1.1.3.1 Critére temps minimum

Le critere de performance normalisé s’écrit : voir (1.54) et (1.55) :
1
F=T[L(X(1),U(1),T)dA (5.24)
0

et comme le lagrangien normalisé est égal a :

Llg(2).q'(2).¢"(2).7)=1 (5.25)
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Alors :

1
F=T[dA=T (5.26)
0

Le meilleur temps de transfert Tq qui correspond a la forme particuliere Q(A) est :

T o= min F o = min (T) (5.27)
o T)5YO0 0 T)5)O0

Comme F =T (voir (5.26)), la variation de F par rapport a T est linéaire. On peut

représenter cette variation sur le graphe suivant :

Fo(T) Lonoemmmms

FD| | 7/

Iad,min Iad,max

Figure 5.2 : Critére de performance avec temps de transfert minimum

Dans ce cas, T correspond a I g min. Ceci se traduit par :
T min =min { T o |:('\ Tl T =1 ad inf (5.28)
Théoriquement, si on ne limite pas les capacités d’un robot, la valeur de T sera nulle.

5.1.1.3.2 Critére mixte temps-efforts quadratiques

Comme le lagrangien est égal a (voir (1.56)) :
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[ ) [ 1) n . 2
L (q(l) . qt) . q() ,F] = u + 1_2” Z[?’(UJ avec  p eJ 0,1 [
i=1 imax

La fonction objectif sera formulée comme suit (voir (1.54)) :

F(q(t),;(t),.q.(t),TJ=,u(})dt+ (1_”)22 (Lfdz (5.29)

Dans I’espace normalisé, elle sera égale a :

2

1- ngPon o2

Fopr s $ L E 2 5 3G, i (5.30)
2 0| i= T i=1T i=1

Apres intégration et regroupement des coefficients de T, on trouve 1’expression simplifiée

de F suivante:

T T

Ou les S; (termes réels indépendants du temps) valent respectivement :

1 n
S1:,U+( ”)sz 'y (5.32)
0i=1
S 5 _ (- )j Y H;2 dA (5.33)
2 0i=1
1 n -
S3=0-pu) [X H;G; d2 (5.34)
0i=1

La variation de la fonction objectif en fonction du temps de transfert aura 1’allure suivante :



F(T)

Fo(T)
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Figure 5.3 : Critére de performance mixte temps-efforts quadratiques

On reprend I’expression (5.31), on la dérive et on I’annule pour calculer analytiquement la

valeur de Tq. A la fin, on trouve :

To=

To

2

2851

b

6S2

\S3+12518,-83

/

> (5.35)

Selon le signe de S; (S; et S, sont tous les 2 positifs), on prendra ’'une ou 1’autre des

expressions de Tq qui sont les 2 solutions positives. Les solutions négatives sont rejetées

(puisque T >0).

5.1.1.3.3 Critére mixte avec puissance quadratique




On reprend I’expression du lagrangien (1.62) :

2 i=I\ I imax

L (q@ ) 70 ,rj P i(”’)] - o) §

D’apres les expressions (1.58) et (5.04) on a : Pi(t) = ]“l-(t) . ql.(t) =7 (t) .

Comme P;pax = imax - 9i max>

q;

F= /JT-I-( ”)j oSy +(1 o) 3|~ T
i=1i i=1

49 i max

i=1

la fonction objectif sera égale a :

Td A

On effectue I’intégrale et on regroupe les coefficients de T pour arriver

simplifié suivant :

So 4 S3 + Sa

F=S1T+
TS T3 T

Ou les Sjvalent respectivement :

\S)

g1
Sy=(-u) 7({

1 n
Sq=0-u)|a|[XH; G, di+—~
0i=

Pimax

P_T

N -
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(5.36)

au résultat

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)
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Les facteurs S; et S, sont toujours positifs quelque soit la forme de la trajectoire. La
variation de la fonction objectif par rapport au temps de transfert a la méme allure que pour
le cas précédent. Le temps de transfert optimum sera obtenu a partir de la résolution de

I’équation (voir (5.37)) :

0 - 5 _ Sa _ 383 _ 55 (5.42)

1 T2 T4 76

5.1.2 Modélisation de la forme de la trajectoire

On a expliqué dans le sous-chapitre (2.2) qu’on a opté pour une modélisation
par des morceaux de splines cubiques (reconnus pour leur stabilité), reliés, dans un
intervalle normalisé [0,1], par un nombre inconnu K (nombre arbitraire) de nceuds mobiles.
L’essentiel est d’assurer la continuité des vitesses et des accélérations au niveau de ces
derniers. 2 nceuds consécutifs servent de support a un polynome de degré 3. Ils sont limités
verticalement par les débattements qmin €t Qmax. On peut représenter cela a travers les

graphiques suivants :

q*)
---------------- qmax
a)
.............. qmin
0 ! "
q)h i ’
? q max
b) :
: I ”
i q’mi
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RO

Figure 5.4 : Formes de q((L),q (V) et q (V)

a) représentation de la trajectoire articulaire.
b) représentation des vitesses articulaires.

c) représentation des accélérations articulaires.

Remarque : comme entre 2 nceuds, la trajectoire articulaire est un polynome de degré 3,

elle a une forme parabolique pour les vitesses et une forme linéaire pour les accélérations.

5.2 Application a 2 robots plans en chaine fermée

Y 1 | H1 G
= — + (5.43)
T2 -
) H > G
Iy | T o |
I'11,max 1721,max
. I'12 12
ou: [Wl]: I'12,max “ [WZ]: T2
> ,max
'3 123
_F13,max_ _F23,max_




[Hi]=

104

I'11,max I'21,max ['11,max ['21,max
_Hip [H,]- _H» [_]_ _Gi2 [_]_ _Gn
B H2 - s Gl - B G2 —
I'12,max I'22,max I'12,max I"22, max
_Hiz _Hos Gi3 G23
| T'13,max | | ['23,max | | I'13,max | | 123, max |

On peut établir un algorithme pour la détermination les couples articulaires.

1.

Lecture des caractéristiques géométriques et inertielles des 2 robots et de 1’objet

(Position, masse,...).

A partir de la position de 1’objet et en utilisant le modéle géométrique inverse, on

détermine les coordonnées articulaires du 1 robot.

On calcule les coordonnés articulaires du 2™ robot avec la condition de fermeture

de boucle .

On calcule les vitesses et les accélérations articulaires par dérivation des

coordonnées articulaires (pour les 2 robots).
On calcule les contraintes cinématiques v., @, et leurs dérivées.

On calcule les contraintes dynamiques, ce qui revient a déterminer les matrices

suivantes : Ei(q:), 2 Li(q), Di(q), Jy "(q). Ufq). CGVi(q), Ha(q). H ib(q,»qz]

avec 1=1,2.
On calcule les matrices [H;] et [G].

Calcul des COllplCS articulaires (F]], F]g, F]3, Fg], Fgg, F23).



Optimisation cinématique d’un systéme de robots plans.

Exemple 1:

2 Robots IBM SCARA a2 ddl:

Caractéristiques des robots : Les deux robots sont identiques

Corps i Li (m) Xgi (m) Mi (kg) Izz
1 0.50 0.25 5 0.8575
2 0.50 0.25 5 0.8575

Caractéristiques de 1’objet : Sphére de diametre = 0.1 m et

de masse = 1 kg.

La tache :
Robot 1 :
Articulation {initiale (Rad) { finale (Rad) qmax (Rad/S) T'max (Nm)
1 -0.5235 0.4484 3 45
2 2.0943 0.7853 -3 30
Robot 2 :
Articulation ({initiale (Rad) { finale (Rad) qmax (Rad/S) I'nax (Nm)
1 0.5236 0.4337 3 45
2 -2.0944 -1.0381 4 30

80

70

60

50

40

30

20

10

Mouvement optimisé€ :

Temps de transfert optimal : T =0.59 s.

-20 -10

10 20 30 40 50

60 70

Figure 5.5 : Mouvement optimal trouvé par la méthode SC (exemple 1)
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Robot 1:

Figure 5.6 : Coordonnées articulaires optimisées du Robot 1 (Exemple 1)

o = N w B
| | | ]

. . . .
AW N R
. ! ‘

—Ah—

q

@

0,6

0,8

Figure 5.7 : Vitesses articulaires optimisées du Robot 1 (Exemple 1)
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Figure 5.8 : Accélérations articulaires optimisées du Robot 1 (Exemple 1)

106



Robot 2 :

Figure 5.9 : Coordonnées articulaires optimisées du Robot 2 (Exemple 1)

Figure 5.11: Accélérations articulaires optimisées du Robot 2 (Exemple 1)
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Exemple 2 : 2 Robots IBM SCARA a2 ddl:

Caractéristiques des robots :

Robot1 :
Corps i Li (m) Xgi (m) Mi (kg) Izz
1 0.25 0.15 10 0.05
2 0.25 0.15 5 0. 1255
Robot 2 :
Corps i Li (m) Xgi (m) Mi (kg) Izz
1 0.60 0.40 12 0.5
2 0.40 0.20 12 0.8575

Caractéristiques de I’objet : Sphere de diamétre = 0.1 de masse = 1 kg.

La tache :
Robot 1 :
Articulation ({initiale (Rad) { finale (Rad) q.max (Rad/S) Tinax (Nm)
1 -0,52359 -1,04719 3 40
2 -2,36789 -2,87178 3 25
Robot 2 :
Articulation ({initiale (Rad) { finale (Rad) q.max (Rad/S) I'nax (Nm)
1 0,3671 -0,32964 5 45
2 -2,36789 -2,8717 4 30

Temps de transfert optimal : T =0.50s.
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Mouvement optimisé :

Figure 5.12 :

Robot1 :
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40+

30

20

10+
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-20 -10

60

Trajectoire correspondante au mouvement optimal (exemple 2)

2,5+

1,5

0,5

-0,5

-1,5 -

0,2 0,3 04

Figure 5.13 : Coordonnées articulaires optimisées du Robot 1 (Exemple 2)
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Figure 5.14: Vitesses articulaires optimisées du Robot 1 (Exemple 2)
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Figure 5.15 : Accélérations articulaires optimisées du Robot 1 (Exemple 2)

Robot 2 :

u
o
=
o
N
o
w

o
N
#)
¢
o
o

Figure 5.17: Vitesses articulaires optimisées du Robot 2 (Exemple 2)
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Figure 5.18 : Accélérations articulaires optimisées du Robot 2 (Exemple 2)

Exemple 3:

Caractéristiques des robots :

Robotl : Robot IBM SCARA a2 ddl
Corps [ Li (m) Xgi (m) Mi (kg) Izz
1 0.50 0.25 8 0.005
2 0.60 0.30 3 0.15
Robot 2 : Robot a 3ddl:
Corps | Li (m) Xgi (m) Mi (kg) Izz
1 0.30 0.15 5 0.8575
2 0.60 0.30 10 0.12
3 0.40 0.20 5 0.015
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Caractéristiques de I’objet : parallélépipede de dimensions 10x20x10 et de masse del kg.

La tache :
Robot 1 :
Articulation {initiale (Rad) q finale (Rad) C}max (Rad/ S) Inax (Nm)
1 0,5926 -0,94746 4 30
2 0,89074 2,51059 6 25




Robot 2 :

Robot 1

Articulation ({initiale (Rad) { finale (Rad) qmax (Rad/S) I'nax (Nm)
1 1,04719 2,9679 3 30
2 -1,0471 -1,0471 3 45
3 -2,3561 -0,7853 3 20
Temps de transfert optimal : T =0.90s.
Mouvement optimisé :
80 -
70 |-
60 |-
so- )
wl VT e
30 -
20 |-
10 -
160 60 40 20 20 40
Figure 5.19 : Trajectoire correspondante au mouvement optimisé
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Figure 5.20: Coordonnées articulaires optimisées du Robot 1 (Exemple 3)



Figure 5.21: Vitesses articulaires optimisées du Robot 1 (Exemple 3)
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Figure 5.22 : Accélérations articulaires optimisées du Robot 1 (Exemple 3)

Robot 2 :

Figure 5.23: Coordonnées articulaires optimisées du Robot 2 (Exemple 3)
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Figure 5.24: Vitesses articulaires optimisées du Robot 2 (Exemple 3)
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Figure 5.25: Accélérations articulaires optimisées du Robot 2 (Exemple 3)
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On remarque que pour 1’exemple 1 (2 robots identiques a 2 bras), la tache a été

exécutée en 0.59 s pour un déplacement de I’objet d’environ 40 mm, pour I’exemple 2 (2

robots différents a 2 bras), la tache a été exécutée en 0.50 s pour un déplacement de 1’objet

d’environ 25 mm, pour I’exemple 3 (2 robots différents I’un a 2 bras 1’autre a 3 bras), la

tache a été exécutée en 0.90 s pour un déplacement de 1’objet d’environ 90 mm et une

orientation de ce dernier de 90°. On remarque également que pour 2 robots identiques, la

symeétrie est a peu pres respectée tant pour les positions articulaires que pour les vitesses et

les accélérations.
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Une premiere comparaison s’impose. Dans le respect des contraintes imposées,
2 robots a 2 bras identiques exécutent une taiche donnée plus rapidement que quand ils sont
différents. Cela est du au fait si on augmente les dimensions des bras d’un robot, les
vitesses articulaires deviennent importantes et pour les limiter, il faut nécessairement
augmenter le temps de transfert.

Si maintenant on ajoute un bras a I’un des robots on remarque que pour un
déplacement donné et dans la limite des contraintes imposées, on diminue de 30% le temps
de transfert par rapport a 2 robots identiques a 2 bras. Cela est du au fait qu’on arrive a
une position désirée plus rapidement avec 3 bras qu’avec 2 seulement avec des vitesses
plus réduites. La vitesse articulaire du dernier bras est relativement importante par rapport
aux 2 premiers est du au fait qu’on a voulu orienter la piéce en plus du déplacement de

cette derniere. En conclusion, on peut dire que I’exemple 3 donne de meilleurs résultats.
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CONCLUSION

La coopération des robots est une notion relativement récente dans le domaine
de la recherche en robotique. Deux sens peuvent étre donné a cela. L’objet est manipulé
par plusieurs robots, chacun, exergant une tache distincte ou bien tous les robots exercent
la méme tache ou des tdches complémentaires (par exemple : manutention d’objets lourds
et volumineux pouvant dépasser les capacités d’un seul manipulateur). Pour ce deuxiéme
cas de figure, les études sont unanimes sur le fait que le probléeme principal de la
modélisation dynamique était la détermination des contraintes cinématiques liees a la
configuration des chaines fermées auquel on ajoute les problemes liés a la tache, aux
robots et a I’environnement. La complexité de la formulation mathématique, tant sur le
plan de la dynamique que sur celui de la coordination entre les robots, est telle que chaque
étude possede une certaine originalité et difficilement généralisable. C’est dans cet esprit
que nous avons inséré notre modeste contribution. Dans la premiére partie de notre
mémoire, nous avons presenté I’essentiel de la terminologie pouvant servir de base de
travail pour les étudiants du département de mécanique qui veulent s’initier a la robotique.
Nous avons aussi presenté dans le chapitre 2, les méthodes d’optimisation les plus
couramment utilisées. Nous avons opté pour une technique stochastique telle que la
modélisation de la trajectoire par des splines cubiques reliés entre eux par des nceuds
mobiles (la continuité de la trajectoire étant assurée au niveau des nceuds) pour sa
simplicité de mise en ceuvre. Elle ne donne aucune priorité aux contraintes du probléme
donc ne demande aucun développement mathematique prealable et elle présente un certain
caractére de géenéralisation. Un modéle dynamique d’un systéme de 2 robots tenant un
objet rigide dans I’espace en boucle fermée et donné dans la troisieme partie de notre
mémoire avec une application directe dans la partie 4 pour le cas de 2 robots plans. La
mise en ceuvre de la méthode SC (splines cubiques) est présentée au chapitre 5 et que nous
avons appliqué, dans le cadre d’une optimisation cinématique, a 2 robots plans pour les
trois cas suivants: 2 robots identiques a 2 bras, 2 robots différents a 2 bras et enfin 2 robots
différents I’un a 2 bras I’autre a 3 bras. Une étude comparative a montré que le troisieme

systeme donnait les meilleurs temps d’exécution d’une tache donnée avec des vitesses
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d’exécution les plus faibles. Pour I’optimisation dynamique, les calculs ont montré que les
facteurs des couples articulaires et des forces généralisées étaient des matrices singuliéres
qui présentaient des problémes d’inversion. Notre souhait est que cette derniére partie
fasse I’objet d’une étude dans le cadre d’un autre mémoire afin de compléter ce travail



APPENDICE A

TRANSFORMATIONS HOMOGENES - OPERATIONS MATRICIELLES

Coordonnées généralisées

repere R;

articulation A;

repere Ri1

Les parametres (réels et indépendants) qui permettent de définir la situation du
corps C; par rapport au corps C;_; sont appelés coordonnées généralisées. Dans I’espace, 6

parameétres suffisent a connaitre la situation d’un corps.

Matrices de transformations homogénes

On introduit la notion de coordonnées homogenes (largement utilisées en
informatique graphique) pour calculer les projections et perspectives d’un objet sur un

écran, maintenant, trés répandues en robotique.

Coordonnées homogenes d’un point

C’est un vecteur colonne a 4 composantes :



Z
Mz}..
-+ M
0 Y
My
Mx
x/
M x
2> M
oM |7
M-
1

M., My et M _ sont les coordonnées de M dans le systéme Oxyz , la

4™ valeur est un facteur d’échelle égal & 1 en robotique.

Coordonnées homogenes d’un vecteur libre

C’est 1 vecteur constitué de 4 facteurs. Les trois premiers étant les

composantes du vecteur libre, le 4™ est égal & 0.



Vx
— %
V y
Vz
0
Transformations homogeénes :
Z;
Z Y
iTJ_
O
X;
Yi

Oi

Xi

"T; transforme le repére R; en R; . Elle peut étre une (des) translation (s) et/ou une

(des) rotation (s). Cette transformation se définie par une matrice (4x4). Telle que :

7

Xixp o %yp o X%z B

7

LYY Y YE B

7 7 7

ZiXj  ziyj  ZZj P

0 0 0 1



Sy Ny ax Px
sy ny ay Py i i i i

Sz nz az P

i i i
Ou: § joonj et a; désignent respectivement les vecteurs unitaires suivant les axes

i
X;, Y; et Z; du repere R; exprimés dans le repere R; et ol p; est I’origine du repére R;

exprimée dans le repére R; . Cette matrice peut étre notée sous la forme partitionnée
suivante :

A, P;
T,=
0 0 0 1

i i
Ou: 4, représente la matrice de passage du repére R; au repére R; et p; représente

I’origine du repere R; exprimée dans le repere R;.

Translation pure

Z

0Oj ] Yi




Trois translations sont possibles :

o T(xP)
o TPy
e T(zP,)

Ou: P,, P, et P. representent les translations respectivement par rapport a x , y et z.
La transformation totale ' 7; est le produit des trois translations (I’ordre de multiplication

est quelconque)

"T.=TPy). TP, . T (zP)

Rotation pure

On peut considérer une rotation autour de x d’un angle 8 de la maniére suivante :

1 0 0 0 0

0 cl —s6 0 A(x0 ) 0
Rot(x, 0) = =

0 s6 cl 0 0

0 0 0 1 0 0 0 1

Par analogie, la rotation autour de y d’un angle ¢ sera donc :



cO 0 s@ 0
0 1 0 0
ROt(y, 0) = =
—s0 0 cO 0
0 0 0 1

Et la rotation autour de z d’un angle 6 sera :

cO —s@ 0 0

sO cO 0 0
Rot(z, 0) = =

0 0 1 0

0 0 0 1

Propriétés des matrices de transformations homogénes

Comme :
i
i Aj
7}:
0 0 0
Rotation pure :
i
Pour une rotation pure : P; =0
Translation pure :
1
_ i
Pour une translation pure Aj= 0
0

Ay0 )

A(z0 )

o O o

o O o




Matrice inverse

i i i
Comme la matrice 4, est orthogonale : AJ.T = Aj—l

La matrice inverse est égale a la matrice transposée. Leurs éléments représentent les

cosinus directeurs d’orientation.

Transformation inverse

Rotation inverse

Roz_l[u , 0 J:Rot [—u , 0 JzRot {u ,—9]

Transformation inverse :

L’inverse d’une matrice de transformation peut étre écrite sous la forme suivante :

' p
i 4T P 4 -4 P
T'—l = =
/ TP 0 0 0 1
0 0 0 1

Produit des transformations

Si un repére Ry a subit & transformations consécutives, la transformation totale

seraégale a:
0 0 1 k-2 & =
Tk: Tl . TZ v erereeenas . Tk-l . Tk = H Tl
i=k

Transformations composées :

Composition de deux matrices:



0 0 0 1 0 0 0 1
A4y HPo+R
Alors n T, =
0 0 0 1
Avec TieT2F ToeT1

Produit des rotations

Rot {u,@l J * Rot [”1‘92 J = Rot [”"91+(92J

2 rotations autour du méme axe u.

Rot [u,@ J . Trans[u,d J = Tl’ans{u,d J- Rot {u,@ }

A condition que la rotation et la translation se fassent par rapport au méme axe w.

Décomposition de la matrice de transformation :




APPENDICE B

REPERAGE D’UN SOLIDE DANS L’ESPACE

Orientation d’un solide dans I’espace

Dans I’espace, un solide libre et rigide possede 6 degrés de liberté. A un instant
donné, il faut pouvoir le positionner et 1’orienter par rapport a un repére fixe qu’on choisit
préalablement. En robotique, ces paramétres représentent les coordonnées opérationnelles

définies dans un espace opérationnel. La matrice de transformation s’écrit sous la forme :

Sx nx ax Px
4 P Sy ny ay Py
T = =
0 0 1 Sz nz az P
0 0 0 1

La matrice A(3x3) représente la matrice d’orientation, la matrice P(3x1) celle
de position. On associe le repere R, a un solide, R, étant le repere de référence fixe. Pour
les parametres de positionnement d’un solide dans 1’espace, on utilise les coordonnées
cartésiennes, cylindro-polaires ou sphériques. Quant aux parametres d’orientation, on
dispose des cosinus directeurs, angles d’EULER, des angles de roulis-tangage-lacet et des
d’EULER  (appelés aussi d’OLINDE-RODRIGUES  ou

parametres parametres

quaternions).

a) Cosinus directeurs

L’orientation est définie par la donnée de trois vecteurs unitaires s, n et a qui

sont les cosinus directeurs. La matrice correspondante s’écrit :

ACD: Sy ny ay




b) Angles d’EULER

L’orientation de R, par rapport a R, est donnée par 3 angles y, G et g .

axe des nceuds

Angles d’Euler

w : rotation autour de z, (angle de précession).

%
6 : rotation autour de 1’axe des nceuds ON (angle de nutation).

@ : rotation autour de z, (angle de rotation propre).

La matrice d’orientation s’écrit :

ApuLer = Alzy) o A(x0) o Alzp)
Ou:

cycp —syctso —cy sp—sy cO c sys0
AEULER = Sycp+cycts @ —SyYsQp+C l//C&’@ —cysl

sto s&o cl




c¢) Angles de roulis-tangage-lacet (RTL)

L’orientation de R, par rapport a Ry est donnée par 3 angles ¢ , 6 et y

désignent respectivement le roulis, le tangage et le lacet :

Angles de roulis-tangage-lacet

e Rotation ¢ autour de z.
e Rotation 0 autour dey.

e Rotation y autour de x.



La matrice d’orientation s’écrit :

Arrr = Alz.p) o A(y.0) » Alxy)

cpch cpsOsy—spcy copsOcy+spsy
ARrrL = spco SpsOsy+cOcy spsOcy —cosy
-50 cOsy cOcy

d) Paramétres d’EULER

L’orientation est exprimée par 4 parametres décrivant une rotation unique autour

d’un axe de vecteur unitaire u.

Zn Zo axe de rotation

Yn

Yo

Parameétres d’Euler

On définit les paramétres ’EULER comme suit :

A1 = c(6/2)

A2 = ux S(H/Z)



A3 = uy 5(9/2)

u, s(0/2)

A4

La matrice d’orientation s’écrit :
2(/7«124”1%) -1 2(2245-2124) 2(1224+4123)
4p = | 201225+ 41a) 2a2+22) -1 21304~ 1/2)

2A2ha=Aiks) 2324t A2) 2a3+23) 1




APPENDICE C

MODELE DYNAMIQUE DES ROBOTS A CHAINES CINEMATIQUES
COMPLEXES.

Introduction

Le modele dynamique d’un robot a chaine fermée est obtenu a partir de sa
structure arborescente équivalente. Pratiquement, peu de robots présentent une telle
structure, mais, par rapport aux chaines simples ouvertes, il présente plusieurs avantages.
La rigidité est augmentée, donc, une meilleure précision. Les articulations ne sont pas
indépendantes, alors, on peut choisir I’articulation qu’on veut motoriser. Enfin, on peut
ramener les organes de motorisation vers la base afin de diminuer les masses (inertie) en
mouvement sans ajouter des transmissions qui peuvent dégrader les performances des bras
(jeux, frottements, élasticite, ....).

Nous introduisons ici, une approche basée sur I’utilisation du modéle
dynamique du systéme arborescent équivalent et sur le calcul des multiplicateurs de

LAGRANGE pour décrire les contraintes de fermeture de chaine.

Description du systéme

Il est composé de n corps mobiles et de L articulations. Le nombre de boucles
fermées estégala b= (L —n).Parmiles L articulations, m seulement sont pourvues
d’actionneurs et on suppose que la structure est compatible avec les contraintes de
fermeture de boucle. Le nombre d’articulations motorisées m représente le nombre de
degrés de liberté, donc, la connaissance des m variables articulaires permet de déterminer,
d’une maniere unique, la configuration du robot. Ces hypothéses sont vérifiées sur tous les
robots industriels ayant des boucles fermées. En coupant b articulations (non motorisées
pour des raisons de simplicité), on obtient 5 boucles ouvertes ce qui conduit a une structure
arborescente a » articulations. Pour arriver & un modéle dynamique le plus performant, on
choisit de couper I’articulation, pour laquelle, la différence entre les distances, en nombre

de corps de la base au bord de la coupure, est la plus petite. Soit :

q 4 = {qa, qp] (Ac.01)



Ou :
g - Vecteur des n variables articulaires de la structure arborescente équivalente.
q. :vecteur des m variables articulaires des articulations motorisées (ou actives).

q, :vecteur des (n-m) variables articulaires des articulations non motorisées (ou

passives).

Pour le vecteur g, de dimension m, seules les variables ¢, sont indépendantes
ce qui donne (n-m) relations indépendantes entre les variables g, et g,,. Pour la fermeture de
boucle, les relations de contraintes se traduisent par :

¢ {QW]= 0 (Ac.02)

La structure arborescente équivalente et les relations de contraintes

représentent le systéme bouclé.

Calcul des variables dépendantes g,

Pour caractériser la situation de la structure arborescente équivalente, il faut

calculer g, en fonction de ¢, . La forme explicite est (le cas la plus favorable) du type :

q,= f ( qaj (Ac.03)

Si on ne peut pas etablir une telle forme, on doit résoudre I’équation (Ac.03)
numériquement. Pour réaliser cela, une approche a été proposée. On dérive I’équation
(Ac.03).

o op  0¢ 4.
0 = P dq,.= ) (Ac.04)
qar aqa 6qp dqp
Comme elle est nulle, on peut I’écrire sous la forme :
9 a4y =9 4, (Ac.05)



Ou hien :

@ p dqp: —0adq, (Ac.06)
Ou: ®p = 99 et wq = 99 (Ac.07)
8qp oq,

Mises a part d’éventuelles positions singuliéres, on peut inverser w, . Alors :

a)_Pl' @ p dqu - w_al' wa dq,
Ce qui implique :
-1
dqp:—a)poa)adqa
Si maintenant, on pose ¢ = - a);l- @, »alors:
J4q
0 = P (Ac.08)
dq,

Calcul du modéle dynamique

Lorsque les parameétres du systéme ne sont pas indépendants, le modele
dynamique selon le formalisme de LAGRANGE s’écrit :

0
;= — - — + > Ak v (i=1,....n) (Ac.09)
Dans I’équation (Ac.09) , A représente le £°™ multiplicateur de LAGRANGE et L le
lagrangien de la structure arborescente equivalente. Sous forme matricielle,on I’écrit :
r=»=r, + I, (Ac.10)

I, représente le modele dynamique de la structure arborescente équivalente.

(1] e o .2
I'vr=4qg+Bgqg+Cq +Q (Ac.11)



T
= —| 4 (Ac.12)
4 g1

I, peut étre calculé a I’aide de I’algorithme de NEWTON-EULER pour les structures
arborescentes.

I'q
L o= (Ac.13)

I'p

I, pour les couples des liaisons actives, 7, pour les couples des liaisons passives. D apres
les équations (Ac.02), (Ac.05) et (Ac.07), I'.de I’équation (Ac.12) s’écrit :

T T
0 0
qa qp

Pour le vecteur [I" de I’équation (Ac.10), les composantes qui correspondent aux

articulations sont nulles. Ce qui nous donne :

Tm
I = (Ac.15)
0

Ou: I'm correspond aux couples delivrés par les m moteurs. En définitive, I’équation

(Ac.10) devient, en remplacant chaque terme par sa valeur :

- + (Ac.16)

La premiere ligne correspond a la partie active, la deuxieme & la partie passive.

On peut écrire aisément le systeme suivant :

I'm= Tat 0ha Q)



0=7Iptori

-1
. , . T , .
Ontire A de I’équation(2): 4 = — | o, I, etonlereporte dans I’équation (1)
c’estadire:
-1
I'm= I'a— |: wg:l l: w£:| I'p (Ac.17)
Puisque seuls 4 et I, sont inconnus. Comme o = — a);10 g, alors :
T
-1
ol = - a)aT { a)p}
L’equation (Ac.17) devient :
r]| La
szfa+|:a)Ti|rp=|:1 w:l (AC18)
I p
Ou encore sous la forme : Im = [ 1, ot } Tar
Ou bien :
T'm=Glelg (Ac.19)
T 7 - - 7 Y aQar
G représente le JACOBIEN des variables g, par rapport aux variables ¢, égal a o
9a

Les équations (Ac.17) ,(Ac.18) et (Ac.19) représentent le modele géométrique inverse.



APPENDICE D

TECHNIQUES STOCHASTIQUES D’OPTIMISATION.

Résoudre un probléme d’optimisation, c’est trouver parmi un ensemble Q de

solutions possibles S, la solution S” minimisant (ou maximisant) une fonction objectif F(S)
donnée. Les techniques déterministes sont efficaces a condition que F(S) soit continue et
comporte trés peu d’extremums (minimums locaux) sinon les développements
mathématiques deviennent trés lourds et difficiles a établir. De plus, elles se basent sur la
construction d’une direction de recherche privilégiée dans Q donc, le risque de manquer
I’optimum global S” est d’autant plus grand quand F(S) comporte plusieurs optimums
locaux. Dans ce cas, les techniques stochastiques qui se basent sur une recherche aléatoire
de S” uniformément distribuée dans I’espace Q sont préférées. Seules des informations sur
les valeurs de F(S) sont nécessaires. Les techniques stochastiques les plus répandues sont :

e La technique de Monté-Carlo

e M¢thode de Hill-Climbing

e M:¢éthode de Monté-Carlo avec réduction d’intervalle

e Le recuit simulé

e Les algorithmes génétiques

e La recherche tabou

a) Technique de Monté-Carlo

Elle consiste a générer aléatoirement plusieurs solutions S, de les comparer en
retenant a chaque fois la meilleure solution [50]. L’algorithme du cycle de base se présente
comme suit :

Générer aléatoirement une solution initiale Sy dans Q
Prendre S = So

Générer aléatoirement une solution S dans Q
Evaluer F(S)

Si F(S) <F(Sy) alors S'=S§

Fin

Répéter



E(S)

F(S*)[ - —
I

Nombre d’itérations

Convergence d’une technique de Monté-Carlo

L’application de cette méthode semble aisée. Il suffit d’évaluer la fonction F a
chaque tirage aléatoire de S. Le temps de calcul est infini. Pour des raisons pratiques, le
processus de base est arrété¢ aprés un nombre d’itérations I suffisant pour que la solution
recherchée soit acceptable. Pour réduire 1’effort de calcul et accélérer la convergence, on
introduit la notion de voisinage V(S;) défini par son étendue L; de la meilleure solution S;
obtenue a I’étape i. Cette idée est exploitée dans les techniques de Hill-Climbing, Monté-

Carlo, recuit simulé et recherche Tabou.

b) Méthode de Hill-Climbing

Elle propose d’effectuer une recherche dans un voisinage V(S) d’étendue fixe L
centrée autour de la meilleure solution retenue [51].

centre actuel nouveau centre

F(S) F(S)

S

Aeilleure solution trouvée dans ce domaine

Changement du centre dans la technique de Hill-Climbing




La seule difficulté réside dans le choix de la taille de L. Un mauvais choix induit a :

e Piégeage de la technique dans un minimum local (L trop petit).

e Augmentation du temps de calcul (L trop grand).

L’algorithme correspondant est comme suit :

Générer aléatoirement une solution initiale Sy

S"= S,

Centre de voisinage = S°

Générer aléatoirement S dans le voisinage V(S*) € Q
Evaluer F(S)

Si F(S)<F(S")alors S=§"

Centre du voisinage S’

Jusqu’a convergence

¢) Méthode de Monté-Carlo avec réduction d’intervalle

C’est une version améliorée de la méthode précédente. Elle introduit un facteur
de réduction de I’intervalle L. Lors du tirage initial, L est choisi large. Au fur et a mesure
que le nombre d’itérations 1 augmente, la taille de L est réduite afin d’affiner la solution.
Soit E le nombre d’échecs successifs comptabilisés depuis la derniere amélioration (on
considére un échec quand le choix de S fait augmenter F(S)). Quand E prend des valeurs
significatives et pour rentabiliser le calcul, on réduit I’intervalle L. Pour cela, on se fixe un
seuil Ex pour une prise de décision.

L’algorithme correspondant sera alors :

Générer une solution initiale Sy aléatoirement

S"=S,

Générer une solution S dans V(S") € Q, évaluer F(S")
Si F(S)<F(S"),alors S'=S

Sinon compter E

Si E = Enax

Réduire V(S)

Jusqu’a convergence



L’efficacité de cette méthode dépend du choix du facteur de réduction de L et de E,x.

d) Recuit simulé

Le fait, a tout prix, de diminuer la fonction objectif F(S) peut conduire a une
situation de piégeage de la recherche autour d’un optimum local. L’idée de cette méthode
est de faire échapper F(S) de cette situation (permettre 1’augmentation de F(S) pour
pouvoir se déplacer vers I’optimum global) [52] [53].

En métallurgie, le recuit est un traitement thermique qui consiste a chauffer un métal & un
niveau tel qu’il permet 1’équilibre physico-chimique et structurel d’un matériau et de le
refroidir par palier afin que les atomes s’organisent de manic¢re a le faire passer (le
matériau) d’une configuration de haute énergie a celle d’énergie minimale. Ce passage

obéit a la loi de Boltzman :

P=exp|[dE/KT]

Ou:
e K : constante de Boltzman

dE : différence d’énergie entre les niveaux initial et final

T :température

P : probabilité de passage d’un groupe d’atomes d’un niveau d’énergic E; a

un niveau d’énergie supérieure E,

Par analogie, les configurations stables correspondent aux solutions qui font diminuer la
fonction objectif, les configurations instables font augmenter la fonction objectif. La loi de

Boltzman adaptée s’écrit alors :

P=exp|[AF/T]
Ou:
o AF=F(Si1)—F(S)

e T correspond a un paramétre de contrdle

e P représente la probabilité d’acceptation

e) Recherche Tabou

Cette technique consiste a se déplacer d’une solution a une autre en

s’interdisant de revenir a une solution déja rencontrée. On définit un voisinage V(S) pour



chaque solution S en supposant qu’on dispose d’une liste Tab de toutes les solutions
rencontrées depuis le début de I’exécution de la méthode. A partir de la solution courante
Si on passe a une solution Si+; € V(S;) minimisant la fonction objectif et en ajoutant S;a la
liste Tab. En pratique, ce processus utilise trop de place mémoire ainsi que le temps de
calcul (on doit comparer chaque solution choisie avec tous les éléments de la liste
Tab).Pour éviter cet inconvénient, la méthode Tabou préconise de conserver en mémoire la
transformation élémentaire qui permet de passer de la solution courante a la suivante en
s’interdisant d’appliquer son inverse (la solution courante n’est pas ajoutée a la liste Tab).
La recherche tabou se préte bien au probléme d’optimisation discret (optimisation dans les
réseaux) [13] [14] [15] [54].

L’algorithme correspondant sera :

Générer aléatoirement une solution initiale Sy
$'=S,

Tab=0

Répéter

Générer une solution aléatoire S dans V(S*) e Q

SiS ¢ Tab alors évaluer F(S)
Si F(S)<F(S")alors S'=S
Sinon ajouter S a la liste Tab

Jusqu’a convergence

f) Algorithmes génétiques

Ils sont basés sur des mécanismes de sélection naturelle et sur la génétique. A
partir d’une population de solutions potentielles (chromosomes) initiale arbitrairement
choisie, on évalue leurs performances en utilisant des opérateurs simples : la sélection, le
croisement et la mutation et on recommence le cycle [16] [55]. Ces algorithmes différent

des méthodes précédentes par les deux points suivants :

e On utilise un codage des paramétres (solutions).

e On travaille sur une population de points au lieu d’un point unique.

L’algorithme sera le suivant :



Générer une population initiale

Répéter

Evaluer les performances de chaque individu

Les sélectionner et les regrouper par paires selon leurs
performances

Générer une nouvelle population (appliquer les opérations de
croisements et de mutations)

Jusqu’a convergence
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INTERPOLATION POLYNOMIALE PAR MORCEAUX (SPLINES CUBIQUES)
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Une interpolation polynomiale [65] entre les points [Xo, Yo] et [Xn, Y] peut

étre effectuée de la maniére suivante :

n :
[
e Utiliser un polynéme de degré n f (X): Zai X passant par tous les points
i=0

intermédiaires [X; Yi] . Du fait qu’il posséde (n-1) extremums, la courbe f (X) va

présenter des oscillations si n est trop elevé. Cette derniére ne sera pas réguliere.

e Ultiliser un polynéme de degré faible pour éviter ces inconvénients en effectuant
une interpolation par morceaux. On préconise des fonctions splines qui peuvent étre
linaires, quadratiques ou cubiques. Pour leur caractére de stabilite, ces dernieres
présentent des avantages au niveau des nceuds de raccordement entre les morceaux
(bon lissage de la courbe totale) a I’inverse des splines linéaires qui présentent des
points anguleux. Il suffit d’assurer la continuité de la courbe totale.



INTERPOLATION POLYNOMIALE PAR MORCEAUX

Si.105) = S (X
YA 1) () h rI Si (Xi) = Sis1 (X))

Yi """"

Yo t----

y X

S (X) Représente la courbe totale reliant tous les points [X; Yi].
S(x)={Si(x)} avec xe[Xo,X,]
Si(x) Représente le morceau qui relie les points [Xi Yi] et [Xi+1 Yis]

Si(Xi) Représente la valeur de Si(x) au point Xj .

Soient (n+1) points tels que = Xo(X (..{X_1(X,=b.

La fonction S (X) est appelée spline cubique s’il existe N fonctions polynomiales S i (X)

qui vérifient les propriétés suivantes :
2 3
1. S(x)=Si(x)=aio+ ail(x - Xi)+ ai,z(x - Xi) + ai,g(x - Xi) [Ae.1]

Pour tout X € [Xi’Xi+1] etpour 1=0,1,.,n-1.

2. S(Xi): y; pour i=0,1,.,n [Ae.2]

Qui implique que la courbe totale passe par tous les points.



3. Si(Xi+1): Si+1(xi+1) pour i=0,1,.,n-2 [Ae.3]

Qui implique la continuité de la courbe totale S (X)

4. S'i (Xi+1): S’i+1(X

Qui implique que la fonction totale est lisse au niveau des nceuds de raccordement.

i+1) pour i=0,1,.,n-2 [Ae.4]

S S”i(XiJrl): S”i+1(X

Qui implique que les dérivées secondes sont continues.

i+1) pour i=0,1,.,n-2 [Ae.5]

INCONNUES DU PROBLEME

L’expression [Ae.1] contient 4 inconnues (ai,o ,di1,dj2 ,ai,g) pour

I’intervalle[Xi 'Xi+1]- Comme ces derniers sont au nombre de N ((N+1) points) alors, au

total, on doit déterminer 4N inconnues.

EQUATIONS DISPONIBLES

En principe, on peut établir (N+1) équations avec I’expression [Ae.2], (N-1)
équations avec chacune des expressions [Ae.2], [Ae.2] et [Ae.2], ce qui fait au total (N+1)
+ 3(N-1) = 4N-2. Deux équations manquantes qu’on peut écrire aux extrémités de

I’intervalle en faisant intervenir I’une des dérivés (premiere ou deuxieme).

CONSTRUCTION DES COURBES

Dans I’intervalle lXi ' Xi+1J on peut toujours écrire que :



Xi Xi+1

La linéarité de la dérivée seconde est telle que :

S" (x)-S", (Xi): (x-xi)tga

Ou :
ga=S (Xi11)-S"i (xi)
Xi+1~ Xi
Ce qui donne apres calcul :
s"(x)=5" (x)=s" (Xi) 2 Xixl ygr(x. ) X" Xi [Ae.6]
! ( ) Xi~ Xi+1 '+1) Xi+1~ Xj
On pose mi=s"xi) : miz=5" i) 5 hi=Xi—xi)
L expression [Ae.6] devient :
S’ (x )=% (Xi+1_ X )+ mr;_” (x - Xi) [Ae.7]
i i

On integre 2 fois [Ae.7]. Ainsi, on obtient :

S x )=%(xi+1—x )3+rgiﬁ_l(x —xi)3+pi b Jay  —x) e

Ou pi et qi représentent des constantes d’intégration.



On remplace successivement dans I’expression [Ae.8] X par X; etpar X;

i+1 -
mi 2
Y; :Si(Xi):G_hi + P; hj
Mi1 2
y|+]_ Si(XI+1) I"ll +qihl
D’ou :
_Yi_ mih; _ Yia_Miyh;
Pi = h e R B S

Les seules inconnues de I’expression [Ae.8] sont les termes { mi } qu’on peut trouver

en dérivant la méme expression. Ainsi, ona:
2 2
__ M ( ) m|+1( )
S’i (X )__ﬁ Xi+1_X 2 h X XI + p| +q| [Ae.9]
[
Cette derniere expression est valable quand X = Xj . Alors :

Mi+1 y|+1 Yi

i \Xi Ae.10
1 b)=-3" =" e B [Ae 10]
Elle I’est aussi quand | =]—] .Donc:
: mi Mi— Yi Y-
S i—1(Xi):_3_I hi_1"‘6—I1 hi_1+lT_1ll [Ae.11]

En utilisant la propriété 4 et les expressions [Ae.10] et [Ae.11], on obtient une relation qui

lie Mj—1:-Mj et Mijyq .

Yia~Yi Vi Vi
hi_g Mg+ 2 (i + hi) mi + i -mi =6 I+1h- L h-l L Az
| |




[Ae.12] représente un systeme de (N-1) équations linéaires a (N+1) inconnues. Les deux

équations manquantes sont obtenues aux extrémités. Une fois les valeurs de {mi }

déterminées, les coefficients de la fonction spline S (X ) seront calculés comme suit :

a',1: Yiel = Vi B hi(ZmiJr mi+1)

aio= Y, ’ i
hij 6
m i Mis1—M;
dig="p v Ai3= gp
|

Chaque polyndme peut se mettre sous la forme :

Silx J=1las x =xi)+aiol x —xi)+ais flx —xi)+aig
[Ae.13]

Ou Xi < X < Xy




APPENDICE F

ORGANIGRAMME DU PROCESSUS D’OPTIMISATION

Lecture des données géométriques et inertielles des robots

v
Performances des robots (limites sur les vitesses, les accélérations et les couples)
Caractéristiques de la tache (configurations initiale et finale,
vitesses initiales et finales)

\
Initialisation du processus d’optimisation N, =1
Fobj (meilleurey = + 00
Intervalle de recherche = débattements
Echecp.y , intervalle de recherche minimum.

\4
A

Y

A

Y

\4

Générer aléatoirement une courbe qispiine)

Vérifier les débattements de qispline
non

Calculer qaspiine) 2 partir de qispiine)

Vérifier les débattements de qa(spiine
non




2

oui
Y

Calculer S{,S,,S;

y

Calculer TB =min Fop; (S1,S2,S3)

Fonj (TQ 5 S15,S2,S3) = Fobj (meilteure)

oui
Calculer T;, T,
\ 4
Calculer T,
\4
Calculer T,
Y
Calculer T, T,
Y
Calculer T = intersection (T, T,, T,, Ty, T}, T;)
oui

Fobj (T ) = Fobj (meitteure)

oui

v \ 4

Echec =Echec+1 [€

non




FI()bj (meilleure) =F obj (T )

Echec=0

Y

oui

Arréter

oui

CONV —>] Affiner la solution

non

non
Echec = Echecpa,

\4

Echec=0
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APPENDICE G

LISTE DES SYMBOLES ET DES ABREVIATIONS

: cosinus a

: matrice d’inertie du robot i.

: fonction objectif.

: centre de masse du segment i.

: matrice jacobienne.

: matrice d’inertie relative a I’objet ramenée au repére fixe Ry.

: sinus a

: splines cubiques .

: temps de transfert.
: la limite inférieure du temps de transfert qui respecte la contrainte d’accélération.
: la limite inférieure du temps de transfert qui respecte la contrainte de vitesse.
: torseur des forces de contact généralisées.

: accélération de la pesanteur.

: longueur du segment i.

: masse de 1’objet @ manipuler de centre de masse c.

: masse du segment i.

: vecteur des positions articulaires (coordonnées généralisées).

: vecteur des vitesses articulaires (vitesses généralisées).

: vecteur des accélérations articulaires (accélérations généralisées).

: distance entre c et les origines des derniers bras des 2 robots.

: vecteur vitesse linéaire.

: vecteur accélération linéaire.



ve,0. :vitesses linaire et angulaire de c.

I'ouu :commande (moments quadratiques).

I; : vecteur des couples articulaires (forces généralisées).
H : facteur de pondération (pour les moments quadratiques).
T : tenseur d’inertie.

o1, 92 :orientation de I’objet par rapport aux 2 effecteurs.

w : vecteur vitesse angulaire.

o] : vecteur accélération angulaire.
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