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RESUME

L’application de I’effet piézoélectrique dans I’atténuation des vibrations sur les poutres et les
plaques est étudiée en prenant compte de 1’influence de I’amortissement structural ainsi que
du changement de la température ambiante toute en incluant ’effet de cisaillement. La
résolution de I’équation du mouvement est obtenue en appliquant la méthode de NEWMARK
ainsi qu’une discrétisation par éléments finis. Un modele numérique est proposé afin de
simuler les résultats d’un systéme formé par une poutre sandwich composée de deux couches
piézoélectriques et d’un cceur en matériau homogéne. Comme exemple de I’application de
I’effet piézoélectrique dans 1’atténuation des vibrations (ou la correction des déformations)

on peut citer le domaine avionique ou spatiale.



ABSTRACT

The application of the piezoelectric effect in the vibration suppression are studied in
the case of beams and shells, the structural dumping the effect of temperature changes and
shear deformation are considered. The NEWMARK and the finite element method FEM are
used to solve the equation of motion. A numerical model is used to simulate the result of a
sandwich beam witch composed by tow piezoelectric layers in the top and the bottom of an
isotropic core. The piezoelectric effect can be used in the spatial and aircraft domain to

correct deflections and suppress vibrations.
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INTRODUCTION

Au fur et a mesure que la science progresse de nouvelles contraintes apparaissent, que
ce soit dans le confort ou dans la réalisation, ce qui a contribu¢ positivement au
développement de nouvelles techniques et de nouveaux matériaux pouvant donner un remede
efficace a ces contraintes. Ceci n’était pas permis avant ce progres qui a touché toutes les
sciences actuelles, notamment le domaine informatique, comme les calculateurs numériques,
qui on permis aux chercheurs d’accéder a un niveau technologique élevé et, du coup,

améliorer les techniques de réalisation et donc d’obtenir de nouvelles possibilités.

Les criteres de sécurité et du confort étaient plus séveéres donc il a fallu atteindre des
conditions de contrdle optimales, ce qui a permis d’ouvrir un nouvel horizon a des techniques
de controle qui s’averent trés prometteuses. Le controle actif s est forgé une place primordiale
au milieu de cette avancée spectaculaire. Le principe de ce contrdle est de générer un champ
antagoniste a celui produit par la perturbation, qui est égale en amplitude et opposée en phase.
Ce type de contrdle, qui est utilis¢ dans plusieurs domaines (spatial, avionique,
automobile...etc.), n’a pu s’offrir une telle place que grace a I’utilisation des matériaux dits

piézoélectriques vu leur poids réduits et leurs capacités a la conversion électromécanique.

Les matériaux piézoélectriques font ’objet d’un grand intérét et suscitent de
nombreuses recherches ces derniéres années, que se soit a des fins technologiques, pour leurs
éventuelles applications dans les domaines électroniques comme par exemple les oscillateurs
a quartz, ou a des fins mécaniques, comme un outil de commande et de régulation comme
dans le cas du contrdle actif. Ils peuvent étre utilisés aussi bien comme actionneurs que

comme capteurs de vibrations.

C.W. Lim, CW.H. Lau [48] ont étudié¢ le comportement électromécanique d’un
actionneur épais formé par un stratifié avec des couches piézoélectriques et un conducteur
¢lectrique isotrope dont le coeur était soumis a un chargement électrique externe, en utilisant
un nouveau modele informatique bidimensionnel (en raison de la nature du champ électrique
appliqué qui est un champ bidimensionnel et le couplage électromécanique) et la théorie de

Timoshenko. Un modéle par ¢léments finis est présenté pour le calcul ainsi que des solutions
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numériques pour ¢étudier I'effet géométrique sur le comportement de recourbement

¢lectromécanique.

X. Wang et Om P. Agrawal [49] ont présenté une nouvelle méthode analytique pour la
résolution des problémes de phénomenes couplés (piézoélectricité, thermie et élasticité)
présent dans les solides de classe 6 mm dans un systéme de coordonnées cartésiennes, soumis
a des charges ¢électriques, thermiques et mécaniques, les résultats sont représentés

graphiquement. Ces résultats comparés a ceux d’autres auteurs sont jugés satisfaisants.

J. HO Yim et S. Y. Cho [50] ont présenté une étude sur le comportement
d’amortissement d’un stratifi¢ composé de deux couches piézoélectriques et d’un cceur en
matériau viscoélastique. Ils étudient I’influence de 1’épaisseur et de la longueur du cceur

viscoélastique sur le coefficient d’amortissement structural.

J. Cheng, B. Wang et Shan-Yi Du [51] ont utilisé une théorie d’ordre supérieur des
déformations de cisaillement pour modeler et analyser un stratifi¢ composé d’un empilement
de couches piézoélectriques avec une polarisation aléatoire toute en se basant sur le principe
d’Hamilton généralis¢ pour la déduction des équations fondamentales des composites

piézoélectriques.

F. Claeyssen, R. L. Letty et N. Lhermet [52] ont étudié la capacité des actionneurs a
couvrir des besoins de positionnement précis et/ou rapide et ont présenté des applications
diverses que se soit dans les domaines de 1’instrumentation, de l'espace, de 'aéronautique et

de I'automobile ou en général dans les mécanismes, amortisseurs, vannes...etc.

J. M. Simdes Moita, C. M. M. Soares et C. A. M. Soares [53] ont traité les problémes
des vibrations forcées et de résonances dans des structures (poutres et plaques) composées de
couches piézoélectriques agissant comme actionneurs et capteurs piézoélectriques en se
basant sur une théorie de déformation d’ordre supérieur. Des modéles en éléments finis sont

proposés pour le calcul des déplacements.

L Edery-Azulay et H Abramovich [54] ont étudi¢ les effets des matériaux piézo-
ceramiques sur l'atténuation de la vibration dans les piézo-composites en utilisant le controle
actif. Un modéle mathématique exact basé sur une théorie du premier ordre des déformations
de cisaillement est proposé. Le mécanisme piézoélectrique de cisaillement peut étre employé

pour réaliser une atténuation active des vibrations.



18

Yan-Ru Hu et Alfred Ng [55] ont développé une approche pour la commande active
de vibrations des structures flexibles avec des actionneurs piézoélectriques intégrés en
utilisant une théorie de commande. Des modéles dynamiques pour une plaque circulaire
flexible avec des actionneurs et des capteurs pié¢zoélectriques intégrés en utilisant la méthode
de Rayleigh Ritz ainsi qu’un dispositif de contrdle actif robuste sont donnés (congus) pour

supprimer les vibrations de la plaque circulaire.

Joshua T. Lee [56] a ¢élaboré une méthode qui étudie le traitement d'un ACLD « Active
constrained layer damping » : couche de contraintes active pour les réponses dynamiques des
poutres avec des conditions aux limites classiques. Il a démontré que les ACLD pourraient
efficacement amortir des vibrations de basses fréquences. La tension de commande qui
maximise le facteur de perte peut de manicre significative réduire les vibrations et bruit des

poutres aux fréquences de résonance.

M. Moshrefi-Torbati, A.J. Keane, S.J. Elliott et M.J. Brennan [57] ont élaboré une
comparaison des résultats prévisionnels numériques, en Fortran, et des résultats
expérimentaux sur une structure légere qui est un bras de satellite sous forme de perche de 4.5
m de long. Le but est d’optimiser les différentes positions a [’aide d’actionneurs
piézoélectriques. Un algorithme génétique est utilisé pour trouver les positions optimales
pour trois actionneurs montés sur la structure afin d’obtenir les meilleurs réductions de

vibration.

Jin-Chein Lin et M.H. Nien [58] ont présenté une investigation sur le contrdle actif des
vibrations des structures intelligentes en utilisant des actionneurs et des capteurs
piézoélectriques. Ces derniers seront montés sur une poutre stratifiée en matériau composite
et ont étudié¢ I’influence des directions des fibres de renforcement sur le positionnement des
actionneurs sur le contrdle actif. Comme exemple d’illustration ils ont étudié les commandes

des vibrations sur des grandes structures flexibles.

J. Lin [59] a proposé une stratégie pour le développement des actionneurs
piézoélectriques faisant partie intégrante des structures intelligentes. Le but est de commander
activement les vibrations des structures intelligentes en utilisant une commande ou un signal
brouillé¢ en parallele decomposed parallel fuzzy control, donc il a proposé une méthodologie

de commandes développés qui peut étre appliquée a des systémes complexes
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S. O. R. Moheimani,, Andrew J. Fleming, et S. Behrens [60] étudient la dynamique
ainsi que la stabilité des structures en stratifiés piézoélectriques. Une paramétrisation de la
fonction de transfert en boucle fermée et aussi une classe spécifique des contrdleurs sont
utilisés pour la réduction des vibrations structurales . La fonction est présentée et appliquée
expérimentalement pour démontrer l'efficacité de la méthodologie proposée. Ils ont démontré
que le probléme du shunt des actionneurs piézoélectriques avec plusieurs capteurs

piézoélectriques est équivalent a un probleme de commande de rétroaction.

Z. Zhong et E. T. Shang [61] ont fait une analyse exacte d’une plaque constituée par
un ¢lément piézo-thermo-¢lectrique soumise a des conditions aux limites variées. Ils ont
¢laboré une solution exacte du probléme sous forme de séries de Fourrier pour définir des
distributions arbitraires des chargements mécaniques, électriques et thermiques combinés et
exercés sur la plaque. Ils ont pu donner une évaluation approximative des résultats concernant

les plaques piézoélectriques.

S. Narayanan et V. Balamurugan [62] ont modelé par éléments finis, des structures
stratifiées avec des couches piézoélectriques formant des capteurs et actionneurs et des
circuits de commandes dans des poutres et des plaques. Ils ont pris en considération I’effet de
la température ainsi que du couplage électromécanique et ont employé des régulateurs de type
LQR pour le controle des vibrations. Ils ont pu démontrer que le LQR était tres efficace pour
la commande des vibrations d’autant plus que le gain a réduit au minimum la fonction du

cout.

W.H. Duan, S.T. Quek et Q. Wang [63] ont ¢laboré une analyse des vibrations libres
des plaques circulaires piézoélectriques en utilisant les modeles de Kirchhoff et Mindlin. La
distribution du potentiel ¢€lectrique le long de la direction de 1'épaisseur dans la couche
piézoélectrique est simulée par une fonction sinusoidale telle que 1'équation de 1'¢lectricité
statique de maxwell soit satisfaite. Les solutions analytiques sont validées en comparant les
fréquences de résonance a celles obtenues par analyse d’éléments finis. Le modele de Mindlin
fournit de meilleures solutions que celles du modéle de Kirchhoff et les résultats sont

meilleurs pour les hautes fréquences.

X.J. Zheng, Y.C. Zhou et M.Z. Nin [21] ont proposé un mode¢le théorique pour étudier
la réponse de couches minces piézoélectriques. L’équation de transfert thermique est résolue
analytiquement. Le probléme thermopiézoélectrique de la couche mince piézoélectrique

induite par le rayon laser est étudi¢ au moyen de la méthode de la fonction potentielle. Les
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résultats numériques des champs thermo piézoélectriques. Pour une couche mince
piézoélectrique PZT-6b déposée sur un substrat en MgO induit par le rayon laser de Gauss ou
de Beignet sont obtenus et discutés. Les calculs prouvent que le champ de la température peut

étre déterminé par le rayon caractéristique du faisceau.

Ravikiran Kadoli et N. Ganesan [28] ont fait une étude comparative des
caractéristiques vibratoires de cylindres isotropes et des coquilles orthotropiques en utilisant
des dispositifs piézoélectriques collés sur les surfaces internes et externes de la structure
¢tudiée. Ils simulent une variation des fréquences de vibrations libres ainsi que les constantes
d’amortissement. Pour les structures en Acier doux et en SH-graphite / époxy, des
caractéristiques vibratoires dues a différentes orientations de fibres sont examinées. Il est
¢établi que la fréquence caractéristique en ce qui concerne l'orientation de fibre sous I’effet de
charges thermiques est fortement dépendante de 1'état de frontieére considéré pour le stratifié

sous forme de coquille.

H.-J. Lee [33] a développé une formulation en éléments finis sur des matériaux
piézoélectriques employés dans des actionneurs bimorphe. Cette formulation est basée sur les
principes de la thermo-piézoélectricité lin€aire et sur le couplage des réponses mécaniques,
¢lectriques et thermiques. Afin de fournir une présentation plus précise des effets du
cisaillement transversal, la théorie des stratifiés est mise en application pour poutres.
L'exactitude de la formulation est vérifiée avec des résultats expérimentaux faits pour un
actionneur piézoélectrique bimorphe. Des ¢tudes additionnelles sont entreprises pour
analyser I’impact des charges ¢€lectriques et thermiques sur les débattements et sur les efforts

dans un actionneur

G.E. Stavroulakisa,b, G. Foutsitzic et E. Hadjigeorgiouc [36] ont présenté une
conception d’'un mécanisme de commande de vibrations pour une poutre avec des capteurs et
actionneurs piézoélectriques collés. L’application des structures intelligentes pour
I’élimination des vibrations et une représentation par €léments finis sont utilisées pour
modeler la structure. La simulation numérique prouve que ’atténuation des vibrations peut

étre réalisée au moyen des méthodes proposées.

A. Mukherjee et A. Saha Chaudhuri [37] ont démontré [’effet des grandes
déformations sur les matériaux et structures piézoélectriques soumises a des chargements
variant dans le temps. L’équation de Von Karman ainsi que la loi de Tiersten sont adoptées

dans I’analyse des déformations des poutres et une modélisation en éléments finis basée sur la
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théorie des cisaillements du premier ordre est utilisée. La commande de la structure est
assurée par un multiplicateur constant de gain de la tension de sortie. Une commande active

est considérée pour une poutre en porte-a-faux de PVDF bimorphe.

M. Ishihara et N. Noda [40] ont étudié une fissure surfacique dans un corps piézo-
thermo-¢élastique diie & un chargement thermique. Le modele analytique est un corps semi-
infini piézo-thermo-¢élastique bidimensionnel avec une fissure sur la surface soumise a un
changement de température soudain et a un déplacement ¢€lectrique pour compenser son effet
(température). Ils ont utilisé des exemples numériques pour le contrdle du facteur d'intensité
d'effort SIF “Stress Intensity Factor” qui est suggéré par l'application d’un déplacement
¢lectrique. Les exemples numériques donnent les effets du temps, la largeur du changement
de température appliquée et 1'importance du déplacement électrique appliqué sur le SIF. On
déduit que le SIF di au changement de température sur la surface fissurée peut étre compensé
linéairement par le déplacement électrique appliqué a la méme surface. D'ailleurs, la solution
quantitative  pour compenser le SIF di au changement de température soudain par

I'application le déplacement électrique est suggérée.

Suite a cette étude bibliographique, dans le présent mémoire, on se propose d’étudier
I’influence de la température ambiante et de I’amortissement structural dans le cas des poutres
et des plaques. La résolution des équations de mouvement se fera par la méthode de Newmark
ainsi qu’une discrétisation par éléments finis. Un modele numérique est proposé afin de
simuler les résultats d’un systéme formé par une poutre sandwich composée de deux couches

piézoélectriques et d’un cceur en matériau homogene.
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CHAPITRE 1
CONTROLE ACTIF

1.1 Introduction :

Le concept du contrdle actif remonte a 1’année 1936 ou Lueg a déposé le premier
brevet et est devenu le fondateur méme de ce concept. Les premicres applications industrielles
ont été surtout acoustiques, en particulier pour controler le bruit des ventilateurs dans des
conduits de ventilation et de conditionnement d’air. Aujourd’hui le contrdle actif est un

véritable produit industriel [12].

La premiere application du controle actif était dans le domaine du bruit résiduel dans

la cavité interne de casques antibruit appelés casques actifs [1], [12].

Le contrdle actif des vibrations est complexe car il y’a une co-existence, a une
fréquence donnée, de plusieurs ondes avec des vitesses qui varient avec la fréquence. Et

aussi, il est rare de travailler sur des structures unidirectionnelles [12].

Le développement du contrdle actif n’était significatif qu’au milieu des années 1980
dans le domaine de la maitrise des émanations acoustiques des sous-marins porteurs de la
force stratégique de dissuasion en France. C’est ’origine principale des développements de «
plots actifs » ou de paliers magnétiques actifs. Dans le domaine aéronautique, les premicres
applications des plots actifs étaient sur la suspension active des réacteurs du « business jet »
Citation X de Cessna de la société Lord [12]. Le but était d’atténuer le bruit transmis dans la

cabine.
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1.2 Définitions du Contrdle passif, contrdle semi-passif et contrdle actif :

1.2. A Contréle passif :

Il représente une stratégie qui consiste en I’introduction, au sien d’une structure, de
matériaux ou de dispositifs destinés a minimiser la transmission des vibrations a

I’environnement [12,18].
Il y a principalement deux types de contrdle passif (Figure 1) :
- Le découplage (Figure 1.15) [12]:

Ce dernier est aussi appelé isolation vibratoire. 11 consiste a désorganiser la
propagation des vibrations en faisant alterner les milieux qui entrent dans la constitution de la
structure. On remarque ici ’emploi des élastomeéres qui constituent des interfaces molles

introduites dans la structure pour créer ’alternance désirée.
- L’amortissement (Figure 1.1¢) [12]:

C’est la dissipation des vibrations sous forme de chaleur. Cela est du a la présence
d’une forte hystérésis au sein du matériau, ['utilisation des revétements de matériaux
viscoélastiques (la aussi, il s’agit le plus souvent d’élastomeres) dans le but d’accroitre les

capacités de dissipation des matériaux initialement faibles.

- . -
Soures =i— -t ——-—— - Récepteur

() situation initiale

| |
Source — —— T o Rgcapteur
\ [l ; A
\\P|nl sl astingue
{f) découplage
Décroissancs &xponentislle
freel
SOUfcl =Tl e | - - Sy = o RCeplLeur

=
T T
Chaleur
Renvesterm &nt
W SO0 §Stique

{€) amortissement

Figure (1.1). Contrdle passif des vibrations.

Il faut remarquer que dans les deux cas mentionnés, I’atténuation des vibrations

obtenue est proportionnelle aux sollicitations et elle s’accroit avec leur fréquence. En pratique
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il est difficile d’empécher une propagation ultérieure de moins de 97 % de la vibration initiale

[12].

1.2. B. Contrdle semi-passif :

On définit le contréle semi-passif comme contrdle passif grace a un dispositif dont on
peut piloter (en temps réel) les caractéristiques (exemple la souplesse d'une rotule) sans apport
externe d'énergie. On a donc besoin, Comme pour le contréle actif, on a besoin,d'un
algorithme de controle et d'un syst¢tme de mesure. Ce type de controle peut bénéficier des
nouvelles possibilités offertes par les matériaux dont on contrdle la rhéologie (ou viscosité) en
les soumettant a des champs électriques ou magnétiques. Ceci nécessite une tres faible

puissance [18].

1.2. C. Contrdle actif :

L’interférence destructive de deux champs (sonores ou vibratoires) est la base du
contrdle actif [1]. En effet, on accroit 1’énergie vibratoire de la structure en amont du contrdle,

en principe du double [12,18]:

1 —1=0 (en aval du controle) implique 1 + 1 = 2 (en amont) Figure (1.2).

Source —J—-—-—-—t— _,_,_,__,____._:_ Récaptaur
primaire L W W WS N
Champ vibratzire primaira
+
—1—-5-;"-—--—'.-— _._._.__._ -'—-—.—-.— Récaptaur
Source r—l—l Champ vibratoire .
antagoniste i sacondaire da contrdla F1gure (1 2)
~ o Controdle actif
Source === Récapteur des vibrations.
primaire ol o Contréls actf iddalisé
T+1az  Sourcs 1-1a0
secondaire

Dong, il existe deux types de champs :

- le premier correspond a la perturbation qu’on désire atténuer (ou de préférence

¢liminer) appelé champ primaire,

- et le deuxieme est dit champ secondaire .1l est créé par le dispositif de contrdle [1].
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Figure (1.3) Le principe du contrdle actif.

On définit deux techniques (ANC et AVC) appelées techniques de commandes actives
des vibrations et des bruits. L'idée fondamentale d'ANC et d'AVC est de superposer le signal
du bruit ou de la vibration avec un autre signal de la méme grandeur et d'une phase de 180°.
Le but est d’annuler ce bruit ou cette vibration (principe « anti-bruit » ; Lueg) .Dans le cas
d'ANC, le signal d'annulation est produit par des haut-parleurs, tandis que pour AVC, le
signal est produit par des actionneurs. Il y a divers auteurs qui ont traité 'application des
systemes d'ANC et d'AVC pour réduire le bruit et les vibrations dans de diverses applications
des véhicules a moteur (Adachi et Sano, 1996, 1998. Ahmadian Et Jeric, 1999. Bao, SAS,
Et Fourgon Brussel, 1991. Doppenberg, Berkhoff, Et Overbeek 2000. Dehandschutter Et Sas,
1998. Fursdon, Harrison, Et Stoten, 2000. Lecce, Franco, Maja, Montouri, Et Zandonella-
Necca 1995. Necati, Doppenberg, Et Antila, 2000. Pricken, 2000. Riley Et Bodie, 1996.
SAS et Dehandschutter, 1999 Shoureshi et autres, 1995, 1997 Shoureshi, Gasser, Et Vance,
1997. Shoureshi Et Knurek, 1996. Swanson, 1993) [13].

Continental a mis en application des prototypes de systemes d'AVC sur des véhicules
d'essai et a démontré qu’une réduction significative du bruit et des niveaux de vibrations est
réalisable (Karkosch, Svaricek, Shoureshi, Et Vance, 1999 Bohn, Karkosch, Marienfeld, et
Svaricek, 2000 Cortabarria et autres, 2001  Svaricek, Bohn, Karkosch, Et H artel, 2001
Huber, Lorenz, Bohn, et H artel, 2002) [13].

On trouve deux principales méthodes de contrdle actif, le contrdle par anticipation

feedforward et le contrdle par rétroaction feedback.



1.3. Controle par anticipation « feedforward » :

Comme son nom 1’indique "controle par anticipation" signifie que le signal de la
perturbation est prévisible, car dans certain cas on peut le prédire. Dans le cas des vibrations
émises par des machines tournantes, les vibrations ont tendance a étre harmoniques et il y a

aussi le cas ou la perturbation se propage de sorte qu’elle soit fonction de sa valeur en amont

[1]. P. Lueg a été le premier a traiter ce domaine en étudiant le bruit dans un conduit.

On peut illustrer le principe du controle actif par anticipation par le schéma suivant :

Perturbation

Systéme physique

v

—————— Sortie du systeme

T

Signal de contréle

Signal de

référence —— | Controleur 1

Figure (1.4). Principe d’un dispositif de controle actif par anticipation.

1.4. Controle par rétroaction "feedback" :

Ce type de contrdle a été développé pour la premicre fois par Olsen et May en 1955

[1]. II consiste a faire filtrer le signal d’erreur (capté par des capteurs) a I’aide du contréleur

qui commande alors les actionneurs de contrdle.

ion —»
Perturbation >

Systéme physique

Actionneurs

Controleur <

Capteurs | Sortie du

systeme

Figure (1.5). Principe de base d’un dispositif de contrdle actif par feedback.
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Ce type de controdle se classe dans la catégorie des AVC. La Figure (1.6) [13] montre
une application du feedback sur un véhicule ayant pour but de faire réduire les vibrations

nocives induites par la chaussée.

Engin E—

E'%'j E%_._._._._.wv.

chiizsis

§
z Aoocelerométre

Signal d'actionmenr

Loctionnenur

Signal de sotrie

—|P.mplif1n:a.te+l-| Contrdleur | .

Signal de vitesse dengin

Figure (1.6). Schéma d’un AVC "feedback" monté sur un véhicule

Certains systémes actifs sont équivalents a des systémes passifs. On peut en effet
réaliser de fagon active I'amortissement passif traditionnel, le plus souvent hydraulique, ce qui
consiste a imposer en un point une force opposée a la vitesse en ce méme point. Il suffit de
mesurer la vitesse, de la multiplier par un gain négatif et d'imposer grace a un actionneur une
force égale au résultat. Cette stratégie, dite DVF (Direct Velocity Feedback), peut également
s'implanter de facon active sous la version dite IFF (Integral Force Feedback) qui consiste a

mesurer la force et & imposer un déplacement proportionnel a l'intégrale en temps de celle-ci

[18].
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Un exemple d’application de contrdle actif sur les avions de chasses :

Figure (1.7). Capteurs actionneurs montés sur les ailerons d’avion (figure NASA)

1.5. Combinaison entre les deux types de contrdle "actif - passif " :

H.A. Sherif et M.S. Abd Elwahab [14] ont établi une étude sur 1’éventualité de faire
une combinaison des deux types de controle "actif et passif'. Ils ont appliquée sur une

poutre « encastrée — libre » (Figure 1.8).

Arctiontenr
piezoeléctrique

Couche wiscoélastique

Capteur piezoelectrique

Poutre de hase

Amplificateur

Figure (1.8). Combinaison entre controle actif et controle passif.

La combinaison des (ACLD) "Active Constrained Layer Damping", présentée par le
systéme (capteur piézoélectrique — actionneur piézoélectrique — amplificateur — couche
viscoélastique) indiquée sur la Figure 1.8, combine la simplicité et la fiabilité de 1'atténuation
passive (assurée par la couche viscoélastique).Ceci est fait avec un poids réduit et un

rendement élevé des commandes actives pour atteindre l'atténuation d’une large bande de
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hautes fréquences [14], [15]. Les calculs de base ont été¢ développés par Shen (1994) et
I’optimisation des stratégies a été faite par Baz et Ro (1995) et Liao et Wang (1995).

1.6. Controle passif par ondes sortantes - en perspective - :

A contrario, réaliser passivement une loi de contrdle actif efficace qui calcule et
impose p forces a différents endroits en fonction de ¢ mesures éventuellement a d'autres
endroits permettrait de contourner deux difficultés essentielles : le retard entre mesure et
action, propre a tout systéme de calcul, qui est une véritable source d'instabilité que 1'on doit
éviter, et la source d'énergie puisqu’ ici c'est la structure qui fournit 1'énergie destinée a son

propre contrdle.

L’¢tude a été faite au niveau du modele continu, ¢’est-a-dire, du dispositif qui régit le
systéme mécanique (appelé 'EDP), par exemple une membrane ou une plaque. La stratégie de
contrdle DVF (Direct Velocity Feedback) est appliquée grace a des actionneurs distribués sur

une partie de la frontiére.

Donc, dans le cas général, on se situe dans le cadre des conditions aux limites
absorbantes. Il semble naturel de souhaiter laisser passer toutes les ondes qui arrivent sur le
bord de contrdle sans les réfléchir a 'intérieur du systéme. Vu depuis la structure, le contrdle
simulerait donc un milieu de propagation infini et les ondes quitteraient la structure sans étre

réfléchies [18].

1.7. Exemple d’application de contrdle actif des vibrations sur les avions :

Les exigences croissantes de confort d’une clientele assez exigeante des business jets
ont amené les sociétés Cessna (constructeur), Pratt & Whitney (motoriste) et Lord
(équipementier spécialis¢ en isolation antivibratoire) a développer une solution de
suspensions actives pour la gamme Citation X. Cette solution consiste a introduire ce qu’on

appelle des plots actifs pour moteur d’avion a réaction.

Une analyse a démontré que la principale source de bruit était la transmission au

fuselage des vibrations de balourd des deux moteurs.

A cause des contraintes de sécurité et de la poussée €levée, il a été décidé d’utiliser un
kit de contrdle actif développé par la société Lord. Le principe physique est d’utiliser un
actionneur compact implanté au sein du plot pour assouplir la raideur du plot dans la bande

de fréquences a contrdler [12] Figure (1.9).
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Figure (1.9). Contrdle actif du bruit dans un avion a réaction. Doc Lord.

Dans le cas d’avions a hélices tels que les avions turbopropulsés employés, le mode
principal de génération de bruit dans la cabine est du a la pression dynamique du sillage de
chaque pale d’hélice sur le segment voisin du fuselage. Il y a ensuite propagations sous

formes de vibrations et de bruit [12] (Figurel.10.a).
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Figure (1.10). Controle actif sur avion a hélices. Doc Lord.

La Figure (1.11) représente une aile pour les essais de soufflerie [16] utilisée dans le

programme PARTI (Piezoelectric Aeroelastic Response Tailoring Investigation) a NASA
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Langley. Cette aile est composée de plaques en Aluminium a ceeur en nids d’abeilles, collées

sur elles des plaquettes pi¢zoélectriques en forme de gaufrettes et des jauges de déformation

ainsi que des accélérometres. Ce montage a pour role de simuler le comportement d’une aile

d’avion dotée d’un systéme de contrdle actif.
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Description of Supergroups

E o
Piezoelectric Actuator

: ] i Supargroup  Piezoelectric Actuator

{with group number)  / / Groups

',
| -;.r | e A 8,11.12,14,18
rain
Strain Gage & = g 2,10,13
— c 1,234
Accelerometer [ ] E A
] 5,87

174 Chord, Swept 30°

'v\— Flutter Stopper
) Tip Mass.
Graphite Epoxy Ensermbie
Face Sheet

Asrgdyrnamic Shel Section

Figure (1.11). Aile d’essai pour tunnel de vent. (MacGowan et Al 1998)

1.8. Exemple d’application du controle actif sur des conduites :

bruit primaire

- microphone de minimisation
microphone de reference R
s x [

source secondaire

=

f' u

ﬁl'tr% controle

Figure (1.12). Controle actif du bruit dans un conduit

La Figure (1.13) représente un dispositif de contrdle actif monté sur un conduit dans le

but d’atténuer le bruit émis par le conduit [25].

Cattafesta et al. [26] ont développé une méthode de controle. Ils utilisent des
actionneurs piézoélectriques placés sur le plan amont d’une cavité, pour étudier et aussi

controler I’écoulement dans cette derniere, Figure 1.14. Ce choix de disposition des
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actionneurs est issu des observations expérimentales. Les auteurs envisagent d’agir au lieu

d’initiation de I’instabilité et de diminuer les oscillations de la couche du fluide.

¥l

Figure (1.13). Dispositif de contrdle actif élaboré par Cattafesta et al.

1.9. Application du contrdle actif sur des Plateformes du type Stewart :

. k.
| Cewrren J’.HHJ{) neach leg

e o psp  —°,

Current Amplifier Charge Amplifier

Figure (1.14). Application du contrdle actif sur les Plateformes du type Stewart.

Dans le but d’éliminer les vibrations, dans des bras de satellites par exemple, on utilise
des plateformes appelées Stewart [29]. Ces dernicres sont munies d’un systéme de contrdle

actif (Figure 1.15). Ces Plateformes sont montées sur les bras des satellites Figure (1.16).
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Figure (1.15). Montage

des Plateformes Stewart

sur des bras affin

d’éliminer les vibrations.
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CHAPITRE 2
LA PIEZOELECTRICITE

2. 1 Introduction :

C’est en 1881 que Pierre et Jean Curie ont découvert cette caractéristique naturelle
dans le cristal de quartz [1,4]. Ils ont découvert qu’une lamelle taillée dans un cristal de quartz
suivant une orientation déterminée change de forme trés 1égérement quand elle est soumise a
un champ ¢électrique. C’est effet piézoélectrique inverse. Et inversement, si la lamelle était
comprimée cela induira une polarisation électrique. C’est 1’effet piézoélectrique direct [5,6].
On notera qu’en 1817 Hauy a fait les premieres observations sur cette propriété. Ensuite c’est
au tour de Walter Cady de développer les oscillateurs radioélectriques a quartz. En 1910
Voigt a développé les premicres relations mathématiques ou apparait la théorie de 1’¢lasticité
des matériaux [1]. Pendant la premiére guerre mondiale (1914-1918) P. Langevin a développé
I’application du quartz comme source ou récepteur d’ultrasons pour les communications sous-
marines. Aujourd’hui, les transducteurs les plus performants sont construits avec des

céramiques, ou agglomérats de microcristaux d’orientations quelconques [5].

Alors on dira que D’effet piézoélectrique est une interaction électromécanique propre
aux éléments qui sont diélectriques. Il est dii au déplacement d’ions dans un cristal dont le
plus simple polyedre a une forme asymétrique. Les polyédres de tout le cristal sont déplacés
sous I’effet de la contrainte et vont induire une polarisation qui se propage sur tout le cristal et
ils induisent ainsi une différence de potentiel entre certaines faces du cristal [1,5]. De ce fait

on distinguera deux phénomenes :

- le premier est I’effet piézoélectrique direct, qui est la conséquence d’une
application d’une contrainte sur 1’élément piézoélectrique induisant ainsi une

polarisation du cristal, et

- le deuxiéme est I’effet piézoélectrique inverse, qui est la conséquence d’une
polarisation du cristal induisant ainsi une déformation de la structure elle-

méme. La déformation du quartz, a titre indicatif, est de I’ordre de [5]:
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£ = ATZ ~10™®  pour un champ appliqué de 100 V/cm. De 14 on peut dire que 1’effet est trés

petit, mais il existe parmi les matériaux piézoélectriques linéaires des variétés ou cette

déformation est 100 fois plus grande [5].

2. 2. Lois de Curie (1881 Jean et Pierre Curie) :

Soit une lame rectangulaire comme 1’indique la Figure (2.1). Soit " e” parall¢le a I'axe

électrique Ox,"” L" selon Oy axe mécanique et "/ " selon Oz axe optique [7].

—>

Figure (2.1). Lame de Curie

/V

\|
F———————
\

v

Premiére loi :

Si I'on applique Fx dans le sens de 'axe électrique, il apparait des quantités d'électricité

sur les faces perpendiculaires a Ox. La charge Q sur la face x>0 est donnée par :
O =C"Fx

Ou C” est une constante dépendant de la matiére utilisée, mais indépendante des

dimensions de la plaque.
Deuxiéme loi :

Si on applique une force F, dans la direction de I'axe mécanique, des charges
apparaissent a nouveau sur les faces perpendiculaires a Ox, mais de signes opposés a ceux du

cas précédent :
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: a L
sz_ctFy_
e

La constante C* est appelée module piézoélectrique.
Troisiéme loi :

Les efforts mécaniques dans la direction de 1'axe optique ne donnent lieu a aucun effet

piézoélectrique.

2. 3. Interprétation qualitative structurale :

La configuration de la maille cristalline donne un aspect monocristal a la structure.
Celle-ci comprend trois molécules de SiO, dont la projection sur un plan normal a l'axe
optique est représentée par la figure.2 dans laquelle les atomes d'oxygene sont 1égérement

plus petits que ceux de silicium [5,7,8].

pression

(
| B~
Figure (2.2). Projection T Al [ n
schématisée d’une maille

Si Si
¢lémentaire de quartz sur un plan \0/ \( /
)

perpendiculaire a I’axe optique.

(a) {h)

Dans cette structure les trajectoires d'électrons, selon la théorie quantique, sont telles
que la densité moyenne d'¢lectrons est plus grande vers les atomes d'oxygéne. On supposant
que les atomes d'oxygene portent une charge négative et ceux de silicium une charge positive,
dans la configuration de 1'hexagone régulier, présenté dans la Figure (2.2), le barycentre des

charges positives coincide avec celui des charges négatives [5,7,8].

Suivant I'axe x, en exercant des forces opposées de compression, la forme cristalline
est déformée comme l'indique la Figure (2.2). Le barycentre des charges positives est déplacé

vers le bas et celui des charges négatives vers le haut. Alors on fait apparaitre un moment
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¢lectrique dans la masse cristalline, d'une maille a la voisine, les charges vont se neutraliser
sauf aux deux extrémités. Sur 1'une des extrémités vont donc apparaitre des charges positives
et sur la face opposée, des charges négatives. Cette déformation peut étre obtenue par une

traction suivant I'axe mécanique y perpendiculaire a x.

Si on exerce des forces de traction suivant x, ou une compression suivant y, la
déformation sera un allongement de I'hexagone suivant x et les charges apparaissant sur les

faces extrémes seront respectivement de signes opposés a ceux du cas précédent [5,7].

Si une lame de Curie est soumise a une force ou a une tension électrique variant dans
le temps, elle peut se mettre a vibrer, c'est-a-dire, lorsqu’on applique entre les faces d’une
lame de quartz une différence de potentiel alternative, il s’établit une résonance
¢lectromagnétique avec transfert périodique de 1’énergie de la forme mécanique a la forme

¢lectrique, et vice-versa [5,7].

Figure (2.3). Cristal de quartz.

On peut citer comme exemple des matériaux piézoélectriques les :

- Le PZT modifié par du lanthane noté par PLZT ,céramiques a comportement
piézoélectrique ,a était étudié par Buchaman (1991) [16].

- PZN-PZT (ou Pb((Zn;/3Nby3)02(Zro.50T10.50)0.8)O3) , céramiques a comportement
piézoélectrique étudiées par Chang-Bun Yoon et Sunm-Mi Lee en 2004. Ils on fait une
application de cette céramique en tant qu’actionneur compos¢ de deux couches 1’une
en PZN-PZT (comme élément piézoélectrique) et I’autre en PZN-PZT/Ag (comme
¢lément conducteur) [19].

- PVDF ou fluorite polyvinylidéne sont des piézo-polymeres plus flexibles que les

céramiques [30].
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Les propriétés élastiques, dié¢lectriques, piézoélectriques, et pyroélectriques des matériaux
piézoélectriques sont influencées différemment par les variations de la température selon la
composition et la technique de fabrication. Les matériaux piézoélectriques possedent
également une température limite caractéristique appelée la température de Curie et au dela de
cette température le matériau perd ses propriétés pi€zoélectriques. Ainsi, les températures de

fonctionnement doivent étre considérablement inférieures a celle de Curie [23, 30].

2. 4. Equations de la piézoélectricité a température constante :

Si on considere la Figure (2.4) qui représente un élément piézoélectrique d’une part

collé sur une poutre et d’autre part coll¢ a une plaque.

L Plaque
z z
A v A v T
X Y
g N 2>
n) —7
pi Y by /
»” X 2%

Figure (2.4). Elément piézoélectrique collé sur : une poutre et une plaque.

Les équations de 1’état piézoélectrique, en négligeant les effets de température [1, 16,
17, 20, 24, 27, 30], sont :

D, =d,oc,+&,E, & =5;0;+d,E,

E, =80, + BuDy & = SU[')O-./ + 8D @.1)
Dm = €€ +EmkEk O; = ifgj —efm.Em .
E}n

= _hnzigi +ﬂmkl)k o, = Qi]l')gj _hrlniDm

Avec : X " indique une transposée de la matrice considérée.
X *indique que la grandeur considérée est définie a x constant ou nul.
Lj=1,..6

m k=123



Les coefficients i, j, m et k respectent la notation tensorielle de la Figure (2.5). La

définition et la dimension de chaque terme et donnée par le tableau (voir annexe) [1,17] :

E

Gl — 5{)

Polarisation

Figure (2.5). Numérotation des directions en notation tensorielle condensée.
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CHAPITRE 3
ETUDE THEORIQUE (POUTRES ET PLAQUES)

3.1. Théorie des poutres :

3.1.2. Bref apercu historique : [2, 3]

Au fil du temps, le domaine de la construction a connu un important développement.
Les premieres constructions étaient réalisées sans que le colt des matériaux ainsi que leur
ténacité (une fois que la construction était achevée) ne soient pris en considération. Ainsi est
née une théorie qui a pour but de prendre en considération le comportement des matériaux
ainsi que leur endurance, ce qui a permis de réduire le cout et d’augmenter la résistance des

édifices. Cette théorie est nommée : la Résistance des Matériaux.

A la fin du X VI siécle, Galilée résout certains problémes d’égale résistance et effectue

les premiers essais connus de traction et de flexion.

Robert Hooke énonce en 1678 la loi de proportionnalité des déformations aux forces

n

" Ut tensio sic vis " ce qui veut dire que I’allongement suit la force. A la méme époque,

Mariotte et Jacques Bernoulli étudient la flexion plane.

En 1773, Parent et Coulomb donnent une théorie correcte de la flexion simple par

l’application des équations d’équilibre en une région isolée de la poutre.

Dés le début du XIX® siécle, la résistance des matériaux est considérée en tant que
corps de doctrine : cours de Navier dés 1823. Elle se développe rapidement grace aux travaux
des ingénieurs, des mathématiciens et des physiciens du siécle dernier, en méme temps que

les théories de 1’élasticité.

Actuellement les recherches portent plus particulieérement sur les propriétés des
alliages légers et des plastiques, sur le rdle des petites déformations permanentes, sur

I’influence des températures trés basses ou tres élevées et des efforts répétés.

C’est dans cet esprit que la théorie des poutres apparait comme étant le pilier de la RDM.
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3.1.3. Introduction :

En premier lieu il faut définir une poutre avant d’étaler la théorie.

3.1.3.1. Définition d’une poutre :

Une poutre est une membrane prismatique mince soumise a des charges qui sont en
générale normales a son axe. Elle est I’élément structural le plus répandu puisqu’elle fait

partie de la plus part des constructions ou des pieces de machines [1, 2, 9].

Une poutre est caractérisée par :

- Cune courbe orientée appelée ligne moyenne (ou fibre moyenne).

- G son point courant et soit / son abscisse curviligne mesurée a partir d’un point fixe O

de C.

- {t,n,b}un triédre orthonormé associé a la ligne moyenne C en G.

Section droite

Figure (3.1) : schéma de la ligne moyenne et de la ligne droite.

Les dimensions d’une poutre doivent étre petites par rapport a la longueur et au rayon
de courbure. Elle est engendrée par le déplacement de la section droite le long de la fibre

moyenne C.
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Le plan {n, b}est appelé plan normal en G. Dans ce plan on définit la section droite (ou

section normale) A de la poutre, de contour extérieur fermé Q et de centre de gravité G sur la
ligne moyenne. La poutre est dite a section constante (ou variable) si 1’aire de 4 varie ou non

le long de C.

Figure (3.2) la section droite de la poutre

On appelle poutre, le volume engendré par les sections droites lorsque G décrit la ligne

moyenne.

3.1.3. 2. Hypothéses de la théorie des poutres :

3.1.3.2.1 Matériaux homogeénes et isotropes :

On consideére les matériaux utilisés comme homogenes et isotropes. Un corps
isotrope est un corps ayant les mémes propriétés mécaniques en tous points et toutes

directions.

Ce n’est qu’une premicre approximation, car les matériaux ne sont pas homogenes,
que se soit a I’échelle macrographique, ou micrographique, ou méme moléculaire. Méme
concernant I’isotropie, elle n’est pas totalement satisfaite, comme c’est le cas des aciers

laminés ou forgés a cause des déformations subies [2, 3, 4, 9].

Néanmoins il s’agit d’une hypothése commode et qui traduit les faits avec une

approximation généralement suffisante, vu I’échelle infinitésimal de cette anisotropie.
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3.1.3.2.2. Loi de HOOKE généralisée :

Concernant les relations contraintes — déformations, la loi de Hooke généralisée traduit
le comportement des matériaux travaillant dans le domaine élastique. " L’allongement suit la
force" Ce qui laisse a dire que si plusieurs forces agissant séparément provoquent de petits
déplacements, ’application simultanée des ses forces provoque un déplacement égal a la

somme de ses petits déplacements. [2, 3, 4, 9]
o=E¢ Ou =Gy

3.1.3.2.3. Géométrie des poutres : [1, 2]

- La dimension transversale /4 de la section droite est trés inférieure a la longueur L de la

poutre.

- Le rayon de courbure de la fibre moyenne est grand par rapport aux dimensions des sections

droites.

- La section droite de la poutre est indéformable et les variations d’aire de la section son

faibles et progressives.
- La poutre possede un plan de symétrie I1(oxz).

- La flexion se fait autour de I’axe oy.

Figure (3.3) Schéma d’une poutre droite

3.1.3.2.4. Effets de cisaillement :

Les effets de cisaillement son pris en compte car la section droite doit rester normale a

la fibre moyenne selon I’hypothése de Bernoulli (mentionnée ci-dessous). [1]



44

3.1.3.5. Efforts internes nuls :

Le matériau n’est soumis a aucune force interne avant 1’application des efforts. [3]

3.1.3.6. Hypothése de Bernoulli :

Les sections planes normales aux fibres demeurent planes et normales aux fibres

avant et apres déformations. [2, 9]

La répartition des contraintes est obtenue par I’analyse des déformations de la poutre,
ce qui a était confirmé par ’hypothése de Bernoulli ou de Navier. Cette hypothése est en
général approchée, car les phénomenes de cisaillement créent des distorsions ou des

gauchissements des sections droites. [2]

Cette hypothése est intéressante car le déplacement d’un quelconque point de la poutre

est calculé de sorte a ce que la section droite reste droite et normale a la fibre moyenne.

3.1.4. Déplacement d’un point de la poutre :

On considere que les points, situés dans une section droite orthogonale a la ligne
moyenne et formant une figure donnée, gardent cette configuration aprés déformation, et que
la section droite ne reste pas orthogonale a la ligne moyenne a cause des effets de

cisaillement. On note par y 1’angle que fait Ox avec PX la normale a la section droite et par

S P’angle de cisaillement ¢’est-a-dire 1’angle que fait PX avec la ligne neutre de sorte que [1] :

yip=2" (3.1)

Comme 1l est illustré dans la Figure (3.4).

Figure (3.4) Rotation de la section droite
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On utilise le schéma de Kirchoff du premier degré pour exprimer les déplacements. On
considére un point arbitraire M appartenant a la section droite aprés et avant déformation

comme I’indique la Figure 6. [1]

\

| A
| e
m -~ Y

rM /‘/ /§
| ——=1"\o

pa— —_———— — 4|.__ —_———— _> —_——— e — e — ———
| O
| 1 BI
T
| B u o
| 2y

Avant déformation Aprés déformation

Figure (3.5). Déformation d’un point M de la section droite

Les déplacements seront exprimés par les relations suivantes [1, 37] :

V=0 (3.2)

Ou u, v et w représentent les déplacements du matériau dans les directions X, Y et Z

respectivement. IIs sont déduits de la Figure (3.5) de sorte que 1’équation:
U= u(x) —zy

exprime la nouvelle position du point M considéré aprés déformation, pour les petits

déplacements.
V=0

La poutre n’est pas sollicitée dans la direction y alors on ne remarque aucun

déplacement dans cette direction.

A

W =w(x) exprime la fléche dans la direction z.
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3.1.5. Les équations d’élasticité :

La résolution d’un probléme d’¢lasticité en trois dimensions consiste a évaluer les 15

fonctions fondamentales suivantes [3, 4,9, 11] :

e Lessix contraintes :0,,0,,0.,7,,,7,.,7

xy? " yz? " xz
e Lessix déformations : ¢ ,¢ ,¢_, Ry
e Les trois déplacements : u,v,w

Si I’élément de la figure (3.6) était soumis uniquement a une contrainte o,

>

I’expression des déformations qui se produisent est déterminée comme suit :

o
&, =—
E

Et concernant les y ,elles sontnulles: y,, =y . =y, =0

Si I’¢lément était soumis uniquement a une contrainte de cisaillement z,, alors toutes
les deformations normales ¢,,&,,, &, sont nulles ainsi que les déformations y,,, 7., . Seule la

T
r . . X
déformation y,, existe et a pour valeur 1 y,, = =

G

De la méme fagon on peut dire que les seules déformations non nulles possibles

associées aux contraintes 7,7, sont respectivement :

yz?

_ Tyz _ sz . _ E
}/yZ—F et Vo = avec.G—m
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Y2 xz2 " zx

Figure (3.6). Elément

soumis a un état de /\
contraintes 7 X
(O-x )O-y )O-z s Txy s Tyz s sz )

o_,T7_,T x’sz7Tyz

z27xy% " yx

Alors par superposition des résultats obtenus on a :

Si on applique a I’élément toutes les contraintes représentées sur la figure (3.6). On

aura les relations suivantes :

8x :%:O'X—V(Gy‘l'gz)]
£, =%:Uy —v(az +0'x)]
6'2:%:02—1/(0')(4'0')})] (33)
7xy=rgy
7yz=rcy;
sz
Y ox _E

Inversement lorsqu’on connait I’état de déformation, on peut évaluer les contraintes a

partir des équations (3.3) [3, 4] :



3.1.5. 1. Equations d’équilibre :
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E _
= 1—
E _
Gy Zm_gy(l—V)-l‘V(gz'ng)]
E _
o, :m_sz(l—v)+v<gx +gy)] (3.4)
Tyy :nyy
7,: =Gy,
Tox :Gyzx

Pour établir les équations d’équilibres pour un point quelconque on considere un état

plan de contraintes pour obtenir la premicre équation, ensuite on généralise [3, 9].

¢4 a,
ay, T,
j—— 5,
! _E_r C D
I AR, w B o
I B : - F, w
iR e ot ’ 1 2
T v N . T F; &
A¥ ’z' -+ —-- _l_ ..... Z‘Zﬁz A¥ 3
T, | — 5
M H -
¥ Y, > l [ ¥
T . . . J_}-
Figure (3.7) : état plan de contrainte épaisseur Az. x

On considére un élément soumis a un état plan de contraintes comme 1’indique la
Figure (3.7).
Cet ¢lément peut étre soumis a des forces massiques représentées par £, et F, . En premier
lieu, il faut déterminer les contraintes o, a; , r;y et z';x en tenant compte du fait que les

distances Ax et Ay sont infinitésimales.

On utilise la notion de dérivée pour mieux exprimer le changement d’une fonction

quelconque, comme exemple la Figure (3.8) illustre le changement de la fonctiono, .



Face1l Ax > Face2

Figure (3.8). Variation de o_en fonction de Ax

Alors on peut écrire que :

y

L.

X

Figure (3.9) ¢lément
avec contraintes

exprimées sous
forme de variation.

En appliquant les trois équations d’équilibre : ( M ): 0, (Z F )x =0et (ZF )y =0

on aura : la somme des moments autour du point / centre de 1’¢lément.

ot or
HTW -2 AxJAyAz:|%+ (TxyAyAz)%—Kryx +—2 ijAxAz}Az

X y

y

(. AxAz)% =0
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ot ot
Alors: 7, —7,, + v A% _ yxﬂ:o
ox 2 oy 2

Comme AxetAy >0 ona: 7, =7,

et la projection de la somme des forces sur I’axe x :

0 o7,
(ax 4 9% ijAyAz + (rxy t— i Ay)AxAz — 0 AyAz — 7 AxAz + F, AxAyAz = 0

ox )y
or
D’ou : %+—xy+Fx =0
ox oy

La projection de la somme des forces sur I’axe y est : (de la méme fagon)

ot oo
—=+—=+F, =0
ox oy
De cette maniére on peut généraliser les équations d’équilibre pour un élément quelconque

13,9, 11] :

or
00y o | 0T +F. =0
ox oy Z
or do, O
=+ ——+—=4F =0

ox oy z
0 o7, :

sz+ V: +802+FZ=0 (3 5)
ox z
Ty =Ty
T, =T,
TZX = TXZ

3.1.5. 2. Relations entre les déplacements et les déformations : [3, 9]

On considere un élément soumis un état plan de contraintes (exemple précédant).
Concernant la détermination des équations d’équilibres Figure (3.7), les déplacements du
point 4 de coordonnées x et y sont données par les coordonnées du point 4" et ceux des points
B et C par leurs images B’ et C’, en considérant u et v les composants déplacements de 4

vers A’ selon les axes respectifs x et y. Voir Figure (3.10).
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/2
A A 2 yxy
y
ou Lo
o u+—Ay:
C/’,—”—— 1’ ay ; -1
C ! ' ov 'y i '
A 7 | V+— Ay ! '
A - ‘ I" ; \/
Ay - - BI " __._,!:2 ______
[UPES ov
v A B 'y Pyt —Ax
A v ox
y X Ax
>< > Ou
—» » u+—Ax
» X 8)6 >
Figure (3.10) Déformation dans un plan exprimé en fonction des déplacements

D’apres la Figure (3.10) on a : les composantes du déplacement du point B vers le point B

u+a—qu et v+@Ax
ox Oy

On peut écrire que la déformation normale ¢ est la variation relative de la longueur

d’une ligne donnée :
. 1 A'B'— AB Bt e 1 A'C'-AC
1M s “1ame

Ax—0 AB g Ay—0 AC

De 1a on peut écrire :
Ax+u+a—qu—u—Ax
_ Ou

. 1 A'B'— AB 1 Ox
< 11MmM— 5 " 11m A
Ax—0 4B Ax—0 Ax Ox
Et aussi :
o Ay+v+@Ay—v—Ay
e, =lim™ - lim——> -2
g AC Av—>0 Ay oy

Ay—0



av au Ay
. T |z Ox oy ov  Ou
ye =lim|5 | 5~ - =t
O 2 |2 a(i+e) Mlive,)|| o ay
Ay—0

Sion considére un élément en trois dimensions, les équations seront [1,3]:

.

ox
e =
Y oy
° ooz
. :@+6_u (3.6)
Yoox Oy
L, _ow v
Yooy oz
o ow
= 0z ox

Ces équations aussi dites équations de compatibilité géométrique.

En remplagant les équations (3.2) dans les équations (3.9), on obtient le systéme suivant
[1,37]:

o U _ oV
T ox ox
ey:O
e, =0
(3.10)
7/xy:
7y =0
ow
VY ="W+—=p
ox

3.1.5. 3. Effet d’'un changement de température sur les déformations :

Le changement de température AT° peut se manifester par deux aspects dans un

matériau. Il peut se manifester par :

52

1 - un changement des propriétés du matériau. Exemple, le module de Young peut diminuer,

pour cela il faut qu’il y ait un changement de température important.
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2 — ou par des déformations thermiques qui varient de fagon linéaire en fonction de A7°. 1l
peut &tre démontré que pour un matériau isotrope, les déformations thermiques correspondent
a des allongements, si la température augmente (ou rétrécissements, si la température baisse)

sont égales dans toutes les directions sans aucune déformation de cisaillement.

Les déformations thermiques notées par I’indice ¢ s’expriment par [3, 4, 9] :

(gx)t Z(Ey)t :(52), =a AT®
(7,) =0.) = (), =0 (3.10)

a : Est le coefficient de dilatation thermique.

3.1.5. 4. Relations déformation / contraintes / température :

D’aprés ce qu’on a évoqué au paragraphe précédant les équations s’écrivent comme
suit [3, 9] :

g, :%[O'X —V(O'y +0'Z)] + aAT®
g, _%[O'y —V(O' +O'x)] + aAT®
g, =%[O‘Z—V(GX+O' ) + aAT®
7, (3.11)
Vo = G
Ve ng
TZX
Ve = G

3.1.6. Energie de déformation :

Le travail positif effectué par les contraintes dans le passage de 1’état naturel a 1’état
déformé est emmagasiné dans la structure sous forme d’énergie potentielle : ¢’est [ ’énergie de

déformation ou potentiel élastique W. Ce travail est restitué lors du retour de la structure a

I’état naturel.



54

3.1.6. 1 Energie de déformation pour un chargement uni axial :

Quand on applique une force P_sur un élément de volume dV de dimensions Ax,Ay et

Az (Figure.11) [3], il se produit un allongement 6, L’énergie dU développée par unité de

volume est :

0. ) £
X X P d5 X
dU = lexd@C = [ = [ode, (3.12)
Ve JAvAz Ao
y

A

Py z

\ )
| .

—l h—déx " Ox IRt .

1 1 PX
Figure (3.11). Elément de volume soumis a un AX\I%

chargement uni axial P,

De la méme fagon, si le chargement était une force de cisaillement alors : [3]

Vxy

dU=[r,dy, (3.13)
0

3.1.6.2. Energie totale de déformation :

On considére un élément soumis a un état de contraintes donné par le tenseur [G] défini

par [9, 3] :
Oy Z-xy z-yz

[0] =Ty Oy, Ty (3.14)
T, T, O,

Et on applique le principe de superposition tout en admettant la convention suivante :
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- &;; : déformation normale, se produisant dans la direction i, provoquée par une contrainte

agissant dans la direction ;.

L’énergie totale de déformation est une somme de quatre énergies différentes [3, 11] :

gxx gxx 1 2 1 'f
a) dU, = Iaxdgxx = Jngxdgxx =—Fs . =—0.6, =" (3.16)
5 ) 2 2

elle est produite par une contrainte o, appliquée en premier lieu [3, 11],0u: o, = E¢

Sy Exy Eyy Exy
dUu, = Io-ydgyy + Iaydgxy = IEgyydgyy +0, Idgxy
b) 0 0 0 0 (3.17)

2
Egyy

2
B o = o, V0,0,
=t Oy = —= 7

1
Y2 E
elle est produite par o, appliquee en deuxiéme lieu tout en maintenant la premicre contrainte

0, [3]. Toutefois I’application de o, entraine non seulement une deformation¢,, =0, / E,

mais ¢galement une autre déformation opérant dans la directionx : &,, =—-Vvo, / E . [3]

€z Exz E}Z
dU, = Jazdgzz + Jaxdexz + Iaydgyz
0 0 0

c) (3.18)
gZZ 2
— _ Yz Vo-xaz VO'yO'Z
= JEgzzdgzz +0,&, +0,&, = Y Z Z

0

C’est I’énergie produite par o, appliquée en troisieéme lieu. [3]

Vxy Vyz Vz2x
d) dU, = [rody, + [7.dy,. + [r.dy., (3.19)
0 0 0

C’est I’énergie due au cisaillement. Contrairement aux contraintes normales qui
provoquent des déformations dans toutes les directions, chacune des contraintes de

cisaillement n’entraine qu’une seule composante de déformation de cisaillement.



Donc des égalités (3.16), (3.17), (3.18) et (3.19) [3], on a:

:é V(O'f +O'}2/ +O'Zz)dV—%J.V(O'xO-y +0,0, +o_zo-x)dV

2 2, .2
+ G V(z-xy +7,, +75 )dV

Ou en fonction des contrainte et des déformations : [1, 3, 11]

1
U :EJV(Gxgx TOyEy 06, ¥ TV iy T T3 Yy T TV o )dV

3.2. La théorie des plaques

3.2.1. Introduction :

(3.20)

(3.21)
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Dans cette partie on s’intéresse a un domaine qui a une importance trés pratique, car

les plaques sont omni présentes. Elles ont diverses applications, comme par exemple, un

réservoir constitué¢ de plaques et qui est soumis a I’action des pressions internes, ou une coque

de révolution d’un véhicule ou d’un missile ou d’un submersible...etc.

Dans la partie théorie des poutres, on a pu définir I’état de contraintes en un point A

On définira 1’état plan de contraintes qui, par des hypotheéses simplificatrices, est plus simple

a étudier par rapport a 1’état de contraintes en un point.

z Txy > Tyx

o_,7.,T

z> Y xyo ¥ yx

Figure (3.12) état de contraintes en un point
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3.2.2. Hypotheses :

L’état de contraintes en un point est plan lorsque toutes les contraintes agissant sur une
surface normale a un axe (par exemple 1’axe z) sont nulles, ainsi que pour toutes les

contraintes agissant sur les autres faces, dans la méme direction (z par exemple).
Ce qui revient a dire [3,4] :

O. =7 =7 =7 =7 :0 (322)

Si les contraintes étaient nulles suivant 1’axe z, I’élément représenté sur la figure (3.12)

devient :
A
O-y T’ Jy
yx
1 »
| '
| " Ty
1 y =
o, [ '
<« == - »O0
| 1 FX Fy
1
Txy ! o, OJ
oo

T yx | T Xy z-xy
y v ——
' T
X G,
z Figure (3.13) : état plan de contraintes épaisseur Az. d >

On peut représenter I’élément de dimensions Ax,Ay et Az de la figure (3.12) par un

rectangle de dimensions Ax,Ay avec Az 1’épaisseur normale -a la figure (3.13). [3,4]

3.2.3. Equations d’équilibre en un point : [3, 11]

Comme il est démontré dans le paragraphe équation d’équilibre, partie théorie des

poutres on a :

or
aao-x + axy +F =
e oo (3.23)
¥ L4+ F =




3.2.4. Relations entre les déplacements et les déformations

3.2.4. 1. Relations selon les systéme d’axe (x,v) : [3]

D’aprés le systéme (3.6) :

ou

&, =—

Oox
_ov (3.24)

oy

ov oOu
w =t —
Y ox oy

€y

3.2.4.2. Relations entre déplacement et déformations : [11]

oo o]

1
&y = E[O-y - V(O-x )]

(t+v)

(3.25)
E

xy

- A

h |

A UAAA

i

[

i

]

]

\

1

=

]

L]
s,
8
&
ol
=
L

Figure (3.14). Déformation d’une plaque selon I’axe x.

On peut dire qu’apres déformation il y’a une conservation du plan neutre, en admettant

que la fleche est treés petite devant 1’épaisseur. En plus, I’hypothése de Saint-venant précise
que : les points situés sur une normale restent sur celle-ci.

Cela implique que la déformation en cisaillement selon la direction z n'est pas prise en
compte, et en considérant la figure (3.17) on écrit :



_ou__ O'w
Yoo ox?
ov o0%w
y S =—Z— (3.26)
oy oy
_v,ou_ [0w 'w
AT oy o’ ox?
Alors :
ow
U=—z—
ox
ow
V=—Z5
w:w(x)

3.3. Equations de la piézoélectricité a température variable :

En prenant compte de I’effet des la température les équations de la piézoélectricité

deviennent [21, 22, 23, 24, 28] :

o, = Q[jklgkl _eiijm _ﬂﬁy'@
D, =¢,E, +e,&y+ PO
. pC,

S = ﬁ,l.jg.. +piEi +T_°

y

(3.27)

0

Avec :

O : changement de température @ =7°-17°,

T° : température d’origine.

p : constante de pyroélectricité (couplage thermoélectrique).
S': entropie, par unité de volume.

p : densité du matériau.

C,: chaleur spécifique.
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A: module thermique, “temperature stress coefficient" .La matrice construite par ces

modules est obtenue en faisant le produit de la matrice des modules élastiques par la matrice

des modules d’expansion thermiques.

3.4. Relations entre contraintes et déformations "en excluant les effets de température":

La relation entre la matrice exprimant les coefficients piézoélectriques [e] et les

coefficients de charge [d] est la suivante [1] :

[e]=[0][4] (3.28)

En remplacant (3.27) dans le systéme (3.28) on trouve :

{o}=lo](le}-1a] {E}) (3.29)

Comme 1’¢élément piézoélectrique possede des propriétés anisotropiques (matériau
possédant des propriétés anisotropiques est un matériau ayant des propriétés mécaniques
différentes en tout point et toute direction), la matrice des raideurs [Q] sera définie par 13

constantes indépendantes [1, 24] :

lo]=|o, ] (3.30)

Avec:i,j=12,..,6
[0 G Os Ou Os O
v Oy On Oy On 0Os 0Ox| |4
o, Oy On Oy Ou O O ¢
T On Op On Ou Qi Ol |7
T Osi Os, O3 Os Oss Oso | |7
o] 194 9 Y95 9u 96 el (7o

—_
—_
[o%)
—_

—_
[\S]

IS

, (3.31)

—_
~

—_
w
)
[v)

U AR A AR
ST T T T T Y
t

I
[SVIIE VRN S VRN SURE SN

[=))

Qn le Q13 Q14 Q15 Q16 &~ d11E1 - d21E2 - d31E3
Q21 sz Q23 Q24 st Q26 €y~ dlel - dzzEz - d32E3
_ Q31 Q32 Q33 Q34 Q35 Q36 ) €, _d13E1 _d23E2 _d33E3 (3.32)
Q41 Q4z Q43 Q44 Q45 Q46 Vv~ d14E1 - d24E2 - d34E3
Osi O Os Oy Oss Oy Ve —d\sEy —dysE, —dysE;

Q61 Q62 Q63 Q64 Q65 Q66_ 7xy_d16E1_d26E2_d36E3




Nq ‘tzq Rq

|

N

e

Bal

Y

-

3.4. a) 1. Cas des poutres :

g 1[‘9} —d, \E, —d, E, —d; 1E3]+Q12[‘9y —d,,E, —d,,E, _d32E3J+Ql3[5z —d,;E, —dyE, _d33E3]
+Q4[7 yz _dl4E1 _d24Ez _d34E3]+Q45[7 xz _dlsEl _dstz _d3
QZl[gx —d,\E, —d, E,—d, 1E3]+Q22_‘9 ) —d,E —d,,E, —d32Ej+Q23[82 —d;E —dE, _d33E3]

+Q24[7 o —d,E —d,,E, _d34E3]+st[7 = —d)sE —d,E, _d35E3]+Q26[7 vz —d,E, —d,E, _d36E3]
Q31[gx —d, E, —d, E, —d, 1E3]+Q32 g, —d,,E, —dyE, —dy,E; +Q33[5z —d;E —d,:E, _d33E3]

+Q34[7/ e —d,E —d,E, _d34E3]+Q35[7 = —thsE —dysE, _d35E3]+Q36[7 o —d,E —dyE, _d36E3]
Qu[gx —d, E, —d, E,—d, 1E3]+Q12 €y —d,,E —dy,E, —d,E, +Q13[82 —d;E —dE, _d33E3]

+Qx4[7 2 —d,,E —d,,E, _d34E3]+Q45[7 = —thsE —dysE, _d35E3]+Qt6[7 Yy —d,E —dyE, _d36E3]
QSl[gx —d, E, —d, E, —d; 1E3]+Q52 g, —d,,E —dyE, —d,E; +Q53[5z —d;E —d,:E, _d33E3]

+Q54[7/ vz —d,E —d,E, _d34E3]+Q55[7 = —thsE —dysE, _d35E3]+Q56[7 o —d,E —dyE, _d36E3]
Q61[gx —d, \F, —d, E, —d, 1E3]+Q62 &, —d,,E —dy,E, —dy,E, +Q63[gz —d,;F, —dyE, _d33E3]

+Qs4[7 Yz —d\,E —d,E, _d34E3]+Q65[7 o —hsE —dysE, _d35E3]+Q66[7xy —d,E —dyE, _d36E3]

61

E3]+Q6[7 vy —d, .k, —d,E, _d36E3]

Dans le cas des problémes des poutres on admet les hypothéses simplificatrices suivantes

[1]:

Oy On O O 0 O |

_Q61 Q62 Q63 0 0 Q66 i

La déformation de 1’élément piézoélectrique est imposée par la déformation de la

poutre,

Les contraintes o ,,7 , et 7,, sont négligeables par rapport aux contrainteso, et .,

La surface supérieure de I’élément piézoélectrique est libre de se déplacer, ce qui

induit que o, est nulle,

Les champs ¢€lectriques E; et £, sont négligeables comparés au champ transversal Ej.

Q21 Q22 Q23 0 0 Q26
Q31 Q32 Q33 0 0 Q36
0 0 0 Q4 Qs O
0 0 0 0Oy Oy O

Apres remplacement dans (3.33) on obtient :

0 0 0 ds 0
0 0 d, 0 0
d, dy 0 0 0
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Qll[gx _d31E3]+Q12 lgy _d32E3J+Q16 |]/xy _d36E3J

O-X

0 QZl[gx _d31E3]+Q22 [gy _d32E3]+Q26 [7xy _d36E3]

0 _ QSl[gx _d31E3]+Q32 [gy _d32E3]+Q36 [7/xy _d36E3] (3 34)
0 Oy [7/yz _d34E3]+ Oys [7xz _dssEa] .

[ Os, [7/yz _d34E3]+Q55 [7’xz _dsta]
0 Qél[gx _d31E3]+Q62 [gy _d32E3]+Q66 [7/xy _d36E3]

On peut écrire le systéme (3.33) sous la forme [36,37] :

o al )

Ou Q,; et Os sont données en fonction des o G,/ =1,2,..6) :

§11 — Ql] + le .(Q16Q26 _Q12Q66]+ Q16 ‘[Q12Q26 _Q16Q22J

05,046 — 036 05,046 — 036

5 (3.36)
raY Q45
Oss = 0ss ———
Oy
3.4. a) 2. Expression des énergies cinétique et de déformation :
La variation de I’énergie cinétique s’écrit sous la forme :
T=% [ o +77 477 v (3.37)

U,V et W représentent des vitesses absolues [1].

En remplacant les vitesses par leurs expressions on trouve :

2 2 2 2 2
T:lp.[ (@%rza—w} +(@j dv=lpj(a—uj +228_u8_!//+(28_wj +(@j dv (3.38)
2 ot Ot Ot 2 ot ot ot Ot ot

Alors :

o
| o w0 1 0 =z gvtv . 1 0 z ||u
u 74 S .
T=— —,—,—¢|0 1 0| {— ' dv=— 01 O dv (3.39
2Har o ar} Ve v=gelli e G
z 0 z oy z 0 z7 ||y
ot




D’ou:

i
T=%pj{u oy [T ] bav (3.40)
v
1 0 =z
Avec: [T]=]0 1 o0
z 0 z°

En intégrant la formule de I’énergie cinétique on a :

u

1 o A [F] )
T=Epj{u W 1//}~[T]- w b, dx
7
N : , . —h, h .
la matrice [T ] devient apres intégration entre les bornes suivantes 2p , 7’7 suivant z:
3 h, 0 0
Tl=| 0 h, o
e
0o 0 -Z
L 12 |

D’un autre coté 1’énergie de déformation, sans I’effet de la piézoélectricité, est donnée par :
[ ki
UZEJ. 0,8, +0,8,+0.6, +T ), + TV 7,7, AV

Alors :

U= %I(ngx Ty, )dv= %JKZ—Z + z%—l//]ax + sz(w + %Hd\)

X X

Y A 1t

Avec : 8_u =u,, ;a—w =Ww,, ;8_1// =y,
ox ox ox
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U:%J.[u,xﬁ+w,xﬂ+(w+w,x)f}z’x

Tout en sachant que : N=.|.0'dA ; M:Iz.adA et T:jrdA

A A A

onpose: e=u, ;y=w, +y et y=y,,

Dela:
U=ff:e.ﬂhﬂ+x.ﬂuff+]f.]‘u"]dx (3.41)
E=u,,
Comme: c=FE¢,r=G.y et {
y=u, +w,,

la loi de Timoshenko — Mindlin (théorie des poutres) donne :

M(X,Z)=u(x)+z,l//(x) E=e+z.y
{ w(x,z) = w(x) j{7=w+w,x (3.42)

N=[ocdA=[Eedd=[Ee+Ezyd4
A A A

M=(zodd=[zEsdd=[zEe+Ez ydA
A

A A

T=(rdd=[Gydd=[Gy+Gw,, dA
A A

N

Posons :

H, =[E(z)d4,H,, =[zE(z)d4, H , = [z’ E(z)dA

A A

H, =[G(z)d4 et H =KH,
A

K est un facteur de correction [1, 47] obtenu en faisant une comparaison entre :

- I’énergie interne de déformation de cisaillement (associée a la distribution dez “théorique”

ou exacte) et

- I’énergie corrigée associ¢e au modele simplifié dit de « Mindlin ».
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~ , . . s 2 . . . .
K est appelé coefficient de Timoshenko si K = 3 et coefficient de Reissner si la section est

rectangulaire dans ce cas [47] K = % ~0.84.

A est Iaire de la poutre [47] :
Or:]V:Hme+Hmf.;( et M:Hmfe+l-lf;( aussi T=HC7/

On injecte ces résultats dans (3.41) puis dans (3.42) :

U= %j-e.(Hme+Hmf;()+ ;((Hmfe+Hf;()+ y.H y dx

0

L
U:l a_uHmﬁ_u+6_uHmf6_l//+6_l//Hmfa_u+6_WHf6_w+[W+6_WJHC(W+6_WJ dx
27 0Ox ox Ox ox Ox ox Ox ox ox ox

L
On peut ainsi écrire : U = % j le}" [H Jfe}dx

0

; Hm Hmf
{e} = {u’x l//’x (l//+w’x)} Et [H]= Hmf Hf
0 0

EOO

Si Hpr est nul il y’a un découplage entre u et (W,l//) et comme il y’a une symétrie suivant

I’axe z alors Hy¢ est nul [45].

L
U—l auH 8u+6_t//H 6—W+[W+6—WJHC(1//+6—Wjdx

_205 ’”E ox 7 ox Oox Ox
ou
1§ o ax d 0 ow 000 821/
U=—me{—u 0 0} 0 +Hf{0 0 —W} 0 +H0{0 — 1//}0 1 1|8—tdx
2 ox : ox ) | oy ox ox
0 i 0 1 1 v
ox

Dans le cas des poutres piézoélectriques :

o= ng_gndles
=0, —O

m piéz
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Npiéz = IadA = j(am _O-piéz)dA = J(Ql'g_apiézyA = JQ1'6+QIIZZ O_plez dA
A A A A

p,eZ—JzadA J.(Ql.g—apiéz)dA '[zEe+Ez x—zo . dA

piéz
A A

Or:N =H, e+H, ;(+J.adA et M

piéz piéz

L
= Hmfe+l—lf;(+.|’z.0'.dA
0
On considere ces résultats en tenant compte de la symétrie de la poutre par rapport a I’axe x et
on aboutit a:
L

U= % [elt, e+ 0 )+ 2H 2)+ y.H,y dx

0

U =%je.l—lme+e.apiéz +;((Hf;()+ y.H .y dx

0

Donc :

U :%je.Hme+;((Hf;()+ y.H .y dx+

0

piéz

L
jea dx
0

N | —

(3.43)

Le travail des charges piézoélectriques est :

piéz

3]
o =— | €0 .. dx
P 20

3.4. b) Cas des plaques :

Concernant les plaques, on admet I’hypothese simplificatrice suivante :

Alors le systeme (3.32) devient :



O, o [gx —d,E, ] +0, |_gy —d,E, J+ O |.7/xy —dyE, J

o, Qzl[gx _d31E3]+Q22[‘9y _d32E3]+Q26[7xy _d36E3]
0 O [‘9x —d,E, ] +0;, [gy —d,E, ]"‘ Oss [7/xy —dyE, ]

T, Oy [7 - —dyE; ] +0;s [7/ T d35E3]

T O [7/yz —dyE, ] +0ss [7xz —dysE, ]

Ty O [gx —d,E, ] +0q [gy —d,E, ]+ Oss [7xy - d36E3]

o, O, 0, O & d,,

) (0. 0.7
{Tiz} ) {QZ Q: }{7;} - (T Qo 9n O &y (~ dy, - E,
Xy O Ox Ol |7 v d,

Q

N

Comme : dy; =d;, et dyy =0

O, O, On 0O &y 1
o,r=10n On Ox|1& 11 -dy E,
X O Ox Qs | |70 0

Al

La variation de I’énergie cinétique s’écrit sous la forme :
1 ) ) o\
T:Ej.p(Uz e A

alors en remplagant les vitesses par leurs valeurs on trouve :

2 P 2 2
T=l,0_|. a—u+z—81//x + @+z Yy +(6—Wj dv
2 ot ot ot ot ot
2 2 2 o P 2 2
:lp (6_1,{) +2za—u61//’“ + Z—al//’“ +(@j +2z@ Yy +|z Yy +[8_wj dv
2 ot ot ot ot ot ot ot ot ot

Apres quelques considérations mathématiques on a :




ou
_ _| ot -~ ~
100 z O o 1 00 z Offu
U (20 o0 ow w0 OIOOngtV . 0100 z|v
_{%%}OOIOOdv—I{""' i
=—p[\=. ==y : ——plli v W oy wJo o1 0 oW
2atatazatazzoozz()£ 2 2002 ol
0z00 2Z||a 0z 0 0 2|y,
' QA
ot
D’ou:
u
"}
1 S . - :
T:Ep'[{u vV oW y, l//y}-[T]- w rdv
Ve
2
1 0 0 z O]
010 0 =z
Tl=[o 01 0 o0
z 00 z2 0
0z 0 0 Z°]
Apres intégration par rapport a z dans I’intervalle [— - —} on trouve :
U
v
1 S . - .
TZE'O-”{M vV oWy, wy}-[T]- W rdx.dy
Vs
v,
h 00 0 0 |
0O~ 0 O 0
Et:[f]=]0 0 A 0 0 (3.44)
h
000 B/ 0
h
000 o

Alors que I’énergie de déformation est donnée par :

dv



1 ( y,\

On sait que :

D’aprés les équations théoriques des plaques [47] :

_ou, oy,
T ox
ov oy,
E =—+z
T oy Oy
0
7xy:2¥y=@+a_u z Vly_F%
ox Oy ox oy
ow
=2 =y +—
7/7CZ pv4 WX ax
ow
7yz:2‘9yz:l//y 5

Sous forme matricielle [47] :

{8}2{6}4—2{)(} avee ! {E}T ={6‘x gy ]/Xy}; {e}T ={u,x Vs u,y+v,x}

T

s

Voo v v 0 =l rm, v,

WY = +w. v, +w,

]\7X |0, MX wo| o, _ W,
Ou {N}z ]\7y = I o, dz,{v}: A7[y = jz. o, dz et {f}:{f}: I{yxz}dz
NXY 74 Txy M’fy 7% T«’Cy g _% yyz



H, H, H,; H H
[H]: H, H, H, a[Hr]_{HM H45}
H H H 45 55

Les contraintes thermiques « s’il y’a lieu » ont la forme suivante :

1

{ 0 } = % 1+ Avec: a coefficient de dilatation thermique.
0

Alors :

Sachant que :

" " "
1, )= [[1Yz : |1, )= [z[H)dz : [1,]= |22 [H]d
™ s "
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On rajoute aussi [HC] qui tient compte des composantes de [H T] et des coefficients de

correction. La valeur de K est prise égale a celle pour le cas des poutres (K= 5/6). Cette

proposition est faite par Bollé en 1947 [47] :

On injecte ces valeurs dans (3.66) :
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=3 (el Je el el e et b Bl Do

2
| u,, Wisx
U:EJ‘{M’X 2 u,y+V,x}[Hm] Vs, +{’x V,, U +V’x}[ Vysy
4 M,y‘i‘u,x l//xay_H//y»x
U, Wiox
+{l//x’x Wy’y l//x’y-H//y’x}[Hmf Vs +{V/x’x V/y’y Wx’yﬂ//y’x}[Hf Wy’y
u,y'H/l,x l//x’y+Wy’x
+Hy, +w, W, +w, }[H }{l//x ”‘}dA
W, +

Vu la symétrie de la plaque par rapport a ’axe z, [H me est nul, ce qui revient a écrire :

s Weox
U=%I{u,x v, uay+v,x}[Hm v, +{Wm Vysy wx,yw/y,x}[]{f v,,,
4 u,,+u, Vs, o
+{%+W’x v, +w, }[H }{% ’x}dA
W, +

(3.46)

3.5. Relations entre contraintes et déformations "en incluant les effets de température" :

(o}=[0] (le}-[d]{ED) - T}o (3.47)

0, _Qn O, 95 Qu O Qlé_ &, —dn dy, d31_ 7'11
o, O, On On Oy 0O 0O €y dy, dy dy E /ng
o. _ Oy Oy Op Oy 0Oy O ¢; _ dy dy dy El _ Z33 o
Ty On Qun Qi Qu Qs Oy | |7 dy dy dy E2 /ng
(= 05 O, O Oy Oss O Yz dis dy di ’ /T31
Ty _Qél On s Qu O O NV _d16 dy  dy i ~12
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Qn le Q13 Q14 le Q16 &, _dllEl _d21E2 _d31E3 le
Q21 sz Q23 Q24 st Q26 €, _dIZEl _dzzEz _d32E3 /7722

_ Q31 Q32 Q33 Q34 Q35 Q36 ) €, _d13El _d23E2 _d33E3 _ 133 o
Q41 Q42 Q43 Q44 Q45 Q46 Yy~ d14E1 - d24E2 - d34E3 /TB
05 On Qs O Oss O Ve —disE, —dysE, —dysE; /T31
_Q61 Q62 Q63 Q64 Q65 Q66_ Vi — d16El - d26E2 - d36E3 le

Qll[gx —d, E, —d, E, —d31E3]+Q1218y —d,E —dyE, _d32E3J+Q13[‘9z —d,E —dyE, _d33E3]

+Q14[7yz —dE —d,E, _d34E3]+Q15[7xz —dE —dE, —d, E3]+Q16[7xy —d, b —dyE, _dz.sEs]_/?u@
QZl[gx —d, E, —d,E, _d31E3]+Q22 g, —d,,E, —d,E, —d32E3]+Q23[&‘Z —d;E —dE, _d33E3]

+Q24[7yz —d\E, —d,E, _d34E3]+Q25[7xz —d,sE, —dsE, _d35E3]+Q26[7xy —d,.E, —d\E, _d36E3]_/122®
Q31[gx _dl 1E1 _d2lE2 _d31E3]+Q32_5y _dlel _dzzEz _d32E3_ +Q33[5z _d13E1 _dstz _d33E3]

+Q34[7yz —d,\E, —dE, _d34E3]+Q35[7xz —d,sE —d,E, _d35E3]+Q36[7xy —d\.E, —dcE, _d36E3]_ﬂ33®
Q41[5x —d, E, —d,E, —d, 1E3]+Q42 &) —d,E, —dyE, —dy,E;| +Q13[gz —d,E —dyE, _d33E3]

+Q44[7/yz _d14E1 _d24E2 _d34E3]+Q45[7xz _dISEl _dstz _d35E3]+Q46[7xy _d16E1 _d26E2 _d36E3]_ﬂ'23®
QSl[gx —d, E, —d, E, _d31E3]+Q52 g, —d,E —dyE, —dy,E;| +Q53[5z —d,E —dyE, _d33E3]

+Q54[7yz _d14E1 _dz4E2 _d34E3]+Q55[7xz _dISEl _dstz _d3 E3]+Q56[7/xy _dlsEl _dzeEz _d36E3]_231®
Qél[gx —d, E, —d,E, _d31E3]+Q62 &) —d,E —d,,E, _d32E3]+Q63[gz —d;E —dyE, _d33E3]

+Q64[7yz —dE —d,FE, _d34E3]+Q65[7xz —d,sE —dsE, _d35E3]+Q66[7xy —d, ok, —d,E, _d36E3]_ZIZ®

(3.48)

4.5. a) Cas des poutres :

En prenant les mémes hypothéses que les précédents on trouve :

O, O, [gx - dle3]+ QlZ[[gy —dyE, ]]+ O [7xy - dseEs]_ 711@)
0 QZl[gx - d31E3]+ 0, &y dp By |+ Oy [7xy - d36E3]_ 4,0
0 Q44[7/yz _d34E3]+Q45[7xz _d35E3]_/123®

= Q54[7/yz _d34E3]+Q55[ xz —d35E3]—/131® _

0 Qm [gx - d31E3]+ Q62 [gy - d32E3]+ Q66 [7xy - d36E3 ]_ 112@)

D’aprés [33, 41,42, 43]: Ay = Ay, = Aoy = Ay = Ay =0
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Qsze - Q66Q12 Qszz - leQze 0l
Alors : =% 12 2 16 2 L —dy Ey)— 4,0
o {Q " Q ( Q66Q22 - Q26 j ’ Q ( Q26 - Q66Q22 J}(g )

Finalement :

{j} :F&l QOM{;}_{CZO}EJ_{ZO}@) (3.49)

3.5. b) Cas des plaques :

O g 1[8x —d,\E, —d,\E, —d, 1E3]+Q 2[5y —dy,E, —d),E, _d32E3]+Q 6[7 Yy —doE, —dyeE, _d36E3]_/Tl ©
o, Q21[gx —dy\E —d, E, —d, 1E3]+Q22[‘9y —d,,F, —d,E, _d32E3]+Qzé[7 ey —d,E, —d,E, _d36E3]_2~22®
0 _ Q31[gx —d, E, —d, \E, —d, 1E3]+Q32[5y —d,,F, —d,,E, _d32E3]+Q36[7xy —d\ oy —d,E, _d36E3]_I33®

Ty QA4[7 e —d, ; —d, ,E, —d, E, ]+QA5[7 = —thsE —dsE, _d35E3]_ﬂ~23®

(2% Q54[7/ - —dE —dy, B, —dyE ]+Q55[7 -~k —dsE, _d35E3]_2~3 ©

2% Qél[gx —d,\E, —d,\E, —d, 1E3]+Q62[5y —dy,E, —d),E, _d32E3]+Q66[7 o el —doiE, _d36E3]_Zl 0

En tenant compte des hypothéses relatives a la théorie des plaques et sachant que

[34,35,38,39,40] : {/T }: {Zl . /Tzz 0 00 O} , alors on obtient le systéme suivant :

O, O, O, 0O €, 1 /311
o,r= On 0, 0O &, r— lo-dy By | =14y (©
Ty O O O | |7V Xy 0 0

(3.50)

3.6. L’équation du mouvement :

En partant des énergies cinétique et potentielle et en se servant du formalisme
Lagrangien on aboutit aux équations de mouvement qui peuvent étre écrites sous la forme

matricielle suivante :
[M]-{i}+[K]-{g} = {F} (3.51)
Avec :

[M] : représente la matrice des inerties.

[K] : représente la matrice des rigidités.
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{i}et{q} : représentent respectivement les vecteurs des accélérations et de déplacements.

Il faut exprimer |’énergie cinétique et I’énergie potentielle en fonction des

coordonnées généralisées. Tel que : T =T(g,q,t) etU = U(q,?).

En sachant que le travail des forces non potentielles, noté pardW , est égal a la

différentielle totale de 1’énergie totale, on trouve que [1] :

d(T+U)=dw (3.52)

avec: dW = ZFl.dql.

i=1

La différentielle de I’énergie totale en coordonnées généralisées s’écrit :

i 6?“ - 6?“ + oy =F (3.53)
dt| 0q, oq; 0q;

{Qi}:{ulawla‘//l unﬁwn’Wn}
{g.} = Ly, o a,, w0,

Ainsi on établit le systeme d’€équations représenté par la relation (3.51).
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CHAPITRE 4
DISCRETISATION

4.1. Introduction :

Généralement pour les structures mécaniques les solutions et réponses analytiques
sont difficiles a développer et a obtenir souvent a cause de la complexité des structures ou du
probléme lui-méme.

Alors une approximation des fonctions, qui expriment les comportements des
structures, s’avere utile pour étudier le comportement et la réponse des structures considérées.
Pour que I’approximation donne un résultat satisfaisant, il faut que I’erreur soit moindre entre
la fonction réelle ou mathématique et le modele d’approche.

De ce fait, la structure est devisée en plusieurs domaines appelés éléments. Ces
derniers se composent de points appelés neuds qu’on trouve au sommet des éléments. On
définit sur chaque nceud un nombre d’inconnues qu’on appellera degrés de liberté. Cette
opération est appelée Maillage. Le but visé par le maillage est de calculer la réponse de
chaque nceud de la structure individuellement ensuite de rassembler les résultats obtenus pour
avoir une réponse globale.

La solution exacte sera approchée par des fonctions polynomiales locales, pour chaque
¢lément, appelées fonctions d’interpolation. Les différentes matrices et vecteurs liés a la
structure (masse, rigidité, amortissement, forces piézoélectriques, charges externes ainsi que
les contraintes thermiques) seront exprimés pour chaque nceud appartenant a la structure.

Le résultat final, pour les points appartenant a la structure et qui ne sont pas pris en
considération par le maillage, sera une approximation des réponses calculées en chaque nceud.
Donc pour arriver a calculer le comportement global on a recours a 1’outil informatique vu la
complexité des calculs.

Donc on peut récapituler la méthode adoptée par le schéma simplificateur suivant :
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Un probleme physique exprimé par une équation différentielle et qui doit étre
satisfaite en tout point de la structure avec des conditions spécifiques appelées
des conditions aux limites

l

La structure sera devisée en plusieurs sous domaines c’est le maillage.

l

Le choix des positions des nceuds dans les sous domaines et des polynémes en

fonction des valeurs aux noeuds

l

On résout le probleme discret. Cette étape est dite /la résolution.

|

L’exploitation des résultats

4.2. Le maillage :

Comme on doit traiter deux types de problemes, alors il nous faut deux types de
divisions, I’un pour le cas des poutres et I’autre pour les plaques.

4.2.a) Cas des poutres :

Comme la poutre posséde une dimension caractéristique alors elle sera représentée par
des éléments linéaires. Elle sera divisée en plusieurs fractions de longueur /. Chaque fraction
ou ¢lément sera défini par deux nceuds notés par i et j situés aux extrémités de I’¢lément et
chacun des nceuds possede trois degrés de liberté (u, W,!//) voir figure (4.1).

7z A
Figure (4.1). Elément d’une poutre.
F; Fi
\ 4 v X
—>
J J
< / >
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On définit les fonctions d’interpolations par des fonctions continues de type
polynomial du type :

u=[NHg}
w=[Plq}
v =[Rlq}

[N][P]et [R] sont les fonctions de forme de 1’élément considéré et {g}est le vecteur des

degrés de liberté du méme élément, avec :
{Q}z {”i w, Y, u; w;, v, }T

¢lément linéaire a deux nceuds qui admet le polynéme suivant :

(N(O)=(F, ]V2>=<£ ﬂ> Et (N(x)) = (N, N2>=<1_Tx 1+x>

2 2

Neceud 1 Neceud 2

Figure (4.2). Elément de référence.

L’¢élément est iso-paramétrique, alors [N]= [N l [P]= [}_)] et [L]= [Z ]

Donc on calcul [N],[P] et [L]

u 0
W =[Nlgt=4{0t=| 0 00 0 0
0 0




U,
W
o) f[oo 0o 00 0
wi=[Llg}=10t=l0 0 0o 00 o PV
u
v) 00 NE) o0 NG
Wy
v,
Alors :
1- 1
ch 00 +T§ 00 0 0 00 0
[N]:oooooo[ﬁ]:o%oo% Et
0 00 0 00 0 0 00 0 0
00 0 00 0
[Z]=lo 0 0o 00 o
2 2 (4.1)
1, 2 2
Et comme dx:El d¢ alors : dg”zl—edxjg“:l—ex+cst
6<1—c; 1+c;>
(N
Ont écrit alors : <Z—Z>:(%J{q}:> 2 P 2 {q}:%(—l 1>{q}

Ce qui revient a dire :

U,
6u W,
_ a -1 0 01 O
aul |V KA 19t g 0 0 i
Ox Ox l° u,
0 0O 0 0 0 O
W,
v,
U,
e 0 0 0 000 o0]"
{—W}z—P{q}: Mi_Llg 21001 ol
ox ox ox l° u,
0 00 0000
Wy
)
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; - 0| oo 000
{a_‘/’}:{ai}{q} 0 t=={0 0 0 00
o * oy 00 -1 00
ox

Z/Il
o] [o o 0 "
Ml _lg N N, 4 ¥
Ox Ox ox u,
v) o 0o NE) o 0 M),
v,

0 0 0O 0 0 0

Fllle -1 ]
Donc : []=|0 % 0 0 % 0
0 0 i 0 0 %

4.2.b). Cas des plaques :

- O O
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(4.2)

Comme on a déja vu dans le cas des poutres, pour la discrétisation des plaques on a
choisi de prendre des éléments quadratiques. Chaque €élément est constitué de quatre nceuds
situés aux sommets. Ils sont notés par (i, j.ketl ) comme ’indique la Figure (4.3).

be

>!V

&
<«

i

/E

Figure (4.3). Elément de plaque.

Alors on admet un ¢élément de référence quadratique iso-paramétrique (les nceuds
d’interpolation sont des nceuds géométriques) comme ’indique la figure (4.4).
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AN
1(-1,1) k(1,1)
Figure (4.4)
Elément de
référence :Z
quadratique.
i(-ll-l) ](11'1)

Chaque nceud posseéde quatre degrés de liberté de sorte que les fonctions de formes soient :

u=|NHg}
v=|B {g}
w= [F={q}
v =L Jig}

lﬁ l [I?J, IE Jet lfJ sont les fonctions de forme de 1’élément considéré et {g}est le vecteur des

degrés de liberté¢ du méme ¢élément avec :

T
{q}: {“1>V1awl>‘//x1>‘//y1a“zavzawzal//xzal//yzausav3’W3>l//x3a‘//y3a”4av4aw4al//x4a‘//y4}

C’est un ¢lément quadratique a quatre nceuds .1l admet le développement polynomial suivant :

(W)=(v vy N M= {0-2Xmm) 0 imm) (e Naem) (=C)aen)

)=

|
=

9=

o o o o =2
o oo o o
o oo o o
o oo o o
o oo o o
o o o o =
o c o o o
c c o o o
c oo o o

© o © © =

I
o o o o =
o o o o o
o o o o o
o o o o o
o o o o o
c o o o=
o o o o o
o o o o o
o o o o o
o o o o o
o o o o o

—_——

<

——




81

Blg)=

b=

=
o o o o o
o o o o o
o o o o o
© = o o o
o o o o o
o o o o o
o o o o o
o o o o o
S =zo o o
o o o o o
o o o o o
o o o o o
o o o o o
o Nz o o o
o o o o o
o o o o o
o o o o o
o o o o o
© F o o o
S S o o o
Il
S 2 O O O

Plai=

)

00 0 0OOOO O OOOOO OO0OOO0OUO0OTO0OO
00 0 0OOOO O OOOO O OOOO0OO0OTO0OO

00 0 0000 O OOOO O O0OO0OO0OO0O 0 0O
00 0 0000 O OOOO O OO0OO0OO0O O0 0O

0
0

wi=[0 0N, 0 000N, 0000N 0000N, 0O0g

0
0

= la=

—~—
>
——
S ©oO o o o
<
SESE -
o o o o o
o o o o o
o o o o o
o o o o o
o
SES A
o o o o o
o o o o o
o O o o o
o o o o o
™
SESECE
S O o o o
S O o o o
S O o o o
S O o o o
o o o N1 ()
S O o o o
S O o o o
S o o o o
Il
o o o wm o

Slg=

b=

=
o o o o N4
o o o o o
o o o o o
o o o o o
o o o o o
o o o o N3
o o o o o
o o o o o
o o o o o
o o o o o
oo o o o N2
o o o o o
o o o o o
o o o o o
o o o o o
S o o o N1
o o o o o
o o o o o
o o o o o
S S o o o
Il
o o o o ny

Donc on obtient les matrices suivantes :

7) 0 00 0

)

(1=¢)f1-n) 0 0 0 0 (1+¢)1-%) 0 0 0 0 (1+<)1+5) 0 0 0 0 (1-¢)1+

0000
0000
0000

0
0
0
0

0000
0000
0000
0000

0
0
0
0

0000
0000
0000
0000

0
0
0
0

0000
0000
0000
0000

0
0
0
0

0000

1
4

-

|



K

iF

F

S O O O O

oS O O O O
S O O O O

S O o O O
S O O O O
S O O O O

S o O O O
S O O O O
S O O O O

S O o O O
S O O O O
S O O O O
S O O o O

S O O O O
S O O O O
S O O O O
S O O O O

oS O O

0
(1-¢)1-n)

0
0
0
0
0

S O O O O
S O O o O

4.3. Application de la MEF sur les poutres :

4.3.1 Energie cinétique :

oS O O O O
oS O O O O
S O O O O

S O O O O
S O O O O
S O O o O
S O O O O

S O O O O
S O O O O
S O O O O
S O O O O

S O O O O
S O O O O

(4.3)

oS O O O O
oS O O O O
S O O O O

S O O O O
S O O O O
S O O o O
S O O O O

oS O O

oS O O O O
S O O O O
oS O O o O
S O O O O

S O O O O
S O O O O

o o o o o
o O o o O

S o o o O
S O o oo © o o o 9o

o O O

(1=¢)1+7)]

En appliquant la méthode des ¢léments finis dans le cas des poutres on obtient :

T="

p.bJ‘ .

1—

I

—
‘+oow‘
™

o o o o o o

1
OOOOOOOON

S O O o o O

¢
2
0
0

o o O © © oo o

™\

N""O om‘
™y
)

lgh+nlal’

dc

S O O o o o

o
™\

—_
ow‘-’-o om‘
"~

S O O O o O

S O O

—_

ow‘lo
™

o o o

S O O



e b ]
h(zj 0 0 Z(1—;) 0 0
1_42 h 2
0 h(zj 0 0 Z(1—;) 0
;3(1—4“]2 hj( 2
. g0 0 0 0 1-¢%)
T=’4 pbal [| 12\ 2 oy 48 de-lq)
4(1—4“) 0 0 h(zj 0 0
0 Z(l—gz) 0 0 h(“z‘;j 0
P, B (1+¢Y
o 0 4—8(1—47) 0 0 12[2)
(4.4)

4.3.2. L’énergie de déformation :

Comme la longueur de I’élément est notée [ alors les bornes de I’intégrale seront :

0oL =01

-1 0 0] 0 0 0]
0 0 O 00 0]
1 o oot 0000l o0 0 00
=g} [>2 0 0000 0f+—2 00 0 00
2% 21 0 0 2000 0 0
0 00000 00 -1 00
0 0 ol 00 0
0 0 0 0 0 1|
0 0 0 |
o—lle 0
H|0 0 (1—4%0‘1)(1)0_? 0 0 10 0
+=l0 o 08110%6(0)0%6(0)d§
1 i 1-¢ 1+&
o V. o 0 0 Y0 o0 ;
()()(1+§)2

- o O
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00 0 O0O0 O
1

00 0 O0O0 O

00 0 O0O0 O

00 0 00 0
H,[0 0

le

+

000 0 00 O]

00 0 0O O

0
0

1 0 0 -1

0
00 0 0O O

00 0 0O O

0 0 -100

0

/]

3|

0 0 -1 0O
0 00 0 00O
0 00 0 00O
0 00 0 00O

1

00 -1 0 0]

r| 4,

0 00 0 OO

1

0 0

0 00 0 OO

-1 0 0

nl=

(4.5)

1

1

000 0 00
(0 00 0 0 0




D’apres [45] :

H, g -
[Kf]:I_J[K.f']*‘leHC[Kc]:l—ef{K(,.]+—HC

Hf
12Hf
o ¢_Hcl€2
0 0 0 0 0 0
0 12 —6° 0 —12 —6I°
0 —6° (4+g)° 0 6 (2-g)"
0 -12  6° 0 12 6
_0 —6/° (2_¢)le 0 ol (4+¢)le_
I.KfJ+
H, 0 0 _H,
12H , —6H
Y !
0 $l° 0

—-12H,

0H ,

¢le2

12H
e2

¢le

“7
oy

¢+%_

(4.6)
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4.3.3. Cas des poutres sandwich :

On consideére le cas d’une poutre est sandwich, c'est-a-dire que la poutre est constituée
d’un cceur en matériau €lastique (£, G etv) et de deux couches piézoélectriques comme

I’indique la figure suivante :

Figure (4.5). Une poutre
sandwich.

Les deux couches piézoélectriques se situent au dessus et au dessous de la poutre. On
admet par hypothése que les deux couches sont parfaitement collées sur la poutre et que les
déformations subies par la poutre sont parfaitement transmises aux couches. les deux couches

sont identiques (le méme matériau, les mémes dimensions, la méme polarisation).

Les contraintes agissantes dans le coeur sont :

o, =FEe,
—ir Avec : G=%
}/xz G Xz +Vv
_ou_ oy
Et Yoox ox
ow
Ve=W+——=p
ox

Ce qui revient a écrire que :

Tl ol
o E 0 1 X
Tr 2(1 + V) ™



4.3.3.1. L’énergie cinétique de la poutre sandwich :

T =%J.p(U2 + V2 +W2)dv En posant :

p, - masse volumique de I’¢lément piézoélectrique.

P, &« « du cceur de la poutre.
Bl u Wit u A
r=2{ fokic o gl idazs o fi i ghlr{itaz [ofic w0 vl
07% l// % l// 7%_}'17
. hp, +2p,h, 0 0 u
T:%j{u Wyt 0 hp, +2p,h, 0 A bdx
0 thc 2/7p s .
0 0 B + 3 [(%+hp)3—(%)} v
b AT (s AT g
1 =2 [lp. + 20,8, Yy il (o, + 20, Yoo ()]
Wp, 2 AT
(2 (5o n, ] - 6a) ooy b1
4.7)
dxz%(xz—xl)dcf :dxz%ledg”
(1-¢Y L o
(2j 0 0 Z(1—;) 0 0
1-¢Y L(_
o 0 (2j 0 0 Z(l—cf ) o
T=7{C}}Tj‘(hpc+2pphp 0 0 0 0 , 0 0
4 10 ., 1+¢
4(1 ) 00 ( 5 ) 0o 0
0 i(l—cjz) 0 0 (“f} 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 00 0
1-¢ L
. 00 [=5| 0 0 =(1-¢?)
hp. 2 ( 2 j 4 .
(oo bien -0 0 VAT 00 Te ew
0 0 0 0 0 o
1 2 1+
004(1—;)00(2j_
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wrdzdx

(4.8)



=0

Jn20h) 0
2l )

0 0

Tov20p) 0
o [l )

d

4.9



4.3.3.2. L’énergie de déformation de la poutre sandwich :

On donne la figure suivante :

A Z
La couche piézoélectrique supérieure ? I hy
E
2
y
Le cceur de la poutre. < P >
I 7z
La couche piézoélectrique inférieure I hy
—>
b
Figure (4.6). Section d’une poutre sandwich.
Dans le ceeur, on a :
’ ’ th ' L
H) =Ebh); H) = E=— H! = KG(bh)
Dans les deux couches piézoélectriques réunies , on a:
1" =20, (b )); H? =20, 2 [0 +" (ML = 2k0
m_Qll Sop ) oo f_Qllg p+5 _5 > c = Q55p

: Y Y S p— Y (Y
Ontire: H, =H, +Hj =EE+§bQ11|:(hp +E) _(Ej :l
H, = H', +H! = Ebh+20,[ph ]
H, = H +H' = K(Gbh+20,[bh,|)

' (hY
Ebh® +8bO. (h +j —()
12H, Q“{ r2) 2

THIT T Rb?(Gh+20,h)

&9
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On injectant les valeurs calculées dans la matrice [K] déja calculée on obtient la matrice

¢lémentaire des rigidités.

4.3.3.3. Le vecteur des charges piézoélectriques :

o, =0,(e,—d,E,)- 1,0 pour les couches piézoélectriques
Et o, = Es, +A/,® pour le ceeur de la poutre alors :

ptezo ﬂ 11 d31E3)_Z11®]dA

A

M, =[2[0, (e, - d, E))- 7, 0}
A

Donc le travail des charges piézoélectriques ainsi que celui des charges thermiques est :

0

I
W iare = J{ I[Q1d31E3 + Zn®]e+ Z'/’[(QndnEs )+ 111®]dA]dx
y

piezo

(4.10)

La couche supérieure :

1

VVtts);lfle - J.(I:QlldﬂE +ﬂ'11®:|Aplezo plezo l// [Qlld31E +111®Kh+h j

0

W iz j.(glldﬂE}Apiéza (94' %[h +h, ]]jdx
0

1
VI/[Z:}I’)m I(Zl(aApiézo (64'%[}1 + hp ]de
0

Et comme les deux couches sont identiques alors elles induisent les mémes effets, ce qui

revient a dire que la couche inférieure donne :

l

- ~ A o W [— ~
Wtz;ile = J‘[[Qudea +/111®]Apiézo-e+ pl(zzo Y [(Q11d31E3)+111®Kh +hp )]dx

0

W;?efzu j(gldlesApiézo(e"‘_[h"'h Ujd
0



W inf

therm

Les travaux des charges pi¢zoélectriques et thermiques finaux des deux couches seront :

couche __ sup inf
/4 =W e +W

piézo

- j(zl 04, [e+ % lh+h, ]Ddx
0

piéz

(o

piézo

!
Wpci(;:zhe = 2Qlld31E3Apiézo [e"'%[h + hp ]jdx
0
W =W+ W
_ /
VVt/cr(e)frflhe = 2ﬂ’ll®Apiézo [e+ % [h + hp ]jdx
0
-1 0 0
0O 0 O
_ 1o 0 0] 1
Wc;oelz‘;he =0,d;5,E: A, {Q}T +_[h+h ]
? P :[ 1 0 0 2 ’
0O 0 O
10 0 0

Alors le vecteur des charges piézoélectriques est :

V couche
piéso

4.3.3.4. Le vecteur des charges thermiques engendrées par les couches piézoélectriques :

= Q1d31E3A

piézo

-2
0
—(h+hp)
2
0

(h+n,)

S O O O O O

S O O O O O

dg

4.11)

V couche

therm

:Zu@A

piézo

—(h+n,)

(n

-2
0

2
0
+hp)

(4.12)
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Si on note le coefficient des contraintes thermiques dans le coeur par ﬂ:’l , alors le

vecteur des charges thermiques engendrées par le cceur de la poutre est :

-1

Vcoeur — ZII®A

therm

S O = O O

On assemble les vecteurs thermiques :

- (2211Apiéza + z1'114)
0
—lh+h 11,4,
Vo = Vi V257 @ (2%1 p]ﬂ: o
14 % piézo 1
0
1, 11,4, s

4.3.3.5. Le vecteur des charges équivalentes :

Ce vecteur reste le méme car les charges n’ont pas de relation avec la nature de la

structure, de ce fait, le vecteur est :

0 0 0] 0
0 ((gz gl)x_'_glj 0 1
/

i 0 0 (&:-2)_ O

F b= dy = 1°] 22 _S1)
(% ! 0 0 o™ ( 2 +g1j 0
0 [(gzlgl)x+glj 0 1
0 0 0 0

: ] (4.14)



4.3.4. Application de la MEF sur les plaques :

4.3.4.1 En reprenant la relation de I’énergie cinétique :

h 0 0 0 i
0 h 0 0 N
1 .
T=—p {u vV oW oy, I//}- 0072 O 0 W rdx.dy
2#ll Tlooo B 0| |y
000 o mOIy,
De la méme fagon que pour les poutres on trouve :
hp A AT S AT (- h; T - hf; TS
TP [ b 5 5k 1 o Y b, iy

P12y (5 )+ 5] (5] Y [Pl 2 2 (2] 2 5] bt

Les ¢léments choisis sont des éléments iso-paramétriques :

(4.15)
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V)= [Ngn), Pey)=Pen), Eey)=[EEn)]. Bey)=[B.n) ainsi

que [S(x,2)]=[5(.)

On fait la transformation en coordonnées naturelles :

T =[] rlx.yhixdy =[] 1(¢.n )] dg dn

Avec :
&
en:[71=19¢ 9¢
[/] Est le Jacobien : [J]= Ea
on  on

x=(N)x,) = N(&mx, + No(Sombe, + Ny (Come + N, (¢,

X.

l

ox _[oN, 0N, ON, ON,\|x,
o \o¢ o¢ o oc

Xk

X
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‘xl'
o 1 X, 1
ézz«n_l) (1_77) (1+77) (_1_77)> x; :Z[_xi +X, X + X, +77(xi —X; + X, _xl)]
X
ox Oy Oy
De la méme fagon on calcul : —,—~,—— et on injecte dans la matrice Jacobienne.
on o¢ on

| X, =X, —X, +X; +77(xi —X; =X +xk) Yi=YVi= VitV +77(yi =Y, =V "'J’k)

J|=
[] 4 xk+xl_xi_xj+§(xi_xj_xl+xk) yl+yk_yi_yj+é/(yi_yj_yl+yk):|
Le déterminant est :

| = A4, + AL + Ay
=é[(y, — v N =x)= (e~ ), —xj)]=%(bele)
4, :é[(yk _yl)(xj _xi)_(y./ —inXk —xl)]ZO

A4, —l[y, (xk—x) (yk—ijx,—xl.)]=O

Ceci est vrai uniquement si les éléments sont supposés avoir les mémes dimensions qui ont
¢tait représentées dans la figure (4.4), donc :

T =[] f (e ylxdy = [[ £(&.n)|d¢ dn = Hf(;, 4y + A& + A,n}d¢ dn

-1-1

Mais : Tzhfjj{u}f{u}+{v'}r{v'}+{ i }+%{ NN é{ N, Jaxay
ce qui fait que :
22 0 e 6 o . oo T »

=4y 5 T 61 Y ) e Y cant

-1-1



En prenant uniquement []\7 ] on trouve :

[m] =22 BODL ¢ (3t lagan

-1-1

Apres intégration on aboutit a :

2k 0 o oA
3 3
2h 0 0 0
3
2 0 0
3
3
22h 0
36
22h°
36
22h
3
]2
64
Sym

(4.19)

0 0 0o H 0 0

3
0 0 0 0 % 0
% 0 0 0 0 = 0
3 3
% 0 0 0 0

104°
0 0 m 0 0 0 0
0 0 0 % 0 0 0
0 0 0 0 % 0 0
% 0 0 0 0 %}’ 0
225 0 0 25
36 36
3

2;: 0 0 0
2 0

3
2,

3
2h
3

25
36

45
36

2201

36

22n°

(4.17)
(4.18)
0 0
208
3
)
3
0
0 0
0
4
3
o
3
0
0 0
0 0
o
3
o 10
3
0
0 0
0 0
2
3
2

95

4
36

10/°
36




4.3.4.2. Cas des plaques sandwich :

100 z 0]u 100 z 0
ek 0100 z||v| ny 0100 z
T=§jjjg{uvw% W0 01 0 0fwidzr [ pli vy {001 0 0
00 2002 0|y " 2002 0
_OZOOZZ_I/'Iy _020022_
100 z 0]fu
¥, 0100 z|v
+ [ ol v g g0 01 0 0 idayax
Sty z 002 0|y
_OZOOzz_l,'Vy

Apres intégration par rapport a z on trouve :

ho+20h, 0 0 0 0
0 hp+2ph 0 0
. 0 0 hp+2ph, 0 0
1 Ce . . . 3 3
TZ}H*“ Vi 0 o e (h+hj —[hj 0
00 2 3277 2
2 3 3
2 3|27 2

Donc la formulation en éléments finis donne :




— 0 0 0 0o — 0 0 0
3 3
24 5 o o o ™M 0
3 3
24 9 o o0 o MM
3 3
% o 0 0 0 g
28 0o 0 0
3
22TA 0 0
24,
3
224
3
22B
3
b
brl="g,
Sym
2
Avec: A=2p,h, +ph et B= P ngh
(4.20)
4.3.4.3 L énergie de déformation :
Elle a pour expression :
u,,
1
2
U, +H,
l//x +W’x
+W, W, W, +w, (H, dA
IRTRURES 12 1o
Avec :
" v
. 2
[Hm]: J‘[H]dZ > [Hf]: J-Z H]dZ 4 [Hc]

p

2

0 0
0
R
3
o 4B
3
0 0
0 0
0
224 0
3
0 22B
3
0 0
0 0
0
224 0
3
22B
3
ph
12

— 0 0
3
0 204
3
0 0 204
3
0 0 0
0 0 0
4;" 0 0
3
0 4—'4 0
3
0 0 a4
3
0 0 0
0 0 0
04,
3
0o 4
3
0o o 1
3
0 0 0
0 0 0
224 0
3
224 0
3
224
3
Wx’x

U=—f{u,x v, we JHE v e v v B E v
A

(//x’y—H//y ’x
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Lo o oo
Etaussi: [H]= g1 o | [H]=
taussi: |11} o N 7.] 20+3{0 J

1 & 0 u,, 1 & 0 Voo,
U—l.[ Eh {u v, u,+v, |9 1 0 V. +—3{ + g 1 0 '
2A1_L92 ox oy oy b 1_ oy 12 l//x’x ‘/’ysy WX’y Wyhc 1_9 l//y’y

0 0 > U, i, 0 0 > Wy W oy

3

U= %'[ Eh {(u,i+v,i+2l9u,y v,x)+ (1 _23)(u,y+v,x )2 + %[(//x,fﬁ-(//},,_2‘,4-2191//“)C Wt (1 _29)( oy TW s )2 ﬂ

{K—wa R }M

2(1+9) 2(1+ 9
On pose :
0=l [ e 5 20 2 1 L5200 || ) oD ant)

(N = Jn(Nop )+ (N, ) Et (No,)= s (No )+ jn(N.,)

ox 0oy
oc oc| [Jn J
Avec : [J] la matrice Jacobienne :[J]= 05 0 |_|“n Y
@ a_y JZI J22
on on
o Iy —J
[j]:{J.H ].12}:l|: 2 12} Et J=J,J, =JJy
Ju  Jn JI=Jun

[j]z 4 (26 O
berey o 2

Ceci est vrai uniquement si les ¢léments sont supposés avoir les mémes dimensions.



Donc :
{7-1) 0000 (=) 0000 (1477 0 0 0 0 (1477 0 0 0 0
0 0000 0 0000 O 0000 O 0000
Q[Jff]z—fo 0000 0 0000 O 0000 O 0000
& 0000 0 0000 0 0000 0 0000
|0 0000 0 0000 O 0000 O 00O DO
(- 0000 —(1+¢) 0000 (1+¢) 00 00 (1-¢) 0 0 0 0]
0 0000 0O 0000 O 0000 O 0000
Q[Jff]zéo 0000 O 0000 O 0000 O 00O0O
¥ P o 9000 0 0000 0 0000 0 0000
0 0000 O 0000 O 0000 O 00O O]
0 0 0000 0 0000 O 0000 O 0O O]
0(7-1) 0000 (-7 0000 (l+r) 000 0 —(1+7) 0 0 0
ﬁ[ﬁ]:—fo 0 0000 0 0000 O 0000 O 000
o 0 0000 0 0000 0 0000 0 000
0 0 0000 0 0000 O 0000 O 00O
0 0 0000 O 0000 O 0000 O OO O]
0(¢-1) 00001+ 0000 (1+) 0000(1=¢) 000
Q[E]:%o 0 0000 O 0000 O 0000 O 000
¥ P 0 0000 0 0000 0 0000 0 000
0 0 0000 O 0000 O 0000 O 00O
00 0 0000 O 0000 O 0000 O 0O0]
00 0 0000 0 0000 O 0000 O 00
;[P]:lzeoo(n—n0000(1—77)0000(1+77)0000—(1+77)00
00 0 0000 0 0000 O 0000 O 00
00 0 0000 0 0000 O 0000 O 00O




ol=
@FF;

S O O O O
S O O O O
—_

o
e

ik

S O O O O

'c o o o o

F

S O O o O
S O O O O

'c o o o &

ﬁ[g]zz
X I

S O O o O
S O O o O
S O O o O
S O O o O

Lk

S O O o O
oS O O O O
S O O O O
oS O O o O

oS O O O O
(e}
oS O O O O

(=]
S O O O O
S O O o O
S O O O O

S O O O O
S O O O O
S O O O O
S O O O O

0
(¢-1)

oS O O O O
S O O O O

S O O o O
S O O o O

S O O O O
S O O O O

Cas des plaques sandwich :

% %+hp

[A,]= [ [H.]+

h2 hz hy
(11, ]= | 2lH. 1 |2l ]
!

!

flr. -

0 0000 O
0 0000 O
~14+¢) 0000 (1+¢) 0 0 0 0 (1-¢)
0 0000 O
0 0000 O

0 0 0000 O
0 0 0000 O
0 0 0000 O
0 (1-7) 0 000 (1+n)
0 0 0000 O

oS O O o O
()
S O O o O

_h

[l e =l 1o 2m [,
,% ~h,

— zihl?

S O O O O
S O O O O

S O O o O
S O O o O
S O O o O

S O O o O
o

S O O O O

S O O O O

S O O o O

S O O o O

S O O o O
S O O O O
S O O O O
S O O O O

000 O
000 O
000 O
000 O

0
0
0
0
000 (1+¢) 0

[, Y =", 1 2

12 3

0000
0000

0000
0000

oS O O o O
S O O O O
S O O O O

{(

0
0

0
0

h
2

—+h

JH

100

J .
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R % %+h —V _ ~
[Hc]= K ,[ [HT coer]+ I[}_Ir piez]+ _r[Hr piez}i = Kh[HT Cﬂer]+ 2th [HT pieZ]
A A V7
- 1 & 0 E 1 0
Dans le ceeur : [H,,,, |= 1— g2 ¢ 1 199 [H”W]: 2(1+19){0 J
0 0 —
2

O, On O 0 0

Et pour les couches piézoélectriques : [H piez]: On On D [H’ ”"”]z{ ) 45}
Q45 QSS
Ql6 Q26 Q66

Comme pour la plupart des matériaux piézoélectriques utilisés on prend :

Ous =01 =0y =0 D’ou

O, 0O, 0
[Hpiez ] = le sz 0 Ft [Hr i ] _ |:Q44 0 :|
0 QSS
0 0 Q66

A P 1 g 0 W, | On @ 0 | Oy G 0
[Hm]: J- - &2 g 1 1 03 + J. O, On 0 |+ J. O, On 0 @z
K 0 0 _T 10 0 Q4| B0 0 0

o |80 0, 0, 0
A, )= 9 1 (0 [+, 00 O 0
0 0 - 0 0 O
[ Eh 9Eh i
+2h +2h 0
§Eh2 lel 12,22 leZ H,, H,, 0
[Hm]: 1_32+2hpQ12 1_32+2hpQ22 0 =\H,, H,, 0
0 0 Gh+2h,04 0 0 H,
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19 0 Oy O, 0
)= i i (1) 0 e b, ) - Vﬂ%z . o
2
H,
:Hf12 /22
f66

Avec: H 12]1%33 2Q” (/+h)3 (/:l
S Eleen Rl

H,p = 12Eh3 2Q22[/+h)3 (/)3:|
H.fész(i_};+2QT“[(%+hp)3_(%)3}

(1 )= KEh {1 0}2@ [QM O}krmzh”g““ 0 }
201+ 9)[0 1 o o0 0 Gh+2h,0s;

55

Comme
1 u’x Wx’x
UZEJ‘{uﬂx v)y u’y+v9x}[Hm v’y +{‘//x’x Wy’y Wx’y+l//y’x}[Hf l//y)y
A
u7y+uax Wx’y“’”}/’x
l//x ’x
+{Wx+W»x W, +W, }[H a’A
W, +
Alors
1 H,,u, +H,,v,, Hyw., +tH,vp,,,
UZE‘[ {U,x Voy u’y+V’X} Hmzzv’y-i_Hmlz'u’x +{ wx Yoy l//x’y-H//y’x} Hf’ZZl//y’y+Hf’12!//xﬂx
! (”’y TV, )Hm66 (‘//x sy W oy )Hf66

(l//x + W’X)Hcll }dA

RS A
y Yy c



1

2 2
U = J.(Hmllu,x+Hm22v,y+2Hm12u,y v,x)+ H , « (u,y+v,x)2
A

2

+ H_flll//x’)zc+Hf22l//y’i+2Hf12l//x7x V.t H g (‘//xay‘HVy,x)z)

+(y, +w, ) H,, +(1//y +w,y)2H622.dA

[Z] :I(Hmnu,i+Hm22v,i +2Hm12u,y v,x)dA
A

1 1||u,
7 dA
1 1]||v

x

[E]:J‘Hm66(u,y+v,x)2dz4 = me66{u,y v,
A A

[Z]: J.Hfll‘//xﬁ)zc—i—HfZZl//y’i+2Hf12l//x’x v,,,d4
Y

— 1 1|y
— 2 _ x2y
[V]—J.Hféé(l//x,yﬂ//y,x) dA—J'Hfﬁé{y/x,y !//y,x)[l |
A A l//y >x
__ I 1|y
2 X
[W]:.[(l//x+w’x) HclldA:J.Hcll{l//x W’x 1 l dA
A A W’x
oy ( 2 1 1|y,
Ol=[ly, +w, fHdd=[H iy, w, . dA
A A W’,V
8Hmzll 0 00 0 _8I-Izmll 0 0 0 _4I-Izmll 0
3/¢ 3¢ 3¢
8Hm222 000 0 4H’i'222 000 4H;”22 0
3b° 3p° 3p°
0 0 0 0 000 0 0 0
0 0 0 000 0 0 0
0 0 0 000 0 0 0
SH'"ZH 0 000 4H”;” 0 0
3¢ 3¢
8Hmzzz 0 0 _8H;n22 0
3p° 3b°
00 0 0 0
00 0 0 0
=1_ 0 0 0 0
[Z]_ 8 8H "
"‘ 0 0
3le2
Sym 78;1)21222 0

dA

S O O o O

S O O o O

(=]

S O O o O S O O o O

S © o o

—4H

-8H,

mll

3]@2

mll

3[@2

mll

31(’2

81—1»11 1
3]1)2

m22

—4H

m22

3b

(= =

~
T

m22

3be2

(= =

=

m22

3b62

S O o o O S o o o O

S O o o O

S O o o O S o o o O

S O o o O

S O o o o S O o o o S o o o o

(=Rl =
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[E]: 4H

[L]=3

[ 16

3

beZ

4
bel°
16
3[62

Sym

Sym

S o o O

S o o O

S O o o

(=]

(= = =)

S O o O

8 -4
> 0
36 bel°
4 -16 0
belc 31
0 0
0 0
0 0
162 -4 0
360 bel°
16
3[62
0 0
0 0
0 0
-8H
S 0
31:’2
0 4H/‘22
3by2
0 0
0 0
0 0
8H ,
f11 0
3192
8H ;)
3b%

S O O o O

S

oS O o o

S O O o O

S

S O O o O

S o o O

(= = =)

S O O o O

(=]

-8 -4

3b€2

-4 -8
e 3[62
0

be

~

—4
bg

~

S O O

1
3b€2
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

642 0 2 0 0 322 0o =% 00 _32 0 =2 0 0 _6‘2‘ o —2

3b°¢ 3b° 3b° 3b° 3b° 3b° 3b° 3b°

0o 0 00 O O O 0O O 0 0O 0O 0 0 0

200 220 2 00 2 0 L oo L oo 2

9 3b° 9 3b° 9 3b° 9

00 0 0O 0O 0O O O 0 0O0 0 0 0

0o 0 0 0 00 O O O 0O0 0 0 0

642 0o =2 0 0 _6‘2‘ 0o =2 0 0 —_33 g

3b¢ 3b¢ 3b¢ 3b¢ 3b¢ 3b¢

0o 0 00 0O O O 0O0 0 0 0

,

[0]= 1. 00 0 0 O 00 0 0 0

0o 0 0 0 00 0 0 0

Sym 64,2 0 5 00 32,2 0o 2+

3b° 3b° 3b° 3b°

00 00 0 0 0

200 2o 2

9 3b° 9

00 0 0 0

0 0 0 0

642 o 8

3b° 3b°

0 0

4

L 9 |

1 1 =1 =1 =1 [—1 [—
U=—{af [Klig}= [&]=[z]+[R]+[L]+[7]+ 7]+ [0] (4.22)
2 .
La matrice des rigidités ainsi que ces différents éléments sont détaillés dans
I’annexe.

4.3.4.4. Le vecteur des charges thermiques :

/111
{O'th } =01 4,, ¢ est le vecteur des contraintes thermiques.

e}

Uu, = %IJJ {u,x v, u,y+v,x}{6,h }dza’ydx = %jjj(xﬁlu,xwtzzzv,ybdzdydx

vgerr =2 [h (5, 55+ 15,57 )©d ydx

s a:’.
vgEere  =1f [n (4,224 12,2 0 ¢ yax
thr sup 2 2B i s - 22 By -
vgerere  =2f [k, (12,55 + 75, 2)0d ydx
thr inf 2 B 11 a. 22 By -
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0
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(4.23)
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0

0

0
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Ut (TS, +2hpA ", )
:E'

(RAS +2Rpil )
bE

4.3.4.5. Le vecteur des charges piézoélectriques :

1

{ p,m} E.d, 31 représente le vecteur des charges piézoélectriques.
0

(4.24)

U i =%Ijj{u,x Vs, u,y+v,x}{0'wm zdydx =—jjj U, +v,, E ,d 5, dzdydx

81 Ju
comur =2 [ [h(3+ 1) Bydyy dydx
1 du v
vgs =3 Ty (5430 Esdaydyex

Ugazse, =30 Sy (55 +5;) Badlay dydx

Ucc..ahe — Uco..achs _|_ EUcodc'm
i

pisseo pis=ze sup pisEo

Uﬁiézo_ ..r..rE dﬂl (Eh ( ]+h( +Z_; )d}’r:ix

(4.25)
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(g—1) 1 1
(£=10 _lj_
B e

0 0

0 0

0 0
(1-m) :
il 1
(£+1) -1
T »
0 0

0 0

de. B (B515Y 1 -1 0 0

Upitzo = 22 (50) [2, [y 20 | (ony |d0dE = b%1%h,dyy Eo | 4 (4.26)

(£+1) 2
b* b*

0 0

0 0

0 0
_ (n+2) __El
(1-§) 1
Be BT

0 0

0 )]

0 -0-

4.3.4.6. Calcul du vecteur des charges équivalentes :

On utilise la méme procédure que dans le cas des poutres.

Figure (4.7). Un élément soumis a une charge uniformément répartie.
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La figure (4.7) montre un élément soumis a une charge uniformément réparti. On doit
le transformer en des charges ponctuelles qui seront concentrées aux nceuds du méme élément

comme I’indique la figure (4.8).

Fy

M/ Mk

v

— [

Figure (4.8). Charges équivalentes.

Les principes des travaux virtuels des forces équivalentes et celui des forces uniformément

réparties sont :

Avec :

ow=P Joy)

D’autre part la charge répartie peut étre écrite sous la forme :
g(x,y) =CX+C, Y+ ¢

¢,,¢, et ¢, sont des constantes déterminées a partir conditions aux limites de 1’¢lément

considére [1].

x:09y20:>g(0»0):g1 = ¢,



Donc

o) (gzl— g) . (g4b— gl)y+g1

glx)={l x y ; e
-1, 1|l
| b¢ b° |

On injecte g(x,y) dans I’expression du travail virtuel des charges reparties.

0 &

1 0
% % 0 g, pdxdy
yAIAD

Et en égalisant les deux travaux oW, = oW, , on trouve :

MW, = [ [ {6w

belI°
xydxdyz'“. [P] 1 x y
00

W,, =W 4, :> }T {Feq}: {@}T?i{[ ]‘g x , ¥ dxdy

-1 et

&1
gz — &

bele
“‘[ ]71 X y dxdyy
" g4~ 8

be
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4.4. Conclusion :

dxdy =

1°b

e

2

‘(gz "'g4)<

S O = O O O O O O O o = o o o o - o <

4.27)

Ce chapitre a permis, dans le cas des poutres et des plaques, I’obtention de :

= Les matrices élémentaires d’inertie.

= Les matrices élémentaires de rigidité.

= Les vecteurs ¢lémentaires des charges piézoélectriques.

= Les vecteurs ¢lémentaires des charges ¢quivalentes.

» Les vecteurs ¢élémentaires des charges thermiques.
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Ces ¢éléments calculés permettent aprés quelques considérations mathématiques d’aboutir

aux matrices et vecteurs globaux. Ces derniers traduisent, en partie, I’équation de mouvement

du systéme considéré qui sera complétée par la prise en considération de I’amortissement

structural.
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CAHPITRE 5
AMORTISSEMENT STRUCTURAL

5.1. Introduction :

Toute structure réelle est plus ou moins amortie, ce qui provoque une dissipation
d’¢énergie lors des vibrations. Si cette énergie absorbée par la structure est trés faible, ce qui
implique un amortissement tres faible, alors cette structure est dite conservative et si la
structure dissipe de 1’énergie ce qui implique un amortissement important, alors la structure

est dite dissipative.

Il est difficile de modéliser 1’amortissement dans une structure dissipative. Cette
dissipation est due a D’interaction entre les éléments constituant la structure ou a des
mécanismes ou des dispositifs de dissipation d’énergie implantés un peu partout sur la

structure, ou encore a des mécanismes de frottement interne.

L’amortissement a de diverses origines. Cette diversité est reliée a la nature et aux

sources des dissipations des énergies [31]. Les amortissements les plus courants sont :
- Amortissement visqueux :

La force d’amortissement notée par F,, est proportionnelle a la vitesse. Il est provoqué par

un écoulement laminaire d’un fluide visqueux sur une surface solide [1, 31].
- Amortissement quadratique :

La force d’amortissement est proportionnelle au carré de la vitesse et c’est le cas des

¢coulements turbulents de fluides visqueux sur une surface solide [31].
- Amortissement de coulomb "sec" :

La force d’amortissement est proportionnelle a I’effort normal a la surface et de sens

opposé au mouvement. C’est le frottement entre les surfaces des solides [31].
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- Amortissement structural "hystérisique" :

La force d’amortissement est proportionnelle au déplacement et elle est en phase avec
la vitesse. Ce sont des mécanismes de frottement interne qui sont responsables de cet

amortissement [1, 31].

Une supposition est faite dans le but de faciliter I’analyse dynamique des structures.
On admet un amortissement visqueux équivalent a I’amortissement existant au sein de la
structure et ce n’est pas valable dans le cas ou I’amortissement original est visqueux, ensuite

on compare la variation d’énergie dissipée par cycle [31].

Durant tout ce chapitre on s’intéressera uniquement a 1’amortissement structural, vu
son implication dans les études vibrationnelles des structures dissipatives, et éventuellement,

a ’amortissement visqueux qui peut étre utilisé pour quantifier I’amortissement structural.

5.2. Energie de dissipation :

L’imperfection de 1’¢lasticité des matériaux engendre la dissipation d’une partie de
I’énergie absorbée. La valeur de I’énergie dissipée par cycle, par exemple lors de 1’essai de
traction ou un cycle représente le chargement et le déchargement, est assimilé a la surface de
la courbe d’hystérésis notée par AW [1].Cette courbe d’hystérésis sera représentée comme

I’indique le schéma suivant :

[

Z,

€0 Figure (5.1). Cycle d’hystérésis




115

Donc cette quantité calculée a partir de la surface emprisonnée par les deux

branches 5(5)et 6(5), représentant le chargement et le déchargement, exprime 1’énergie
dissipée dans le matériau par unité de volume pour une amplitude de déformation ¢, qui

caractérise les propriétés d’amortissement du matériau [1].
La relation (5.1) exprime la valeur de cette aire :

AW = f&(s)da— _f&(e)da (5.1)

—&y —&)

Ou &(g)et 5(¢) décrivent respectivement la branche supérieure ou le chargement, et

la branche inférieure ou le déchargement.

La loi de Hooke « o = E¢ » qui dit que la relation entre la contrainte et la déformation
dans le domaine ¢élastique est linéaire n’est donc plus valable en raison de I’imperfection des
matériaux. De ce fait, plusieurs auteurs ont élaboré¢ des équations différentielles non linéaires

qui décrivent cette relation [1].

» Larelation de N. N. Davidancov :

5(s) = E[s " %[(52 Te)y 2t ]} (5.2)

» Larelation de E. S. Sorokine :

— 2
&(g):EeiEzl /1—8—2 (5.3)
Vs &

» Larelation de Y. G. Panovco :

2
5e)=E| e+azs) 1-5- (5.4)
&

Avec :
w : Coefficient de dissipation d’énergie

n,n et a : Parametres définissant les courbes expérimentales.



5.3. Equivalence entre amortissement visqueux et amortissement structural :

C’est une évaluation entre la dissipation d’énergie par cycle de vibration.
Uy =§F,,dx
dx =xdt Et §; représente 1’intégrale sur un cycle.
Alors: Up, = §F,, xdt (5.5)

Soit le systéme de la Figure (5.2) :
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Déplacement

Structure
de la structure ‘ f(t) Force d’excitation

externe

x(t) Amortissement

Figure. (5.2) Structure soumise a
une force d’excitation.

U, = TF,” st .
0

Dans le cas d’un amortissement visqueux, et une force harmonique :

f(t)= Fsinwt

On obtient une réponse harmonique du type :

x(t)= Xsin(wt - @) et i(t)= X cos(wt - p)

Comme la force F,, est proportionnelle a la vitesse x(¢) alors F, =C ()

En injectant dans (5.5) on trouve [1]:
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T
U, =|Cx*(t)dt = no0CX?
D .([ x() T (5.6)

U, =raoCX’

Dans le cas d’un amortissement structural, la force d’amortissement F

am

est supposée

proportionnelle au déplacement [1] :

F, =ax(t) (5.7)

am

De 13, I’énergie dissipée pendant un cycle de mouvement est :
U,=aX’ (5.8)
Ou a est une constante.

En comparant (5.6) et (5.8) :

a=Cro = C'=-2 (5.9)
[y

ou C' est le coefficient amortissement équivalent & un amortissement visqueux.

On détermine I’amortissement visqueux équivalent a partir d’un systéme avec un
amortissement structural, soumis a une force harmonique et gouverné¢ par 1’équation de

mouvement :
mi(t)+ C, x(t)+ kx(t) = £(2) (5.10)
Avec: f(t)=F,e’ La solution est de la forme : x(t)= X .’

En remplagant f(¢)et x(¢) dans (5.10), on obtient :
(—ma)z +k[1+jiDX0 =F, (5.11)
.k

.5 a . , . , . Y
Si A =— ,alors ’amortissement équivalent et I’énergie dissipée sont :
T



éﬂle|>a|

C,
U,
L’équation de mouvement s’écrit :

() + 2 k() + kx(t) = 1)

w
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(5.12)

(5.13)

A est la constante d’amortissement hystérisique qui dépend des propriétés du matériau.

5.4. Détermination du coefficient d’amortissement :

Comme il est généralement impossible de séparer I’amortissement structural de la

rigidité donc on considére une rigidité complexe du type :

~

k=k(1+jn)
Avec : k est la rigidité statique
n est le coefficient de perte.
A partir de (5.14) on trouve : k =k + j.A'
h =n.k estle coefficient d’amortissement structural.

La force de dissipation est :

F, =jnkx=jAx

mi+kx=f(t) = mi+(k+jnk)x=f(t)= mi+ jpkx+ke= £(t)

Pour déterminer C,,  on fait une évaluation de AW = AW
AW =[F,, dx Avec: F,, =k.x

On trace F

Comme x(t) est harmonique alors F,, 1’est aussi, alors :

(5.14)
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x(t)= Xsin(at) = F,, = kex = o+ jhx = kX sin(wt )+ Xnk sin(ar)

Comme : j= eij% donc il existe un déphasage de %

sin(a)t + %) = cos(at)

F, = kX sin(ot)+nk.X cos(wt)

2
Comme : x = Xsin(wt) = sin(wt)= % et cos(wr)=+/1—sin*(or) = 1—(%)

alors :
F =kxtnkvX* —x* (5.15)

C’est I’équation d’une ellipse inclinée de pente & comme I’indique la figure (5.3).

On peut calculer I’énergie dissipée Up par une structure, grace a la surface AW de la courbe

qui représente la force cyclique en fonction de la déflexion.

v

\4

- d

Figure (5.3). Détermination de A’

Si d est le point d’intersection entre I’axe ox et le cycle d hystérésis alors :

A d
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De cette relation on déduit que si la structure posséde un amortissement faible alors on

peut faire une approximation de sorte qu’on obtient :

Z-4 (5.16)

D’un autre c6té le rapport de I’énergie dissipée par cycle sur I’énergie €lastique maximale

est:

U ~
=L =270 (5.17)
U

E

Ainsi on peut déterminer le coefficient d’amortissement et 1’équation de mouvement prend la

forme suivante.
(Mg} +|c., had+ [k at = b+ e b+ U (5.18)

Avec:

[M] : Matrice des masses.
[Cqu : Matrice amortissement équivalent.
[K] : Matrice des rigidités.

{d}{a}.{q} : Vecteurs des accélérations, des vitesses et des déplacements en coordonnées

généralisées.
{ fex} : Vecteur des forces d’excitation.

{ S pic } : Vecteur des forces piézoélectriques.

{ ,,,r} : Vecteur des charges thermiques.

Détermination de la matrice [Cqu :

Considérons I’amortissement proportionnel de Rayleigh.

lc., |= a[m]+ plK]
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a et S sont des constantes qui seront choisies de sorte que 1’équation (5.18) représente le

mieux possible le comportement dissipatif de la structure. Dans notre cas on prend [1] :

a=0ectf=

SR
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CHAPITRE 6
RESOLUTION PAR LA METHODE DE NEWMARK

6.1. Présentation de la méthode :

Le schéma de Newmark fait partie des schémas d’intégration a un pas [46] ou I’état

du systéme a I’instant #,,, ne dépend que de I’état du systeme az, .

Cette méthode est une méthode d’intégration temporelle qui consiste a faire une

estimation sur I’état a I’instant ¢,,, et cela a partir des informations préalablement calculées a

I’instantz, .
Avec[1,46]:¢,,,=t,+7T

Le développement en série de Taylor d’une fonction quelconque est donné par :

2 K

F )= £+ 2 f )+ 5 )k )+ R, (6.1)

R, est le reste du développement a I’ordre s.

On utilise la formule (6.1) pour évaluer la vitesse ainsi que le déplacement a n+/ en fonction

de I’état a n, c'est-a-dire dans I’intervalle de temps [tn ,tm] :

4o =4, + [i(2)dz (6.2a)

tVl

Gp =4, +74, + [ (b, —2)i(E)dz (6.2b)
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En calculant les intégrales de 1’accélération dans (6.2a) et (6.2b) on aura trouvé une

approximation, donc on évalue 1’accélération q(E ) en fonction de ¢, et ¢,,, dans ’intervalle

de temps déja considéré. On utilise la relation (6.1).

(c,—&)

... (6.3a)

G, = (&) +§(e e, - &)+ q"()

(tﬂ+1 — é\)2

2

i, =)+ G(EN,., —&)+q"(E) o (6.3b)

On fait la multiplication suivante : (1—7).(6.3a) et (¥).(6.3b) ensuite on additionne les deux

résultats on, trouve :
3,0-7)= 4G -7)+ (@ N, -)1-7)+ (-7 (e =L

§,0(7)=4(E)7)+ (e Nt —2)7)+ (7 >q“”<§>@

§,(1-7)+G,0,(7)= &)+ G(ENe,.. —1, )7 + (e, — &)+ O(r*¢")
i(€)=d,0-7)+d,.(7)- ()7 (), —£)+0(c*¢")
§(8)=di,(1-7)+G,.(7)+§(EN-77 -1, + &)+ O(c*¢") (6.4)

On procéde aux opérations suivantes (multiplications): (1 -28 ) (6.3a) et (2 V] ) (6.3b) ensuite

on additionne les deux résultats, on trouve :

i,(1-25)=de\i-28)+d(eXe, -2 )N1-28)+(1- 25)9(‘”@)@

~\2

i, 0B)=i(@\2B)+ G E)r,.. - 2)JoB )+ (zﬁ)q%)@
0,0-28)+d,,28)=i(e)+d(eXr, . —1, 2B +(eNr, ~2)+0lr*")

i(€)=G,0=28)+G,,2B)+i(E)N-r28 -1, +&)+ Og"¥) (6.5)
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On remplace les résultats obtenus par (7.4) et (7.5) dans (7.2a) et (7.2b) :

st

[i(@)dze = (=7 )i, +7rd,. +r, (6.62)

[t~ 2)ile)z = [%—ﬁjmn +BT Gy 4T, (6.6b)

Tout en posant :

=73 JPite)olrg)

~

1 ~
7, = (ﬂ —gjr3é'(8)+ Ole*q")
r,, 7, Sont des erreurs liées aux restes du développement en série de Taylor.

Quant les constantes 7, ,5 sont égales respectivement a 1/2 et 1/6, une variation

linéaire de I’accélération sera donc supposée dans les deux relations (6.6a) et (6.6b) [1].

De la méme facon, si elles étaient égales respectivement a 1/2 et 1/4, il n’y aura pas
de variation de I’accélération [1, 46]. Elle sera supposé constante et égale a sa moyenne dans

’intervalle [tn - ] :

Donc I’approximation de Newmark est basée sur les relations (6.7a) et (6.7b) déduites

a partir des relations (6.2a) et (6.2b).

q.nJrl = q.n + (1 - }7)T‘Qn + ]7T'qn+l (673)
. 2 1 > .. S 2 ..
q,,=9,+74,+7 (5 - ,qun +p7°.4,., (6.7b)

On introduit les valeurs de ¢,.,,q,., dans I’équation de mouvement suivante :

[MG ]{q}+ [CG ]{Q} + [KG ]{q} {Fpiézo }+ {Fmer }+ {Fext }

Onall,46]:
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(MG + 7T'CG + ETZKG hnﬂ = Fext(nJrl) + F'ther(nﬂ) + Fpiézo(nJrl) - C'G (qil + (1 - 77)an )

_KG qn +T'qn + E_ﬂ 2 qn
Ou plus simplement : S.§,,, =G,,, +Bqg,., -K.q,., (6.9)
Et: §, =G, + 774, (6.10a)
s = Qs + BT 4, (6.10b)

Alors de fagon générale la méthode de Newmark se résume de la fagon suivante :

* On calcule la premiere valeur de I’accélération g, :
Go = M; (Go —-Coq, _KG%)

*  On introduit un incrément temporel :

t. =t +t

* On prédit le déplacement et la vitesse de I’instant suivanta ¢, =¢, +7 :
G =4, +(1-7)rd, Bt G =q,+(05-FF,

* On calcule I’accélération a I'instant suivant ¢, =¢,+7 ou f,,, =t +7 :
S, =Gy — CGanH — K54,

» Ensuite on corrige les valeurs de la vitesse et le déplacement qui on était prédites.

. -~ ~ .. — D2 ..
qn+1 = qu—l + ]/T'qrﬁl Et qn+l = qn+1 + ﬂr 'qn+l

= Désormais ’état a ¢,,, est connu, (accélération, vitesse et déplacement).

n+
= On passe au second €tat en introduisant une seconde incrémentation de valeur z pour
une nouvelle prédiction de la vitesse et du déplacement.

On récapitule ses démarches par un schéma (organigramme) :
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Introductions des données : Mg, Cs et Kg

|

=  Calcul de la premiére valeur de I'accélération :

Gy = Mél(Go -Cyq, _KG‘]o)

=  Prédiction de la vitesse et du déplacement :

5n+1 = q.n + (1 - 7)an Et anrl = qn + (05 - E)TZQn

A 4

= Calcul de I'accélération :

S'é/ﬁl = Gn+1 - CGanJrl - KanJrl

A 4

=  Correction de la valeur de la vitesse et du déplacement :

. - ~ .. — S 2 ..
qn+l = qn+l +7T'qn+l Et qn+1 = qn+1 +ﬂ7’- 'qn+1

A 4

= Enregistrement des valeurs
finales Qrﬁ—l b qn+l et qr1+l

Figure (6.1). Schémas de la méthode de NEWMARK.
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CHAPITRE 7
RESULTATS

L’utilisation d’un langage pour la programmation des différentes équations et matrices
déja ¢laborées s’avere indispensable pour avoir des résultats exploitables. On choisit

d’utiliser le logiciel MATLAB pour nos différents calculs.

7.1. Validation par comparaison des résultats :

On a fait une comparaison entre les résultats obtenus et ceux de Clayton L. Smith [64]
pour une méme structure « poutre soumise a une charge uniformément répartie et qui se

repose sur deux appuis double et simple », comme le représente la figure (7.1) :

Figure (7.1) poutre utilisée par Clayton L.

A
v




Les matériaux utilisés sont :
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» S M A “ Shape Memory Alloy” ou alliage a mémoire de forme comme du Nitinol [64]

Pour le cceur.

» PVDF "polyvinylindene fluoride” comme couches piézoélectriques.

La poutre est soumise a des conditions aux limites comme 1’indique la figure (7.2)

Figure (7.2) Conditions aux limites de la poutre.

La différence entre les résultats des deux programmes est négligeable, comme on peut

les constater d’apres la figure (7.3). On estime que le programme peut étre exploitable.

0 ‘\\
-0,00000

0,00001 \

0,00001 \ /

-0,00002 \ /

0,00002 \ /

Fleche de la poutre (m)

-0,00003 \ /

-0,00003

Longueur de la poutre (m)

-0.00004

—#— Présent travail

----- Modéle de Clayton

Figure (7.3) : Comparaison entre les résultats.

On remarque d’apres le tableau (7.1) que I’erreur entre les résultats présentés varie

entre 0.111 % et 0.433 %.



Longueur x (m)

0,000
0,005
0,010
0,015
0,020
0,025
0,030
0,035
0,040
0,045
0,050
0,055
0,060
0,065
0,070
0,075
0,080
0,085
0,090
0,095

0,100

Le présent travail

0,000000000

-0,000005048

-0,000009994

-0,000014737

-0,000019174

-0,000023205

-0,000026726

-0,000029637

-0,000031835

-0,000033219

-0,000033695

-0,000033219

-0,000031835

-0,000029637

-0,000026726

-0,000023205

-0,000019174

-0,000014737

-0,000009994

-0,000005048

0,000000000

Selon la Réf

0,00000000

-0,00000506

-0,00001001

-0,00001476

-0,00001920

-0,00002324

-0,00002676

-0,00002967

-0,00003187

-0,00003326

-0,00003374

-0,00003326

-0,00003188

-0,00002968

-0,00002676

-0,00002324

-0,00001921

-0,00001477

-0,00001002

-0,00000507

0,00000000

Tableau (7.1) : Résultats et comparaison entre les des études.
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On choisit un matériau au cceur de 1’acier doux qui a les caractéristiques suivantes

Module de Young : E =210 G Pa
Module de cisaillement transversal : G= 80 G Pa
Coefficient de Poisson : v= 03

Densité : . =7860 Kg/m’
Coefticient d’expansion thermique : ai=1110" 1/C°
Coefficient des contraintes thermiques : /Tfl =1.08*10° N/m’ C°

Et on choisit comme matériaux piézoélectrique le PZT-4 qui possede les caractéristiques

suivantes :
La densité : p, =7600 Kg/m’
Coefticient d’expansion thermique : al =12*10° 1/C
Coefficient des contraintes thermiques : /Z‘; =1.03*10° N/m’ C°
(139 778 743 0 0 0 ]
7.78 139 743 0 0 0
. e, 7.43 743 115 0 0 0 0
La matrice des rigidités est : [Q]= 107 Pa
0 0 0 25 0 0
0 0 0 0 25 0
| 0 0 0 0 0 3.06]

La matrice des constantes piézoélectriques est :

0O 0 0 0 127 0
[e]=] 0 0 0 127 0 0|C/m’
-52 =52 151 0 0 0

0 0 0 0 4961 0
Alors : [d]=] o 0 0 491 0 O0[10"°C/N
~1238 -1.238 2913 0 0 0
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Et dy =11.1070™M /[,

Afin de pouvoir fixer un nombre d’éléments bien déterminé, tout au long de notre
étude, on prend une structure simple et on fait varier le nombre de nceuds, (ce qui revient a
affiner la discrétisation a chaque fois) et pour cela on prend une poutre sandwich encastrée
libre (en console) soumise a une charge uniformément répartie sur toute sa longueur, comme

I’indique la figure suivante.

(/1]

Figure (7.4)
Dimensions

S e——— d’une poutre

en console.

WA,




Tableau 7.2 : récapitulatif des caractéristiques de la poutre

Le cceur Les couches Unité
piézoélectriques
Dimensions
Longueur (L) 0.5 0.5 m
Largeur (b) 0.01 0.01 m
Epaisseur (%) et (h,) 0.003 0.0001 m

Matériaux

Module de Young 210.10° 95.454.10° Pa
Elasticité transversale 80.10° 2.56.10"° Pa
Coefficient piézoélectrique (d3; ) . 11.10™" m/V
Coefficient de contraintes thermiques (I) ~ 1.08.10° 1.03.10° N.m*/C°
Masse volumique (p) 7860 7600 Kg/m’

Chargement appliqué sur la poutre (q) 10 N/m
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7.2. Choix du pas de discrétisation :

Pour une discrétisation de 22 éléments, la fleche es donnée par le tableau (7.14)

Tableau (7.3) fléches en fonction du nombre de nceuds, maillage a 22 éléments

N° du nceud Fleche de la poutre (m)
1 0,000000
2 -2,42E-05
3 -9,38E-05
4 -0,00020462
5 -0,00035263
6 -0,00053402
7 -0,0007452
8 -0,00098277
9 -0,0012435
10 -0,0015245
11 -0,0018229
12 -0,0021362
13 -0,002462
14 -0,0027981
15 -0,0031425
16 -0,0034936
17 -0,0038498
18 -0,0042097
19 -0,0045722

20 -0,0049364
21 -0,0053015
22 -0,0056671
23 -0,0060328




Pour une discrétisation de 22 ¢léments. La rotation est donnée par :

Tableau (7.4) rotations en fonction du nombre de nceuds, maillage a 22 éléments

N° du nceud Rotation de la poutre (rad)
1 0
2 0,0020944
3 0,0039987
4 0,005722
5 0,0072732
6 0,0086615
7 0,0098959
8 0,010985
9 0,011939
10 0,012766
11 0,013475
12 0,014075
13 0,014576
14 0,014985
15 0,015314
16 0,01557
17 0,015762
18 0,0159
19 0,015993
20 0,01605
21 0,016079
22 0,016091
23 0,016093

Pour une discrétisation de 24 éléments. La fleche donne :
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Tableau (7.5) fleches en fonction du nombre de nceuds, maillage a 24 éléments

N° du nceud Fléche de la poutre (m)
1 0
2 -2,04E-05
3 -7,92E-05
4 -0,00017327
5 -0,00029938
6 -0,00045459
7 -0,00063607
8 -0,00084111
9 -0,0010672
10 -0,0013119
11 -0,001573
12 -0,0018484
13 -0,002136
14 -0,0024342
15 -0,0027412
16 -0,0030555
17 -0,0033756
18 -0,0037005
19 -0,004029

20 -0,00436
21 -0,004693
22 -0,0050271
23 -0,0053619
24 -0,005697
25 -0,0060322

Pour une discrétisation de 24 éléments. La rotation donne :



Tableau (7.6) Rotations en fonction du nombre de nceuds, maillage a 24 éléments

N° du nceud Rotation de la poutre (rad)
1 0
2 0,0019272
3 0,0036939
4 0,0053073
5 0,0067743
6 0,0081017
7 0,0092967
8 0,010366
9 0,011317
10 0,012156
11 0,012891
12 0,013528
13 0,014074
14 0,014536
15 0,014922
16 0,015237
17 0,01549
18 0,015687
19 0,015836

20 0,015942
21 0,016013
22 0,016057
23 0,01608
24 0,016088
25 0,01609

Pour une discrétisation de 26 éléments. La fleche donne :
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Tableau (7.7) fleches en fonction du nombre de nceuds, maillage a 26 éléments

N° du nceud Fleche de la poutre (m)
1 0
2 -1,74E-05
3 -6,78E-05
4 -0,0001486
5 -0,00025733
6 -0,00039162
7 -0,00054919
8 -0,00072789
9 -0,00092566
10 -0,0011405
11 -0,0013707
12 -0,0016144
13 -0,00187
14 -0,0021359
15 -0,0024108
16 -0,0026933
17 -0,0029822
18 -0,0032764
19 -0,0035748
20 -0,0038767
21 -0,0041812
22 -0,0044876
23 -0,0047953
24 -0,0051039
25 -0,005413
26 -0,0057223
27 -0,0060317
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Pour une discrétisation de 26 éléments. La rotation donne :

Tableau (7.8) Rotations en fonction du nombre de nceuds, maillage a 26 éléments

N° du nceud Rotation de la poutre (rad)

1 0

2 0,0017846
3 0,0034321
4 0,004948
5 0,0063378
6 0,0076068
7 0,0087607
8 0,0098049
9 0,010745
10 0,011586
11 0,012334
12 0,012994
13 0,013572
14 0,014073
15 0,014502
16 0,014866
17 0,015169
18 0,015417
19 0,015616
20 0,015771
21 0,015888
22 0,015972
23 0,016028
24 0,016062
25 0,01608
26 0,016087
27 0,016088
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Et en continuant de la méme fagon pour des discrétisations supérieur, et ont notant les fleches

et rotations de 1’extrémité libre de la poutre a chaque nouvelle discrétisation on trouve :

N° nceud 28 30 32 34 36 38
Fleche (m) -6,03E-03 -0,0060309 -0,0060307 -0,0060304 -0,0060302 -0,0060301
Rotation

(rad) 0,016086  0,016085 0,016084 0,016083  0,016082  0,016082
N° nceud 42 44 46 48 50 52
Fleche (m) | 4 0060208 -0,0060297 -0,0060296 -0,0060296 -0,0060295 -0,0060294
Rotation

(rad) 0,016081  0,01608 0,01608  0,01608  0,016079  0,016079

Tableau (7.9) fléches et rotations en fonction du nombre de nccuds

Donc, comme il est indiqué dans le tableau précédant, pour une discrétisation

supérieur a 46 éléments on obtient des résultats avec une incertitude de I’ordre de « + 1077 »

dans le cas des fléches et de I’ordre de « + 107 » pour les rotations. Alors par souci

d’exactitude on prend un maillage de 50 éléments pour discrétisation commune a toutes les

applications qui suivront.

Fleche de I'extrémité libre de la poutre

-6,02E-03

-6,04E-03

o ——h—— - - -
603603 | Ty

28 30 32 34 36 38 42 44 46 48 50 52

Figure (7.5) Fléche en fonction du nombre d’éléments.
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7.3. Etude de I’influence de la température ambiante :

Pour étudier I'influence de ce paramétre «la température » sur les structures
sandwiches ont prend en premier lieu une poutre encastré (console) et ont fait varier la
température ambiante tout en variant 1’épaisseur des couches piézoélectriques (4,), la
longueur de la poutre (L) et I’état du chargement exercé sur la structure (structure libre,
structure soumise a une force concentré sur I’extrémité libre ou une charge uniformément

répartie). Et le champ électrique nécessaire pour obtenir une meilleure atténuation.

7.3.1. Poutre non sollicité mécaniquement :

» Pour une augmentation de température de 5°C - Figure (7.6) - :

Le déplacement axial maximal de 1’extrémité libre de la poutre est : 1,26.10° m
La fléche de I’extrémité libre de la poutre est : -3,85.10” m.
La rotation de I’extrémité libre de la poutre est : 0,0001539 rad.

» Pour une augmentation de température de 10°C - Figure (7.7) -:

Le déplacement axial maximal de 1’extrémité libre de la poutre est : 2,51.10° m
La fléche de I’extrémité libre de la poutre est : -7,70.10° m
La rotation de I’extrémité libre de la poutre est : 0,00030779 rad.

» Pour une augmentation de température de 15°C - Figure (7.8) -:

Le déplacement axial maximal de 1’extrémité libre de la poutre est : 3,77.10° m
La fléche de I’extrémité libre de la poutre est : -0,00011547 m

La rotation de I’extrémité libre de la poutre est : 0,00046169 rad.



a,

00E+00 ﬂ

1 4 7 101316192225 283134 37404534649 52

4,00E-05
— 3,50E-05 ol
E
= 3,00E-05
3
= 2,50E-05
= __‘.;-"'"/ 5°C
= 2 00E-05 "’.’.’.ﬂ-
o
E 1,50E-05 e 10°C
_—-—-'-—-‘
:E' 1,00E-05 M 15 °C
S, 00E-06 W
0,00E+00
1 4 7 101316192225 283134 3740 43 4649 52
Figure (7.6) Effet de la température ambiante sur le déplacement axial
O, 00E+00 =
1 Wauasﬂfsw 52
HoeEes \\
-4, 00E-05 \
E -5.00E-05 5°C
2 \ 10°C
E -8,00E-05 15 =
-1, 00E-04 S
-1,Z20E-04
-1, 40E-04
Figure (7.7). Effet de la température ambiante sur la fléche
5,00E-04
4,50E-04 -
4,00E-04
3,50E-04
= -
B 3,00E-04
= / 5 °C
S 2,50E-04
= / 10°C
§ 2.00E04 /
1,50E-04 / _-_’/_’_,-—- 15°C
1,00E-04 //_’_'__..-
5,00E-05

Figure (7.8). Effet de la température ambiante sur la rotation
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La compensation des déplacements par 1’effet piézoélectrique donne :

» Pour une augmentation de température de 5°C. Avec I’application d’un champ
électrique E, = —18000 V/m :

Le déplacement axial maximal de 1’extrémité libre de la poutre est : 1,25.10° m
La fléche de I’extrémité libre de la poutre est : -8,67.10° m.

La rotation de 1’extrémité libre de la poutre est : 3,47.107 rad.

Soit une atténuation de 77,48 % de la fléche, et de 77.45 % de la rotation.

» Pour une augmentation de température de 10°C Avec I’application d’un champ
électrique E; = —38000 V/m :

Le déplacement axial maximal de I’extrémité libre de la poutre est : 2,5.10° m
La fléche de I’extrémité libre de la poutre est : -1,73.10” m.

La rotation de 1’extrémité libre de la poutre est : 6,93.107 rad.

Soit une atténuation de 77,53 % de la fléche, et de 77.48 % de la rotation.

» Pour une augmentation de température de 15°C. Avec I’application d’un champ
électrique E. = —58000 V/m:

Le déplacement axial maximal de 1’extrémité libre de la poutre est : 3,74.10° m
La fléche de I’extrémité libre de la poutre est : -2,44.10” m

La rotation de 1’extrémité libre de la poutre est : 9,77.107 rad.

Soit une atténuation de 78,86 % de la fléche, et de 77.83 % de la rotation.

La figure (7.9) illustre 1’effet piézoélectrique et son influence sur une augmentation de
la température ambiante de 5 °C. Et la figure (7.10) donne I’effet piézoélectrique et son
influence sur une augmentation de la température ambiante de 10 °C, et la (7.11) donne

I’influence d’une augmentation de 15 °C sur I’effet piézoélectrique.



Fleche {m)

0, 00E+00

-5,

_1.

_1.

-2,
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QO0E-05

S0E-O5

O0E-O5

S0E-O5

O0OE-05
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™
N\
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Figure (7.9) Fleche des nceuds sous une augmentation de

température de 5 °C Avec et sans effet piézoélectrique.

Fleche (m)
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Figure (7.10). Fleche des nceuds sous une augmentation de
température de 10 °C Avec et sans effet piézoélectrique.

143



0,00E+00

S

-4, 00E-05 \
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X
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Figure (7.11) .Fléche des nceuds sous une augmentation de
température de 15 °C Avec et sans effet piézoélectrique.

On remarque une atténuation de 1’ordre de 80 % de la fleche dans le cas d’une

augmentation de 5 a 10 °C. Pour un champ électrique respectif de V'=-19000V/m et
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V=-38000V/m, ainsi qu’une correction de 1’ordre de 75% de la fleche pour la méme valeur du

champ et une augmentation de température de 15°C.

On remarque ’influence de la température sur la poutre en admettant trois différents

coefficients d’amortissement structural.

At=10, 4? =0.004, A% = 0.008.

a
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o
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L -0,00008
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Figure (7.12) L’ influence de I’amortissement structural dans le cas d’une
augmentation de température de 5 °C
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Fleche du bout libre de la poutre en (m)

-0,00016

Temps (s) 1

Figure (7.13) L’influence de I’amortissement structural dans le cas d’une
augmentation de température de 10 °C
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Figure (7.14) L’influence de 1I’amortissement structural dans le cas d’une
augmentation de température de 15 °C

Les figures (7.12), (7.13) et (7.14) représentent respectivement |’influence de

I’amortissement structural dans le cas d’une augmentation de température allant de 5 a 15 °C.



L’application d’un champ électrique E; = —19000 V/m on obtient :

Fleche du bout libre de la poutre en (m)

-0,00000

-0,00000

-0,00000

-0,00000
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-0,00001

-0,00001
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Temps (s) 1

Figure (7.15) L’ influence de I’amortissement structural dans le cas d’une

Temps (s) 1

augmentation de température de 5 °C et E; = —19.10°V/m
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Figure (7.16) L’influence de I’amortissement structural dans le cas d’une
augmentation de température de 10 °C et E; = —19.10°V/m
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Figure (7.17) L’ influence de I’amortissement structural dans le cas d’une
augmentation de température de 15 °C et E; = —19.10%V/m

7.3.2. Poutre sollicité mécaniquement :

Soit la méme poutre dans les mémes conditions aux limites et soumise a une force

concentrée en son extrémité libre comme sur la Figure (7.18) :

A/ 2 -

[//[/[/[]]]
Ty

Figure (7.18) Poutre soumise a une force
concentrée.

La force appliquée sur la poutre étant de F = 10 N.
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Figure (7.19) Effets des différents coefficients d’amortissement
structural.

7.3.2.1. Influence de la piézoélectricité sur la température et I’amortissement structural :

Pour un changement de température de 5 °C, et en absence d’amortissement structural

on trouve les résultats représentés dans la figure (7.20)

0,035

0,03

AR
!L' IAWATAN
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0,005

E3=0

- —-E=3¢6

Temps (s)

Figure (7.20) Effet d’un changement de température de 5°C dans le
cas d’un coefficient d’amortissement nul.




Et pour un coefficient d’amortissement égal a 0.004 on obtient la figure (7.21) :

Fleche du bout libre de la poutre en (m)

0,00E+00

3,00E-02
2,50E-02 {"‘\
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Iy

Iy N ——————
1,50E-02

1,00E-02 F vy

5,00E-03

Temps (s)

Figure (7.21) Effet d’un changement de température de 5°C dans le

cas d’un coefficient d’amortissement 0.004.

Pour un coefficient égal a 0.008, on obtient la figure (7.22) :

Fleche du bout libre de la poutre en (m)

0,025

0,0z

0,015

0,01

0,005

Temps (s) 1

Figure (7.22) Effet d’un changement de température de 5°C dans le

cas d’un coefficient d’amortissement 0.008.
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Pour un changement de 10 °C :

Fleche du bout libre de la poutre en (m)
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Figure (7.23) Effet d’un changement de température de 10°C dans le
cas d’un coefficient d’amortissement nul.

Fleche du bout libre de la poutre en (m)

0,03

0,025 /\
0,02

E3=0
0,015 -
Iy P - ==E3=3¢g
1 1 | \ 4"\-_-...-.___...__-.____
0,01 - vy N
\s
0,005
a

Temps (s)

Figure (7.24) Effet d’un changement de température de 10°C dans le
cas d’un coefficient d’amortissement 0.004.
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Fleche du bout libre de la poutre en (m)

0,025

0,02 {\

o B\ e

0,01 7
fl
0,005

Temps (s) 1

E3=0

- —=E3=3¢e6

Figure (7.25) Effet d’un changement de température de 10°C dans le

cas d’un coefficient d’amortissement 0.008.
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Les figures (7.23), (7.24) et (7.25) représentent une augmentation de température égale

a 10 °C pour des coefficients d’amortissement ayant respectivement les valeurs 0, 0.004 et

0.008.

Et pour un changement de 15 °C, on trouve les figures (7.26), (7.27) et (7.28) :
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0

Temps (s)

E3=0
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Figure (7.26) Effet d’'un changement de température de 15°C dans le

cas d’un coefficient d’amortissement nul.
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Figure (7.27) Effet d’un changement de température de 15°C dans le
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cas d’un coefficient d’amortissement 0.004.
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Figure (7.28) Effet d’un changement de température de 15°C dans le
cas d’un coefficient d’amortissement 0.008.
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7.3.2.2. Influence de 1’épaisseur des couches piézoélectriques et la température :
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Pour les trois valeurs de 1’épaisseur /,: 0.001, 0.002 et 0.003 m et en faisant varier la

température entre 5 et 15 °C on a les figures (7.29), (7.30) et (7.31).
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< -0,00003
@ Temps (s) 1
ol p
Figure (7.29) Influence de 1’épaisseur des couches pi¢zoélectriques en
appliquant un méme champ électrique E; = —2. 10°V/m et un changement
de 5°C
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Figure (7.30) Influence de 1’épaisseur des couches piézoélectriques en
appliquant un méme champ électrique £, = —2. 10°V/m et un changement

de 10°C
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Figure (7.31) Influence de 1’épaisseur des couches piézoélectriques en
appliquant un méme champ électrique E, = —2. 10°V/m et un changement

de 15°C

7.4. Cas d’une excitation périodique :

Si on applique une force harmonique sur le bout libre de la poutre de la valeur :

F = cos(40.1)

Et pour I’atténuation on appliqué le champ ¢€lectrique suivant :

E; = 3.10°. cos(40.t)

On obtient les résultats suivants, avec un changement de température nul.
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7.4.1. Cas d’une excitation périodique non-amortie :
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-0,005

|:| -

] ——hp=1e-4

——hp=5e-4

-0,01

-0,015

Fleche de I'extrémité libre de la poutre (m)
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Figure (7.32) Effet de 1’épaisseur des couches piézoélectrique sur une poutre

sollicitée par un chargement périodique.

Pour un changement de température de 10°C on trouve :
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Figure (7.33) Effet de I’épaisseur des couches piézoélectrique sur une poutre
sollicitée par un chargement périodique et un changement de température de

10°C.
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Pour un changement de température de 15°C on trouve :

0,02

0,015

0,01

0,005

a

-0,005

-0,01

-0,015

Fleche de I'extrémité libre de la poutre (m)

-0,02

Temps 5

Figure (7.34) Effet de I’épaisseur des couches piézoélectrique sur une poutre
sollicitée par un chargement périodique et un changement de température de
15°C.

7.4.2. Effet de I’amortissement structural :

Pour h, = 2. 107*m on remarque 1’effet de I’amortissement structurale pour des

changements de températures de : # = 0 et 15

Et pour les deux valeurs du coefficient d’amortissement structural : 0 et 0.008.
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Fleche du bout libre de la poutre en (m)
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Figure (7.35) Effet de I’amortissement structural dans le cas ou le
changement de température et la piézoélectricité sont nulles.

On appliquant le champ électrique £3 déja utilisé on trouve :
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Figure (7.36) Effet de I’amortissement structural dans le cas ou le

changement de température est nul
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Fleche du bout libre de la poutre en (m)
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Figure (7.37) Effet de I’amortissement structural dans le cas ou le

changement de température est 15°C.
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CONCLUSION

Tout au long de ce mémoire on a étudié ’application de ’effet piézoélectrique dans
I’atténuation des vibrations en considérant I’influence du changement de la température
ambiante, et I’amortissement structural sur les poutres et les plaques, d’un coté, et d’un autre,
on a simulé numériquement un systeme formé par une poutre sandwich composé de deux
couches piézoélectriques parfaitement collées sur les deux faces supérieure et inférieure de

cette poutre.

On a pris en considération les effets du cisaillement et les déformations latérales sur

les structures formés par des poutres et des plaques.

Ont a utilisé une discrétisation par éléments finis pour maillé et simplifié les
structures, des ¢éléments linéaires a deux nceuds pour les poutres et des ¢léments quadratiques

a quatre nceuds pour les plaques.

Et pour la résolution du systéme d’équations formant les équations de mouvement on a
opté pour 'utilisation de la méthode de NEWMARK, qui d’ailleurs, a été vivement conseillée
par des différents auteurs, vu la précision obtenue par I’application de cette méthode et la

simplicité qu’elle offre.

Le calcul a été établi par un programme en langage MATLAB pour aboutir aux

résultats présentés.
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» On a remarqué que I’amortissement structural avait un effet stabilisant sur les
structures, et qu’il provoqué une remarquable atténuation des vibrations, et c’est
surtout dans le cas des excitations périodiques. Et I’application d’un champ électrique
antagoniste au mouvement donnerait un résultat plus sensible et plus concluant.

> Le changement de la température ambiante n’influe pas sur 1’allure de la
vibration mais elle donne un décalage par rapport a la position d’équilibre de cette
dernicre, donc la poutre vibre toute en étant fléchie.

> En augmentant I’épaisseur des couches piézoélectriques on obtient une bonne
atténuation mais I’effet de I’augmentation de la température ambiante sur la structure
est plus influant, car la fléche augmente en augmentant 1’épaisseur. Ce résultat est plus
apparent dans le cas des charges concentrées et des charges uniformément réparties.

> L’atténuation d’une vibration causée par un changement de température
ambiante par application d un champ électrique est possible, et la contribution positive
de I’amortissement structural dans le processus de diminution des excitations est
perceptible.

> L’influence de I’amortissement structural est plus importante chaque fois

qu’il y’a de grandes augmentations de températures.

Afin d’ouvrir de nouvelles perspectives, ce modeste travail peut &tre enrichi en
admettant d’autres parametres qu’on n’a pas pris en considération, comme par exemple la
présence d’une source de chaleur, ou un flux, prés de la structure, ou encore I’utilisation
d’autre matériaux comme les matériaux composites. Ou encore 1’utilisation des théories
d’ordre supérieur, aussi 1’étude du cas des plaques peut étre d’un apport bénéfique a ce
travail, comme cette théorie a ¢&tait bien abordée il sera plus facile de faire quelque

simulations numériques.
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Définition des coefficients piézoélectrique :

La constante de charge "d" :
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C’est la proportionnalité entre la contrainte et I’induction ¢€lectrique a champ nul ou constant

en (C/N ou m/V).

n_n

La constante de tension "g" :

C’est la proportionnalité entre la contrainte mécanique te le champ électrique a induction
nulle ou constante en (Vm/N ou m%C).
La constante piézoélectrique "e" :

C’est la proportionnalité entre la déformation et I’induction électrique a champ nul ou
constant en (C/m? ou N/Vm).
La constante piézoélectrique "A" :

C’est la proportionnalité entre la déformation et le champ électrique a induction nulle ou
constante en (V/m ou N/C).

Type Signification Unité Dimensions
D déplacement électrique ou induction. C/m? 3x1
E champ électrique. V/m 3x1
Electrique £ permittivité. F/m 3x3
S imperméabilité diélectrique. M/F 3x3
¢ déformation relative. 6x1
o contrainte. N/m? 6x1
Mécanique s souplesse. m?/N 6x6
Q raideur. N/m? 6x6
d constante reliant la contrainte o et C/N 3x6
I’induction D a E constant.
Ou m/V
e constante reliant la déformation ¢ et ,
I’induction D a E constant. C/m 3x6
Piézoélectrique | o constante reliant la contrainte o et le Ou N/Vm
champ £ a D constant. Vi/N 36
h constan‘fe reliant la déformation ¢ et le Ou m2/C 36
champ E a D constant.
V/m
Ou N/C

Tableau (1.17) : Définitions et dimensions des termes




NOMENCLATURE :

fz} : Contrainte normale.

{r} : Contrainte tangentielle (cisaillement).
{e]: Déformation relative.

{¥} : Déformation de cisaillement.

E : Module d’Young.
v : Coefficient de Poisson.
G : Module d’élasticité en cisaillement.

u : Déplacement suivant la direction " x".

v : Déplacement suivant la direction "y".
w : Déplacement suivant la direction "z".
a : Le coefficient de dilatation thermique.
T°: La température.

T: L’énergie cinétique.

U : L’énergie de déformation.

p : L’angle de cisaillement.

A : Section de la poutre.

L, b, h, h, : Longueur, largeur, épaisseur (du ceeur et des couches piézoélectriques).

P, 1, ety : Rotation, suivant x, suivant y et suivant z.

K : Coefficient de correction.

[M],[C] et [K] : Matrices (inertie, amortissement et rigidité) élémentaires.
[M g], [E‘g] et [Kg] : Matrices (inertie, amortissement et rigidité) globales.

td} {q}et{g}: Vecteurs (accélération, vitesse et déplacements).
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A : Coefficient des contraintes thermiques.
: Changement de température.
AL : L’allongement.

=,
r

U,V et W : Les coordonnées de la nouvelle position du point considéré.

N, 1T et T : La force de traction, le moment de flexion et 1’effort tranchant.

A : Coefficient d’amortissement structural.

[i]1: Jacobéen.

¢, n: Coordonnées de référence.

[@] : Matrice des élasticités.

£ : Temps infinitésimal appartenant a I’intervalle[t,, ¢, ., ].

¥ .6 : Paramétres spécifiques & la méthode de Newmark.
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