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RESUME

Le but du travail est de montrer, dans le cadre de la mécanique de la rupture avec le
modele de forces cohésives qui combine le modele de DUGDALE et celui des Zones
Cohésives Continuums, que les défauts de petite taille devant la longueur caractéristique du
matériau ont pratiquement peu d’influence sur les capacités de résistance d’une structure. On
traite pour cela deux exemples en utilisant la méthode des éléments finis : le cas d’une plaque

pré fissurée, puis, le cas d’une plaque contenant une cavité circulaire.



ABSTRACT

The goal of this work is to prove that, within the framework of Fracture Mechanics
with the cohesive forces model, which combines the DUGDALE model with Continuum
Cohesive Zone Model, the defects the size of which are small compared to the material
characteristic length are practically without influence on the limit loads of structures.

For that, we treat two cases : we compute by using the finite element method the

response of a precracked plate then a plate with a circular hole.
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INTRODUCTION

La mécanique de la rupture, se basant sur la mécanique des milieux continus, est la
science de 1’étude des phénomenes de rupture des matériaux. Elle est utilisée pour étudier
I’influence des différents facteurs extérieurs et intrinséques d’un matériau sur les différentes
phases de sa rupture c’est-a-dire : 1’apparition possible de fissures, leurs évolutions et enfin la
rupture finale du matériau. Les résultats obtenus grace a la mécanique de la rupture sont
souvent utilisés pour trouver des remedes aux problémes de fissuration et de rupture des
constructions en services, ou bien pour prédire 1’influence des défauts sur le comportement de

ces constructions [1].

D’apres la théorie de 1’¢lasticité lin€aire [2], pour un matériau homogene, isotrope et
linéairement élastique, et soumis a un chargement de traction, la présence d’une fissure
provoque une singularité dans le champ des contraintes en sa pointe. Cette singularité se
manifeste dans I’expression de la contrainte au voisinage de la pointe par un terme dominant
tendant vers I’infini quelque soit ’intensité du chargement non nul appliqué, ce qui est
physiquement inadmissible. Ceci révele la nécessité de revoir les hypothéses faites sur les
corps fissurés, et de développer de nouveaux outils pour traiter les problémes de la mécanique
de la rupture. Dans les années 1920, GRIFFITH dans sa théorie de la rupture fragile [3], fut le
premier a proposer un critére de propagation d’une fissure en se basant sur un bilan
énergétique total dans le cadre de la théorie de ’¢lasticité. Ce critére reste encore d’actualité
méme s’il ne traite pas I’initiation de la fissuration, sa trajectoire et enfin son évolution dans le
temps. Afin de corriger les insuffisances du modéle de GRIFFITH, BARRENBLATT dans les
années 1960 [2], introduisit le modéle des forces cohésives dans lequel il inclut 1’existence

d’une zone de transition en front de la fissure et la séparant de la partie saine du matériau.
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Les modeles de rupture des forces cohésives présentent 1’avantage, sur le modele de
GRIFFITH, de rendre compte de ’amorcage de fissure dans une structure saine en termes
d’un critére en contraintes [4]. De facon générale, les mod¢eles des forces cohésives sont de
plus en plus employés et il est donc nécessaire de connaitre de mieux en mieux leurs
propriétés pour pouvoir bien les exploiter. En particulier les effets d’échelle qui les
accompagnent du fait de la présence d’une longueur caractéristique sont mal connus [5].

Les modeles des forces cohésives, formulés en termes énergétiques, consistent a

supposer que la densité d’énergie de surface ¢ dépend de facon non triviale du saut de
déplacement [[u]] qui est I’ouverture de la fissure, contrairement au modéele de GRIFFITH ou

elle est constante, exemple cf. figure 1. Ainsi dans le modele de DUGDALE [5], en supposant

que I’ouverture se fait en mode I pur, la densité d’énergie de surface ¢ s’écrit :

[u] si [u <
#([u,]) = & 5, lodse (1)

G sii [u,]=6,

Dans (1), [[un]] désigne le saut du déplacement normal, G, représente le taux de

restitution d’énergie critique de la théorie de GRIFFITH, alors que &, est une longueur interne

caractéristique des modeles de forces cohésives. Le rapport ? a la dimension d’une

c

contrainte et représente la contrainte critique du matériau :

S e e Griffith

Dugdale

J -

Oc [u]

Figure 1 : Densités d’énergie de surface d’une fissure en fonction du saut de déplacement

dans les modéeles de DUGDALE et de GRIFFITH
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En termes de forces cohésives, la contrainte normale o, d’interaction entre les lévres
de fissure vaut donc o, tant que [u,] <&, et s’annule dés que [u,]>6,. En pratique, les

levres des fissures sont donc divisées en deux zones : une zone dite cohésive dans laquelle les
forces cohésives ne sont pas nulles et une zone dite non cohésive dans laquelle il n’y a plus de
force cohésive. La zone cohésive se situe pres de la pointe, 1a ou I’ouverture ne dépasse pas le

seuil critique o, .
Le fait que o, joue le role de contrainte critique se vérifie dans 1’étude d’une barre en

traction simple. En raisonnant comme DEL PIERO [5] ou CHARLOTTE et al. [6] a partir

d’un principe de minimisation d’énergie, on montre que la réponse ¢€lastique, ou le champ de

déplacement est de la forme u(x):%X, E étant le module d’YOUNG, cesse d’étre un

minimum relatif de 1’énergie totale de la barre lorsque la contrainte appliquées dépasse la

contrainte critique o,. La conséquence directe de cette présence d’une contrainte critique

dans le modele est qu'une structure donnée ne pourra pas supporter n’importe quel niveau de
chargement conformément aux résultats classiques des théories de calcul a la rupture ou
d’analyse limite. Cependant il y a lieu de distinguer les charges limites élastiques, i.e. les
charges a partir des quelles la réponse ¢lastique cesse d’étre un minimum relatif de 1’énergie
et ou donc la structure doit développer une fissuration, des charges limites proprement dites,
i.e. des charges maximales que peut supporter la structure méme en se fissurant. Les
premiéres désignent les charges d’amorgage et les secondes désignent les charges de rupture.
Rappelons ce qu’il en est de la charge d’amorcage dans le cas du modele de

GRIFFITH. Notons que seuls les défauts du type fissure, i.e. les défauts présentant une
singularité forte en Jr pour le champ des déplacements, sont susceptibles de se propager.
Les cavités, les entailles et autres défauts non assez pointus induisent une singularité trop
faible pour donner un taux de restitution d’énergie non nul. Pour une fissure de petite taille |
et de normalen, placée en un point X ou les contraintes normales en I’absence du défaut
seraient d’amplitude o, le taux de restitution d’énergie est de 1’ordre de o’l . Il tend donc vers
0 lorsque | tend vers 0. Donc, dans la théorie de GRIFFITH ou les fissures ne se propagent
que si le taux de restitution d’énergie atteint la valeur critique G_, les défauts de petite taille
sont inoffensifs. Ceci est un atout pour ce modele. Mais en contrepartie, le modele de

GRIFFITH est trop conservatif puisqu’il ne sait pas rendre compte de 1’amorcage de fissures

en dehors de points de fortes singularités, cf. FRANCFORT et al. [7].
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Si I’on abandonne le modéle de GRIFFITH au profit du modéele de DUGDALE, le
critére de propagation d’un défaut ou d’amorcage de fissure ne se formule plus en termes du

taux de restitution d’énergie critique G,, mais en termes de la contrainte critiqueo,, cf.

CHARLOTTE et al. [6] et LAVERNE et al. [8]. Ce faisant, on pourrait a priori s’attendre a ce
que la forme des défauts joue un role essentiel et que ceux favorisant les concentrations de
contraintes s’averent plus nocifs. En particulier les fissures, défauts qui induisent des
singularités, devraient étre sensiblement plus défavorables que les cavités circulaires, défauts
qui par leur forme parfaite sont ceux qui engendrent le moins de concentration. Ceci se révele
vrai pour la charge d’amorcage, mais faux pour la charge limite [5]. En effet, il est clair que la
charge d’amorcage est trés sensible a la forme du défaut puisqu’elle est directement liée aux
concentrations de contraintes induites par le défaut sur la réponse €lastique. Ainsi, dans le cas
d’une fissure préexistante, du fait de la présence d’une singularité de contraintes en pointe de
fissure, la charge d’amorcage est nulle, de nouvelles discontinuités i.e. sauts de déplacement
apparaissent dés la mise en charge. Par contre, dans le cas d’un trou circulaire dans une
plaque, la concentration de contraintes est finie et donc la charge d’amorcgage n’est pas nulle.
Par contre pour la charge de rupture, elle, est beaucoup moins sensible a la forme du

défaut qu’a sa taille. En particulier, du fait de la présence de la longueur caractéristique o,

dans le modéle de DUGDALE-BARENBLATT, les effets d’échelle sont importants. La
charge de rupture dépend de fagon essentielle du rapport entre la taille du défaut et la

longueur caractéristique o,. Un résultat majeur serait de montrer que, quelle que soit la forme
du défaut, la charge de rupture tend vers la contrainte critique o, lorsque la longueur

caractéristique O, tend vers D’infini, a taille du défaut fixée. Ceci signifierait qu’avec le

modele de DUGDALE-BARENBLATT, les structures sont insensibles aux petits défauts et se
comportent comme des structures saines, et ce bien qu’elles développent des zones
d’amorgage avant rupture.

Dans leur publication [5], FERDJANI et al ont étudiérent, avec le modele de forces
cohésives de DUGDALE, D’influence des défauts de petite taille devant la longueur
caractéristique du matériau sur les capacités de résistance d’une structure. Ils ont traité pour
cela deux exemples : tout d’abord, de fagon purement analytique, le cas d’une plaque pré
fissurée, puis, en utilisant la méthode des ¢éléments finis, le cas d’une plaque contenant une
cavité circulaire. En comparant les réponses obtenues pour la plaque fissurée et la plaque
trouée, ils constatérent que la charge d’amorcage est trés sensible a la forme du défaut, mais

pas a sa taille. Elle est nulle dans le cas d’une fissure et pratiquement égale au tiers de la
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contrainte critique du matériau pour un trou circulaire. Par contre, la charge limite de la
structure est trés sensible a la taille du défaut, mais peu a sa forme. De plus, plus le défaut est
petit, la longueur de référence étant la longueur caractéristique du matériau introduite dans le
modele de DUGDALE, plus la charge limite se rapproche de la contrainte critique du
matériau. Autrement dit, ceci semble indiquer que les défauts de petite taille ont peu
d’influence sur les capacités de résistance d’une structure si 1’on adopte le modele de
DUGDALE. 11 serait évidemment intéressant de généraliser ce résultat a n’importe quel type

de défaut, n’importe quel type de structure et n’importe quel modele de forces cohésives.

Notre travail se situe dans la continuité des travaux de FERDJANI et al, et a pour
objectif de généraliser les résultats obtenus dans [5] au modéle général de force cohésive.
Pour cela un modele particulier de forces cohésives fait 1’objet d’étude dans ce mémoire.
Nous ¢étudions par la méthode des ¢léments finis de I’influence des défauts de petite taille sur
le comportement a rupture en mode I, d’une plaque en Poly méthacrylate de méthyle PMMA
[9]. Nous ne traitons pas la dépendance de la contrainte d’amorgage vis-a-vis des défauts étant

donné quelle est nulle dans le modele utilisé, cf. chapitre 1.

Ce mémoire sera partagé en cinq chapitres. Le chapitre 1 concerne la recherche
bibliographique qui comprend 1’état de I’art pour les modeles de forces cohésives et la
présentation de 1’¢tude de FERDJANI et al. Le chapitre 2 concerne une présentation du
probleéme traité. Le chapitre 3 traite la mise en ceuvres des calculs et les algorithmes utilisés
pour les calculs par la Méthode des Eléments Finis. Dans le chapitre 4 sera exposé les
résultats des calculs pour les deux cas de défauts étudiés avec les différentes phases de

rupture. Enfin, une conclusion.
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CHAPITRE 1

RECHERCHE BIBLIOGRAPHIQUE

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présenterons un bref apergu sur les principaux modeles de
rupture, ensuite nous présenterons le modele de forces cohésives traité. Nous présenterons
aussi I’étude [5] qui est le point de départ notre travail.

Nous ferons abstraction des détails de calcul pour les différents modeles pour
n’exposer que les résultats ou les caractéres principaux de chacun ainsi que les critiques faites

par certains auteurs.
1.2 Etat de lart

1.2.1 Théorie de GRIFFITH

Cette théorie de la rupture fragile s’attache a décrire 1’évolution de fissures dans une
structure, ou le matériau constitutif est supposé étre linéairement ¢lastique, en s’appuyant sur
un critére de propagation basé sur la notion de taux de restitution d’énergie critique. Dans ce

critére, pour qu’il y ait propagation d’une fissure existante, il faut que G > G_, G étant le taux

d’énergie élastique restitué par la structure lors d’un accroissement unitaire de la fissure a

chargement fixé, alors que G, désigne la ténacité du matériau [7]. Ce critere garde jusqu’a

nos jours un grand succes et est treés utilisé comme outil de prévention.

Ce critere de GRIFFITH présente des insuffisances tel que son impuissance a prédire
I’amorgage de la fissure dans un matériau sain ou son trajet spatial et temporel [2,3,5,7]. Pour
y remédier, FRANCFORT et MARIGO reprirent le raisonnement originel de GRIFFITH et

I’améliorérent dans leur théorie appelée « La théorie de GRIFFITH de la rupture fragile
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revisitée » [3]. La théorie d’IRWIN se base sur un critére de propagation, qui se base sur le
facteur d’intensité de contrainte. Cette théorie est équivalente a la théorie de GRIFFITH.

Dans les théories de GRIFFITH et d’IRWIN, le matériau est supposé rester
linéairement élastique en chacun de ses points apres propagation et les lévres de la fissure sont

libres de contraintes.

1.2.2  Modéle de BARENBLATT [2] (1960)

Prenant acte du fait que les contraintes infinies prédites par le modele de GRIFFITH
sont dépourvues de signification, le matériau ne pouvant résister a de telles contraintes,
BARENBLATT émet I’hypothese qu’il existe, en amont de la pointe de la fissure, une zone
de transition en cours de rupture, Figures 1.1 et 1.2; des forces inter atomiques de cohésion
s’exercent entre les futures lévres de la fissure dans cette zone. Sur les figures 1.1 et 1.2, le

front de fissure correspond aux points +a et la limite entre la zone de transition et la partie
saine du matériau correspond aux pointstC. Ces forces de cohésion s’annulent lorsque
I’écartement en front de fissure atteint une valeur critiqued, . La contrainte de cohésion o, est

une caractéristique du matériau. La longueur de la zone de transition est supposée s’adapter de

facon que le facteur d’intensité de contrainte de la théorie d’IRWIN [2] en +c soit nul.
La recherche de I’expression de I’écartement critique o, révele qu’il est fonction de

o, et de facteurs intrins€que au matériau, et donc qu’il est aussi caractéristique du matériau.

G..
| A A U O AN A O A A

..
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Figurel.1 : Un milieu infini soumit a un chargement de traction et comportant une fissure

rectiligne.
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Zone cohésive

Figure 1.2 : Fissure avec zone cohésive.

1.2.3 Mod¢le de DUGDALE [4]

Ce modele décrit 1’évolution des contraintes de traction o, en fonction du saut de
déplacement normald, . Le saut reste nul tant que la contrainte n’atteint pas une valeur
critique o, puis le comportement utilisé est celui d’un solide rigide parfait jusqu'a un seuil
d’ouverture o, au-dela duquel I’interaction des lévres devient nulle (cf. Figure 1.3). Le critére
de propagation s’écrit comme suit : 0, <0, .

a Ak

o

a

[

-
L f.}‘f Ous

Figure 1.3 : Loi de comportement de DUGDALE dans la direction normale.

DOLL, WEIDMANN et KERKHOF [1], ont montré une excellente correspondance
entre le modele de DUGDALE et leurs résultats de mesure de la zone craquelée sur le

PMMA.
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1.2.4 Mod¢le de NEEDLEMAN [4]

Ce modeéle décrit I’évolution des contraintes cohésives normale o, et tangentielle o,
en fonction des composantes normale et tangentielle du saut de déplacement J, et o,. On
représente sur la Figure 1.4 1’évolution de la contrainte normale en fonction du saut normal

quand le saut tangent est nul.

tTH

zone coberive ripire

Figure 1.4 : Loi de comportement de la zone cohésive de NEEDLEMAN dans la direction

normale.

1.2.5 Modéle de TVERGAARD [4]

Ce modele reprend le modele de NEEDLEMAN de 1987 et introduit une notion
d’irréversibilité du comportement : la décharge s’effectue linéairement, ainsi qu’un frottement
de Coulomb post décohésion. On représente sur la Figure 1.5 I’allure de la contrainte

tangentielle en fonction du saut tangentiel lorsque le saut normal est nul.

o |4
e
-
0 O Oy
—

zome cobésive  froffement

Figure 1.5 : Evolution de la force tangentielle en fonction du saut tangent
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REMARQUE

Tous les modeles cités précédemment se basent sur 1’idée qu’il y a une interaction
entre les futures lévres de la fissure, mais différent sur la loi de comportement de ces forces
d’interaction dans la zone cohésive. Ces forces sont pour beaucoup d’auteurs dues a

I’attraction atomique entre les atomes des deux lévres.

1.2.6 Modele de la Zone Cohésive Continuum (ZCC) [10]

Ce modele (en anglais: Continuum Cohesive Zone Model (CCZM)) suppose
I’existence en amont de la fissure d’une zone de transition dans le matériau entre la fissure et
la partie saine, voir Figure 1.6. Il propose que sur le trajet éventuel de la fissure, il y aura
apparition d’une zone entre les futures lévres dont laquelle les sauts de déplacement sont
proportionnels aux efforts agissant dans cette zone. La relation entre le saut et ’effort est de
la forme o = Ko, voir Figure 1.7, ou o est la contrainte appliquée, o le saut de déplacement
et K une caractéristique du matériau. Il est clair que cette zone s’amorce et existe pour
n’importe quelle valeur positive de la contrainte et donc la contrainte d’amorcage est nulle.
Pour empécher I’ouverture de la fissure dés la mise en charge, le facteur K est choisit trés

grand et d’aprés observations expérimentales il est de 1’ordre de mille fois le module

d’Young, c'est-a-dire : 10° < % <10*.

Le critére de rupture dans cette zone cohésive est que le saut de déplacement O
dépasse une valeur critique J, caractéristique du matériau. Cette zone se comporte comme si

elle est formée d’une série de ressorts avec comme critére de rupture de chaque ressort :son

allongement o vérified > o, .
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Figure 1.6 : La Zone Cohésive Continuum.
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Figure 1.7 : Loi de comportement du saut de déplacement dans la zone cohésive continuum.

1.2.7 Modeéle des forces cohésives utilisé€ dans notre étude

Le modéle étudi¢ dans ce mémoire est une combinaison entre le modele la zone
cohésive continuum et le modele de DUGDALE. Ce modé¢le ajoute au modele de DUGDALE
une zone cohésive continuum dans la partie saine du matériau et qui se situe sur le trajet de la
fissure. La loi de comportement au voisinage de la pointe de la fissure est représentée sur la

figure 1.8. La position de chaque zone est représentée dans la figure 1.9.
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Figure 1.8 : Loi de comportement du saut de déplacement dans le modele général des zones

cohésives.
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Figure 1.9 : Les zones de la fissure dans le mode¢le général.

D’aprés ce modele, le critére de propagation de la fissure est le méme que celui du

modele de DUGDALE, c'est-a-dire que J, <0,, cependant deux autres critéres s’ajoutent :

pas de contrainte d’amorcage puisque elle est nulle, et la propagation de la zone des forces

cohésives qui nécessite que 5, <J,, ou J, est le saut maximal définit dans le modéle la ZCC.

Nous appellerons ¢, saut critique de décohésion et &, saut critique de rupture, qui
sont tous les deux caractéristiques du matériau et qui vérifient I’'inégalité 5, < &, . La charge de
traction o, qui provoque un saut critique de décohésion est appelée charge de décohesion, et
la charge o, qui provoque un saut critique de rupture en front de fissure est appelée charge de

rupture.
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D’aprés la loi de comportement du saut de déplacement nous remarquons que la valeur

0, correspond a la contrainte critique o, donnée par 1’équation 1.1

K étant une caractéristique du matériau défini précédemment dans 1.2.6.

1.3 Travaux de FERDJANI, ABDELMOULA et MARIGO [5] :

Ftude de ’'influence des défauts de petite taille sur le comportement a rupture avec le

modéle de DUGDALE

Le but du travail [5] est de montrer, dans le cadre de la mécanique de la rupture avec
le modele de forces cohésives de DUGDALE, que les défauts de petite taille devant la
longueur caractéristique du matériau ont pratiquement peu d’influence sur les capacités de
résistance d’une structure. Pour cela, deux exemples sont traités : tout d’abord, de fagon
purement analytique, le cas d’une plaque pré fissurée, puis, en utilisant la méthode des

¢léments finis, le cas d’une plaque contenant une cavité circulaire.

1.3.1 Position du probléme

.« 1 eqe .« g . e 2 *n
On considére un milieu bidimensionnel carré 2= (—L,+|—) de frontiere 02,
contenant un défaut centré D de frontiere 0D . Le milieu Q soumis sur les faces supérieure

y=+L et inférieure y=—-L a une traction uniforme d’intensité o, croissante depuis 0. Le

défaut considéré D est un trou circulaire de rayon t ou une fissure de longueur 2t. L’étude est

effectuée dans le cadre des déformations planes. Le matériau est homogene, isotrope et

linéairement élastique, de tenseur de rigiditéx, de module de Young E et de coefficient de

Poisson v. Pour des raisons de symétrie, on supposera que la fissuration se développe sur
I’axe y =0 et de fagon symétrique depuis les points (it,O) du défaut initial. Les pointes de

fissure créées sont situées aux points X =+a. L’évolution de la fissuration suit la loi de

DUGDALE-BARENBLATT, autrement dit les lévres (—a,—t) et (+t,+a) (de 'axey=0)
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peuvent comporter deux parties : une zone, proche de la pointe et dite zone cohésive, ou les
levres sont soumises a des forces cohésives de traction d’intensité constante o, , et une autre
zone, proche du défaut initial et dite zone non cohésive, ou les lévres n’interagissent plus. La
limite entre ces deux zones sont les points Xx=+cC. Les valeurs de a et ¢ dépendent
évidemment de la valeur de la charge o, . Compte tenu de la symétrie du probléme, toutes les

évolutions se feront en mode I pur.

T T
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s x I8 tEca x
I o—o e t— =
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Figure 1.10 : Géométrie de la plaque trouée et la plaque fissurée avec les zones cohésive et

non cohésive
Notons que pour certaines valeurs de o, certaines zones peuvent ne pas exister. On a
donc en général a>c>t, les égalités étant possibles. Lors de la mise en charge (o, =0), les

conditions initiales sont a=c=t.
On peut a priori distinguer trois phases d’évolution de la fissuration lors du processus

de chargement :

1) Phase é¢lastique : 0<o, <o,. Durant cette phase, la réponse de la structure est

purement ¢lastique. La structure ne contient que le défaut initial, il n’y a pas de fissure
supplémentaire. On doit en outre vérifier que partout dans la structure la contrainte principale

maximale est inférieure ou égale a la contrainte critique o,. Cette phase cesse lorsque la
contrainte de traction maximale dans la structure atteint la valeur critique o, . La valeur de la
charge correspondante est la charge d’amorcage o, .

2) Phase d’amorgage : o, <o, < o,. Durant cette phase, une fissure se crée mais ne

comporte qu’une zone cohésive. Au fur et a mesure que I’on augmente le chargement, cette
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zone grandit et le saut de déplacement normal croit. Cette phase cesse lorsque 1’ouverture

maximale dans la zone cohésive atteint la valeur critique J,. La valeur de la charge
correspondante est la charge de rupture o, .

La valeur de a est telle que le facteur d’intensité des contraintes soit nul en (i a,O) :

K, (a)=0.

On doit en outre vérifier que partout dans la structure la contrainte principale

maximale est inférieure ou égale a la contrainte critique et que dans la zone cohésive

I’ouverture est inférieure a I’ouverture critique oJ,. Cette phase cesse lorsque I’ouverture
maximale dans la zone cohésive atteint la valeur critique J,. La valeur de la charge
correspondante est la charge de rupture o, .

3) Phase de propagation. Une fois la charge de rupture atteinte, 1’équilibre de la
structure ne peut plus étre assuré sans que se développe une zone de fissuration non cohésive.

La valeur de a est toujours déterminée de fagon a ce que le facteur d’intensité des contraintes

soit nul en (i a,O) , alors que ¢ I’est de fagon a ce que I’ouverture vaille o, en (iC,O)

K (a)=0et[u,](c)=8 e (12)

On doit toujours vérifier que partout dans la structure la contrainte principale
maximale est inférieure ou égale a la contrainte critique et que dans la zone cohésive

I’ouverture est inférieure a I’ouverture critique &, .

1.3.2 Cas d’une fissure préexistante

1.3.2.1 Position du probléme

Le défaut initial est ici une fissure non cohésive de longueur 2t, placée sur I’axe y =0,
centrée et orientée donc perpendiculairement a I’axe de traction. Pour 1’étude, on se servira de
la solution donnée par BUI [15] pour une fissure non cohésive de longueur 2¢ placée dans un
milieu infini, soumise a 1’infini a une traction simple d’intensit¢ o, dans la direction y et
ayant a ses extrémités X =+C une zone cohésive dont les pointes sont en X=+a. Les lévres

des zones cohésives sont soumises a une contrainte normale de traction d’intensité



26

constante o, . Le milieu a un comportement linéairement élastique isotrope. La solution de ce

probléme ne vérifie pas exactement les conditions aux limites sur le bord de en raison des
dimensions finies de celui-ci. Toutefois, on peut considérer que 1’approximation ainsi
construite est d’autant meilleure que la taille du défaut est petite devant la taille du domaine.
Comme c’est le comportement asymptotique de la solution, lorsque la taille du défaut tend
vers zéro, qui nous intéresse, on se satisfera de cette solution approchée.

Le probléme se réduit donc a un probléme d’élasticité plane posé sur un domaine
infini fissuré avec des levres de fissure soumises a une distribution donnée de forces. Il se

résout classiquement a I’aide de potentiels complexes suivant les techniques développées par

MUSKHELISHVILI. En notant g(x) la répartition des contraintes normales exercées sur les

1evres de la fissure, X € (—a,+a):

c,, si |x|<t
a)=1 " (1.3)

c,—0o,, Si t<|X|<a

le FIC a la pointe a s’écrit :

K, (a):—r:q(x) X (1.4)

1.3.2.2 Phase d’amorcage

Si I'on prend a=t, alors, comme q(X)=o0,, on trouve K, (t)>0 dés lors que
o, >0, ce qui signifie que les contraintes sont singuliéres dans la réponse ¢élastique de la
structure initiale dés la mise en charge. Autrement dit, ici la charge d’amorgage est nulle :
o,=0.
Pour que partout dans la structure la contrainte principale maximale soit inférieure ou
égale a la contrainte critique o, il faut donc qu’une zone d’amorgage se développe dés la

mise en charge. Sa longueur s obtient en écrivant que K, (a)=0. On obtient :



27

Le graphe représentant la charge appliquée o, en fonction de la position de la pointe
d’amorcage a est tracé figure 1.11. On voit que la charge croit de 0 a2 o, quand la zone

cohésive croit de t a I’infini.
Ces expressions ne sont valables que dans la phase d’amorgage, i.e. tant que

I’ouverture en X =t n’atteint pas la valeur critique J,. Or la valeur de cette ouverture est

donnée par :

[[uz]](t)=M&1n£E]t ....................... (1.6)

T E

ou encore en utilisant (1.5) :

[[uz]](t)=——%lncos(§&jt ........... (1.7)

La charge de rupture s’obtient donc en écrivant que [[u2 ]](t) =0,.,dou:

o, =£arccos[exp(—£jj O oo, (1.8)
V4 t

ou A, est la longueur caractéristique du matériau qui se déduit de I’ouverture critique o, et

des constantes matérielles par :

Figure 1.11. Relation entre la charge appliquée et la position de la zone cohésive lors de la

phase d’amorcage.
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1.3.2.3 Phase de propagation

Lors de la phase de propagation, la position des pointes C et a doivent vérifier (1.2). La

répartition de la contrainte normale sur les Ieévres de la fissure s’écrit maintenant :

q(x):{a“” S (1.10)

c,-0,, sic<|x<a
La relation entre a et C s’obtient en écrivant que K, (a) =0,dou:

A e (1.11)

o,
cos| ——=
(2 UC]

La relation entre la charge appliquée o, et la position de la pointe C s’obtient en

écrivant que [Ju,](c)=46,,dou:

o, =£arccos(exp(—£n O et (1.12)
V4 t

et en tenant compte de (1.11) la relation entre o, et a devient :

On voit donc que I’on doit diminuer la charge si ’on veut que la propagation de la
pointe soit stable et vérifie I’ensemble des relations de la loi de comportement, d’équilibre et
des conditions aux limites. Ceci signifie que la charge de rupture o, est en fait la charge
limite que peut supporter la structure. La figure 1.12 représente dans un diagramme o, —a
I’évolution de la fissuration avec la charge a partir des relations (1.1) et (1.13) obtenues pour
chaque phase. On notera que la longueur interne J, n’intervient que dans la phase de

propagation (et donc évidemment dans la charge de rupture). La phase de propagation est

représentée pour t = A_, la charge de rupture valant alors o, =0.76 ¢ .



29

':FC i
1 1
Oy

Oc "r

1

\

\
\
by
Y -~

Figure 1.12 : Relation entre la charge appliquée et la position de la zone cohésive : En trait

plein, lors de la phase d’amorgage, en pointillés lors de la phase de propagation.

1.3.2.4 Charge de rupture

La dépendance de la charge de rupture selon la taille de la fissure initiale est donnée
par (1.8) et est représentée graphiquement dans la figure 1.13. On voit que la charge de
rupture dépend en fait de fagon essentielle du rapport entre la longueur t du défaut initial et la

longueur caractéristique A, du matériau : plus la taille relative du défaut est petite et plus la
charge de rupture se rapproche de la contrainte critique o, du matériau. Et ce, bien qu’il y ait

amorc¢age d’une nouvelle fissure dés la mise en charge.

On peut donc en conclure qu’avec la loi de fissuration de DUGDALE, la plaque (qui
peut aussi étre vue comme un volume élémentaire représentatif du matériau) est pratiquement

insensible aux défauts initiaux de petite taille de type fissure.
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Figure 1.13 : Dépendance de la charge de rupture avec la taille relative de la fissure initiale

1.3.3 Cas d’une cavité circulaire

1.3.3.1 Données du probléme

Le défaut initial est ici une cavité circulaire de rayon t centrée en (0, 0), cf. figure 1.10.
Le domaine troué est maillé par des ¢léments finis triangulaires a 3 nceuds (pour des raisons

de symétrie, seul un quart du domaine est maillé¢). Pour des facilités de mise en oeuvre

numérique, un choix est fait d’étudier I’influence de I’effet d’échelle, i.e. du rapportTc, en

gardant un rayon constant du trou et en faisant varier I’ouverture critique o, . Les dimensions

de la plaque sont 20 x 20 mm, i.e. L = 10 mm, le rayon du trou est de | mm, i.e. t=1 mm.
Dans les applications numériques, le choix pour les données matériau est celui d’un
polymere PMMA :
o, =72MPa, E =3000MPa, v =0.36.
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1.3.3.2 Charge d’amorcage

On commence par faire un calcul purement élastique pour déterminer la charge

d’amorcage o

a?’

i.e. la charge o, a partir de laquelle la plus grande contrainte principale
atteint la valeur critique o, en un point de la structure. Pour des raisons évidentes de symétrie

et de conditions aux limites, la concentration de contraintes a lieu au bord du trou, aux

points(x =1ty = O). Si la plaque était de dimension infinie, la contrainte o,, en ces points

serait exactement égale a 30, et la charge d’amorcage serait de ce fait exactement égale a
o, . . : . o
?°: 24MPa. En raison des dimensions finies de la plaque et des approximations

numériques, la charge d’amorcage calculée o, est égale a 22.2 MPa.

1.3.3.3 Phase d’amorcage

Une zone cohésive apparait et s’étend si ’on augmente la charge au-dela de o,. La
longueur de cette zone est telle que la singularité des contraintes au point a soit nulle et donc

que le facteur d’intensité des contraintes K, (a):O. D’un point de vue numérique, cela
nécessiterait d’itérer sur la valeur de a et de calculer, a chaque itération, la valeur de K, (a),
les itérations finissant lorsque I’on a approximativement trouvé la valeur de a annulant le K, .
Le calcul du K, pouvant se révéler imprécis, on a opté pour une autre stratégie numérique
basée sur I’interprétation cinématique du K,. Comme K, est proportionnel a la discontinuité
du déplacement normal au voisinage de la pointe de la fissure, chercher la position a telle que
K, soit nul revient pratiquement a chercher la position a telle que 1’ouverture [[uz]] au nceud

le plus proche soit approximativement nulle. De plus tant que la zone cohésive est trop courte,
i.e. tant que a est trop faible, le F.I.C. est strictement positif, alors que quand la zone cohésive
est trop longue, i.e. dés que a est trop grande, le F.I.C. devient strictement négatif. Il suffit
donc de déterminer, en itérant sur a, la valeur de a a partir de laquelle 1’ouverture du noeud
voisin change de signe. En résumé, pour déterminer la position de la zone cohésive (pour une

valeur du chargement o, donnée) on procéde comme suit :
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1) on itére sur la valeur de a en partant de la valeur obtenue au pas précédent ;

2) on calcule I’ouverture |Iu2]] au noeud du maillage le plus proche de la pointe a.

3) si cette ouverture est positive, alors on incrémente a et on arréte les itérations quand

elle est devenue négative.

1.3.3.4 Charge de rupture

Pour déterminer la charge de rupture, pour une longueur caractéristique A, donnée, on

procede de la fagon suivante :

1) onitere sur la valeur de o, en partant de o,;
2) on détermine la valeur de a correspondante en suivant le procéd¢ itératif décrit dans le

paragraphe précédent de fagon a ce que K, (a) =0. Si jamais il n’existe pas de telle

valeur de a, i.e. si la zone cohésive fait toute la largeur de la plaque, alors la charge

actuelle o est prise comme la charge de rupture.

3) si a<L,alors on calcule ’ouverture [u, ] au point t;

4) si cette ouverture est inférieure a J,, alors on incrémente la charge o, et on arréte les
itérations des que [u,][(t) dépasse &,. La valeur actuelle de o, est la charge de
rupture o, .

Ce procéde itératif est suivi pour chaque valeur de /.. Les valeurs numériques
calculées sont représentées dans la figure 1.14 dans un diagramme o, — 4.
Comme attendu, la charge de rupture est une fonction croissante de A, mais on notera

que la charge de rupture n’atteint jamais la valeur o, quelle que soit la valeur de 4. C’est dii

au caractere fini des dimensions de la plaque. En effet, en utilisant un raisonnement

¢lémentaire de calcul a la rupture, il est facile de voir que la plaque trouée ne peut pas
supporter une charge plus grande que (1 _ttj o, qui correspond a la charge d’équilibre de la
plaque lorsque la zone cohésive occupe toute la largeur I', = (—L,—t)x(t,L). Compte tenu

des valeurs numériques choisies, la charge de rupture ne peut donc dépasser 0.9, . On voit

que cette valeur est pratiquement atteinte lorsque A, =3t . Notons enfin que si I’on faisait
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tendre la longueur du défaut vers 0 ou la largeur de la plaque vers I’infini, alors la charge de

rupture tendrait vers o, .

1 | ] | | |
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1 ] 1 ] ] ]
il 1 2 3 4 5 G
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Figure 1.14 : Dépendance de la charge de rupture avec la taille relative de la fissure initiale

1.3.3.5 Phase de propagation

Pour vérifier que le o, obtenu précédemment est bien la charge limite de la structure

trouée pour une longueur caractéristique donnée, on fait des calculs de la phase de
propagation en se donnant la position de la zone cohésive. Plus précisément, le procédé

itératif de détermination de la charge o, équilibrant la structure fissurée avec la pointe de la
zone cohésive en a est le suivant :

1) A, estfixé;

2) on incrémente a (en partant de t) ;

3) on incrémente o, (en partant de 0) ;
4) on détermine la pointe de la zone non cohésive ¢ de fagon a ce que K, (a) =0, en
procédant comme dans la phase d’amorgage (la valeur de ¢ obtenue dépend de aetde o, ) ;

5) on calcule Iouverture [u, ](c);
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6) si cette ouverture est inférieure a o,, on va en 3 (pour augmenter o, ). Si cette
ouverture est supérieure a J,, on garde cette valeur de o, et on continue ;

7) on revient en 2 jusqu’a ce que a atteigne le bord de la plaque, i.e. a =20 mm.

On obtient finalement ainsi o, en fonction de a pour un 4, donné. Lorsque C =ton a
évidemment o, =o,. Il s’avére que dans tous les tests effectués o, est une fonction
décroissante de a, ce qui prouve bien que o, est une charge limite et donc la charge de

rupture de la structure trouée. A titre d’exemple, on a représenté sur la figure 1.15 la relation

entre o, et a pour une valeur de 6, de 0.01 mm, la charge de rupture valant0.450, .

L | T | | T | | |
0.8 .
0.6 .
&
[
- +
1 =t -
04 + +
0.2 .
i | I | | I | | |

Figure 1.15 : Relation entre la charge et la longueur de la fissure.

1.3.4 Conclusion

En comparant les réponses obtenues pour la plaque fissurée et la plaque trouée, on voit
que la charge d’amorcage est trés sensible a la forme du défaut, mais pas a sa taille. Elle est
nulle dans le cas d’une fissure et pratiquement égale au tiers de la contrainte critique du
matériau pour un trou circulaire. Par contre, la charge limite de la structure est trés sensible a
la taille du défaut, mais peu a sa forme. De plus, on voit que plus le défaut est petit, la
longueur de référence étant la longueur caractéristique du matériau introduite dans le modele

de DUGDALE, plus la charge limite se rapproche de la contrainte critique du matériau.
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Autrement dit, ceci semble indiquer que les défauts de petite taille ont peu d’influence sur les
capacités de résistance d’une structure si 1’on adopte le modele de DUGDALE. Il serait
évidemment intéressant de généraliser ce résultat a n’importe quel type de défaut, n’importe
quel type de structure et n’importe quel modele de force cohésive. Cela nécessitera le
développement d’outils théoriques et numériques adaptés. Mais on peut considérer que les
deux cas traités, extrémes de par la forme du défaut choisie, sont un gage du caractére

générique du résultat.
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CHAPITRE 2

POSITION DU PROBLEME TRAITE

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons les détails du probléme traité : sa géométrie et les
données numériques. Le but de ce document est d’étudier I’influence des défauts de petites
tailles sur le comportement a rupture avec le modele des forces cohésives utilisé, pour cela,
nous considérons deux types de défauts : un trou circulaire et une fissure. Dans ce chapitre

nous présenterons aussi les différentes étapes de cette étude.

2.2 Rappel de quelques définitions

2.2.1 Saut du déplacement normal a travers la fissure [[V]]

2.2.2  Saut critique de décohésion o, : c’est I’écart de déplacement maximal admissible pour

la zone cohésive continuum, au dela de cet écart la zone se rompe et il y a apparition
de la zone fissurée avec interaction des lévres de la fissure selon le modéle de

DUGDALE.

2.2.3  Saut critique de rupture &, : c’est I’écart de déplacement maximal admissible entre les

levres de la fissure a partir duquel il n’y a plus d’interaction.

2.2.4 Contrainte critique o, : ¢’est une contrainte caractéristique du matériau.

2.2.5 Contrainte de décohésiono, : c’est la contrainte de traction appliquée a la structure

qui provoque un saut critique de décohésion o, .
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2.2.6 Contrainte maximale ou contrainte de rupture o, : c’est la contrainte maximale que la

structure peut supporter selon le critére de rupture adopté.

2.3 Position du probléme

On considére un milieu bidimensionnel carré Q= (—L,+L) de frontiéreoQ2,
contenant un défaut centré D de frontiere 0D . Le milieu Q soumis sur les faces supérieure
y=+L et inférieure y=—-L a une traction uniforme d’intensité o croissante depuis 0. Le

défaut considéré D est un trou circulaire de rayon t ou une fissure de longueur 2t, figure 1.10.

T T
S R S S N S S S O S S O S S S N S S S

D, y €D, y

s x I8 tEca x
D s —a — ==
- = @ Sl S s

P T e R A A
T

Fea

Figure 1.10 : Géométrie de la plaque trouée et la plaque fissurée avec les zones cohésives et

non cohésives

L’¢étude est effectuée dans le cadre des contraintes planes. Le matériau est homogene,

isotrope et linéairement élastique, de tenseur de rigidité A, de module de Young E et de

coefficient de Poissonv. Pour des raisons de symétrie, on supposera que la fissuration se
développe sur I’axe y=0et de facon symétrique depuis les points (it,O) du défaut initial.
Les pointes de fissure créées sont situées aux points X =+a et la ZCC et comprise dans les
intervalles [-L,—a] et [+a,+L]. L’évolution de la fissuration suit la loi du modéle général
des zones cohésives précédemment définit dans le chapitre 1, autrement ditles lévres
(—a, —t) et (+t,+a) de I’axe y =0 peuvent comporter trois parties :

1. une zone, proche du défaut initial dite zone non cohésive, ou les levres

n’interagissent plus,



38

2. une zone proche de la pointe dite zone cohésive de contrainte imposée, ou
les levres sont soumises a des contraintes cohésives de traction d’intensité

constante o, ,

3. et une autre zone, proche aussi de la pointe dite la zone cohésive continuum

et qui s’étend jusqu’au limites du domaine Q.

Les limites entre ces trois zones sont les points X =+a etx ==C. Les valeurs de a et
de c dépendent évidemment de la valeur de la chargeo, . Compte tenu de la symétrie du
probléme, toutes les évolutions se feront en mode I pur. Notons que pour certaines valeurs de

o, certaines zones peuvent ne pas exister. On a donc en général t<c<a<L, les égalités

étant possibles. Lors de la mise en charge(aw = 0) , les conditions initiales sont a=c=t.

Les différents critéres d’apparition et de propagation de ces zones sont les suivants :

1. La ZCC apparait dés la mise en charge, lorsque la contrainte o,, n’est plus
nulle aux pointsx = + tdel’axe y = 0.
2. Les pointes X = + a de la ZCC n’avancent pas tant que 1’ouverture des

lévres de la fissure ne dépasse pas la valeur critique J,en ces points.
3. Une zone cohésive des forces cohésives apparait et dés lors a > ¢ = t,

lorsque I’ouverture [v] atteint la valeur &, aux points X = = t.

4. Les pointes X = + a de la ZCC avancent de fagon a ce que I’ouverture ne

dépasse jamais la valeur critique o, en ces points.
5. La zone non cohésive apparait et dés lors a > ¢ > t, lorsque ’ouverture

[[V]] atteint la valeur &, aux pointsXx = =*cC.
6. Les points x = +c avancent de telle sorte que I’ouverture [[V]] ne dépasse

jamais la valeur o, en ces points.
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Soient :

Tr ={(x,y)/xe[-L,+L],y=+L} désignant les faces chargées en traction,

T, ={(x.y)/xe[-L,—a]u[+a,+L],y =0} désignant la ZCC,

r,= {(x, y)/xe[-a,—c]u[+c,+a],y = O} désignant la zone de forces cohésives de

DUGDALE,

r = {(x, y)/xe[-c,—tJu[+t,+c ],y = 0} désignant la zone de fissuration non

cohésive.
On peut a priori distinguer trois phases d’évolution de la fissuration lors du processus

de chargement :

1) Phase élastique: 0<o, <o,.

Durant cette phase, la ZCC s’amorce et la réponse de la structure est purement

¢lastique. La structure ne contient que le défaut initial, il n’y a pas de fissure

supplémentaire. Le champ des déplacements u et le champ des contraintes o sont

donc solution du probléme ¢lastique suivant
divo =0 dans Q\(DUT,)
o=—t [+ tr(Z)T dans Q\(DuUT,)
I+v 1-2v
on=0 . 2.1)
on=0.n6 sur - oQ
on=K[v]n,e sur T,

n désignant la normale unitaire sortante au domaine avec défaut initial Q\D, e est
le vecteur unitaire dans la direction Y.

Cette phase cesse lorsque I’ouverture en *a atteint la valeur critique §, qui provoque
la décohésion de la ZCC. La valeur de la charge correspondante est la charge de
décohésiono, .

2) Phase d’amorcage de la zone de forces cohésives: o, <o, <o,.

Durant cette phase, une fissure se crée mais ne comporte qu’une zone cohésive. Au fur

et a mesure que 1’on augmente le chargement, cette zone grandit et le saut de
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déplacement normal croit. Cette phase cesse lorsque 1’ouverture maximale dans la

zone cohésive atteint la valeur critique J,.

La valeur de la charge correspondante est la charge de rupture o, . Durant cette phase

le champ des déplacements u et le champ des contraintes o sont donc solution du

probléme suivant :

|

divo =0 dans Q\(DuT, UT,)
= E (= v =\ =
o= £+ tr(g)l dans Q\(DuT,UT,)
I+v 1-2v
on=0 sur oD 2.2)
§ﬁ=awn262 sur 0Q
on=K[v]n,e sur T,
zﬁ:acnzéz sur I,

La valeur de a est telle que I’ouverture soit égale J,, c'est-a-dire :

[Vl(£a)=68y .oooonnei. (2.3)

On doit en outre vérifier que partout dans la zone cohésive 1’ouverture est inférieure a

’ouverture critique &, et que dans la ZCC le saut est inférieure a o, :

sup[v](x) <4,

xel',

sup[v](x) <,

xel,
Cette phase cesse lorsque I’ouverture maximale dans la zone cohésive atteint la valeur

critique ¢, . La valeur de la charge correspondante est la charge de rupture o, .

3) Phase de propagation.

Une fois la charge de rupture atteinte, 1’équilibre de la structure ne peut plus étre

assuré sans que se développe une zone de fissuration non cohésive. En tenant compte

de la présence de cette zone, le champ des déplacementsa et le champ des contraintes

o devront donc étre solution du probléme suivant :
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divo =0 dans Q\(DuT,UT, UT,)
o= £+ tr(g)l dans Q\(DuT,UT, UT,)
l+v 1-2v
on=0 sur eDUL, 2.5)
on=0.n6 sur - 60
on=K[v]n,e, sur T,
on=o,nn sur T,

La valeur de a est toujours déterminée de fagon a ce que I’ouverture vaille o, en

(£a,0), alors que ¢ I’est de fagon a ce que I’ouverture vaille &, en (£c,0) :

On doit toujours vérifier que dans la zone cohésive 1’ouverture est inférieure a

I’ouverture critique o, cf. (2.4), et que dans la ZCC I’ouverture est inférieur a o, .

2.4 Les différentes étapes de 1’étude

L’effet d’échelle est étudi€ a travers le rapport entre le saut critique de rupture o,, qui

est une caractéristique du matériau, et la taille initiale du défaut qui est dans notre étude
invariable.

Pour étudier son influence sur la charge de rupture pendant la propagation de la
fissure, nous choisissons d’étudier tout d’abord I’évolution de la charge appliquée pendant la
phase élastique.

Ensuite, pour la propagation nous considérons en premier lieu le cas ou le saut critique
de rupture est trés supérieur a la taille du défaut initial, pour cela nous considérons que les
levres de la fissure interagissent quelque soit ’ouverture de la fissure, et nous étudierons
I’évolution de la charge appliquée en fonction de la propagation de la zone des forces
cohésives. Pour le cas ou le saut critique de rupture est comparable a la taille du défaut initial,
nous étudierons la phase de propagation en fonction de 1’évolution de la taille de la zone des

forces cohésives.
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Enfin, nous étudierons 1’évolution de la charge de rupture qui provoque la propagation

de la fissure initiale en fonction du saut critique de rupture.

En résumé, les étapes de 1’étude sont :

1. T’évolution de la charge appliquée pendant la phase ¢élastique en fonction de
I’ouverture au points =%t ;

2. 1’évolution de la charge appliquée en fonction de 1’évolution de la zone des
forces cohésives avec o, fixé et J, =, c’est la phase d’amorcage de la zone
de forces cohésives ;

3. 1’évolution de la charge appliquée pendant la phase de propagation en fonction

de la longueur de la fissure avec J, et o, fixés,

. : . o, .
4. D’évolution de o, en fonction du rapport TC avec o, fixé.

2.5 Données du probléme

Le défaut initial est centrée en (0,0). Le domaine Q est maillé par des éléments finis

triangulaires a 3 nceuds, et des éléments d’interfaces correspondant a des quadrangles a 4
nceuds et d’épaisseur nulle sont utilisés pour mailler la zone cohésive continuum. Pour des
raisons de symétrie, seul un quart du domaine est maillé (Figure2.1). Pour des facilités de
mise en oeuvre numerique, nous avons choisi d’étudier 1’influence de I’effet d’échelle gardant

une dimension constante du défaut et en faisant varier I’ouverture critique §,. Les dimensions

de la plaque sont 200x200mm, i.e. L =100mm, la dimension du défaut est t =3 mm.

t
Le rapport est de 03% et donc la dimension du défaut est négligeable devant les

dimensions de la plaque. Nous choisissons ¢, =0.00403mm et pour les données matériau

celles du polymére PMMA :

o, =72MPa_E =3000MPa_v=0.36
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Figure 2.1 : Géométrie du quart de la plaque : a gauche pour le trou, a droite pour la fissure.
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CHAPITRE 3

ELABORATION DES CALCULS

3.1 Introduction

Ce chapitre présente la modélisation du probléme par la méthode des éléments finis et
son implémentation ainsi que les différents algorithmes de calcul.

Les calculs s’effectuent sous le systeéme d’exploitation SuSE Linux [12] version 9.0 et
10.1, et sont programmés en langage de programmation C++ et compilés avec le compilateur

gratuit GCC [13].

3.2 Les étapes de 1’étude

Puisque le comportement de la plaque est élastique linéaire alors il possible d’utiliser
le principe de superposition du chargement, c'est-a-dire le déplacement de chaque point est la
somme des déplacements dus aux chargements appliqués séparément. En effet la plaque est

soumise a deux chargements indépendants : une contrainte cohésive o, et une contrainte de

traction o, comme présenté précédemment au chapitre 2.

Posons O s la contrainte appliquée qui provoque une ouverture de la fissure égale

o en un point donné. Nous présentons ci-dessous la procédure utilisée pour déterminer O .
Soient :

[M](X) : Le saut en X dfi aux forces cohésives et une charge o, arbitraire.

[v.](x) : Le saut en x dd 4 la seule contrainte cohésive o, .
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[v..](X) : Le saut en x dii a la seule contrainte o, .
[vs](x) : Le sauten x dd 4 la seule charge o, .

o : Le saut en X di & o; et aux forces cohésives.

D’aprés le principe de superposition :

{HVH(X)=vaH(X)+HVCH(X)
o =[v () +[v.](x)

B {[[vw]](X)=[[V]](X)—[[vc]](X)
[v]0= & ~[w]x

A cause de la linéarité du probléme nous pouvons appliquer la régle de trois et on

o, =>[v]()= 6 -[v](x)
=0;=0, {M) ...................... (3.2)

{o; = [v. 109 =[v]() [ v ](x)

[v..](x)

Donc pour calculer o; a chaque valeur de x il faut trouver d’abord

[ve](x)etlv. ] (%)

3.2.1

Phase élastique et détermination de o,

Nous déterminons dans cette phase la contrainte de décohésion o, c'est-a-dire la

contrainte appliquée o, qui correspond a une ouverture en =t égale o, en utilisant le

principe de superposition. Puisque la zone des forces cohésives n’apparait pas lors de cette

phase alors le saut de déplacement dfi & la charge o, est nul, ¢’est-a-dire [[v, ]](it) =0.

I’ouverture en tt, et o, =0,

D’apres la relation (3.2), la contrainte appliquée est une fonction linéaire de

[v.1(zt)
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3.2.2 Phase d’amorcage de la zone des forces cohésives : o, <o, <o,

Pour cette étape, nous nous fixons un saut critique de décohésion et nous faisons
évoluer la zone des forces cohésives. Pour cela, pour chaque position du point a on calcul la
contrainte o, qui correspond a une ouverture en a égale J,.

Les calculs de cette étape se font pratiquement sur un seul maillage, il suffit de repérer

les nceuds du bord inférieur ensuite la position du point a balaie toutes les positions de ces

nceuds.

3.2.3 L’évolution de o, en fonction de o,

Pour cette étape, &, est fixé et o, varie tout en vérifiant la condition &, > ¢, . Pour
chaque valeur de &, on calcul la charge de rupture o, qui provoque un saut de déplacement
o.en t par I’équation (3.2). Ensuite, il faut chercher la valeur de a pour

laquelle [[vm]](a):§o en utilisant la méthode de Dichotomie, avec C=t et a variant dans

I’intervalle ]t, L] . On choisit de varier le rapport 23 dans I’intervalle w,ﬁ , c'est-a-dire
t 100 100
. 0.42 297
que o, varie dans 100 mm,m mm |. La recherche de la valeur de a pour chaque valeur de

0, se fait comme suit :

1. on se fixe une tolérance tol sur le saut de déplacement en a égale 0.1% de

la valeur de ¢, =0.004mm, et on pose a, =t,a_ =L,

2 “"max

a= amin + a'max
2

3

3. calculer o, avec I’équation (3.2) pour avoir un saut égale J, en C,
4. appliquer o, et calculer le sauta: [v](a),
5. si[v](a)>g, et ‘ [v](a)- 50‘ >tol alors (a,;, =a) et retour a I’étape 2,

6. si[v](a)<g, et H[V]](a)—éo‘ >tol alors (a,,, =a) et retour a I’étape 2.
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On utilise de la transformation ©® pour éviter le remaillage pour chaque valeur de a,

avec un domaine Q, partagé en trois régions qui sont :

0<x,<t
t<x, <a,
a,<x,<L

3.2.4 Phase de propagation

Pour vérifier que la contrainte o, obtenue précédemment est bien la charge limite de

la structure, nous faisons des calculs de la phase de propagation en se donnant la position du

point C. Pour cette étape, o, et o, sont fixés. Pour chaque valeur de ¢ dans I’intervalle
[t, L[ on calcul o, par I’équation (3.2) afin d’avoir un saut en ¢ égale J,, ensuite on cherche
la valeur de a pour que le saut en a soit égale a J,, pour cela on procede par Dichotomie avec
comme intervalle]c, L] pour les valeurs de a. La recherche de a pour chaque valeur de C se

fait comme suit :

1. on se fixe une tolérance tol sur le saut de déplacement en a égale 0.1% de la

valeur de 0, =0.004mm, eton pose a_, =c,a_ =L,o, =0.008mm,
2‘ a= a‘min + a'max ,
2

3. calculer o, avec I’équation (3.2) pour avoir un saut égale J, encC,
4. appliquer o, et calculer le saut a : [[v]](a) ,

5. siv](a)>g, et H[V]](a)—é‘o‘ > tol alors (a,;, =a) et retour a I’étape 2,

'min

6. si[v](a)<d, et H[V]](a)—éo‘ >tol alors (a,, =a) etretour a I’étape 2.

Cette recherche nécessite a chaque pas de ¢ des modifications dans la configuration du
maillage utilisé c'est-a-dire un remaillage pour chaque couple de valeurs (c,a), ce qui est
lourd a mettre en oeuvre. Pour y remédier et éviter le remaillage, tous les calculs se font sur
un méme maillage en utilisant une transformation utilisée par FERDJANI et al [5] notée

O [Annexe A]. Cette transformation transforme le domaine de référence noté QQ, en domaine
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Q qui correspond au couple (c,a), cf. figure 3.2. Le domaine ), est partagé en quatre

0<x, <t
o — 0 0
regions :
0 XO 0
a, <X, <

La transformation ® fait correspondre a chaque point XO(XO,yO)eQ0 un point

X (x,y)€Q selon larelation X =0O(X,) tel que

{x=%+V(“) ............................ (3.3)
Y=Y,

La fonction V (X, ) est continue et linéaire par parties.

== I

Figure 3.1 : Evolution de la fonction V (X, )

La transformation ® induit une simple modification dans ’expression des matrices

¢lémentaires de rigidité et les vecteurs élémentaires des forces nodales pour chaque valeur du

couple (c,a).
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LII|||“|1II'|1.IIL||'|1IIII|| L [

=

Figure 3.2 : Définition de la transformation ®

3.3 Résolution du probléme par la méthode des éléments finis

La résolution du probléme par la méthode des éléments finis consiste a solutionner

Iéquation { F; } =[K]{Us } , ot dans notre cas {U | représente I’inconnu.

3.3.1 Les conditions aux limites

Soient :

U le déplacement suivant la direction 0X et [[V]] le saut de déplacement suivant la
direction oy. Alors les conditions aux limites sont :

Xe[a,L],y=0 : ;-ﬁ = K[vﬂnzg pour la ZCC

e[c,a],yzo :a-ﬁ:—acg
xe[0,c],y=0 :on=0

x=L L oon=0

y=L ::-ﬁ:o;og
x=0 :u=0

En plus de la condition de symétrie par rapport a I’axe 0OX.

ndésignant la normale unitaire sortante au domaine et € est le vecteur unitaire dans

la direction 0y.
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3.3.2 Lois de comportement

La plaque est supposée homogene, isotrope et linéairement ¢élastique, avec une ZCC
homogene possédant sa propre lois de comportement. Nous négligeons I’effet des forces
volumiques.

Soient :

<

: le vecteur déplacement en tout point de la plaque.
E : le tenseur des déformations.
g : le tenseur contrainte de CAUCHY.

| : le tenseur identité.

La loi de comportement ¢lastique dans la plaque est

= E = v =
":1+V(8+1_2V”(8)'j ....................... (3.4)

La loi de comportement de la ZCC est :

e =0, = K[v]
Les champs de déplacements et de contraintes sont les solution du probleme élastique

divo =0 dans Q\(DUT, UT, UT,)

o-_E (§+ Y tr(z)T) dans Q\(DuUT, LT, UT,)
+v 1
0

suivant :<oh = sur oDUT,
o

n=o,n,e; sur  0Q

oenen =0, = Kﬁ-gz K[[V]] pourXe[a,L],y:O

3.3.3 Choix des éléments finis

On choisit pour la modélisation de la plaque des éléments triangulaires linéaires a 3
nceuds, et chaque nceud possede 2 degrés de liberté, cf. figure 3.3.
La zone cohésive continuum sera modélisée par des éléments d’interface de type

quadrangle a 4 nceuds et d’épaisseur nulle, c’est-a-dire y, =y, =Y, =VY,, cf. figure 3.4. Pour

les nceud 1 et 2 le déplacement v est imposé nul.
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3 &3, ¥3)

22,2
1 &d, pi)

Figure 3.3 : Elément triangulaire a 3 noeuds

¥
4 fod, pd) 3 {3, ¥3)
?
1 x
Il D) 26232

Figure 3.4 : Elément d’interface a 4 nceuds

3.3.4 Matrices de rigidité élémentaires

3.3.4.1 Matrice de rigidité d’un élément triangulaire a 3 nceuds [14]

Soit un élément triangulaire a 3 nceuds d’aire S. Chaque nceud est repéré par ces

coordonnées (Xi, y; Jou i est indice du nceud. Soient :

E 2G
G= , H =", H,=vH
2(1+v)” 1=y’ V‘

Xij =X — X ) .
oui=1223et j=12,3.
Yi=VYi—Y;

S= 5(y31x21 - X;, Y ) €t X, I'abscisse du centre de gravité de 1’élément.

La matrice de rigidité [Ke] de I’élément triangulaire se présente sous deux formes

selon le cas ou on utilise la transformation® ou non.
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Sans utilisation de la transformation ® , la matrice de rigidité [Ke] est donnée par la

relation suivante :

ul vl u2 v2
HYS L HX Yo HY Yo 1 HOX Y
+Gx;, 1 +GXy, Yo, : +GXy, X5 : +GX;, Y5,
e o i
2
! H, X, ! H, X5, Y5 ! H X3, X5
i +Gy223 i +GX;3 Y3 i +GY,, Y3
N [ T T T T T
| COHYs T HXG Y
| | |
: | aex 16Ky,
[Ke]= o] === ——
> : : - Fx
I I | +Gy;,
A I T
| SYM | i
S D o L]
[ | [
| | |
| | |
| | |
[ [ [
L | | |

u3 v3
| _
H1Y12y23 : H2X21y23
I
+GX21X32 Jl_"'Gst y12
________ Lo ——-=
H, X, Yo ! H X3 %,
I
+GX21y23 : +Gy|2y23
________ =
Hiyip s | H XY
I
+GX13X21 : +GX13y12 ......
________ fom
H2X13y12 i H1X13X21
+GX,, Y3, i+Gyu Ys)
2 I
H1y12 :H2X21y12
+GX221 J:_"'zelylz
________ L
| H, x5,
| G 2
: +GYp, i

Avec utilisation de la transformation ® [Annexe A], la matrice de rigidité [Ke] est

donnée par la relation suivante :

ul

+Gx;,D

HYLD' L HX, Yy

vl u2
| H,Y5,Y5,D"
+GX32 y23 J: +GX32 X13 D
A
H,x;,D ! H, X, s
+Gy§3D'i +GX13y23
_______ -
| Hy;D’
|
' +Gx,D
_______ b St
|
|
I
|
_______ _:__________
SYM |
_______ A
|
l
|
|
|

(3.8)
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1 .
Ou D est donné en [Annexe A] et D' = o Le choix de la valeur du parameétre D se

fait selon la position du centre de gravité de I’élément.

3.3.4.2 Matrice de rigidité d’un élément d’interface

Soit un élément d’interface quadrangulaire a 4 nceuds, cf. figure 3.5. On ne considére

Vl
que les déplacements dans la direction oy, c’est-a-dire le vecteur {Ve} = \\iz
“
¥
4| fcd, p ) 3 &3, ¥3)
[
1 i, 1) 262 92

Figure 3.4 : Elément d’interface a 4 noeuds.
Comme pour I’élément triangulaire, la matrice [Ke4] de rigidité de cet élément se
présente sous deux formes selon le cas ou on utilise la transformation® ou non.
Sans utilisation de la transformation ® [Annexe A], la matrice de rigidité [Ke4] est

donnée par la relation suivante :

vl v2 v3 v4

Avec utilisation de la transformation ® [Annexe A], la matrice de rigidité [Ke4] est

donnée par la relation suivante :

vl v2 v3 v4
21 1)-11=2

— et ————

_KDh| 1y 272 0-11 (3.10)
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a-L
a,-L

Ou D =

3.3.5 Vecteurs élémentaire des forces nodales

Du fait que les contraintes appliquées sont constantes, et uniformément réparties sur le
bord supérieur de la plaque et sur la lévre de la fissure, alors le vecteur élémentaire des forces

nodales est donné pour le cas ou I’on n’utilise pas la transformation ®, par les relations

suivantes :

F 0
Fi 0
F, Xi—=X% |0

(F)= ijj == ‘ o [ (3.11)
F 0
Fyk O,
F 0
Fi 0
F, X, =X | 0

(F)= ij,- = k2 ) o [ (3.12)
F. 0
Fyk —O¢

F, 0
Fyi 0
F, X=X | 0
(F,)= Fy: =D ’2 X g [ (3.13)
Fu 0
Fyk O,
F, 0
F, 0
F. X —X. | 0
[F}= Fy: =D kz J o [ (3.14)
Fu 0
Fyk —O¢
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Les relation (3.11) et (3.13) sont pour les éléments du bord supérieur, cf. figure 3.5.

Figure 3.5 : Charge répartie sur le bord supérieur.

Les relations (3.12) et (3.14) sont pour les ¢léments de la fissure, cf. figure 3.6.

¥ i
b

i

IT,:| L Ll |

Figure 3.6 : Charge répartie sur la fissure

3.3.6 Génération du maillage

Le maillage du quart de la plaque est généré a I’aide du logiciel libre GMSH [15] qui
est distribué gratuitement sous la licence GPL [15].
La lecture du maillage s’effectue a I’aide d’une procédure qui permet de récupérer les

nceuds et leurs coordonnées ainsi que les éléments triangulaires et leurs sommets.

3.3.7 Assemblage de la matrice de rigidité globale

Chaque matrice de rigidité d’un élément e, comporte des composantes( k”) . Pour
I’assemblage de la matrice de rigidité globale [KG] , nous utilisons la méthode d’assemblage

par expansion [14]. Cette méthode consiste a sommer toutes les composantes (kll) de
e

toutes les matrices ¢lémentaires dans la composante (k i ) de la matrice globale.
G
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Voici I’algorithme d’assemblage :

poure=1a(N; +N ) faire

Interface

(i), = (ki) ~ (k).

Ou N; est le nombre d’éléments triangulaires, et N est le nombre d’éléments

Interface

d’interface.

3.3.8 Assemblage du vecteur des forces nodales [14]

En tenant compte des autres nceuds libres de chargement de la plaque et donc les

composantes nodales des vecteurs sont nulles pour ces nceuds, I’algorithme d’assemblage du

vecteur global des forces nodales {FG} est le suivant :

poure=1aN; faire

| (Fi).=(Fi).+(F).

3.3.9 Affectation des déplacements imposés [14]

Soit {UG} le vecteur global des déplacements nodaux. Ce vecteur comporte des

composantes inconnues et d’autres imposées. Pour affecter les déplacements imposés nous
adoptons la méthode la plus simple sur le plan de la conception et la plus directe,

dite : « Méthode Brutale ». Si U, est la valeur imposée a la composante U, alors le principe

de cette méthode d’affectation est le suivant :

e remplacer la composante F, i par la Valeur(( kii) U, ) ,
G

e annuler les composantes (kij) et (k ji) Vj#i,
G G

Nous obtenons a la fin :



Et la matrice de rigidité globale par la relation suivante :

(k{l)G

0

(klill)e

3.3.10 Résolution du systéme { Fe)= [KG ] {Ug }

(k1:N ). |
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La résolution du systeme {FG} = [ Ks ] {UG} est une étape critique a cause du choix de

la méthode de résolution. Il faut choisir une méthode directe ou itérative qui fournie des

résultats précis et qui nécessite un temps de calcul acceptable.

Le maillage utilis¢é comporte moins de 150 nceuds et chaque nceuds possede entre 1 et

2 degrés de liberté, ce qui conduit a un systéme d’équation d’une taille de 300x300.

D’aprés [16] publié en 1973, les méthodes directes sont valables pour des systemes de

I’ordre del0’, pour cette raison nous adoptons la méthode de résolution de GAUSS avec

pivot partiel.

Les paramétres de calcul sont : Processeur : Pentium III, Fréquence: 500 MHz,

Mémoire RAM : 192 MO.



4.1 Cas de la plaque fissurée

CHAPITRE 4

RESULTATS DES CALCULS

4.1.1 Phase élastique et détermination de la contrainte de décohésion o,

15

v =

SIG_INF/SIGMA_C %

wh

(=1

:'IIIIIIIII|IIIIIIIII|IIIIIIIII|IIIII

d|EI

[+1ix)

58

Figure 4.1 : o en fonction du saut au point t en phase ¢lastique pour la plaque préfissurée
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Pour cette phase élastique la contrainte maximale supportée par la plaque et qui

correspond a la contrainte de décohésion o, est tres inférieure a la contrainte critique, elle

égale 0.09 o, .

4.1.2 Phase d’amorcage de la zone de forces cohésives :

L’évolution de o, en fonction de la taille de la zone des forces cohésives

Quand le chargement est suffisamment proche de la charge de décohésion o,, la
longueur de zone des forces cohésives est suffisamment petite de telle sorte que 1’ouverture

[v] est partout plus petite que la valeur critique &,. Par conséquent, les 1évres de la fissure

sont divisées en deux zones : une zone cohésive et une ZCC.

La taille du maillage utilisé pour ce calcul est de 150 nceuds, concentrés sur le bord

inférieur de la plaque, voir figure 4.2. La durée du calcul est de 30 minutes.

Figure 4.2 : Maillage de la plaque fissurée sans la rupture.

Le résultat du calcul est représenté par la figure 4.3 :
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Figure 4.3 : Variation de —= en fonction de la position du point a pour le cas de la fissure.

o

La contrainte appliquée est une fonction croissante de la taille de la zone de forces

cohésives, mais elle n'atteint jamais la charge critique o,. En effet, en utilisant un calcul

¢lémentaire de rupture, il est clair que la plaque fissurée ne peut supporter une charge

dépassant (1—%) o,, qui correspond a la charge d’équilibre de la plaque quand la zone

cohésive traverse toute la plaque. De ce fait, et d’apres la figure 4.4, la charge maximale que

la plaque peut supporter est 0.97c, lorsque la zone des forces cohésives traverse toute la

: t .
plaque. On voit que lorsque T tend vers zéro o, tend vers o, .
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4.1.3 L’évolution de o, en fonction de o,

_ . , . 0, . .
La variation de la contrainte d’amorgage en fonction du rapport T est représentée par

la figure 4.4.
lm I I I I I I I I I I I I I I

80— -

60— —

40 —

SIGMA_R /SIGMA_C %
T
|

G | | | | | | | | | | | | | | | | |

0 5 1 15 20
delta ¢/t %

Figure 4.4 : Variation de la contrainte de rupture en fonction du rapport % pour la plaque

préfissurée

La charge de rupture est une fonction croissante de o,, mais on notera que la charge
de rupture n’atteint jamais la valeur o, quelle que soit la valeur de o,. La contrainte de
rupture initiale égale 0.390 o, pouro, =0.0026t. On remarque aussi que o, dépasse

rapidement 0.9c,, elle est pratiquement atteinte pour &, =0.05t. Ensuite elle augmente

rapidement pour converger vers o, a partir ded, =0.1t qui correspond a 9t ~95%. La

o

durée calcul est de 53 minutes.
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4.1.4 Phase de propagation

L’évolution de la contrainte appliquée en fonction de I’évolution de la fissure est

représentée par la figure 4.5 pour o, = 0.004mm et 6, = 0.008mm . La durée du calcul est de

3 Heures et 12 minutes avec un maillage de 150 nceuds.

4{.}IIIIIIIII|IIIIIIIII|IIIIIIIIIIIIIIIIII

L
=

(]
[

SIGMA_INF / SIGMA_C %

:\.q |phq"
o

=

o)
—
=
!_\:’}‘
e
Lak
o=
=
=

Figure 4.5 : La contrainte appliquée en fonction de la taille de la fissure pour la plaque pré

fissurée.

La contrainte de rupture pour la fissure initiale est de o, = 0.2722¢, soit. Ensuite, le

00

o, .. : : . . . ,s
rapport —= diminue rapidement, ce qui correspond a une propagation de la fissure jusqu’a la
o

c
rupture totale de la plaque, méme si la contrainte appliquée est inférieur a contrainte
maximale, ceci est dii au phénomeéne de relaxation de la plaque. Ceci montre que pour que la

propagation reste stable il faut une diminution de la charge appliquée et que o, est bien la

charge maximale que la structure peut supporter, et donc la charge de rupture.
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4.2 Cas de la plaque trouée

4.2.1 Phase élastique et détermination de la contrainte de décohésion o,

l S 1T T T T T T 17T T T T 17T T T T°T1 1T T 1T 17T 1T T 17T | I JRH Y ) ) T [ EF

1 i il b e L et

—
=

SIG_MAX/SIGMA_C %
Lh

0 A e L7 | S ] T O R O O e e { ERNR A SO ol A [ (e h | I R AN N O AN oo |

&y 108

]

Figure 4.6 : o, en fonction du saut au point t en phase élastique pour la plaque trouée

Pour cette phase ¢lastique, la contrainte maximale supportée par la plaque et qui

correspond a la contrainte de décohésion o, est tres inférieure a la contrainte critique, elle

égale 0.13 o, qui supérieure a celle du cas de la fissure préexistante.

4.2.2 Phase d’amorcage de la zone de forces cohésives :

L’¢évolution de o, en fonction de I’évolution de la zone des forces cohésives

Quand le chargement est suffisamment proche de la charge de décohésion o,, la

longueur de zone des forces cohésives est suffisamment petite de telle sorte que 1’ouverture
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[[V]] est partout plus petite que la valeur critique o,. Par conséquent, les Iévres de la fissure

sont divisées en deux zones : une zone cohésive et une ZCC.
La taille du maillage utilisé pour ce calcul est de 150 nceuds, concentrés sur le bord

inférieur de la plaque, voir figure 4.7. Temps de calcul : 20 minutes.

Figure 4.7 : Maillage de la plaque trouée sans la rupture.

Le résultat du calcul est représenté par la figure 4.8.
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Figure 4.8 : Variation de 9% en fonction de la position du point a pour le cas de la plaque

O

trouée.

Comme pour le cas de la fissure, la charge appliquée est une fonction croissante de la

taille de la zone de forces cohésives, mais elle n'atteint jamais la charge critique o, . La charge

maximale que la plaque peut supporter est 0.97c, lorsque la zone des forces cohésives
R , t
traverse toute la plaque. De méme que pour le cas de la plaque fissurée, lorsque m tend vers

zéro o, tend vers o, .

4.2.3 L’évolution de o, en fonction de o,

La variation de la contrainte de rupture initiale en fonction du rapport TC est

représentée par la figure 4.9. Temps de calcul : 30 minutes.
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Figure 4.9 : La contrainte de rupture en fonction de Tc pour le cas du trou.

Comme pour le cas de la fissure, la charge de rupture est une fonction croissante de

0., et elle n’atteint jamais la valeur o, quelle que soit la valeur de J,. La contrainte de
rupture initiale égale 0.390 o, pourd, =0.0026 t. On remarque aussi que o, dépasse
rapidement 0.9c,, elle est pratiquement atteinte pour &, =0.05t. Ensuite elle augmente

rapidement pour tendre vers o, a partir de §, = 0.1t qui correspond a 9t ~95%. La durée du

O

calcul est de 45 minutes.

4.2.4 Phase de propagation

L’évolution de la contrainte appliquée en fonction de I’évolution de la fissure est

représentée par la figure 4.10 pour 6, =0.004mm et 6, =0.008mm .
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Figure 4.10 : La contrainte appliquée en fonction de la taille de la fissure pour la plaque

trouée.

: : O, 4o
La contrainte de rupture pour est de o, =0.35110,. Ensuite, le rapport —= diminue
o

C
rapidement, ce qui correspond a une propagation de la fissure jusqu’a la rupture totale de la
plaque, méme si la contrainte appliquée est inférieur a contrainte maximale, ceci est dii au
phénoméne de relaxation de la plaque. Ceci montre que pour que la propagation reste stable il

faut une diminution de la charge appliquée et que o, est bien la charge maximale que la

structure peut supporter, et donc la charge de rupture.
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CONCLUSION

En comparant les réponses obtenues pour la plaque fissurée et la plaque trouée, on voit
que la charge de décohésion est tres sensible a la forme du défaut, mais peu a sa taille. Par
contre, la charge limite de la structure est trés sensible a la taille du défaut, mais peu a sa

forme.

De plus, on voit que plus le défaut est petit, la longueur de référence étant la longueur

caractéristique du matériau o, introduite dans le modele adopté, plus la charge limite se

rapproche de la contrainte critique du matériau. Autrement dit, ceci semble indiquer que les
défauts de petite taille ont peu d’influence sur les capacités de résistance d’une structure si
1’on adopte le modele choisi pour notre étude.

Ce résultat est conforme aux résultats obtenus par FERDJANI et al pour le cas du

modéle de DUGDALE.

Il serait évidement intéressant de généraliser ce résultat a n’importe quel type de
défaut et n’importe quel type de structure et n’importe quel modéele de forces cohésives. Mais
on peut considérer que les deux cas traités et deux modeles de forces cohésives utilisés, sont

un gage du caractére générique du résultat.
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ANNEXE A

Définition de la fonction ® et Calcul des matrices de rigidités

A.1 Définition de la transformation ®

Soient ), et Q deux domaine partagés en quatre régions (cf. figure A.1) tel que :

0
0 <x <t <t
t <x’ <c,

. et
C, <X <@, a
a, <x'<L <x=<L

ISy

Figure A.1 : Les domaines Q et ) subdivisés en quatre sous domaines

La transformation ® transforme le domaine Q, en Q (cf. figure 3.2) en
correspondant & chaque point XO(XIO ,XS)GQO un point X (X,X,)€Q selon la relation

X =0(X,) tel que:



X =X +V(x)
=X (A.1)
t =t

La fonction V (XO) est continue et linéaire par parties. Elle est définie par :

0 si0<x’ <t
c-cC '
E(x]‘)—t) sit<x’ <c,
Co —
a—cl—(a —c), .« A2
)-(a ONjf_%)+c—% si ¢, <x <a, (A2
8 —GC
a—a, (.o i 0
x* L si a,<x <L
ao_L(l ) 8, <X,

= In

Figure 3.1 : Evolution de la fonction V ()

Par contre si les domaines € et Q sont partagés en trois régions tel que :

0<x <t

0<x<t

t<x <a, etit<x<a ,alorslafonction V(X,) est définie dans ce cas par :

a,<x <L

as<x<L

72



73

0 si 0<x <t
a_a:(xlo—t) sit<x’<a,
a —
V()=¢" (A.3)
a-— .
ao_al‘i(xf—L) si g, <x"<L

L’¢énergie potentielle du domaine € selon sa configuration

suivante :

o)

:Z(G)dQ— J' o, u,dx, +

Te

Ioc [u, Jdx, +
IﬂC

(A4)

A.2 L’¢énergie potentielle IT (ﬁ) transportée sur le domaine Q, :

D’aprés (A.1) nous avons :

§(x)=i(e(x,))

Posons u(®(X,))=0(X,) et [F]=[VO]
On a alors :
1
0
1+Vv'!l 0 14V’ |
R N CILI RS
0 ! 1 0 i |
|

On introduit D définie par D =det[F]=(1+V’).

ou (X) au(®(X,))ox) o
ox, X X
=Vvu, F.!

ip’ pj

(X,) o, _ oG

|F—_1
o) ox;  oxy

Et a cause de la symétrie du tenseur &(U) ona:

ou; (X)
oX,

J

—_— 7T n
= Fjp Vupi

Ainsi ;

est donnée par la relation

1
Er{ K[u,] dx,



:8(G)dQ: j%:(FTVﬁ):(FTVﬁ)det FdQ,

Q0 —
VR
pA

Ml

—_—

(=}

N —
N—

I

Q
= I%\:(VﬁF‘l):(VﬁF")det FdQ,
Q,

a &
J-O'CUQdXI = J-Gcl’:lz det Fdx;
c C

L L
J.aoouzdxl = I%ﬂz det Fdx/
0

(=]

[ L

L
K{u, ] dx, = [ K4, ] det Fdx!
3

r1(d) =% [ %:(FTVﬁ):(FTVﬁ)det FdQ, +jfac [, ] det Fdx

Q

e o P
= ;[ K4, ] det Fdx’ —!)'awu2 det Fdx!

| |
Puisque [FT]:{%-E-%} et [Vﬁ]:{giﬂl{&ﬂ alors
| Lo 2,
% i u1,2
98- 1| -1
— Uy,
D |~

et donc

H(G):%J A:ViQi:viDdQ, +ifac[[02]]Ddx1° %50 K[6,] Ddxf’—Iawﬂdexlo

A.3 Tenseur de rigidité transporté :

a0, o0,

Ona: [ A:Vi:viDdQ = [ A e
JU ‘ 5[ A oxb ox)



Avec Aipkq = Aijkh Fp_jl Fq;wlD , 1, 1,k,h,p,g=1,2
et Ajor = 40504, +:u(5ik5jh +§ih5jk)

ou A et u sont les coefficients de LAME et o; symbole de KRONECKER.

On a donc, en état de contraintes planes :

4u(A+p) | 22| |
= = =0 =0
SV VI M Pt
221 | 4u(A+u) ! |
eI e T e A
I I I
I I I
A, =0 ! Ay, =0 ! Ay, =u ! A =0
S - MG .
I I I
A =0 ! An=0 ! AL=0 ! Ani=H
| | |
Et
I I I
Aml:AII:l)11 i A1122:A1122 i Amz:Amz i Anzlell:l)21
—mmmTmTm D A P -
Azzn = Azzn i Azzzz = AzzzzD i A2212 = A2212D i A2221 = A2221
e __ ] el e L _
I I I
A1211 = A|211 i A@zz A1222D i A1212 = A|212D i A|221 = AA221
] e __ e Lm _
I I I
A IoA IoA oA
A :% | A=A | A=A, | A= Az[;m
I I I
Ainsi
. 4u(A+p) | 24 > »

111 D(/1+2,u)i A1122_/1+2’u i Amz_o i A1121_0
—————————————— q——————————————————————————————————
R S 1 U5 ) P I S I
A2211 ﬂ+2ﬂ i Azzzz - /1+2y D i A2212 =0 i A2221 =0
______________ A D
A, =0 i A, =0 i A, =uD i Ay =0
--------------

A A A A H
Azm 0 i A2122 0 i Aznz =0 i A2121 :B
| | |
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Ou bien en fonction du module d’YOUNG E et du coefficient de POISSON v :

A E . vE |,
A (I—VZ)D i A T1o? i A,=0
TV TR T
A2211_1_ 2 iAzzzzzl_VzDiAzzlz 0
el ____ R Lo
Ay, =0 | Ay =0 | A
I B I
A A oA
: Ay, =0
|
|

|

i Aun =0
I _

I A

i A2221 0
. _

|

| Ay =0
A -

-

[

:%m 2(1+v)D

|

On peut écrire la loi de comportement élastique pour le domaine Q sous la forme

matricielle suivante :

In 1 | |
— | 1% | 0 |
R B
O
» v | D | 0 |
S0 R S e
2 _
A I R
——---- - == B
. 0O 1 0 1 0 i
O . l l l

A .4 Contraintes appliquées et raideur de la ZCC transportées :

On définit les variables suivantes :

AC = DGC
AOO = DO_OO
K = DK

Ainsi I’énergie potentielle transportée s’écrit :
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A.5 Matrices de rigidité transportées :

a. Elément triangulaire :

3 &3, 53)

2&2,y3)
1 &d, y1)

Figure 3.3 : Elément triangulaire a 3 nceuds

Soit un élément triangulaire & 3 nceuds d’aire S. Chaque nceud est repéré par ces

coordonnées (X;,Y;)ou i est I'indice du neeud. Soient :

6 E n-2C no_ym, oot
2(1+v) 1-v D

Xij =X — X . .
oui=123et j=1,23.
Yi=VYi—Y;

1 . " Ry
S= E(y31x21 - Xy, Yy ), et X, ’abscisse du centre de gravité de I’¢lément.

Dans le cas ou Q est subdivisé en quatre sous domaines on a :

1 siOSngt
c—t )
sit<x, <c,
¢, —t
D=: a-c .
Si G, <X, <8a,
ao_Co
— si g <x <L
a,—L

On choisit une interpolation linéaire pour les déplacements u, et u,de la forme

suivante :

{UI(X, y):¢1(xa Y)Ull +¢2(X’ y)ul2 +¢3(X> y)ul3
U2(X, y) :¢1(X9 y)U; +(p2(xa y)u§ +¢3(X> y)u;
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Tel que ¢,(X,y)=a,x+b,y+c, est une fonction de forme avec a,,b,,c, des

no™~n?
constantes a déterminer et U le déplacement du nceud i dans la direction n.

Les fonctions de forme ¢, (X, y) doivent vérifier la condition suivante :
( )=5 0 sii#n
Xi>Yi) =05 = .
Gl Y)Z0 = iz
On obtient ainsi les systémes d’équations suivants :

1y 11 [a O

X 1Y, 11 b, 1 =100
s LY L(C O3

Donc
q I a, I a Yo I Yi I Yio
BT T L e et [ -
Bl ibi=oel X i Xe X
C : C, : C; XY — XY, : XY, =X Y, : XY, = XY,
¢1(X:y):y23X+X32y+X2y3_X3y1
(Pz(x’y):y31X+X13y+X3y1_X1y3
¢3(x,y)=y12x+x21y+xly2—x2yl
uj
u,
ul (@10 1o |0 o]0y
= - _O_I >0 o _()_ o, 2
U2 | (/’ | | (02 | | (03 U2
uy
u;
c _ _
1 i 0
OX
&y 0 i
— =
|0
X, oy
| g 2
ox | L OX]
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Donc

—_— = NN NN A

> O S5 S oS S

1

o

0_ <

R

<lo

—L—

ﬂvn%

II“III

S

i B

0“ SN

I|“I|I

SHE=

|
1
X
o ©|l& o ol&

X
_HLAO o o|l& o |
I

= g S| S X<
S W Aufw LS

I
~—
D
—_—
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(0]
1
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0_ g
—r——
gio
N
™
o “ S
IIA“III
%"0
—f—
o “ Y
||“I|I
SYES)

donc {¢} =[B]{U}

o Slo o §x
Sla = ga -
o Sz = &=
g = g <
o Sl o §l&
Slg = g o

Il

=

1
[~y | o
S XN =
RN T
el al
=i 1xX'<@
R e e
| ol | @
CHxIC =
L
R R
o
SSISRINSHS
Ll
TTTTTr T T
Il 1 @
et he
ity Bl Rl i
TP
> | X
I — |
&
Il
L |
m
| I—
Q
[
S
S
~
M
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La matrice de rigidité de 1’¢lément triangulaire est donné par :

[K.]=[[B] [A][B]ds

S

Puisque le produit matriciel [B]T [AJ[B] ne comporte que des composantes

constantes alors :

[K.]J=[B]' [ A][B]s

On obtient ainsi la matrice de rigidité transportée [Ke] de I’élément triangulaire :

ul vl u2 v2 u3 v3
HYED'  HXG Yo H YYD HoXaYay 1 H YYD HX Yo |
+GX322D E_+GX32Y23J: +GXy, X, D i +GXy, Y5 J:_+GX21X32D i: +GXs, Y,
i H1X322D i H, X, Y3, i H,x;,%,D i H, %, Y1, i H, X3, %, D
i +Gy223D' i +GX3 Y3 i +Gy,, ¥,,D' i +GXy, Yo i +Gy,, ¥,;D'
““““ s e b R Attt
| LOH YD D HXGY, TH LY D XYy
| | | | |
1 ! ! +GX123D ! +GX3 Y5, ! +Gx;;X,,D : +GX3 Y,
(O —— S ks e AL il il § e
4S i i i H,x;D i H, X3 Y1 i H,X;;%,, D
| | : +Gy321D' | 06X, Y5 | +GY, Y5, D!
"""" e
: SYM : : : H1Y12D : H2X21Y12
: : : : +GX221 D | +GX,, Y1,
e R R R
i i i i - Foa
2 '
i | | | | | OYD
b. Elément d’interface :
¥
4 fod, pd) 3 {3, ¥3)
1
1 x
1 txd, p1) 2&2 92

Figure 3.4 : Elément d’interface a 4 nceuds
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La loi de comportement du saut de déplacement dans la ZCC dans le domaine Q

est 0,, =K |Iu2]] et le saut de déplacement suivant la direction oy est défini dans cette zone

par la relation [0, ] = Au, = Av.

On utilise une interpolation linéaire du saut 6 . Posonsh =X, — X, .
[4,]=Av(x)~Bx+C, tel que:
AV(x=0)=B-0+C=v, -V,
Av(x=h)=B-h+C=v,-v,

Cv4

_ (o))

h

h

Xx—=h —X X —X+h
= Av(x) = e

Donc : AV(X)z[(V3_VZ)_(V4_V1)]X+(V4—V1)

< <

EI=(5 S h S et

=<

=

La matrice de rigidité peut s’obtenir a partir de la fonctionnelle énergie potentielle

[17] :

—_—

—i Tax’ —{v.} {F}

= [TR((BY{v.}) ((B){v.})dx—{v,} {F.}

ou {Fe} est le vecteur des forces nodales.

l\)

[\)»—a

On a donc :

(o) = [ R v (8 (B fw)ox—{u.}" F.}
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A T’équilibre, le vecteur des déplacements {Ve} minimise 1’énergie potentielle et la

matrice de rigidité est donc [Ke4] = J.Oh K <B>T <B> dx.
On obtient ainsi

vl v2 v3 v4

21 1)-1]-2
B I Tt B .
[Ke ]—@ _1_5__2_1[;_2_E_j_1 avecD = —
417 6 -1 : -2 : 2 : 1 0
-2 —IT: 11 2

Figure 3.5 : Charge répartie sur le bord supérieur

¥ Fi
b

/

| | by |

Figure 3.6 : Charge répartie sur la fissure
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F, 0 0
F, 0 0
F Xi =X, | 0 X;i =X | 0
(F}={ =11 t=D-1 1 " b (3.13)
¥ 2 o, 2 |o,
F 0 0
Fyk OA_oo O-oo
F, 0 0
F, 0 0
F X —X; | 0 X —X; | 0
(F)={ ti=——-10 " l=D>—L0 " Lo (3.14)
Fi 2 |-o, 2 |-o,
F 0 0
I:yk _&c —O;

Les relations (3.11) et (3.13) sont pour les ¢léments du bord supérieur, cf. figure 3.5.

Les relations (3.12) et (3.14) sont pour les ¢léments de la fissure, cf. figure 3.6.
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