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Résumé : Dans ce travail, nous considérons en premiére partie, le probléme de l'inférence
statistique dans le modele semi-paramétrique de transformation linéaire, en présence de
données manguantes. Nous proposons une méthode d'estimation du parameétre d’intérét. Nous
établissons les propriétés asymptotiques de cet estimateur et nous en étudions les propriétés
dans des échantillons de taille finie, au moyen de simulations.

Dans une seconde partie, nous proposons une nouvelle statistique du test du log-rank stratifié
avec données manquantes et censure dépendante du groupe de traitement. Nous donnons sa
distribution asymptotique sous I’hypothése nulle d’égalité des groupes de traitement
randomisés. Une étude numérique permet d’examiner les propriétés de ce test dans des
échantillons finis.

Abstract: In this work, we consider in a first part, the problem of statistical inference in the
semi-parametric linear transformation model, with missing data. We propose an estimation
method for the parameter of interest. We establish the asymptotic properties of the proposed
estimator, and we study its finite sample properties via simulations.

In the second part, we propose a new statistic in stratified log-rank test with missing data and
censoring depending on the treatment group. We give its asymptotic distribution under the
null hypothesis of equality of the randomized treatment groups. A numerical study is
conducted to examine the finite-sample behavior of this test.
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INTRODUCTION

L’analyse de survie recouvre des méthodes d’analyse statistique de durées jusqu’a
I’occurrence d’un événement d’intérét bien défini. Cet événement est souvent appelé déces
qui, selon le domaine d’application, peut représenter : la mort d’un patient, la rechute ou la
guérison d’une maladie, la panne d’un équipement industriel, la fin d’une période de

chomage, I’expiration d’une ligne téléphonique ou d’un contrat d’assurance...

Depuis I’introduction en 1972 par D. Cox du modeéle a risques proportionnels, la littérature
consacrée aux modeles de régression de durées a connu un essor remarquable. De
nombreux modeles, ont été proposés et leurs différents aspects: inférence, validation,
sélection, application en fiabilité et en analyse de survie ont été étudiés en détail,
nourrissant une littérature foisonnante. Plusieurs ouvrages dressent un panorama de ce
domaine de recherche en perpétuelle évolution. Parmi la trés grande variété des modeéles
qui ont été développés au cours des trente dernieres années, la classe des modeles semi-
paramétriques de transformation linéaire offre ’avantage d’inclure plusieurs des modeles
les plus utilisés dans les applications. Cette classe de modéles a suscité une littérature trés
abondante depuis vingt ans. Citons par exemple : Chen et al. (1995), Cheng et al.(1995),
Fine et al. (1998), Fleming et Lin (2000), Slud et VVonta (2004), Ma et Kosorok (2005),
Martinussen et Schieke (2006), Kong et al. (2004,2006), Kosorog et Son (2007), Dupuy
(2008).

Notons T la durée aléatoire jusqu’a un instant de défaillance ou de panne et Z =
(Z%,...,ZP)" un vecteur de dimension p de variables explicatives (ou (.)" désigne la
transposée). La classe des modéles semi-paramétriques de transformation linéaire exprime
la relation entre T et Z sous la forme :

e(T)=—PoZ +¢ 1)



ou e est une fonction strictement croissante inconnue, 8, = (8%, ..., B)" est un vecteur de
paramétres de régression inconnus (paramétres d’intérét du modéle) et € désigne un terme
d’erreur aléatoire (indépendant de Z) dont la loi de probabilité est supposée connue (on

notera F, sa fonction de répartition). Si H(u) = exp(e(w)) et h désigne la dérivée de H,

P(t<T<t+68|T=t,Z)
P de T

alors la fonction de risque instantané conditionnelle A,(t) = }Sir%

sachant Z peut s’écrire sous la forme

A2(8) = Aos(ePZH(£))eP?h(t) )

Ou A, désigne la fonction de risque instantané de exp(€). On déduit facilement de (2) des
cas particuliers remarquables du modeéle (1). Ainsi, si € suit la loi des valeurs extrémes
(c’est-a dire: F.(u) =1 — exp(—exp(u))), alors exp(e) suit une loi exponentielle de
parametre 1, d’ou A,e = 1 et (2) se réduit a A(t) = e‘ﬁgzh(t) qui est le modele a risques
proportionnels de Cox de fonction de risque de base instantané h. Si e suit la loi logistique
(c’est a-dire :  F.(u) = exp(u) /(1 + exp(w))), alors A,e = (1 + )71 et (2) se raméne a

A(t) = h(t)/[H(t) + e~P4Z] qui est le modele & risques convergents.

Plusieurs méthodes ont été proposées pour estimer le parameétre S, dans la classe de
modeles (1). Cheng et al. (1995) ont en particulier proposé des équations d’estimation
simples a partir d’un échantillon d’observations indépendantes (X;,4;,Z;),i = 1,..,n
du triplet (X, A, Z), ou X = min(T, C) désigne la durée observée, C une censure aléatoire,
Z un vecteur de variables explicatives, A= 1(T < C) et 1(.) designe la fonction indicatrice.
L’estimateur propose est consistant et asymptotiquement gaussien.

Dans ce travail, nous adaptons ces équations d’estimation a une situation de données
manguantes.

Supposons que 1’on dispose d’un échantillon de n items. Pour chacun d’entre eux, on
observe un vecteur de variables explicatives Z a I’instant t = 0 (début de I’étude) et I’on
souhaite observer la durée jusqu’a la défaillance. On considere la situation ou 1’observation
de la durée (éventuellement censurée) et de I’indicatrice de censure n’est possible que pour
un sous-échantillon aléatoire de 1’échantillon initial. Cette situation Se rencontre en
particulier en fiabilité lorsque des contraintes techniques inattendues viennent limiter les
possibilités de recueil des données ou interrompre une partie d’un essai en cours. On

dispose alors d’observations du triplet (X, A,Z) sur un sous-ensemble des n items tandis



que pour les autres items, on ne dispose que des observations de Z. Dans ce contexte de
données manguantes, une solution simple pour estimer 3, consiste @ mener une analyse en
"cas complets" ("CC" par la suite) c’est-a-dire a : i) retirer de I’échantillon les items i pour
lesquels I’information (X;,A; ) est manquante, ii) calculer I’estimateur de Cheng et al.
(1995) sur les items restants. Cette solution entraine néanmoins une perte d’information et
n’est donc pas satisfaisante. Nous proposons donc dans ce travail une alternative basée sur
le principe de la "pondération par probabilité inverse™ (“Inverse Weighted Probability
(IWP)".

Nous utilisons également ce principe dans un test du log-rank stratifié avec données
manguantes et censure dépendante du groupe.

Le test du log-rank est un test non paramétrique qui est souvent utilisé pour comparer des
groupes de traitements randomisés en présence de durées censurées. Le test du log-rank est
un test non-paramétrique, il permet de tester I’hypothese nulle H, d’égalité des fonctions
de risque instantané dans les différents groupes. L’idée est de comparer 1’estimateur de
Nelson-Aalen du groupe spécifié a celui commun a tous les groupes et calculé sous H,. Le
test se généralise au cas de données stratifiées. Considérons un essai clinique ou n patients
sont randomisés dans K groupes de traitement. On souhaite comparer les distributions de
survie de ces groupes tout en ajustant un facteur S a L modalités, appelées strates. On note
Ak, la fonction de risque instantané d’un patient du groupe k, appartenant a la strate [. Les

hypothéses a tester peuvent étre formulées ainsi :
Hy: Ay =+ = Ag, pourtout I =1, ..., L
et H,: il existe j et j” tels que A;; # 4;r, pour au moins un |

Lorsque la variable S n’est pas observée pour tous les individus de 1’échantillon, une
solution consiste a utiliser I’analyse en cas complet décrite ci-dessus.

Dans plusieurs applications, la censure peut dépendre du groupe de traitement.

Dans ce manuscrit, nous proposons une version modifiée du test du log-rank stratifié dans
le cas de données manquantes et censure dépendante du groupe de traitement en

combinant :
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a) La régression par calibration qui consiste a remplacer chaque indicatrice
d’appartenance aux strates  1(S =1[1) non observée, par son espérance
conditionnelle sachant des covariables auxiliaires et,

b) le principe de IPCW (Inverse Probability of Censoring Weighted) qui consiste a
pondérer chaque individu par I’inverse de la fonction de survie de la censure étant

donné le groupe de I’individu.

Dans le premier chapitre de ce manuscrit, nous introduisons la notion de durée de survie et

présentons les définitions des outils utilisés dans I'analyse des durées de vie.

Dans le chapitre 2, nous construisons des équations d’estimation adaptées au probléme de
données manquantes dans un modele de transformation linéaire. Puis nous montrons la
consistance de I’estimateur obtenu. Nous évaluons ensuite les propriétés de cet estimateur

par simulations et nous le comparons a 1’estimateur CC.

Dans le chapitre 3, nous présentons le test du log-rank et sa généralisation au cas stratifié
avec données manquantes. Puis nous introduisons une nouvelle statistique de ce test dans
le cas ou la censure est dépendante du groupe de traitement. Nous donnons sa distribution
asymptotique sous I’hypothése nulle. Nous comparons cette nouvelle statistique a celle

basée sur I’analyse en cas complet au moyen de simulations.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION A L’ANALYSE DE SURVIE

1.1. Introduction

L’analyse de survie voit sa naissance au 17°™ siécle sur les premiéres études de la
mortalité en Angleterre. Elle recouvre des méthodes d’analyse statistique de durées jusqu’a
I’occurrence d’un événement d’intérét bien défini. Cet événement est souvent appelé déces
qui, selon le domaine d’application, peut représenter : la mort d’un patient, la rechute ou la
guérison d’une maladie, la panne d’un équipement industriel, la fin d’une période de

chomage, I’expiration d’une ligne téléphonique ou d’un contrat d’assurance...

L’analyse des données de survie a la particularité de ne concerner que des variables

aléatoires positives.

Une durée de vie T est donc une variable aléatoire positive définie et continue sur un
espace probabilisé (Q, A, IP). Elle représente le temps écoulé entre un point de départ et la

survenue de 1’événement d’intérét.

La fonction de répartition de T, appelée fonction de distribution cumulative, est la
probabilité pour que I’événement d’intérét se produise entre t, = 0 et t. Elle est définie

pour t = 0 par
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F(t) =P(T <t).

Si F est dérivable, notons f la densité de probabilité de T.

La fonction de survie, notée S(t) est la probabilité que 1’événement d’intérét survienne

aprés I’instant t. Elle est définie pour toutt > 0 par :
St)=P(T >t)
=1-—F(t)

Par définition, la fonction de survie S est décroissante, continue a droite avec ltl_r)r(} S() =

1 et limS(t) = 0.

La fonction de risque instantané (ou taux de panne, taux de défaillance, taux de déces,
etc.), est défini pour tout t > 0 par:
f®) . PE<T<t+h|T=t)

A0 =54 = im n

La quantité A(t) représente la probabilité pour que I’événement d’intérét survienne a

I’instant t sachant qu’il ne s’est pas produit avant t.

La fonction de risque cumulé est définie, pour tout t € R* par :

t
A(t) = J A(w)du
0

Les cing fonctions définies ci-dessus : F(t), f(t), S(t), A(t) et A(t) caractérisent la loi
de la durée de vie et elles sont équivalentes. En effet chacune de ces fonctions peut étre

obtenue a partir de 'une quelconque des autres. Par exemple

A(t) = —In(S(1))
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1.2. Données censurées

Dans plusieurs études, les dates d’occurrence de 1’éveénement d’intérét ne sont pas connues

et donc elles ne sont pas observées lors du recueil de données de survie. Dans ce cas, on

parle d’observations censurées et une variable de censure C est introduite dans 1’analyse.

Soient T une variable durée de vie et C une variable aléatoire de censure. On distingue trois

types de modeles de censure : censure a droite, censure a gauche et censure par intervalles.

Nous detaillons dans ce qui suit ces trois types de censure.

1.2.1 Censure a droite :

La durée de vie est dite censurée a droite si lI'individu n'a pas subi I'événement a sa derniere

observation. On distingue :

La censure non-aléatoire de type | : Pour des considérations de temps ou de
colit, ’observateur décide de terminer I’étude a une date prédéterminée. Etant
donné un nombre positif fixé c, on observe X; tel que X; = T;A ¢ (A indique
le minimum) et A= 1(T; < ¢) la fonction indicatrice de I’observation réelle de
I’événement d’intérét, qui est égale a 1 si T; < c et 0 sinon. Ce type de censure
est rencontré dans les applications industrielles, en testant par exemple la durée
de vie de n composants identiques sur un intervalle d’observation fixé, ou en
biologie en testant I’efficacité d’une molécule sur des souris et celles qui sont

vivantes au bout d’un temps fixé seront sacrifiées.

La censure de type Il : Dans ce cas on décide d’observer les durées de vie de
n individus et d’arréter 1’étude lorsque k d’entres eux sont décédés. On observe
ainsi les variables : X1y = T(1), o, Xy = Taieys Xtier1) = Tkyr -0 Xy = Ty OU
Xy et T(;) représentent les statistiques d’ordre des variables X; et T;. Ty étant
la date de censure. Ce modeéle de censure est utilisé dans les études de fiabilité
lorsqu’on veut tester la durée de bon fonctionnement de n équipements et le test

est terminé lorsque k égquipements tombent en panne.
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iii) La censure de type Ill (censure aléatoire de type 1) : Soient C;,C,, ..., C,, des
variables aléatoires i.i.d. On observe les variables X; = T;A C; et A= 1(T; <
C;). La censure aléatoire est souvent rencontrée en pratique. En particulier dans
les essais cliniques, elle survient lorsque le patient quitte 1’étude (il sera
considéré comme perdu de vue) ou lorsque I’étude se termine alors que certains
patients n’ont pas subi I’événement d’intérét (le patient est dit ainsi exclu-

vivant).

1.2.2 Censure a gauche :

La censure a gauche correspond au cas ou l'individu a déja subi I'événement avant la date
du début d’observation. Dans ce cas, on sait seulement que la date de I'événement est

inférieure a une certaine date connue.
On observe Z tel que Z = T V C (V indique le maximum) et I’indicatrice 1(T = C).

L’exemple de censure a gauche le plus cité dans la littérature considere I'horaire ou les
babouins, qui passent la nuit dans les arbres, descendent pour aller manger. L horaire de la
descente de l'arbre est observé seulement si le babouin descend de I'arbre apres I'arrivée
des observateurs. Dans ce cas on sait uniqguement que I'horaire de descente est inférieur a
I'neure d'arrivée des observateurs. On observe donc le maximum entre I'heure de descente

des babouins et I'heure d'arrivée des observateurs.

1.2.3 Censure par intervalles :

Les deux cas précédents peuvent étre combinés. Dans ce cas, la durée de vie appartient a

un intervalle de temps (ie. C; < T < C,).

Ce type de censure est rencontré dans les suivis périodiques des patients, on sait alors
uniquement que I'événement s'est produit entre deux dates de visites. Ce type de censure

peut également se produire dans les inspections périodiques des équipements industriels.



15

Parmi tous ces modeéles de censure, la censure aléatoire de type I reste la plus employée en
pratique en supposant I’indépendance de T; et C; (censure non-informative) qui constitue

une hypothése indispensable et tres utile d’un point de vue mathématique.

D’autres types de censure et plusieurs exemples sont proposés dans Bagdonavicuis et

Nikulin (2002), Klein et Moeschberger (1997) et Lee et Wang (2003).

1.3. Données manquantes

On parle de données manquantes lorsque les données ne sont pas disponibles pour tous les
individus de 1’étude. Une telle situation peut entrainer d’importantes erreurs dans

I’estimation des parameétres et leur inférence statistique.

Les premiers travaux sur le probléme des données manquantes sont apparus dans les
années 20 et 30, suivis apres des travaux de Afifi et Elashoff (1966), Hartley et Hocking
(1971) et Rubin (1976) et une décennie plus tard avec le livre de Little et Rubin (1987).

Dans I’analyse de survie, les données manquantes surviennent pour différentes raisons. Par
exemple, dans les études épidémiologiques, I’information sur le certificat de déces peut
étre manquante, ou les résultats de I’autopsie peuvent étre non conclusifs. Dans de tels cas,
il n’est pas possible de déterminer si le déces est dii a la cause d’intérét ou a d’autres
causes extérieures. Une étude sur la mortalité des jeunes personnes dans les Pays-Bas (Van
Der Laan et McKeague (1988)) montre que 90% des cas étaient enregistrés comme

« cause de décés inconnue ».

Supposons que pour chaque élément indépendant i des n éléments de 1’étude, on collecte

un ensemble de mesures Y;;, j = 1, ...,n; (n; est le nombre de mesures pour I’élément i )

jr
regroupées dans un vecteur Y; = (Yil, Yini)' . On définit le vecteur R; des indicateurs de

données manquantes R;;:

R _{1 siY;; est observé
Y 0 sinon
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Le vecteur Y; est partitionné en deux sous vecteurs : le vecteur Y;° qui contient les Y; ; pour

lesquels R;; = 1, et ¥;™ qui contient les autres composantes.

On introduit la terminologie suivante (Molenberghs et Kenward (2007)):

Données complétes : données qui correspondent au vecteur (Y;, R;) des mesures qu’on

veut collecter sur tous les individus.

Données observées : données réellement observées sur les éléments de 1’étude dont une

partie est manquante. Elles correspondent au vecteur (R;, R;Y;).

Cas complet: données sur les individus de 1’étude mais sans les données manquantes. Cela

signifie que les individus avec des données manquantes sont écartés de 1’analyse.

1.3.1. Mécanismes de données mangquantes

Il est important de distinguer le mécanisme qui engendre les données manquantes. Rubin

(1976) a introduit trois mécanismes :

a) Données manquantes complétement au hasard (MCAR : Missing Completety At
Random) : les probabilités de ne pas observer des données ne dépendent ni des données

observées ni des celles non observées.

b) Données manquantes au hasard (MAR : Missing At Random): c’est le cas ou la

probabilité pour qu’une donnée soit manquante dépend uniquement des données observées.

c) Données manquantes non-ignorables (NMAR : No Missing At Random): la

probabilité d’avoir des données manquantes peut dépendre des données non observées.

Le dernier scénario est plus problématique du fait que le mécanisme de manque peut
dépendre des données non observées. Des problemes de non identifiabilité peuvent étre

rencontreés.

Plus de détails sur les mécanismes de données manquantes et exemples peuvent étre
trouvés dans Little et Rubin (1987), Heitjan et Rubin (1991), Jacobsen et Keiding (1995),
Gill et al. (1997) et Tsiatis (2006).
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1.3.2 Méthodes de traitement des données manquantes au hasard

Sous I’hypothése de données manquantes au hazard (MAR), plusieurs méthodes peuvent
étre utilisées pour estimer les paramétres du modéle. Nous citons dans cette section la

méthode des cas complets et la méthode de pondération par probabilité inverse.
a) La méthode des cas complets

Elle consiste a ne garder dans 1’analyse que les cas qui ne comportent aucune donnée
manquante. Cette méthode entraine généralement une diminution, considérable parfois, de
la taille de 1’échantillon, entrainant une diminution de la puissance et les estimateurs

obtenus ainsi seront biaisés.
b) La pondération par probabilité inverse (en Anglais : inverse weighted probability)

La pondération par probabilité inverse est une méthode qui consiste a utiliser des poids qui
peuvent étre calculés par ’inverse de la probabilité qu’une donnée soit manguante. Ainsi

chaque donnée observée sera pondérée par I’inverse de cette probabilité.

1.4. Martingales

Soit un espace probabilisé (Q, F, ), ou Q est un ensemble, F est une tribu contenue dans

I’ensemble des parties de et IP une probabilité sur la tribu F.

Définition 1.4.1- Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires

indexées par le temps (X(t):t = 0).

Définition 1.4.2- Une filtration F, est une famille croissante de sous-tribus de F : pour tout
s<tF cF.

On peut voir une filtration comme I’information que I’on dispose concernant les individus
jusqu’a l’instant t inclus. F,_ représente le passé jusqu’a un instant avant t (ie que t n’est

pas inclus).
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Définition 1.4.3- Soit F, une filtration. On dit que X (t) est un processus F.-adapté si pour

tout t = 0, X, est F.-mesurable.

Définition 1.4.4- Soit M = M (t); t = 0 un processus stochastique continu a droite et limité

a gauche (cadlag) et F.une filtration. M est une martingale par rapport a la filtration F, si :

i. M est F.-adaptée,
ii.  E(M(t)]) < o (M intégrable),
iii. EM(t)|F) = M(s) pourtouts <t

La condition (iii) est équivalente a :

E(dM(t)|F,_) =0,V t >0
OudM(t) =M((t+dt)—) — M(t—)
Propriétés :

e Une martingale a une moyenne constante : E(M(t)) = E(M(0)).
e Les martingales ont des incréments non corrélés : cov(M(t) — M(s), M(v) —

M(u)) =0pourtout0 <s<t<u<w.

Si la martingale M satisfait E(M(t)|F,) = M(s) pour tout s <t alors M est une sous-
martingale. Une martingale est dite de carré intégrable si sup,E(M(t)?) < . Une
martingale locale est un processus pour lequel il existe une suite de temps d’arrét {t,,,n =
0} tels que pour tout n, le processus M*» = M(tAt,) soit une martingale. En plus si M™
est une martingale de carré intégrable alors M est dite une martingale locale de carré

intégrable.

Définition 1.4.5- Un processus X(t) est prévisible si et seulement si X(t) est F, -

mesurable pour tout temps d’arrét T (ie sa valeur & un temps t est connue juste avant t)

Définition 1.4.6- Soit X un processus adapté et cadlag. A est dit compensateur de X si A
est prévisible, cadlag et tel que X — A soit une martingale de moyenne nulle. Si le

compensateur existe, il est unique.
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1.5. Processus de comptage

Définition 1.5.1. Un processus de comptage N(t),t = 0 est un processus stochastique

adapteé a une filtration F; tel que

e NWO)=0,P(N(t) <o) =1
e N(s)SN(t)pours<t
e dN(t)=N(t)—N(t—)estégalaOoul

Ou N(t_) designe Alrr%) N(t—h)

Proposition 1.5.1 Soit N(t) un processus de comptage. Il existe un processus prévisible

A(t), croissant, continu a droite et nul en zéro tel que :
M(t) = N(t) — A(t)
A(t) est le compensateur de N (¢t) etona E(N(t)) = E(A(D)).
Proposition 1.5.2. Si N est absolument continu alors son compensateur A a la forme :

A(t) = fotl(s) ds ou A(t) est un processus prévisible appelé processus d’intensité.

1.6. L’estimateur de Nelson-Aalen et ’estimateur de Kaplan-Meier :

En présence de données censurées, particulierement a droite, les durées de vie ne sont pas
totalement observées et dans ce cas, il est nécessaire d’estimer la distribution des durées de

vie ainsi que la fonction de risque cumulative.

Soit T une durée de vie avec fonction de survie S(t) = P(T > t) et fonction de risque
A(t). Soit C une variable de censure a droite. On dispose de n observations indépendantes
(X;,4;)) ,ou X=TAC et A=1(T <C) est I'indicatrice de censure. Soit N;(t) =
1(X; <t,A;=1), Y;(t) = 1(X; = t). Soit le processus de comptage N(t) = Yj=; N;(t),

Y(t) = X, Yi(t) et lamartingale de carré intégrable M(t) = N(t) — fOtY(S)/l(S)ds.
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Puisque dM(t) est un processus de moyenne nulle alors on a I’équation d’estimation

suivante :
Y(t)dA(t) = dN(t)
oU A(t) = [ A(s)ds

1.6.1 L’estimateur de Nelson-Aalen

L ’estimateur de Nelson-Aalen de la fonction de risque cumulative A est obtenu comme

solution de 1’équation d’estimation :
Y(t)dA(t) = dN(t)

Il est donne par :

A = %dN(s)
0

Avec J(s) = 1(Y(s) > 0) et la convention que 0/0 = 0.

L’estimateur A(t) a été introduit par Nelson (1969,1972) puis a été généralisé par Aalen

(1978b) pour les modeles de processus de comptage.

Sous certaines conditions de régularité, n*/2(A — A) converge en distribution vers une

martingale gaussienne sur [0, 7], de variance estimée d’une maniére consistante par :

t
J(s)
nof Y2(s) dN(s)

1.6.2. L’estimateur de Kaplan-Meier

Appelé encore *” Produit-Limite’’, il a été introduit par Kaplan et Meier (1958), il joue un

role important dans les méthodes non paramétriques pour les durées de vie.
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L'estimateur de Kaplan-Meier découle de I'idée suivante : survivre aprés un temps t c'est

étre en vie juste avant t et ne pas mourir au temps t.

Supposons qu’on est en présence de censure aléatoire a droite et que la variable aléatoire

de censure C est indépendante de T.L’estimateur de Kaplan-Meier est défini par :

$(6) = l—[(1 — 0A(s)) = H (1 _ A;V(S))

S<t S<t

OU A(t) est ’estimateur de Nelson-Aalen de A(t). L’estimateur peut étre interprété

comme le produit de probabilités conditionnelles. Soient 74, ..., Ty, les dates de sauts de
1

N sur [0,t]. On peut interpréter le facteur (1—Y(T)
k

) comme etant la probabilité de

survivre sur I’intervalle (7, T4 1] sachant qu’on ait survécu sur (0, 7y ].

Les propriétés asymptotiques de I’estimateur de Kaplan-Meier sont obtenues des propriétés

de I’estimateur de Nelson-Aalen. Une autre approche est basée sur la relation :

HON. fﬁ(s ()

S S Y (s) ME)

0
pour ¢ € [0,7) 0l S*(t) = exp(—A*(t)) avec A*(t) = [ J(s)A(s)ds.

En se basant sur la formule précédente et sous certaines conditions, on peut montrer que $
est uniformément consistant sur des intervalles compacts et que pour tout t € [0, 1),

nt/? (§ — S) converge en distribution vers - U. S, ou U est une martingale gaussienne.

La variance de S(t) est estimée par :
t

2(t) = f(t)ZJY(s)ZdN(s)

0

Un autre estimateur consistant de la variance de $(t) est donnée par :
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t

$(t) = $(6)? f (Y()(¥(s) = N())) AN (s)

0

Cette derni¢re formule est connue sous I’appellation ’’ la formule de Greenwood”’.

1.7. Le modeéle de regression de Cox

Le modele de régression de Cox, appelé également modéle a risques proportionnels, a été
introduit par Cox(1972). Il permet de relier la durée de survie d’un patient a plusieurs

variables explicatives ou facteurs pronostiques. Il est donné par :
Arojz(8) =Y (0)A(D)exp(Z'(D)P)

Ou TO dénote la variable aléatoire durée de vie, Y(t) est une indicatrice de risque,
Z(t) = (Z1(b), .., Zp(t)) est un p-vecteur de covariables, Aro,; est la fonction de risque
instantanée sachant Z, S est un vecteur de parametres de régression et A, est une fonction
définie sur R* a valeurs positives appelée fonction de risque instantané de base, c’est le
risque instantané d’un individu quand le vecteur des covariables Z est nul. En particulier, le
modéle de Cox comprend le modéle exponentiel et le modéle de Weibull, obtenus avec les

fonctions de risque instantané 1, = A et Ay(t) = Aat*~* respectivement.

Le modele de Cox est un modele semi-paramétrique, puisque dans la définition du risque
instantané, le terme exp(Z'(t)B) est paramétrique et le risque de base Ay(t) est non-

paramétrique.

Si les covariables sont indépendantes du temps t, alors le rapport des risques instantanés
est constant par rapport a t pour deux individus avec des vecteurs de covariables Z; et Z,

respectivement:

Aoiz, () Y(£)Ao(t)exp(ZiB)

T, ®  YOh@exp@p) PO TP
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Le probleme statistique consiste a estimer le parametre de régression S et la fonction de
risque cumulé de base Ay(t) = fot)l(u)du. L’estimation se fait avec la méthode de la

vraisemblance partielle.

Soient n indépendantes copies de (N;(t),Y;(t),Z;(t)), i =1,..,n observées sur un
intervalle [0,7],7 < o. L’estimateur du paramétre de régression B est obtenu en

maximisant la fonction de vraisemblance partielle de Cox (Cox(1972, 1975)) :
L(B) = 1_[ 1_[ <eXp(Z (t)ﬁ)> o
So(t, B)

Ou

n

So(t8) = ) Yi®)exp(ZI(©)f)

i=1

Définissons les dérivées d’ordre 1 et 2 de S, (t, 8) par rapporta g :

OB RACENACHAC
i=1

S8 = ) KiexpZI(ORHZ (O

Avec v®2 = yp' pour un vecteur v.

L’estimateur S de 8 est la solution de la fonction du score U(f) = 0, ot :

v = | @@ - B pam©)
i=1 "0

Avec

Sl(t'ﬁ)
SO(t'ﬁ)

EtpB) =
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La résolution de 1’équation du score précédente se fait numériquement en utilisant

habituellement 1’algorithme itératif de Newton-Raphson.

Si B est fixé alors un estimateur de A, (t) est donné par 1’estimateur de Nelson-Aalen :

t

Ao(t) = -
= | sV e

OuN(t) = %; N;(t)

Posons I(B) = I(t,B) avec:

N (C(S2(.B) )
I(t,ﬁ) _;L <SO(S,ﬁ)_E(S'ﬁ)® )le(S)

Notons S, la vraie valeur de B. Certaines conditions de stabilité et de régularité
asymptotiques décrites dans Andersen et Gill (1982), permettent de montrer la consistance
de B et d’énoncer les théorémes suivants qui établissent les propriétés asymptotiques des

estimations £ et Ay:
Théoréme 1.7.1 : Lorsque n — oo
n2U(Be) 5 W (0,5)
(B~ f) > N (0,27
et X est estimée par n1(f)
Théoréme 1.7.2 : Lorsque n — oo
n=/2 (T\O(t,ﬁ) - Ao(t)) Sue

Ou U(t) est un processus gaussien de moyenne nulle et fonction covariance estimée par :
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o[t awe + [ o ) oo ) (710)” [ o) (o))

1.8. Modele de transformation linéaire

La classe des modeles de transformation linéaire a fait I'objet de nombreux travaux, citons
par exemple : Chen et al. (1995), Cheng et al.(1995), Fine et al. (1998), Fleming et Lin
(2000), Slud et Vonta (2004), Ma et Kosorok (2005), Martinussen et Schieke (2006),
Kong et al. (2004,2006), Kosorok et Son (2007), Dupuy (2008).

Soit T une durée de vie et soit Z un vecteur de p covariables. On considere le modele semi-

paramétrique de transformation linéaire:
h(T) = —ByZ + ¢ (1.8.1)

ou h est une fonction croissante et inconnue, S, est un vecteur de paramétres inconnus et
¢ est une erreur aléatoire avec fonction de distribution connue F,.. v' désigne la transposée

de v.
Soit S(t|Z) la fonction de survie de T étant donné Z alors on a :
Sz() = p(T > t|Z)
= P(h(T) > h(D)|Z)
=P(—B{Z + &> h(t))
= P(e > h(t) + ByZ)
=1—F.(h(t) + B32)
La fonction de risque de T sachant Z est :

Sz(t)
5z(t)

At Z) = —
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_ [Se(r(®) + B52)]'
Se(h(t) + BoZ)

dh(t
= {292 (h(®) + B}2)
OU A, (h(t) + B4Z) est la fonction de risque associé a .
Le modeéle (1.8.1) peut étre réécrit comme suit :

H(T) = ePoZee

Ou H(.) = exp(h(.)) est une fonction positive strictement croissante telle que H(0) = 0

et %1_{1; H(t) = .
La fonction de survie s’écrit alors :

S,(t) = P(e Po%et > H(D))
= P(ef > H(t)eho?)
= S.(H(t)ePo?)

Ou S, est la fonction de survie de €.

Soit H la dérivée de H , alors la fonction de risque de T sachant Z peut étre écrite sous la

forme :
A(t) = H(t)ePo%2,(ePS2H (1)) (1.8.2)
ou A, est la fonction de risque associée a exp( & ).

La classe des modéles de transformation linéaire est une classe plus générale qui contient
en particulier le modeéle a risques proportionnels de Cox et le modele a risques convergents

(proportional Odds model).

1.8.1. Modele a risques proportionnels
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Si € suit une distribution a valeurs extrémes, ie F.(u) = 1 — exp(—exp(u)) alors exp(¢)

suit une loi exponentielle (1,(t) = 1) et la fonction du risque (1.8.2) deviendra
A(t) = H(t)eho?

et le modéle (1.8.1) se réduit a un modeéle a risques proportionnels de Cox décrit dans (1.7)

avec fonction de risque cumulé de base H(t).

1.8.2. Modeéle a risques convergents (proportional Odds model)

Dans le cas ou ¢ suit une distribution logistique standard F,(u) = exp(u) /(1 + exp(u)),

on obtient le modele a risques convergents.

Les fonctions de survie et de risque sont données respectivement par :

SCD) = T H©DepBLD)

H(b)

MO = oD T HD

Le modele a risques convergents suppose que le rapport des risques de deux individus avec

covariables Z; et Z, respectivement, converge vers 1 quand t augmente :

At Z;)  exp(—BZy) + H(t)
At Zy)  exp(—BiZy) + H(D)

RR(t) =

Avec RR(0) = exp(By(Z, — Z;)), et tlim RR(t) = 1.
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CHAPITRE 2

ESTIMATION DANS UN MODELE DE TRANSFORMATION LINEAIRE

AVEC DONNEES MANQUANTES

2.1. Introduction

Depuis I’introduction en 1972 par D. Cox du modeéle a risques proportionnels, la littérature
consacrée aux modeles de régression de durées a connu un essor remarquable. De
nombreux modeéles, ont été proposés et leurs différents aspects : inférence, validation,
sélection, application en fiabilité et en analyse de survie ont été étudiés en détail,
nourrissant une littérature foisonnante. Plusieurs ouvrages dressent un panorama de ce
domaine de recherche en perpétuelle évolution. Citons, par exemple, Andersen et
al.(1993), Bagdonavicius et Nikulin (2002), Fleming et Harrington (1991), Klein et
Moeschberger (1997), Lawless (2003), Martinussen et Scheike (2006), Meeker et Escobar
(1998) qui s’adressent aussi bien au lecteur intéressé¢ par les aspects théoriques de
I’inférence statistique dans les modeles de durées qu’au praticien de la statistique a la
recherche d’outils de modélisation et d’exemples concrets. Parmi la trés grande variété des
modeles qui ont été développés au cours des trente derniéres années, la classe des modéles
semi-paramétriques de transformation linéaire offre 1’avantage d’inclure plusieurs des
modeles les plus utilisés dans les applications. Cette classe de modeles a suscité une
littérature tres abondante depuis vingt ans. Citons par exemple : Chen et al. (1995), Cheng
et al.(1995), Fine et al. (1998), Fleming et Lin (2000), Slud et Vonta (2004), Ma et



29

Kosorok (2005), Martinussen et Schieke (2006), Kong et al. (2004,2006), Kosorok et Song
(2007), Dupuy (2008).

Notons T la durée aléatoire jusqu’a un instant de défaillance ou de panne et
Z = (Z%,...,ZP)" un vecteur de dimension p de variables explicatives (ou (.)" désigne la
transposee). La classe des modéles semi-paramétriques de transformation linéaire exprime

la relation entre T et Z sous la forme :
h(T) = —ByZ + ¢ (2.2)

ol e est une fonction strictement croissante inconnue, 8, = (8%, ..., B)' est un vecteur de
paramétres de régression inconnus (paramétres d’intérét du modéle) et & désigne un terme
d’erreur aléatoire (indépendant de Z) dont la loi de probabilité est supposée connue (on
notera F, sa fonction de répartition). Cette classe contient en particulier le modeéle a risques

proportionnels de Cox et le modéle a risques convergents.

Plusieurs méthodes ont été proposées pour estimer le paramétre B, dans la classe de
modeles (2.1).

Cheng et al. (1995) ont en particulier proposé des équations d’estimation simples a partir
d’un échantillon d’observations indépendantes (X;,4;,Z;) , i = 1,..,n du triplet
(X,A,Z), ou X = min(T,C) désigne la durée observée, C une censure aléatoire, Z un
vecteur de variables explicatives, A= 1(T < C) et 1(.) désigne la fonction indicatrice.
L’estimateur proposé est consistant et asymptotiquement gaussien mais il n’est pas plus
efficace que les estimateurs déja développés pour les deux cas particuliers du modele (2.1)
(Andersen et al. (1993), Murphy et al. (1997)). Sa simplicité, en revanche, en fait un point
de départ intéressant pour construire de nouveaux estimateurs dans des situations moins

standards que celle décrite par les données (X;,4;,Z;),i = 1,...,n.

Ainsi, Kong et al. (2004, 2006) ont récemment adapté les équations d’estimation de Cheng
et al. aux études cas-cohorte, Fine et al. (1998) les ont adaptées au cas ou le support de la

censure est inclus dans celui de la durées d’intérét T.



30

Dans ce travail, nous adaptons ces équations d’estimation a une situation de données
manquantes. Nous construisons des équations d’estimation puis nous montrons la
consistance de 1’estimateur obtenu. Nous évaluons ensuite les propriétés de cet estimateur
par simulations et nous le comparons a 1’estimateur CC. Enfin, nous illustrons la méthode

proposée sur un jeu de données reelles.

2.2. Equations généralisées de Cheng et al.

Soit T; la durée de vie pour un individu i, i = 1,...,n. Soit Z; le vecteur de covariables
pour I’individu i. Soit C; la variable de censure de fonction de survie G(t) = P(C > t). On
observe ainsi n copies indéependantes (X;, A;,Z;) du vecteur aléatoire (X,A,Z) ou X =
min(T,C) et A= 1(T < C) . On suppose que C; indépendante de T; conditionnellement a
Z; et que la censure est non-informative. Supposons également que &; sont indépendants et

identiquement distribuées pour i =1, ..., n.
Soient les variables 1(T; > T;), (i # j = 1, ...,n). Alors :
E[1(T; = T})|Z;, Z;] = P[r(T)) = h(T)|Z;, Z;]
=P(=Z{Bo+ & = —Z]Bo + 121, Z;)

=P(s; — & = (Zi — Z)'BolZ:, Z))

+00 400
- f f fene, (0,10) dudv
o b

+Z"ijBo
= J fej ) (f fei (U)dv> du
—o u+ByZi;
= [0 - s Zypo)as

= [~ R+ Zn)) dm
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= E(ZiTjﬁo)
OU Zl'j:: Zi -7

J

Les équations généralisées d’estimation proposées par Liang et Zeger (1986) permettent de

faire I’inférence statistique de £ :

Zn:zn: 'IB)Zij[l(Tl T,) —&(Z] .3)]

ou w est une fonction de poids.

En supposant que a)(Z ,8) = 1, Cheng et al. (1995) proposent d’estimer 3, dans le modéle

(2.1) par la solution de I’équation d’estimation suivante :

o () = iiw(z AR e “f&x‘)“ ~s@p) =0 22)

OuU G désigne I’estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie G. Ils montrent que

lorsque w = 1, I’équation (2.2) admet une solution unique.

Cheng et al. (1995) ont montré que sous des hypotheses de régularité, I’estimateur obtenu
par la résolution de 1’équation (2.2) est consistant et qu’il converge approximativement
vers une distribution normale de moyenne nulle et de matrice de variance-covariance qui
peut étre estimée de maniére consistante (la preuve des résultats de Cheng et al. (1995) est
donnée en Annexe 2.B) .

2.3. Estimation par la méthode IPW en présence de données manguantes

Supposons que 1’on dispose d’un échantillon de n items. Pour chacun d’entre eux, on
observe un vecteur de variables explicatives Z a I’instant t = 0 (début de I’étude) et I’on
souhaite observer la durée jusqu’a la défaillance. On considére la situation ou 1’observation

de la durée (éventuellement censurée) et de I’indicatrice de censure n’est possible que pour
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un sous-échantillon aléatoire de 1’échantillon initial. Cette situation se rencontre en
particulier en fiabilité lorsque des contraintes techniques inattendues viennent limiter les
possibilités de recueil des données ou interrompre une partie d’un essai en cours. On
dispose alors d’observations du triplet (X, A, Z) sur un sous-ensemble des n items tandis
que pour les autres items, on ne dispose que des observations de Z. Dans ce contexte de
données manquantes, une solution simple pour estimer S, consiste & mener une analyse en
"cas complets" ("CC" par la suite) c’est-a-dire a : i) retirer de I’échantillon les items i pour
lesquels I’information (X;,A; ) est manquante, ii) calculer I’estimateur de Cheng et al.
(1995) sur les items restants. Cette solution entraine néanmoins une perte d’information et

conduit & des estimateurs inefficaces et biaisés (Little et Rubin (1987)).

Nous proposons donc dans ce travail une alternative basée sur le principe de la
"pondération par probabilité inverse (Inverse Weighted Probability (IWP), dont I’article de
Seaman et White (2013) dresse un panorama récent.

Dans ce contexte, les données sont constituées de n vecteurs indépendants
(R;, X;R;,A;R;,Z; ) ou R; = 1 si (X;,A;) est observe et R; = 0 sinon. Nous supposons

que les données sont manquantes au hasard (Tsiatis (2006)):

A. La probabilité d’observer le couple (X, A ) ne dépend pas de (X,A) mais peut dépendre
de Z. Autrement dit, P(R = r|X,A,Z) = P(R =r|Z),r = 0,1.

Dans la suite, nous notons n; = P(R; = 1|Z;) la probabilité d’observer le vecteur complet

(X, A, Z ) pour I’item i et nous 1’appelons probabilité de sélection.

L’intuition a la base du principe de la pondération par probabilité inverse est la suivante.
Soit un item i, dont la probabilité de fournir une observation compléte (X;, A;, Z;) est égale

an; et tel que R; = 1. Alors cet item peut étre considéré comme le représentant observé

d’un groupe de taille - d’items similaires mais non observés. La pondération par
i

probabilité inverse consiste donc a pondérer chaque item i tel que R; = 1 par nl afin de

tenir compte de la contribution d’items similaires mais incompletement observés. Les

probabilités de sélection n;étant genéralement inconnues, il est nécessaire de les estimer.
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Sous I’hypothése A, elles peuvent E&tre estimées (paramétriquement, non/semi-

paramétriquement) a partir des observations (R;, Z;),i = 1, ...,n

Par exemple, si I’on suppose que les n; suivent un modele de régression logistique (ie
ogit(n;) = logit(n;(vo)) =v¢Z; ), un estimateur §, de y, € RP est obtenu en
maximisant la vraisesmblance [T, n;® {1 — n;}*~Ri. Si ce modéle est correct, n; peut étre

estimée de maniere consistante par 7, = 1;(#,) (voir Fahrmeir et Kaufmann (1985)).

Nous proposons d’estimer S, par la solution ,, de I’équation d’estimation

SRR A1(X; = X;)R;R;
olBr=) ) zij{’ = %) ]—E(Z{jﬁ)}zo

i=1 j=1j#i G2(X;)nen,
n n
= e ® (23)
i=1 j=1,j#i

En effet, on a :

A-lX-ZX-R-R = XRR
P )
G2(X;)nin; G2(X;)nin;

_E [E ll(T,- < (H1(CAT, = T))R;R;

\T;, 2, Z; | 12, Z l
G2(T;)nin; l Jl v

=Eﬁrwsqnmznnm TIRR,

IT;, z,zl|z, l
G2(T)nin; S

E[1(T; < ¢)1(C; = Tj) 1(T; = Tj)RiRj|Tj,zi,zj]|zi,zjl

_E[ 1
63 (T)nim;
= E[1(T; = T})|Z;, Z;] = €(Z]; o)

Ou B, est la vraie valeur de 3.
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Pour quela solution de ¢,(8) =0 soit un estimateur de fB,, nous montrons que

E(p;j(Bo)) =0:

A1(X; = X;)RiR;
762X,

A1(X; = Xj)RiR,
G*(X;)nim;

E|Z |Zl,Zl [ElIE lzij IT;, Z; Zl|Zl, ,l

=EIZU IAjl(X > X; )RR,

IT;, Z,Zl |Z-,Z-l
G2(X;)nin; R R

= Z,E[1(T; = T)|Z;, Z;]

= Z;;¢(Z{;Bo)
= E(¢;;(B)Z;,Z;) =0

D’ou il est naturel d’estimer S, par la solution £ de Y7 Z125=19ij (B) = 0.

G peut étre estimé par G I’estimateur de Kaplan-Meier (Andersen et al. (1993)). En
remplagant n;, n; et G par leurs estimateurs, nous obtiendrons une version approchée de

I’équation (2.3) qui permet d’estimer le parametre 3 :

n

AL(X; = Xj)RiR; _

=1,j#i

La solution f,,de I’équation (2.4), est une approximation de 1’estimateur théorique f3 .
Remarque 2.1 :

Nous avons supposé 1’indépendance de C et Z. Néanmoins, comme le mentionnent Cheng
et al. (1995), cette hypothése peut aisément étre relachée en remplacant G dans 1’équation
(2.3) par un estimateur de la fonction de survie conditionnelle de C sachant Z (par

exemple, un estimateur de type noyau si Z est continue, voir Dabrowska (1992)).

Remarque 2.2 :
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La démarche décrite ci-dessus peut étre géneralisée a une modélisation semi paramétrique
(par exemple: logit(n;) = v{Z; +e(6,Z;)) ou non paramétrique (par exemple :

logit(n;) = e(684Z;)) des n; ou e désigne une fonction inconnue.

Des méthodes de type vraisemblance locale peuvent alors étre utilisées pour estimer les n;
(voir Carroll et al. (1997) par exemple). Dans la suite, nous nous plagons dans un cadre

paramétrique et supposons que les n; suivent le modeéle logistique logit(n;) = y{Z; ol
Yo € RP, miz=m;(yo) etni(y) =P(R; = 1|Z;;¥).

2.4. Propriétés asymptotiques

Nous établissons la consistance de la suite d’estimateurs (53,,). Les conditions de régularité

suivantes seront utiles :
B. Il existe des compacts B et C de RP telsque B, € Bety, €G.
C. Les covariables sont bornées, c’est a dire |Z¥| < ¢; pourk =1, ..., p.

D. Il existe des constantes strictement positives c, et c; telles que G(t) > c, et

inf,egP(R = 1|Z = z;y) > c3 pour tout z.

E. La fonction de répartition F,(.) de ¢ est de classe C?.
F. La matrice E[Z,,Z],&(Z],B,)] est définie positive.
Nous énoncons le théoréme suivant :

Théoréme 2.4.1: (Mezaouer et al.(2014))

Sous les conditions A-F,

a) la suite d’estimateurs (f8,) converge en probabilité vers B, lorsque n tend vers
infini et,

b) \/H(ﬁn - .80) = Op(l)-
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Preuve du théoreme 2.4.1 :

Pour monter le résultat (a) du théoréme 2.4.1, nous vérifions les conditions du théoréme de
Foutz (Foutz(1977)). Ce résultat est basé sur le théoréme d’inversion locale (voir
Rudin(1964)), qui spécifie les conditions suffisantes pour 1’existence et la consistance de la
solution d’une équation d’estimation du type S,(8) = 0 ou 6 est le paramétre a estimer.
Une genéralisation du résultat de Foutz est donnée dans Strawderman et Tsiatis (1996)

dans le cas ou la dimension de 8 croit avec la taille de ’échantillon.
Conditions du théoréme de Foutz :

1. n~2¥,(B,) converge en probabilité vers O lorsque n tend vers I’infini
2. 0¥, (B)/0B" existe et est continue sur un voisinage de S,
3. —n?9¥,(B)/dB" converge uniformément en probabilité vers une fonction A(B)

sur un voisinage de S, et A(B,) est définie positive.
Preuve de la condition 1 :

Pour montrer que la condition 1 est vérifiée, nous allons écrire n=2W,,(B) sous frome de
somme de trois termes dont les deux derniers convergent en probabilité vers O et le premier

converge vers W(B) , puis nous montrons que ¥(gS,) = 0.

Posons U;; = Ajl(Xi > Xj)Rl-Rj et décomposons n=2¥,, (B) sous la forme suivante :

n? % GA(Xp)hn;  GE(X)mm; - G2(X)mim;  G2(X;)nm;

=1,j#i

-¢(z l,ﬁ)}

+ A
G? (X )771771

ey 1 » U{GZ(X) (] ﬂ)}

i=1 j=1,j=#i

(n—1) 1 z": 1 1
n nm-1) n; G(X) G (x))

i=1 j=1,j+i
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n

(n—l) 1 11
n nn-1) ZAZ(X){nW nin}-}

i=1 j=1,j#i

= (n ; 2 [lpn,l(ﬁ) + lIJ11,2 + an,S]

Considérons le premier terme ¥, 1 (). Sous les conditions A-F, onapour toutk =1, ...,p

etf €B:
[E[Z

Ce terme W, 1(B) est une U-statistique et d’apres la loi des grand nombres pour les U-

§(Z} zﬁ)}

1
ol < 2c ( +1><oo (2.5)
{GZ(Xz)Ulnz ! C22C32

statistiques (Hoeffding (1961)), lorsque n tend vers I’infini :

W P K Uiz
wi(B) = E||Z1; W §(Z1,P)

P B cpiez
Ou — désigne la convergence en probabilite.

Soit W), la k-eme composante de W¥,, , est donnée par :

) ~ n n 1
‘Pnz - n(n - DZ] Z]:il ninj {GZ(X) GZ(X )}
n n 1
”(”_1)121121;1 ninj {G 2(X)) GZ(X )}

U, [6(x) - 6(x)[6(6) (6(x) + 6(x)
n<n_1>ZZ [G(x) e Eealt )

nm; | G3(x)) 2G2(X;)

i=1 j=1,j#i

- Ui [G(X;) — G(X; G(x;) (G(X;) + G(X;)
n(n_DZ § 4 [G(X) G(X)l Ol )

ninj Gg(Xj) ZGZ(XJ')

i=1j=1,j#i
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n(n_l)z z e [Exa)

Sous les hypotheses C et D, ona:

U |G\ X G\ X; 2c R
n(n — 1)2 Z oo c)3(x.)( ) =3 Clg SUPuefo,116(w) — 6| (2.6)
= 0p(1)

D’ou

ko _ Uij G(Xj)—é(xj)]
lpnz_n(n—l)z: Z nin;j [ G3(X;) o)

i=1 j=1,j+#i

L’inégalité (2.6) et la convergence uniforme en probabilit¢ de I’estimateur de Kaplan-

Meier (Fleming et Harrington (1991)) entrainent lPr’f,z 5o lorsque n tend vers I’infini.
Considérons maintenant la k-eme composante de ¥, 3 pour k = 1, ..., p.

Sous les hypotheses B,C et D :

n

|ris| = n(n—l)zzG(X){nln ml";}

i=1 j=1,j#i

<1 Clii ! I, — )| @2.7)
= 1) 4 2, |~ .
n(n—1)c; =1 i G (1)
Par un développement de #; :== P(R; = 1|Z;;7,) et de 7j; :== P(R; = 1|Z;;¥,)) au voisinage
de y, nous avons :

ninj — 7?iﬁj = (),/\n - VO)T (711771()711) + 77]771()771)) + (?n - yO)TT.]i(?n)()’/\n - VO)Tf’j(?n)

Oun;(y) = an;(y)/0y et 7, 5 Yo lorsque n tend vers I’infini.
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En utilisant les inégalités triangulaire et de Cauchy-Schwarz, nous obtenons :
[nim; — 7| < W90 = vollllnin; ) + 00 @D\ + 19n = vol2In: @) |77 @) ||
Ou ||. || désigne la norme euclidienne sur RP.

Sous les conditions B et C, il existe une constante c, < o telle que ||77;(#,)|| < ¢, pour

touti =1, ...,n, etdonc:
[nim; — Aiflj| < 2callPn — voll + c2lI9n — voll?

En remplagant dans (2.7), on obtient :

el = voll + cZlI7n — ¥oll®) (2.8)

€1
pk | <=
[¥nsl < c3 G2(1) + 0,(1)

P e
Et donc W), — 0 lorsque n tend vers I’infini.

Finalement, pour tout § € B et lorsque n tend vers l’infini, n=2W¥, (B) converge en

probabilité vers :

Urz .
Y(p)=E lZu {m - f(leﬁ)}l

Nous montrons maintenant que ¥(8,) = 0.

Sous I’hypothese A et par indépendance de C et Z, on a:

Urz 1(T, < C)1(X; = X3)R4R;
- ]E ]E 12

| = |Z1,Z ,Tl
GZ(Xz)Ulﬂz G2(X2)mmn, l vow e

1(T, < Cx)1(T; = T,)1(C; = T;)R,R
=[E[[Elz12 (T, 2)1(Ty 2)1(C 2)RIR,

21,25, T
G2(T2)n1m2 ll v 2]

E[1(Ty = T2)|Z4, 2>, T2

B G(T,)G(T,)
2 G2(Ty)




= E[Z,1(T, = T)]
= E[Z,E[1(T, = T,)|Z4, Z,]]

E[1(T; = T,)|Z4,Z,] = é(Z],B,) (paragraphe 2.2) et donc :

E ]E[Z12€(Z{z,30)]

7.o— 12 |_
12 G2(X2)Mn;
Et donc W(B,) = 0. Ainsi :
14
n*¥, (o) = 0
Preuve de la condition 2 :

Notons que :

B/ == > ZyZLEELH)
i=1 j=1,j#i
Sous la condition E, 0¥,,(B)/0p" est continue sur B.

Preuve de la condition 3 :

Pour tout § € B,ona

i=1 j=1,j#i

40

qui est une U-statistique et d’aprés la loi des grands nombres pour les U-statistiques

(Hoeffding(1961)), lorsque n tend vers I’infini :

—n2 W, (B)/0B" D A(B) = f 2152126 (212 B)dF, (2)dF, (2)

Z1,Z2

avec F, désigne la fonction de répartition de Z.
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La convergence uniforme en probabilité sur B de —n? dW¥,,(B)/3dp" vers A(B) est obtenue
par application de la loi des grands nombres uniforme pour les U-statistiques (corollaire
4.1 de Newey (1991)). D’apres la condition F, A(S,) est définie positive.

Les trois conditions du théoréme de Foutz (Foutz(1977)) sont vérifiées donc S, converge

en probabilité vers S, lorsque n tend vers I’infini.

Pour monter le résultat (b) du théoréme 2.4.1, nous considérons le développement de

W,,(B) au voisinage de Sy :
W (Bn) = Pn(Bo) + (0% (Br)/9B")(Bn — Bo)
ot B, > B, lorsque n tend vers Iinfini. Donc :
V(B = o) = (—12 0%, (8)/08T) " n /2, (Bo).
Or
| =12 0w, (Br)/0B" — A(Bo)| < |-n* 0Wn(B,)/0B" — A(Bn)| + |A(Bn) — A(Bo)|

< supges|—n? 0¥, (n) /08" — A(B)| + |A(Bn) — A(Bo)]
< 0,(1) + 0, (1)

Par la condition F, A(S,) est inversible et on obtient donc :
~ -1p _
(=2 9w, (Ba)/0BT) = A(Bo)™
Ainsi Vn(B, — Bo) et A(Bo) " 1n~3/2W, (B,) convergent vers la méme limite. Puisque :

n—-1)

n

n=329 (B,) = [\/Hlan(ﬁo) +Vn¥,, + \/Hlpns]

et d’apres le théoréme central limite pour les U-statistiques (Kowalski et Tu(2007)) alors

Vn¥, 1(B,) converge en loi vers un vecteur gaussien centré de matrice de variance-
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Uiz

covariance E[£(9q,9,)¢(91,95)"], ot £(9,9,) = Z;, {m

— £(Z1,B0)} et 91, 95,9

sont des répliques indépendantes de 9; :== (X;R;, A;R;, R;, Z;).
On montre a partir de (2.6) et (2.8) que Vn¥, , = 0,(1) et vn¥, 3 = 0,(1) .

Finalement vn(B, — Bo) = 0,(1).

Remarque 2.3 :

Les termes VnW¥, , et v'n¥, ; apparaissent lorsque G et n; sont inconnus et doivent étre

estimés. D’aprés la démonstration ci-dessus, si G et n; étaient connus, \/ﬁ(ﬁn —,80)

convergerait en loi vers un vecteur gaussien centré de variance
A(Bo) M E[£ (91, 92)£ (91, 97)TTA(Bo) ™

Si G et n; sont correctement estimés, il est raisonnable de penser que f3,, sera également
asymptotiquement gaussien (ce point sera examiné dans 1’é¢tude de simulation de la section
2.6).

2.5. Estimation de la distribution conditionnelle de T sachant Z

Notons S,(t) := IP(T > t|Z) la fonction de survie conditionnelle de T sachant Z. On
montre S;(t) =1 — FE,(B3Z + h(t)) (chapitre 1)

Pour estimer S, (.) et donc estimer h(.), nous proposons le lemme suivant :
Lemme 2.1:
Sous I’hypothese A et les hypotheéses d’indépendance conditionnelle de T et C et

d’indépendance de C et Z,on a :
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R1(X > t) : B

[W - (1-F@{z+ h(t)))] =0
Démonstration

R1(X > t)

[ e ] G(t) E[R1(X > £)|Z]

- 77G—(t)IE[R|Z]IE[1(X > t)|Z]

1
0] E[1(C > t|D]E[L(T > )| Z]
= P[T > t|Z]

= 1-F(BoZ + h(D))

En prenant I’espérance de chaque coté, on obtient le résultat.

Au vu de ce lemme, un estimateur naturel de h(t) peut étre construit comme la solution

h(t) de I’équation d’estimation

1Zn: RA(X; > t)

n& @G (1-E(Bhz + h(v)) =

Un estimateur de S,-(t) est :

S;(t) =1-FE(BLz" + h())

2.6. Etude de simulation :

Nous considérons le modéle de transformation linéaire e(T) = —B,'Z + €, ol € suit une
distribution a valeur extréme (on obtient ainsi un modele de Cox a risques proportionnels).

Nous considérons le cas ou le modele contient une seule covariable Z qui suit une loi
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normale centrée réduite. Les valeurs In(1.5) = 0.405 et 0 sont considérées pour S,. La
variable de censure C est simulée suivant une loi exponentielle dont le paramétre 4 > 0 est
choisi de telle maniere d’avoir 15% et 30% de données censurées. La fonction de survie G
de la censure est estimée par 1’estimateur de Kaplan-Meier. Les indicatrices de données
manquantes R;,i = 1,...,n sont simulées suivant une loi de Bernoulli de parametre
PR =1|Z = z) = exp(6y + 6,Z) /(1 + exp(8, + 6,Z)) ol 8, et 6; sont choisis pour
produire des pourcentages de 15% et 30% de données manquantes. Un modele de

régression logistique est posé pour (R;,Z;), qui permet d’estimer les probabilités n; =

P(R; = 1|Z;) par 1); = exp(Po + 71Z) /(1 + exp(¥o + )712))-

Pour des tailles d’échantillon faible n = 75 et modérée n = 150, deux méthodes
d'estimation sont utilisées: la méthode proposée dans ce travail, et la méthode dite "cas
complet"(CC), qui consiste a retirer de I'analyse les observations i pour lesquelles le couple
(X;,A;) est manquant. Le cas ou tous les couples (X;, 4A;) sont observés est également
considéré. Ce cas (idéal dans les applications) fournira en effet la valeur de référence a
laquelle nous comparerons les estimateurs 3, et CC (noté ﬁ’n,cc). Dans ce cas, f, est

estimé en utilisant les équations de Cheng (1995) avec w(.) = 1.

Pour chaque combinaison des différents parameétres de 1’étude (taille d’échantillon,
pourcentages de durées censurées et de données manquantes), nous simulons N = 500

échantillons. Pour chaque échantillon simulé j,j = 1, ..., N, nous calculons les estimateurs

N

3Wet ﬁ,ﬁ’gc de B,. Les valeurs moyennes N1 30) ot NTLYN 1[)’(’)C et variances

empiriques de ces estimations sont données dans la Table 2.1 (lignes intitulées "moyenne"
et "variance"). Pour B, # 0 (respectivement 8, =0 ), nous obtenons la puissance
empirique (respectivement le niveau empirique) du test de Wald & un niveau de

signification de 5%. Les résultats sont donnés dans Table 2.1 :
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Bo n %censure | %dm 0 15 30
estimateur DC By, Br.cc B Br.cc
moyenne 0.386 0.393 0.705 0.382 0.825
0.405 75 15 moyenne(e. t) 1.193 1.355 2.712 1481 4.719
variance 0.019 0.027 0.152 0.031 0.259
puissance 0.803 0.672 0.582 0.631 0.141
moyenne 0.363 0.366 0.636 0.354 0.865
30 moyenne(é.t) 1.168 1.312 2.372 1.494 5.174
variance 0.021 0.032 0.135 0.041 0.358
puissance 0.756 0.689 0.653 0.545 0.116
moyenne 0.382 0.379 0.639 0.383 0.834
150 15 moyenne(é.t) 1.218 1.382 2411 1.591 4.564
variance 0.011 0.016 0.062 0.026 0.129
puissance 0.968 0.901 0.909 0.794 0.473
moyenne 0.367 0.367 0.634 0.369 0.841
30 moyenne(é.t) 1.199 1.348 2.386 1.551 4.633
variance 0.011 0.018 0.079 0.028 0.150
puissance 0.956 0.874 0.885 0.764 0.501
moyenne -0.003 0.002 0.003 0.010 0.015
0 75 15 moyenne(é.t) 1.125 1.351 1.697 1.583 2.476
variance 0.019 0.026 0.064 0.031 0.154
niveau 0.028 0.038 0.038 0.037 0.015
moyenne 0.002 0.003 0.002 -0.002 0.004
30 moyenne(é.t) 1.137 1.367 1.726 1.636 2.962
variance 0.022 0.030 0.077 0.047 0.293
niveau 0.048 0.056 0.047 0.072 0.016
moyenne -0.002 0.000 0.000 0.000 -0.007
150 15 moyenne(é.t) 1.143 1.369 1.673 1.609 2.644
variance 0.009 0.012 0.030 0.017 0.105
niveau 0.032 0.028 0.032 0.052 0.041
moyenne -0.002 -0.004 -0.007 -0.008 -0.028
30 moyenne(é.t) 1.138 1.382 1.704 1.649 2.737
variance 0.009 0.015 0.038 0.019 0.129
niveau 0.024 0.040 0.044 0.052 0.028

Note : DC pour Données Complétes

Table 2.1 : Résultats des simulations
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Au vu de ces résultats, ’estimateur S, semble nettement supérieur a I’estimateur CC en
terme de biais comme de précision. Si les performances des deux estimateurs se dégradent
lorsque le pourcentage de données manquantes augmente, f,, semble plus robuste & cette

augmentation que S, cc-

Nous avons montré dans la section 2.4 que vn(B, — Bo) = 0,(1). Comme mentionné

dans la remarque 2.3, on peut de plus s’attendre a ce que \/ﬁ(ﬁn — ﬁo) suive
asymptotiquement une loi normale. La démonstration théorique de cette intuition reste un
probléme ouvert. Néanmoins, notre étude de simulation peut fournir des indications utiles

sur ce point. Nous construisons les histogrammes et les diagrammes quantiles-quantiles

(Q-Q plots) de  fYet de Iestimateur Bfggc pour j = 1,...,N. lls sont donnés dans les
Figures 2.1-2.8.

Il ressort de ces graphiques qu’une approximation gaussienne de la loi de £, semble
raisonnable, y compris lorsque la taille n de 1’échantillon est relativement faible. Cette

approximation semble en revanche plus discutable pour la loi de I’estimateur CC.

Pour chaque échantillon j, nous obtenons enfin des estimations a(ﬁ,{)et eff(ﬁ,{‘cc) de
I’écart-type asymptotique de vn(B2 — B,) par la méthode de bootstrap et \/ﬁ([)”’,{,cc — Bo)
en utilisant I’estimateur proposé dans Cheng et al. (1995). Les moyennes e.t(f,) =
N7IEN et(B)) et et(Bucc) = N2 XN e t(B) ) de ces estimations sont fournies
dans la Table 1 (lignes intitulées "moyenne e.t"). Notons qu’asymptotiquement, la
variance empirique de f, (respectivement S, cc) devrait étre proche de (H(Bn))z/n
(respectivement (ﬁ(ﬁn,cc))z /n. Ceci est presque toujours Vérifié pour f,. Ce n’est en
revanche pas le cas pour BAn,CC ce qui indique que ’estimateur de la variance asymptotique

proposé dans Cheng et al. (1995) et adapté a la méthode CC n’est ici pas satisfaisant (en

raison sans doute de la faible taille d’échantillon résultant de 1’approche CC).

Pour chaque échantillon j (j = 1,...,N), la normalité asymptotique de 1’estimateur de

Cheng et al. (1995) permet de calculer une statistique de test de type Wald pour tester
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Hy: B, = 0 contre Hy: By #+ 0 a partir des cas complets. Une regle de décision de niveau

asymptotique 5% consiste alors & rejeter H, si |[?i‘cc/ei\t(ﬁ’,{’cc)| > 1.96.

Lorsque B, = 0.405, on calcule a partir des N eéchantillons simulés la puissance empirique
du test de Wald basé sur Bn,cc . Lorsque B, = 0, on peut calculer le niveau empirique de

ce test.

Nous n’avons pas démontré la normalité asymptotique de £, mais encouragés par les
résultats des Figures 2.1-2.8, nous calculons les puissance et niveau empiriques du test de
Wald de H, basé sur f3,. L’ensemble de ces résultats est donné dans la Table 1 (lignes
"puissance” et "niveau"). Le niveau empirique du test basé sur 3, (respectivement ,én,cc)
varie entre 2.8% et 5.6% (respectivement 1.5% et 7.2% ). On constate donc de meilleures
performances pour le test basé sur 3,,. Les puissances des deux tests diminuent lorsque la
proportion de données manquantes augmente. Mais cette diminution est beaucoup plus
marquée pour le test basé sur ancc, le test construit sur B, conservant une puissance

relativement élevée (en comparaison du cas sans données manguantes).

L’ensemble de ces résultats indiquent que 1’estimateur proposé améliore de fagcon notable
I’estimateur CC, qui constitue pour I’instant la seule solution disponible pour estimer les
paramétres du modele de transformation linéaire en présence de données manguantes.
L’estimateur f,, fournit des estimations pertinentes y compris lorsque la taille n de
I’échantillon est faible (de I’ordre de quelques dizaines) et/ou la proportion de données

manquantes (du couple (X, A)) est relativement élevée.
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2.7. Exemple

Nous illustrons la méthode proposée sur un jeu de données réelles constitué de n = 142
brins de kevlar soumis chacun a un stress donné (ici la suspension d’une charge accrochée
au brin). On dispose pour 108 brins seulement de la charge Z qui leur est appliquée, de la
durée X jusqu’a la rupture du brin ou censure et de I’indicatrice de censure A. Pour les 34
autres brins, on dispose seulement de la charge qui leur est appliquée. La censure intervient
soit a la fin de I’essai (au bout de 11h et 24 minutes environ) soit en raison d’un
détachement de la charge sans rupture du brin (du a un défaut d’attache de la charge). Dans
ce dernier cas, la censure n’est pas liée a la valeur de la charge et peut étre considérée
comme indépendante de Z. Nous estimons le parameétre S, (paramétre de régression
associé a la charge Z) dans le modele (2.1) ou ¢ suit une loi des valeurs extrémes. Nous
obtenons f3,, = 0.760(0.085) et ,E’n_cc = 0.677(0.090) (les nombres entre parentheses sont les
écarts-type estimés). Si les deux estimateurs s’accordent sur 1’existence d’un effet de la
charge sur le risque de rupture des brins, on note néanmoins un écart relatif de 11% dans

I’appréciation quantitative de cet effet. Au vu des résultats de la section 2.6, un crédit plus

important pourra étre donné a I’estimation f3,,, dont on pourra penser qu’elle refléte de

maniére moins biaisée que f,, ¢ I’influence de la charge sur le risque de rupture.

2.8. Conclusion et discussion

Dans cet article, nous avons adapté a un probléme de données manquantes les équations
d’estimation proposées par Cheng et al. (1995) pour estimer le paramétre de régression
d’un mode¢le de transformation linéaire. L’estimateur proposé repose sur le principe de la
pondération par probabilité inverse. Cet estimateur est consistant et I’¢tude de simulation
gue nous avons menée suggere que sa distribution peut étre approchée par une loi normale
lorsque la taille de 1’échantillon est suffisamment grande. De plus, cet estimateur améliore
de facon significative la seule solution disponible a ce jour pour implémenter les équations
d’estimation de Cheng et al. dans un contexte de données manquantes, a savoir la méthode
"cas complets”. Au-dela de ces résultats encourageants, plusieurs problémes restent

ouverts. Citons en particulier 1I’étude de la robustesse de 1’estimateur proposé a une
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mauvaise définition du modele de P(R; = 1|Z;) et la construction d’estimateurs robustes
de B,. Les techniques exposées dans Tsiatis (2006) devraient pouvoir étre utilisées avec

profit pour résoudre cette question.
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ANNEXE 2.A : U-STATISTIQUES

Soit X3, -+, X,, un échantillon de m variables indépendantes et identiquement distribuées

et soit h une fonction symétrique par rapport a ses arguments qui satisfait :
E(|h(Xy, -+, Xim)]) < o
Soit 6 un parametre a estimer tel que :
0 = E(h(Xy, -, Xm))

Alors :

Ua(h) = () z h(Xi, 0 Xy,

(i1, -mlm)ECH

est un estimateur sans biais de 8 ou C7, = {(iy, ..., i) i < iy < -+ < I, < n} représente
I’ensemble de toutes les combinaisons distinctes de m indices (i, ..., i) choisis parmi
{1,2,...,n}

Définition : une U-statistique de noyau h et d’ordre m est définie par :

U=V = (") > A X,,)

(il,...,im)ECr",ll

Si la fonction h n’est pas symétrique, il est possible de la ramener a une fonction

symétrique :

1
h(xq, o) X)) = — Z f Xy ooer X, )

n€lly,

ou la somme est prise sur toutes les permutations d’un vecteur de longueur m.



Exemple :
Soit :

f(x1,x2) = x§ — %1%,
Le noyau symétrique qui correspond a cette fonction est

1

55

h(xy,x2) = 2 [f (g, x2) + f (2, x1)]

(x1 — xz)z
2

On obtient alors la U-statistique :

g2 Z(Xi—xj)2
"_n(n—l),<_ 2
i<j

1 _
T (- 1)Z(X" -0

La décomposition de Hoeffding :

On définit les espérances conditionnelles pour ¢ =1,2,...,m :

he(xq, ooy x) = E[h(xq, oo, X0, Xpgq, oo

hy =6
Avec :
E[h.(X4,...,X.)] =6
Les variances sont définies par :

o2 = var{h.(Xq, ..., X.)}

» Xm)]
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Soit :

El (x1) = hy(xy1)

Etpourc=2,..,m

c—1
ho(xq, o %) = he(xq, o, X)) — ZZ flj (xl-l, ...,xij) -6

j=1 ¢,j

Si H]] =1, ...,mest la U-statistique basée sur le noyau fzj alors la H-décomposition de U,

est donnée par :

m
my —
U, =6+ z (j VA,
j=1
Théoreme 2.A.1:
Pourj < j':
cov(H;, Hy) =0

La distribution asymptotique de U,, :

var(U,) = (TZ)_Z z Z cov[h(Xil, ...,Xl-m),h(le, ...,ij)]

ieCly, jeCh,

=() ", 2

ieCl jeCl

G (G

Ou c est le nombre d’entiers communs entre (iy, ..., i) €t (i, ) jm)



Théoreme 2.A.2:

Sio? > 0alors:

VU, — 6) 5 (0, m?c?)

57
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ANNEXE 2.B : Preuve des résultats de Cheng et al.(1995)

Considérons les équations d’estimations de Cheng et al.(1995) :

n

$ , A1(X; = X;
up) = ZZ w(Z1,B)Z;; {% - E(ZiTjﬁ)}
i=1 j=1 ]

(e)

(2.B.1)

Nous montrons tout d’abord la consistance de 1’estimateur de Cheng et al.(1995), et

ensuite la normalité asymptotique de cet estimateur.

2.B.1 : Consistance de £,

Soient z;, = z; — z, et H la fonction de répartition de Z.

D'aprés la loi des grands nombres, on a:

1 . P : : A 1(X; = X)) :
FUn(ﬁ)(ﬁ — o) > E <w(Z1zﬁ)Z12(ﬁ — Bo) {sz) —¢(Z 123)})

vt DA 2 X)) o,
[E(w(Z 123)Z 12(.3 _,Bo) {sz)—f(Z 125)})

MN1X =X
= E <w(ZT12[>))ZT12(ﬁ — Bo) M)

G2(X2)

_[E(w(ZT12ﬁ)ZT12 B - .BO)SZ(ZTQ,B))

Et

M1(X, = X
E <w(ZT1zﬁ)ZT1z(ﬁ By g)

G2(X2)

A 1(X1 = X3)
=E <IE lw(Zle,B)Zle(,B - ﬁo) sz)l |ZI'ZZ>
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A1(X, =2 X
=E <a)(ZT12/3)ZT12(.3 — Bo)E [%)Z)Z)l |Z1,Zz>

= E(w(Z"128)Z"12(B — Bo)§ (Z'128))

Et donc

A1(X, =2 X
E <w(ZT12.3)ZT12(/3 — Bo) {%);2) - E(Zleﬁ)}>
= E[w(ZT12,3)ZT12(ﬁ - ﬁo){f(ZT1zﬁ) - f(ZT12ﬁo)}]
= f w(z'128)z"12(B — ﬁo){f(ZT1212ﬁ) - f(zTnﬁo)} dH(z,)dH(z,)
Ce qui signifie que n—lz UL (B)(B — B,) converge Vers : le,zz w(z],B)zi, (B —
Bo){E(2"12B8) — &(2"12B0)} dH (z1)dH (z5)

Cette limite est nulle seulement si B = B, d’aprés la théorie des Z-estimateurs (Van der

Vaart (1998)). On en déduit que f3,, converge en probabilité vers B, .

2.B.2 : Normalité asymptotique de 8,

Le developpement de U,,(B) en série de Taylor autour de 3, donne :

Un(B) = Un(Bo) + (B — Bo)Un(B*) avec B* € [Bn, Bo] et U représente la dérivée de U.

On aalors
Un([?n) = Un(ﬁo) + (ﬁA - ﬁO)Un(ﬁ*)

0 = VnUn(Bo) + V(B — Bo)Un(B*)

V(B = o) = 1730 (B [~ 5 Un (87|
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= 072U, (B) |- %Z;ZW(ZW )2y {%;)Xj) 52k *)}
+ %Z":z”: w(Z'yB")§(Z )22
==
Ona
2E {ZTijd)(ZTijﬁ*)Zij {%};X,) - é(ZT”ﬁ*)} - 0}
Et
%Zn: zn: W(Z' B E(ZiB) 22"y S E(w(ZypE(Z 7)) 25 2T) = A

i=1j=1

Alors, on a

V(B = Bo) = W 2Un (B)A" + 17 2Un(B) X 0p (1)

Pour montrer la normalité asymptotique de f3,, il suffit de montrer la convergence de

3
n 2U,(B,) vers une loi normale.
g . _3
2.B.2.1: Normalité asymptotique de n"2U,(B,)

3
On peut remarquer que n 2U,(B,) est une U-statistique qui, suivant le théoreme central
limite pour les U-statistiques, est asymptotiguement normale avec moyenne nulle et

matrice de variance-covariance X (Kowalski et Tu (2007)). On en deduit :

V(B — Bo) > M (0,5)

La matrice I est estimée par £ = A~1TA’~* ol
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1N .
= zzw(szjﬁn) §(Z";Bn)Zii 2"

i=1j=1

N . . _— _3 . . N
et I est I'estimateur de T la variance de la loi limite de n2U,,(B,). Pour déterminer I, une

3
approximation de n"zU,,(,) est donnée dans ce qui suit.

3
2.B.2.2 : Approximation de n"z2U,,(B,)

Ecrivons le terme U,,(B,) sous la forme suivante :

U o) = ZZ @yt (L (2]

i=1j=

zn: Z w(ZTUBO)ZU {%;)Xj) - E(ZTijﬁO)}

i=1j=1

4 zn: Z w(ZTU,Bo)ZU {%};X]) - f(ZTij.B)}

zn: zn: w(ZT”ﬁO)ZU {A 16()2(6)(_) ]) - E(ZTijﬁo)}

i=1j=

Zn: Zn: a)(ZTUﬁO)ZU {A 16(2(&)(_) ) - f(ZTijﬁo)}

i=1 j=1

+ zn: zn: w(Z"jBo)Zi {%}

i > w(Z'yh0)2; {%};}9)}

i=1j=1



62

=A+

w(Z'3jB0)Zii01(X; = X)) {GAz(lXj) B Gz(lxj)}

Il
Juy

NEE
.Mz

1l
[

i=1j

=A+ i i (‘)(ZTLJBO ij = 1(Xi = Xj) {GZ(Xj) _ éz(Xj)}

G2(X;) a2(x;)

i=1j=1

=At Zzn: zn: w(ZTijBO)Zij 41(X: = X)) 6(X;) - G(X)) (%) G(x;) (G(Xf) + E(XJ))

el G2(X;) G(X;) G2(X;)

Zii‘” AT M1(X; = %) 6(X) = G(X)) {1 N 6(x) (6(x) +6(x))) 1}

G*(X;) G(X;) 2G*(x))

— 4+ ZZ Z W(Z'B0) 7% Ale()z(E;j)Xj) G(ng(;jG;(Xj) {1+ 0,(1)}

5= zn:zw(ZTuﬁo l]Al(Xiz}(f)G()Q)—@(Xj)

G*(X;) G(X;)
On peut écrire donc

3 3 _3 3
n 2U,(By) =n 2A+2n 2B + 2n" 2B X 0,(1)

3
Le dernier terme 2n" 2B X 0,(1) peut s’écrire :

;(6(%) - 6(%)) 1<
2n” ZB X 0,(1) = \/_Z 630X Ez w(Z';B)Zi;1(X;: = X;) 0,(1)

i=1

Sous la condition C, on a
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Z w(Z"jBo)Zi;1(X; = X)) 5 Elw(Z":;B0)Zij1(X; = X;)]= 0,(1)

i=1

S|

Et donc :

0,(1)

I~ A
ZHZ 3(X)o (1o, (1)

%)

= 20,(1)0,(1)0,(1) = 0, (1)

Car x/H(G(Xj)—C()(j)) converge Vers un processus gaussien donc \/E(G(Xj)—

G(x;)) = 0,(D).

3 ~
Pour déterminer le terme 2n 2B, on considere la représentation de (G —G)/G
(Gill,1980) :

d(N5(s) = Y ()Ac(s))

G(X;) =G _ foé<s_>1n(s)
G(X)) IORAS

Avec

T(s) = Z h(s) = ) 1062 9)



Jn(s) = 1(¥,,(s) > 0)
Ni(s)= ) Nf(s)= ) 1(X; <s,A;=0)
2O =2

On pose M, (s) = N¢(s) — fos Y. (w)dA.(uw) qui est une martingale centrée. Alors :

G(X)—-GX) Z fo G(s2) Ji(s)

G(X;) G(s) Y. (s) d(Ng (s) = Y (s)A.(s))

> [ G(s2) Ji(s)
S_)Jk\S
= X =>5)———=——=dM (S)
,ZL 52 )G® 1o M
_3 .
En remplagant dans 1’expression précédente de 2n” 2B, on obtient :

2 11O o N1(X; 2 X)) G(s_)]k(s)
Zn 2B = zgﬁzzw(z iBo)Zij Torx) (Zf 1(X; G(s) mde(S)>

i=1j=1

* 1o N1(X; = X)) G(s2) Ji(s)
Jo FEZM(Z iBo)Zij (X 25)——~ 6o 1 1 (s)de(S)

G2(x
k=1 i=1j=1 ( J

- z%if%ii(qg op(1))de(s)

Avec

1_
n(s) = 1im. EYk(s)

_ o A1(X; = X))
q(s) = nhm ZZ w(Z ij.BO)Zl] Z(X) ( >s)

Donc

64
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n

2n"2B = Z—Zf Zi dM,(s) +2 inifo iZde(s) 0p(1)

k=1 i=1j=1

o)

Puisque [E(fooo dM, (s)) =0 (car f0°° dM, (s) est une martingale centrée), on a alors :

Z%Zfowiidm(s) 0,(1) = 2v/n %Z-[;)mde(S) —IE(fOoodMl(s)> 0,(1)

i=1j=1

= 0,(1)0,(1) = 0,(1)

Ou 0,(1) vient du theoreme central limite.

3
Ce qui donne a la fin I’approximation de 2n 2B :

2n ZB =n 2A+2n ZZf a(s )de(s) +0,(1)

3
=n 24A+T+0,(1)

Avec: T = 2n"2 Zk L Ooozngk(s)

et

A= zn: z”: w(Z"80)Zy; {%};&) - f(ZTijﬁo)}

i=1j=1

= Zn: Zn: h(Z;,Z))

i=1 j=1

o

-

[h(Zu ])] = E (IE [h(zv J)]lZl’ J)

=E[0]=0
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2.B.3 : détermination de T

3 —
Variance asymptotique de n zA : Il existe un noyau h(Zi,Zj) symétrique (il reste invariant

3 —
en permutant ses arguments) de telle maniére que n 24 soit une U-statistique de noyau h.

En effet, posons
— 1
h(Zi,2;) = E(h(zi'zj) + h(zj'zi))
1
=32 (“’(ZTiJﬁO)Zijeij(ﬁo) - (‘)(ZTjiﬁO)Zjieji(ﬁO))
1
=32 (“’(ZTifﬁo)Zijeij(ﬁo) - w(ZTjiﬁO)Zijeji(ﬁO))
1
=5 (w(ZTijﬁo)eij(ﬁo) - ‘U(ZTjiﬁo)eji(ﬁo)) Z;;
Ou

N1(X; = X;)

c2(x) §(Z"iBo)

eij(ﬂo) =
Notons que Eh(Z;,Z;) = 0

3
On écrit n 24 sous la forme

E(Zi,zj)

le
I
N w
IIMS
[uxy
IIMS

i=1 \ j<i j>i
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-1 2 OO,
R I NICED

i=1 j>i

(n—1) 2 e
R \/ﬁn(n—l)zzh(zi'zj)

=1 j>i

(n—1)

n

Vn Sy

S,, est une U-statistique de noyau h (Annexe 2.A), qui d’aprés le théoréme limite central

est asymptotiquement gaussienne (Kowalski et Tu (2007)) avec variance asymptotique T7;:
L
Vn(S, — 0) >N (0,Ty)
Ou

Iy, = 4var|E(h(Zy, Z,)|Z,)]

®X2
= 4E[E(R(Zy, Z,)12,)]%° — 4 <]E[]E(71(Zl,22)|21)]>
0

= 4E [{E(h(Z:, Z)1Z: ) WE(R(Z1, 2,)12,)} |
= 4E [{E(h(Z:, Z)1Z:)WE(R(Z1, Z5)12,)} |
= 4E[E{R(Zy, Z,)R' (21, Z5)12,: )]

= 4E[h(Z,, Z,)R" (24, Z5)]

qui peut étre estimeée par :
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Z h(Z., Z;)h'(Z;, Zy,)

1k+j
n o n
1
M)

i=1j=1

- w(Z 11.80)811(.80)} {a)(Z Bo)elk(ﬁo) - w(Zchi:BO)eki(.BO)}ZijZiTk

M:

n
4
)

i=1j

M:

{w(Z";B0)ei;(Bo)

=

#]J

Variance asymptotigue de T: Remarquons que dans [D’expression de T =

1 (o]
20z Y, [ 19 gm0, XY est un processus prévisible et Iy q(t) 5 AMy(t) est une

0 =) (1)
martingale (Martinussen et Scheike (2006)), et on a

T = znka "8 M, (6)
_ ﬁ(%kz j "8 de<t)>

En appliquant le théoréeme central limite pour les martingales (Rebolledo (1980)), on a

<Z f q()de(t)—o>f>N(o,r2)

Ou

I, est donnée par :

I, = var lzf thi de(t)l

[P a®q'(®)

=], o !
[P a®q'(®)
= 4]0 —n(t)nT(t)IE[de(t)zm_]



q(t)q'(®)
n(t)m'(t)

=+
0
z4f

0

3
Covariance entre n"zA et T : on remarque que

————— Y ()dAs(t)

q(®)q'(t)
(t)

dAg(t)

2 1(X; 2 X)) q'(X) 21(X; 2 X)) q'(X,)
{ GZ(X) ( - )T[(X)} IE[[E{ Gz(] ( _A) (X)}lci'Ti'le
_E [[E {M 1(T; > C)) qT(Ci)} IC,, T, T-l
GZ(X]) l l T[(Cl) [ 2 2 |
= [E{foowl(’r. > t) qT(t) dF}
o G*(X;) L O
_ IEUOOMMT- O G(t)dA }
o G2(x) T PVam ¢
~ A1(X; 2 ]) q' ()
_]EUO o x) 1(X, <t)1(X; > ¢ s
Donc
B3O ! q(t)
covin Zsz(Z UBO)ZueU(ﬁO) 2n 2f —de(t) 1Z;, Z;

Th
[y

i j=

:l\.)| N
iN-
M-

Q
:N| )
1=
||M=

=

-
1l

[uxy

-

1

f w(Z";;Bo)Zijei;(Bo)
0

f w(Z';B0)Zi;
0

q'(t)
(t)

M1(X; = X)R;

Zde(t) \Z, z]

R; q'(t)

G2(X;)nm;

n(t)

H

d{M;(t) + M;(t)} |Zi,zj]




3,
(Ngb

...
Il
-

3,
(Ngb

,..
Il
-

3,
(Ngb

~
Il
-

—.
1l
[y

s

-
1l
[y

s

~
1l
Y

s

-
1l
[y

IEUO an((tt))d{Ni(t)—fo 1(X; = s)dAg(s) + N;(t)

- ft1(X,- > S)dAG(S)} IZi»Zjl

® q'(t)
E UO H ) d[N;(©) + N; ()]

co qT(t) t
_]O e djo (106 2 ) + 1(X; 2 5)) dAg(s) |zi,zjl

E lH(l _A) a'X) foquT(Xi)
0

m(X;) (X)) d[N;(t) + N;(8)]

* q'(t)
_ fo Hoo (120 +1(x, 1)) dAG(t)|Zi,Zjl

© q'(t) ® q'(t)
E{fo Ho 1(X; < £)1(X; = )dAg —fo Horts (1(Xl- > )

+1(X; = t)) dAG(t)lzi'Zj}

]E{.LOOHC:TT((;)) (1 —1(x; > t)) 1(X; > t)dA, —foooH ?TT((;) (1(XL- > )

+1(X; = t)) dAG(t)lzi'Zj}

n(e)

S iz

2 E Um H ® 1(x; > t)1(X; = t)dAG|Zi,Zj}
; 0

4 n n © . Ajl(Xl > X']) qT(t)
ﬁZZE{fo @(Z"4ifo) i c2(x;)  m(®) 1% = t)dA("lZi'Zf}

70



71

1 v AA(X; = X)) q'(2)
z—4f {EZZ“’(ZTLJ% ' GZ(X]-)] T 1(Xj2t)dAG|Zi,Zj}

=1 j=1

0o T
S OOy
0

(t)

Onadonc:

1 n n n
['= lim l_ZZZ{w(z Uﬁo)eu(ﬁo w(ZjTiﬁO)e]l(ﬁo)}{w(Z ﬁo)elk(ﬁo)

q(0q'(®)

- w(Zkl,Bo)ekl(.Bo)}ZU ik~ —[o n(t)

dAg

Cette expression de T' peut étre estimée en remplacant 8,, G et n; par S, , G et #;, et en

remplacant A, par son estimateur de Nelson-Aalen (Andersen (1993)).

Soit Ag(t) I’estimateur de Nelson-Aalen de la fonction de risque cumulé Ag(t) :

o [RANS() O ANE() O 1 < (1 -A)
ORI %5 TL4TO 4TG0

On peut écrire donc :

“q®)q'(®) ~  (q®q () dNF L)
fo m(t) dAG_fO n(t) & T

o ax)Dex)

= Zintxoron AR
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n

®2
_1N (-4 C . Aj 1(Xl 51Xz X))
= F; (Zkl(Xk > Xl))z {Zzw(z 1] n) ij 2 (X > Xl)}

i=1j=1

La matrice I" peut étre donc estimée par :

PSS (ol () = (B (o)} o )

— 0(Z"iPn)éni(Br)}ZiiZ ik

&2
A -8 O ey, M1z X)
n3 L (T 10X, = X)) {ZZ o(Z'B,)Zij (%) 1(X; = Xz)}

i=1j=1
Ou:

A1(X; = X))

éij(Bn) = & (x) —&(Z7;Bn)

et v®2 = vv' pour un vecteur v.m
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Annexe 2.C : PROGRAMME DE SIMULATION

Nous présentons une partie des programmes utilisés dans I’étude de simulation décrite dans

la section 2.6. Cette partie correspond & 15% de données manquantes et 15% de censure

n=75

Z=matrix(nrow=n,ncol=p) #matrice des covariables
Z[,1]=rnorm(n) # covariable 1
T=-exp(-Z[,1]*b0)*log(runif(n,0,1))/lambda

I=.167 # pourcentage de censure 15%

C=rexp(n,l)

matrZ=2Z ; vectT=T ; vectC=C

X=pmin(T,C) ; deltac=as.integer(C<=T)
if(deltac[which.max(X)]==1)
{X[which.max(X)]=T[which.max(X)];deltac[which.max(X)]=0}
delta=as.integer(T==X)

Gkm=survfit(Surv(X,deltac)~1) #estimateur de Kaplan-Meier pour G la survie de la
censure

#i#####Calcul pour Donnees Completes DC#

v=NULL

for (j in 1:n){if (sum(as.integer(Gkm$time<=X[j]))!=0)
{v[j]=delta[j]/(Gkm$surv[sum(as.integer(Gkm$time<=X[j]))])"2} else {Vv[j]=1} }
vectV=v

d=matrix(rep(v),1,ncol=n,nrow=n)
II=matrix(nrow=n,ncol=n) # matrice des indicatrices
X2=matrix(rep(X),1,ncol=n,nrow=n) ; X1=t(X2)
I1=t(matrix(as.integer(X1>=X2),nrow=n,byrow=T))

m=d*1l ; matrM=m
Z1=t(matrix(rep(Z[,1]),1,nrow=n,ncol=n))

Al=Z1-1(Z1)

indexi=rep(1:n,each=n); indexj=rep(1:n,n)
s3=function(b){#la somme des Zij * xi

xi=function(i,j){ # fonction xi(.)

h=function (u){h=exp(-exp(u+crossprod(Z[i,]-Z[j,],b)))*exp(u-exp(u))
h}

xi=integrate(h,-Inf,+Inf)$value

xi}#fin fonction xi

ft=matrix(mapply( xi,indexi,indexj),nrow=n,byrow=T)
sp=sum(Al1*ft)

sp}#fin de s3

Udc=function(b){ #fonction d estimation
r=colSums(Z*rowSums(m))-colSums(Z*colSums(m))-s3(b)
r  }#fin de Udc

DCJk,]=dfsane(par=.5, fn.=Udc)$par
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#calcul ecart type pour DC
indi=rep(1:n,each=n*n);indj=rep(rep(1:n,each=n),n);inds=rep(1:n,n*n)
terme= function(i,j,s){if(s!=j){
t=(e(i,j)-e(j,1))*(e(i,s)-e(s,i))*tcrossprod(Z[i,]-Z[]j,1.Z[1,]-Z[s.])

} else {t=matrix(0,nrow=p,ncol=p)}

t}#fin de terme
terme_array=array(mapply(terme,indi,indj,inds),c(p,p,n*n*n))
termel=sum_array(terme_array,sum)

R=rep(1,n)

terme2ft=function(s){ sums=function(i,j){sums=t(Z[i,]-
Z[j,])*m[i,j]*as.integer(X[j]>=X[s]) }#fin de sums
carre_array=array(mapply(sums, indexi,indexj),c(p,p,n*n))
carre_sum=sum_array(carre_array,sum)
terme2ft=(R[s]*(1-delta[s])/(colSums(R*I1)[s])"2)*tcrossprod(carre_sum)
terme2ft}#fin de terme2ft
terme2_array=array(mapply(terme2ft,1:n),c(p,p,n*n))
terme2=sum_array(terme2_array,sum)/n
vargamma=(1/n"3)*termel-(4/n"3)*terme2  #calcul de variance de gamma
#calcul lambda inverse pour DC

derivxi=function (i,j){ #derivee de xi
prime=function(u){prime=exp((u+crossprod(Z[i,]-Z[j,],DCI[Kk,]))- exp(u+crossprod(Z[i,]-
Z[j.].DC[k.])) )*exp(u-exp(u)) }

xiprime=-integrate(prime,-Inf,+Inf)$value

xiprime}#fin derivxi

inverse=function(i,j){inverse=tcrossprod(Z[i,]-Z[j,] )* derivxi(i,j) }#fin inverse
lambda_array=array(mapply(inverse,indexi,indexj),c(p,p,n*n))
invlambda=ginv((1/n~2)*sum_array(lambda_array,sum))
sigma=invlambda%*%vargamma%*%invlambda

seDC[k,]=sqrt(sigma)

#iH#HH#debut calcul pour IWP 15% de données manquantes###t#

a=2; ¢g=1 #pourcentage de données manquantes de 15%
p=exp(a+g*Z[,1])/(1+exp(at+g*Z[,1]))
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R=rbinom(n,1,p)

gammac=glm(R~Z[,1], family="binomial")$coefficient
muchap=exp(gammac[1]+Z[,1]*gammac[2])/(1+exp(gammac[1]+Z[,1]*gammac[2]))
X=pmin(T,C)

# equations géneralisées IWP

m=m*matrix(rep(R/muchap),1,ncol=n,nrow=n)
Z1=t(matrix(rep(Z[,1]),1,nrow=n,ncol=n))

Al=71-1(Z1)

indexi=rep(1:n,each=n); indexj=rep(1:n,n)

Uiwp=function(b){ #fonction d estimation
r=colSums((R/muchap)*Z*rowSums(m))-colSums(Z*colSums(m*(R/muchap)))-s3(b)
r H#fin de Uiwp

IWP15[k,]=dfsane(par=.5, fn=Uiwp)$par

#calcul écart type pour iwp15%
terme_array=array(mapply(terme,indi,indj,inds),c(p,p,n*n*n))
termel=sum_array(terme_array,sum)
terme2_array=array(mapply(terme2ft,1:n),c(p,p,n*n))
terme2=sum_array(terme2_array,sum)/n
vargamma=(1/n"3)*termel-(4/n"3)*terme2

#calcul lambda inverse pour IWP15

derivxi=function (i,j){ #derivee de xi
prime=function(u){prime=exp((u+crossprod(Z[i,]-Z[j,],IWP15[k,]))-
exp(u+crossprod(Z[i,]-Z[j,],IWP15[k,])) )*exp(u-exp(u))}
xiprime=-integrate(prime,-Inf,+Inf)$value

xiprime }#fin derivxi
lambda_array=array(mapply(inverse,indexi,indexj),c(p,p,n*n))
invlambda=ginv((1/n"*2)*sum_array(lambda_array,sum))
sigma=invlambda%*%vargamma%*%invlambda
selWP15[k,]=sqrt(sigma)

#iHH#HH#debut calcul pour CC 15% (sans données manquantes)###

T=T[R==1] ;C=C[R==1] ;X=pmin(T,C)
n=length(X)

Zlaux=NULL ;Zlaux=Z[,1]
Z=matrix(nrow=n,ncol=p) ;Z[,1]=Z1aux[R==1]
muchap=muchap[R==1] ;muchap=c(rep(1,n))
v=V[R==1] ; R=R[R==1]
d=matrix(rep(v),1,ncol=n,nrow=n)
X2=matrix(rep(X),1,ncol=n,nrow=n)

X1=t(X2)
l=t(matrix(as.integer(X1>=X2),nrow=N,byrow=T))
m=d*l1*matrix(rep(R/muchap),1,ncol=n,nrow=n)
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Z1=t(matrix(rep(Z[,1]),1,nrow=n,ncol=n))
Al=71-1(Z1)

indexi=rep(1:n,each=n); indexj=rep(1:n,n)
CC15[k,]=dfsane(par=.5, fn=Uiwp)$par

#calcul variance CC15%

indi=rep(1:n,each=n*n); indj=rep(rep(1:n,each=n),n); inds=rep(1:n,n*n)
e=function(i,j){ #eijchap de betachap

e=ml[i,j]-xi(i,j)}#fin e
terme_array=array(mapply(terme,indi,indj,inds),c(p,p,n*n*n))
termel=sum_array(terme_array,sum)
terme2_array=array(mapply(terme2ft,1:n),c(p,p,n*n))
terme2=sum_array(terme2_array,sum)/n
vargamma=(1/n"3)*termel-(4/n"3)*terme2

#calcul lambda inverse pour CC15

derivxi=function (i,j){ #derivee de xi
prime=function(u){prime=exp((u+crossprod(Z[i,]-Z[j,],CC15[Kk,]))- exp(u+crossprod(Z[i,]-
Z[j,],CC15[k,])) )*exp(u-exp(u))}

xiprime=-integrate(prime,-Inf,+Inf)$value

xiprime}#fin derivxi

lambda_array=array(mapply(inverse,indexi,indexj),c(p,p,n*n))
invlambda=ginv((1/n"2)*sum_array(lambda_array,sum))
sigma=invlambda%*%vargamma%*%invlambda

seCC15[k,]=sqrt(sigma)
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CHAPITRE 3

TEST DU LOG-RANK AVEC STRATES MANQUANTES

ET CENSURE DEPENDANTE

3.1. Introduction

Le test du log-rank est souvent utilisé pour comparer des groupes de traitement randomisés
en présence de censure. Le test du log-rank est un test non-paramétrique, il permet de tester
I’hypothese nulle H, d’égalité des fonctions de risque dans les différents groupes. L’idée
du test est de comparer 1’estimateur de Nelson-Aalen du groupe spécifié a celui calculé
sous H,, commun a tous les groupes. Ce test peut étre généralisé au test du log-rank

stratifié.

Dans ce chapitre, nous présentons le test du log-rank et sa généralisation au cas stratifié,
puis nous introduisons une nouvelle version modifiée de ce test dans le cas ou les strates
sont manquantes et la censure est dépendante du groupe de traitement. Nous établissons les
propriétés asymptotiques de la statistique du test obtenue sous 1’hypothése nulle. Nous la
comparons ensuite a la statistique du test basé¢ sur 1’analyse en cas complet a I’aide d’une

étude de simulation.

3.2. Comparaison des groupes de survie
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Considérons que dans un essai clinique, n individus sont randomisés dans K différents
groupes de traitement. Supposons que I’on veut étudier I’effet d’une ou plusieurs

covariables sur la survie dans ces K groupes.

Soit A, (t) la fonction de risque instantané d’un individu dans le groupe k, k = 1, ..., K. Le

probléme revient a tester I’hypotheése Hy: 4, = 4, = -+ = Ag.

Soient Ny (t) et Y (t) le processus de comptage individuel et I’indicateur de risque

respectivement.

Soit n, le nombre d’individus dans le groupe k, et soit YX_. n, =n le nombre total

d’individus supposés indépendants.

Dans le groupe k, I’estimateur de Nelson-Aalen de la fonction de risque cumulé A, (t) =

fot A, (s)ds est donné par:

-~ _ thk(S)
A(t) = fo e

Ou Ni(t) = Z?z"l Ny (t) représente la somme des processus de comptage individuels dans
le groupe k et Y, (¢) = 7%, Yy, (¢) représente le nombre des individus a risque a I’instant t

dans le groupe k.

L’estimateur de Nelson-Aalen, sous H, de la fonction de risque commune a tous les

groupes A(t) = fotl(s)ds est donné par :

~n LdN (s)
A(t)‘fo v(s)

Ol N.(t) = Tf_, Ne(0) et (&) = T, Yie(0)

Soit A, () = [, Ji(s)dA(s)

an.(s)
Y(s)

= [, J(s)
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Avec J,.(t) = I(Y;(t) > 0)

_ ~ t dN an
Ona:A,(t) —Ak(t) = fo Y’ZS) f] (s) Y(S)

Soit M, (t) = N, (t) — fot Y, (s)A(s)ds une martingale de carré intégrable. On peut donc

écrire :
~ ~ v [T(8)dM(s) Tk ()Y ()24 (s)
Ak(t) - Ak(t) = . st + . Yk(s) ds
[DDAMS) SV OAE)
o Y(s) 0 Y(s)
_ t]k(S)Yk(S)A(S) ]k(S)Y(S)/l(S) “Ji ()M, (s) ds — Ji(s)dM (s) ds
0 Yy (s) CXE )y N o Y(s)

(M) | [T Mi(s)
=) ne & fo v

()M (s) M)
f AG) d‘ZJ 70

B ft]k(s) i 5jk(5)de(S) th]k(s)dM (S)
- 0 Y (s) Y(s)

K . .
- ]Zl fo Ji(s) [Yff(’; - %] dM;(s)

_ ft [de(s) _dN(s)
Ye(s)  Y(s)

Ou &y =I1(j = k), XK., 8 = 1etona;, = 1 sous Ho.

On pose :
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Zy = Zy(r) = f Wk(t)d(xk - Kk)(t)
0

Ou wy(.) est une fonction de poids. Si wy(t) = Y, (t)w(t) alors :

dANk() _ dN(D)
Y (6) Y.(t)

Zy = fOT Y (Ow(t) [
= Jy w(t) [dN, (r) - 0]

Y.(6)

OnaXYX_, Z, = 0. En effet,

sz _f w(t)

Zy

Zde(t) Zkyl(’;()dN_(t) —0

On pose Z =< > alors sous certaines conditions de régularité (voir Anderson et

ZK—l
al.(1993)), n'/27 est asymptotiquement gaussien de moyenne nulle et de matrice variance-

covariance Z, d’éléments X;;, estimée d’une maniére consistante par :

Y (0

o 1
Sua = [ QW OROAO e (50~ 15

> Y(OA(D)dt

On pose Q = nZ'S71Z et sous Ho, Q suit asymptotiquement une loi y?(K — 1).

Différents tests sont construits pour différents choix de la fonction w(t). En particulier, le

test du log-rank est construit en choisissant w(t) = I(Y(t) > 0) et donc :

Zy = jTI(Y(t) > 0) |dN,(t) —

SiY(t) >0,vte|[0,1], Y;(t) = 1(T; = t), et si 1(G; = k) est I’indicatrice que I’individu

I appartient au groupe k, ona:

] 1 j(t)

Zy = jr [Z 1(G; = k)an(¢) — == 1(0 . k)Y.(t)Z dN;(t)
0 =1 i=1
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Zf ll(G };11(6- = k)Y;(t) M)

i=1 ] 1 ](t)

3.3. Test du log-rank stratifié :

Considérons un essai clinique randomisé ou n patients sont affectés aléatoirement a
Kgroupes de traitement, en ajustant a un facteur S a L modalités, appelées strates (stades de
la maladie par exemple).

Soit Ay (t) la fonction de risque d'un individu dans le groupe k et la strate I, k = 1,...,K et
l=1,...,L.

On veut tester I'nypothése que la survie est identique pour tous les individus de la méme
strate:

Hy: Ay = = Agg, pourtoutl =1, ..., L
et Hy: il existe j et tels que A;; # A;; pour au moins un |

Ce qui revient a comparer I'estimateur de Nelson-Aalen de chaque strate a celui calculé
sous H,, ( Martinussen et Scheike (2006))

Soit:
Zig =Zp(r) = jo Wkl(t)d(ﬁkl - Kl)(t)

Ou wy,;(.) est une fonction de poids, et

-~ _ (PN (s)
Akl(t)—fo Y ()

dN,(s)
Yi(s)

A, () =f Jra (s)
0
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Jia(®) = 1Y () > 0), N;(t) = XE_; Nig (t) et Yy (8) = Yi_q Vi (1)

Avec N, (t) représente la somme des processus de comptage dans le groupe k et la strate
l, et Y;,;(t) représente le nombre des individus a risque a I’instant t dans le groupe k et la

strate I.

Z1

On pose Z; = < ) et soit £; I’estimateur de la variance de Z;. Alors sous H, et pour |

ZK—l,l
fixé, Zl'fl_lZl suit asymptotiquement une loi y2(K — 1). Pour combiner I’information sur
toutes les strates, on pose Z = Yk, Z, et £ =YL | 5,. Ainsi, une classe de tests stratifiés

pour H, est donnée par Z'S~1Z qui suit asymptotiquement une loi y?(K — 1).
Le test du log-rank stratifié est obtenu si wy;(t) = Y, (£)1(Y,;(t) > 0). Soit 1(S; =1)
I’indicatrice d’appartenance a la strate |, on a donc :
n T
Za =" [ Ja@® [1(61- = 105, = )
i=1"0

11 (01(6; = k)1(S; = 1)
L 01 = 1)

On pose Z = %=1 Z

Jra (0) ll(Gi =K1 =1

~
Il
M=
D=
0

11 (01(6 = k)1(S; = 1)
L 01 =1)

- L
> Ja® [1(@ = D1(5; = D)

=1

X016 = k)1(s; = 1)
1]'1=1 Y}'(t)l(sj = l)
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n

=y | T{l(ai =) - Z 165; = DEni(t,D)

i=1

dN;(t) (3.1)

Ou

11 (01(6; = k)1(S; = 1)
P O1(S = 1)

gn,k (tl l) =

Zy
En posant Z = < ) alors ZT£71Z suit asymptotiquement une loi y?(K — 1) sous
ZK—l
I’hypothese nulle H,,.

3.4. Test du log-rank stratifié avec strates manquantes et censure dépendante

Nous considérons le probléme d’implémentation d’un test du log-rank stratifié lorsque les
strates ne sont pas observées pour quelques individus, et lorsque la censure est dépendante
du groupe de traitement. Cette situation est rencontrée, par exemple, lorsque la censure est
causée par 1’effet secondaire d’un traitement. Les patients du groupe qui supportent mal les
effets secondaires du traitement auront plus tendance a quitter 1’étude, et donc le taux de

censure sera plus élevé dans ce groupe que dans les autres.

Considérons un échantillon de n individus indépendants observées sur un intervalle [0, z].
Supposons que la strate S n’est pas observée pour un sous ensemble d’individus. Soit R

I’indicatrice qui est égale a 1 si la strate S est observée et 0 sinon.

Supposons également que 1’on observe des covariables auxiliaires W € RP pour tous les

individus de 1’étude. Ces covariables fournissent une information partielle sur les patients.

Soient T2, ..., T, les dates de décés observées sur les K groupes sur un intervalle fini
[0,7],7 < o0. Soient Cy, ..., C, les dates de censure a droite. Les observations consistent
donc en n couples indépendants (T;, A;, G;, Wi, R;, R;S;), i=1,..,n, ou T; = min(T?, C;)
et A;= 1(T? < C;). Supposons que T et C sont indépendants étant donnés G, S, Wet R et
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que C est indépendant de S et de W étant donné G. Supposons également que G est
indépendant de S et W. Supposons qu’on est en présence d’un mécanisme de manque
aléatoire (Missing At Random) ce qui signifie que R est indépendant de S étant donné W.
Notons par C1 cet ensemble de conditions.

Nous proposons une version modifiée du test du log-rank stratifié pour H, qui consiste a :

a) remplacer dans (3.1) chaque indicatrice 1(S; =) non observée par 1’espérance
conditionnelle E[1(S = D)|W;] = P(S = [|W;) (régression par calibration, voir
Thurston et al. (2003), Weller et al. (2007), Dupuy & Leconte (2008,2009)),

b) pondérer chaque individu par I’inverse de la fonction de survie de la censure étant
donné le groupe de I’individu P(C > t|G) (le principe de Inverse probability of
censoring weighted (ICPW), voir Robins & Finkelstein (2000), Yoshida et al.
(2007), Cain & Cole (2009)).

La statistique du test que nous proposons est basée sur la version modifiée Z, de (3.1) :

noo L
Zy = Z j u(G;,t) [Gi(k) - Z D&y (D)
i=1"°0 =1

dn;(t) ,k=1,..,K (3.2)

ou
(G, 1) = 1
Pt t) = P(C=t|G;)
G =1(G; = k)

D}:=R1(S; =1+ (1 —-R)P(S=UW)pouri=1,..,n etl=1,..,L,

&)
& Sier ()
ki (0 = 2@

A0

n
S =nt Z Y,(£)6® Dl u(G;, )
i=1
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n
$P()=nt Z Y;(O)D} u(Gy, )
i=1

Définissons, pouri =1,..,netk =1,...,K:
L

T
Vik = f u(Gi, {G{‘ - ) DlER®
0

=1

1o (TY(ODIDu(G,,t)
_EZZL S](]t) et

- ER®}dN; () (3.3)

dN;(t)

Posons V; = (V;4, ...,Vi,K_l)T. Etpourk=1,..,K,l=1,..,L:
S11(0) = E[Y(£)G*D'u(G, v)]
5:(t) = E[Y(6)D'u(G, t)]

Sk ()
§(1)

é,(t) =

Les conditions de régularité suivantes sont nécessaires pour énoncer notre résultat :

C2 : Il existe une constante positive co telle que P(C = 7|G) > ¢, pour G € {1,...,K}, et

la fonction de survie P(C > t|G) est continue sur [0, T].

C3: Pourtout k=1,..,K et [ =1,...,L, supeefor1Ax,(t) < ¢y OU c; est une constante

finie positive.

C4 : 1l existe une constante positive c, telle que infepo 5 (t) < c pourl=1,..,L.

Le théoréme suivant donne le résultat concernant la nouvelle statistique du test :
U= (Zy, ., Zg_1)87 N2y, ) Zioy)|

ou: E=%",V;, V.
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Théoréme 3.1 : (Mezaouer et al. (2013))

Sous les conditions C1-C4, et sous Ho, U converge en loi vers une loi y?a K-1 degrés de

liberté.

En se basant sur ce théoréme, Ho est rejetée si U > y?_,(K — 1), oU y2_,(K — 1) est le

quantile d’ordre 1 — a de la loi de y?(K — 1) .
Preuve du théoreme 3.1:

Pour montrer la distribution asymptotique de la statistique U sous Ho, nous montrons tout
d’abord que Z, est asymptotiquement linéaire, ensuite nous utilisons un théoréme central

limite pour la somme de n termes i.i.d.

Soit Fy; = o{N;(s),(1 — A)1(T; £ 5),G;, S;, W;: 0 < s < t} la o-algébre engendrée par
les dates des événements d’intérét et les dates de censure de ’individu i sur [0, t], et par le
groupe, la strate et les informations auxiliaires de cet individu. L’intensité du processus de

comptage N;(t) est donnée par :
K L
HOLEO = %O ) > A 6FI(S =D
k=11=1

Si S; est manquante alors I’information pour I’individu i est représentée par la plus petite

O"algébre gt,i = O'{Ni(S), (1 - Al)l(Tl < S),Gl',Wl': 0<s< t} c ?t,l"

L’intensité de N;(t) par rapport & G.; est Y;(0)y;(t) = E[;()4;(©)|G¢—,], ob y;(t) =
K T A (DGFE[L(S; = DIGei].

Soit Hy; = (Fri)Ri(Gey)* i la filtration observée, alors le processus N;(t) a I’intensité
Y, () () = Y;(O[A(OR; +y;(t)(1 — R;)] par rapport a la filtration (#;;)¢s0. Notons
K, (t) = E[Y(®){(t)D'u(G, )], L =1, ..., L.

1 ~
Le lemme suivant permet d’établir I’approximation de n™ 22, :

Lemme 3.1
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Pourtouti=1,..,net=1,...,K, soit

e o

Qi = fOTZDiI“(Gi't) (G ~ (V) [dN O o) ~l(t)
=1

1 1
Sous les conditions C1-C4, n"2Z, = n"2 }i_; Qi + 0,(1).
De plus, si H, est vraie alors E(Q; ;) = 0.

La preuve du Lemme 3.1 est donnée en Annexe 3.A.

Il s’en suit du Lemme 3.1, de la version multi-variée du théoreme limite central, et du

1 ~ ~
théoreme de Slustky que sous Hy, n"2(Z4, ..., Zx_1)" converge en loi lorsque n tend vers

oo, vers un vecteur gaussien de longueur K-1, de moyenne nulle et de matrice de variance-

covariance X = E[Q,Q,'], ol Q; = (Qi1,--,Qix-1)". En conséquence, sous H,

ey ~ _1(5 ~ Lo, - .
n Z(Zl, ...,ZK_l)E (Zl, ...,ZK_l) - x*(K — 1) lorsque n tend vers I’infini.

Un estimateur consistant de X est

n
n_li = Tl_l Z Wi ViT
i=1

ouV; = (Vis, ...,Vi,K_l)Tet V; . est donné par (3.3).

En effet, on a n 18 =n"1Y" (V;V," — Q;Q;) +n 13", Q;Q;' donc il suffit de

j)
montrer que V;, — Q; — 0 lorsque n tend vers I'infini. Les arguments et les calculs de
démonstration sont similaires a ceux donnés dans la preuve du lemme 3.2 (Annexe 3.B). Il

s’en suit du théoréme de Slutsky, que lorsque n tend vers I’infini

W2 (Z o )2 (2 o Zt) S 2K~ 1)

3.5. Etude de simulation
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Nous considérons le cas de deux groupes de traitements K = 2 et deux strates L = 2. Dans
chaque groupe et chaque strate, les durées T sont générées a partir d’une distribution
Weibull W (a, 1) avec un taux de risque A(t) = aAt*~ 1. Les durées de vie de la strate 1
dans le groupe 1, sont générées a partir d’'une W(a,,A;) et celles de la strate 1 dans le
groupe 2 d’une W (a4, A,7;) oU 7y est le rapport des risques de deux patients dans la strate

1 des groupes 1 et 2 respectivement.

Les durées de vie de la strate 2 dans le groupe 1, sont générées a partir d’une W (a,, A,) et
celles de la strate 2 dans le groupe 2 a partir d’une W (a,, 1,73) ouU r, est le rapport des

risques de deux patients dans la strate 2 des groupes 1 et 2 respectivement.

Nous utilisons a; =.5, a, =.75, 1; =.75 et A, = 1.5. Trois cas sont considérés : (a)
(r, ) = (1,1), (b) (r, ) = (1.5,1.5), (c) (1, ) = (1.25,2). Le cas (a) correspond au
cas dit «nul » ou il n y a pas de différence entre les groupes de traitement dans chaque
strate. Les cas (b) et (c) correspondent aux cas avec différence entre les groupes.

Dans chaque cas, les temps de censure sont généres a partir de lois exponentielles de
parametres 6; dans le groupe 1 et 8, dans le groupe 2, avec 8, et 8, choisis de maniére a
avoir des pourcentages de censure c; dans le groupe 1 et ¢, dans le groupe 2 (en prenant

0, # 0, cela nous assure que la censure dépend du groupe ).

Soient n, et n, les tailles d’échantillon dans les groupes 1 et 2 respectivement (avec n =
ny +ny,). Nous considérons plusieurs valeurs pour (nq,n,) = (50,50), (n4,n,) =
(100,100) et (ny,n,) = (150,150). La variable auxiliaire W est une bidimensionnelle
(W =Wy, W,)" ) , avec W; (respectivement W,) générée a partir d’une distribution
uniforme sur [—1,1] (respectivement de ' (0,.5)). Nous exprimons la relation entre S et

W par un modeéle de régression logistique :

exp(by + byW; + b,W2)
1+ exp(by + byW; + b,W,2)

P(S = 1|W) =

Ou (b, by,, by) sont choisis de telle maniére que dans chaque groupe de traitement, chaque
strate contient approximativement la moitié des patients. Nous considérons les

pourcentages 20% et 40% de données manquantes. La variable R est simulée suivant une
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loi de Bernoulli de parametre choisi de maniére a obtenir les différents pourcentages de

données manquantes considéres. Nous résumons les différents schémas considérés dans les

simulations dans Table 3.1.

Paramétre Valeurs Description

(ry,12) (1,1), (1.5,1.5), (1.25,2) Rapport des risques
(c1,¢2) (5,20), (20,50), (30,20), (40,10) | Pourcentages de censure

n 100, 200, 300 Taille de 1’échantillon total

Table 3.1 ; Paramétres et valeurs incluses dans les simulations.

En pratique, les fonctions des poids u(G;,.) et/ou les probabilités conditionnelles P(S; =

[\W;) = E[1(S; = [|W;)] peuvent étre connues ou completement inconnues. Dans ce

dernier cas, elles seront estimeées et remplacées par leurs estimateurs dans la statistique du

test U (la statistique avec les estimateurs sera notée U dans la suite). Nous estimons

P(S; = [|W;) par une régression logistique locale (voir Loader (1999) pour plus de

détails), en utilisant le package locfit du logiciel R . Nous utilisons les estimateurs non

paramétriques de Kaplan-Meier dans chaque groupe pour estimer les fonctions de survie de

la censure P(C > t|G;). Pour 1000 répétitions nous obtenons le niveau (cas (a)) et la

puissance (cas(b) et (c)) de la statistique estimée U & un niveau de signification de 0.05.

Pour la comparaison, nous incluons les résultats de la statistique U,. du test du log-rank

stratifié basé sur les cas complet (i.e. seulement les individus avec des strates connues).

Les résultats sont donnés dans Table 3.2.

Pourcentages de censure (¢4, ¢5)

(5,20)

(20,50)

(30,20)

(40,10)
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n (rlJ rZ) U\ UCC U\ UCC ﬁ UCC ﬁ UCC
100 | (L1 067 .045 |.070 067 |.057 045 |.061 .057
(15,1.5) |.354 228 |.272 204 |.401 258 |.360 .221
(1.252) |.349 227 |.303 220 |.361 231 |.314 216
200 | (LI) 074 055 |.065 .051 |.067 049 |.051 .047
(15,1.5) |.692 440 |.565 .369 |.651 381 |.574  .423
(1.252) |.592 .38 |.605 .418 |.603  .403 |.465 .40l
300 | (L1 060 .046 |.076 .048 |.078 052 |.073 .048
(1.5,1.5) |.823 596 |.762 472 |.822 566 |.698  .568
(1.252) |.772 535 |.813 527 |.746 522 |.611 583

Table 3.2 : Résultats des simulations pour 40% de données manquantes.

3.6. Discussion

Les résultats obtenus montrent que la statistique proposée U est meilleure que la statistique

basée sur le cas complet. Le niveau empirique de U tend & dépasser faiblement 0.05. Ceci

est d0 au fait que IP(S; = [|W;) et u(G;,.) sont remplacés par leurs estimateurs, provoquant

ainsi une faible déviation de la distribution asymptotique de U sous H, , de la distribution

x?(K —1). Dans les cas (b) et (c), les puissances de U sont supérieures de celles de U,

pour les différentes tailles d’échantillon et différents pourcentages de censure. En

particulier, U maintient une forte puissance quand la censure dépend fortement du groupe

de traitement (20% dans le groupe 1, 50% dans le groupe 2), tandis que la puissance de U,

décroit.

Annexe 3.A. : Preuve du Lemme 3.1

Ona:
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n L

N7, = %Zn:f u(Gy, )G dN,(£) = 322[ 1(Gy, ©) DIES ()N, (1)

i=1 i=11=1

_ 1 m
- Al, - Az,k
Et
L - n
AT = n2 E0) {n—l Z u(Gy, YD}AN; () — m(t)dt}
;=1 L0 i=1

fo Ukl)(t)( ;M(Gi,t)DiIdNi(t)—Kl(t)dt> f EM (1) Kl(t)dt]

Ou v (6) = EM(£) — &1, ()

Laissons le premier terme de Ag”,z inchangé. Les second et troisieme termes satisfont

respectivement les deux lemmes suivants. Leurs preuves sont données dans Annexe 3.B

Lemme 3.2. Sous les conditions C1-C4,

nz Zf (2 z)(t) [ Z‘M(G“ t)DLAN;(t) — Kl(t)dt] - 0,n— o0

Lemme 3.3. Sous les conditions C1-C4 et quand n — oo

(Tl) t = S"(n)
nzZ] EM () i, ()dt = nZZJ {ekz(t) + ;ll(:)) —S"'l(;l) (’t) (t)}Kl(t)dt+0p(1)

1 g .
En utilisant ces deux lemmes, on peut réécrire n z2Z, sous la forme suivante :
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Juy

n
1 _ T
n"27Z, = n‘fz f u(G;, )GFAN; (t)
i=1

oY [ . 0ptano - o
—n2 Zf 500 lS(n) fl((t)) 5(71) (t) — sl(t))l K, (t)dt

1

1T 1
_ nZJ;) ;op(ﬁ) K, (£)dt + 0,(1)

n

Nlb—‘

= %Zn:j u(G;, )GFAN;(t) — zBl+op(1)

s c
Bl = an(; §l(t) (Tl Z‘U(Gl, t)Dllle(t) - K'l(t)dt)

+n S (¢ Sk (6) (S(n)(t) - sl(t))l K, (6)dt

2 ~<t>l 0]

=n sz S’”() u(G;, )DLAN,(t) — éf :l(()) K (t)dt
0 l

Sk, (1)
51(¢)

ST - Siea(®) + 3¢ l(t)l i (t)dt

2 . ml

+ nz

_ n—%z f S:l((tt)) u(Gy, )DL (©)

Z YOG (G, £) — 2% ’((tg) z Y,(6D!u(G), t)‘ k(D dt

0 Sl(t)[



R noo. S () . Ly L | . |
=n 2; fo [§z(t) p(G;, )D; dN;(¢) +§l (t)Yl(t)Gl D u(G,, K (t)dt

M)
51(®)

Y,(6)D{u(G;, t)Kl(t)dt]

HODGLO) (g 54O) . 0y

1 = (T Sk ()
Bi=n 2;]() [51(0 u(G;, t)D{dN;(t) + 5,00 LT 0

1 -
En remplagant dans I’expression de n” 2Z}, on obtient :

nZe=n7y { j ' (G{‘ - Sl((f)) D;> 1(Gy, AN, (1)

i=1 =1
L
Ty, G, t)D} 5
_ Z fo (t)lsfl((t) t) (Gik - %) Kl(t)dt} + 0, (1)
=1
1 n
=n2 ) Qi+ o0,(1)
i=1
Oou
o ’ k_Lgk,l(t) ! ' '
Ql,k - ~[0 <Gi ; §l(t) D1>M(Gu t)le(t)
L
Y (Ou(G;, t)D} Si(t)
_ ; fo 0 (Gik 30 ) K, (t)dt

zDil <G'k §k'l(t)>ﬂ(0i,t)dNi(t)

A0
B - ! Yi(t)ﬂ(Gi’t)< !(_gk,l(t)>
ZD< 50\ T )@ )4

s AN
- (G!‘ - S"jffj) [u(ci, DAN;(t) - %m@dt]
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Qix = j:z D!u(G;,t) (le - ék,l(t)) [dNi(t) Yi() —= 5t )
=1

94

Calculons maintenant  EQ;, sous Ho. Pour i=1,..,n, k=1,..,K et t €[0,1],

1(G,t)GF est 3, ;-mesurable, donc le processus (fotu(Gi,s)Gi"dMi(s))
t=0

martingale de moyenne nulle. Notons que Y%, D! = 1, il s’ensuit donc que :

L
T

IE[ | D ptucGuo6kan
0 71=1

—E [ | w6, t)GZ‘dNi(t)]
0

= fT[E[M(Gi,t)Gl-"Yl-(t)(i(t)]dt
0

E jo Z D! (G e 1 (DAN(©) = Z L (OO,
U ZD u(G, GFY; () féi dt] = Z j:ék,l(t)icl(t)dt,

Et

U ZDZ,H(GU £)&,1Yi(t) ~;Et§ ] =Zforék,l(t)}cl(t)dt

Donc

0] = | EluG 0600 de =) [ a@a©d:
=1

= B1x — By

est une

Nous montrons que sous Ho, B, ) = fOT[E[G"] E[Y(t){(t)u(G,t)]dt. Sous la condition C1

et puisque la distribution de T° ne dépend pas de G sous Ho alors nous pouvons remarquer:
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S (8) = E[Y(O)G*D'u(G, 0]
= [E[IE[Y(t)Gleu(G, |G, S, W,R]]
= [E[Gleu(G, OE[Y(8)|G, S, W,R]]
=1, E[G¥D'u(G, OE[1(T° = O)ISIE[1(C = 1)|G]|
= E[G*D'E[1(T° = 6)|5]]

= [E[Gk]IE[DlIE[l(TO > t)|5]]
Nous pouvons écrire :

S1(t) = E[G¥]E[D'E[1(T° 2 6)|S]u(G, E[1(C = 1)]G]]
= E[G*]E|D'u(G, )E[Y (8)[G, S, W, R]]

= E[G*]5,(¢t).

Donc sous H,

L T
Byr = ;L E[G i, (t)dt

_ f E [GIE[Y ()¢ (0)u(G, t)]dt
0

De la méme maniere, nous pouvons montrer que sous HO :
T
B = [ EIGHEIY (3O, o))t
0

Et donc E[Q;x] = 0.m
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ANNEXE 3.B : Preuves des Lemme 3.2 et Lemme 3.3
Preuve du Lemme 3.2

Soitl € {1, ..., L}. Posons
LT e [1N z ™, ~m
nz [ w@©| ) w6, ODLAN® - K @©)de| = €, + C5F,
0 i=1
Ou:
1 T n n
c® — 2 [ v |2 G, D! AN,(6) — ~ G, t)DLY, (D) (t)d
i = 12 | Ve @ | ) w(G )D; dNi(8) —— ) u(Gi, DY, ()¢ (t)dt
0 i=1 i=1
Et
n
O RO P z
Cotep = | Uiy (D2 ;Z p(G, ) DY ()G (1) dt — Ky (t)dt
0 i=1
P
Dans ce qui suit, nous montrons que 51(,721 — 0 quand n — oo. Notons que Cl("}{),l alaforme:
™ AN
n ——
iy =n2 )y fo HD (6) dM,(t)
i=1

ou M;(t) = Ny(t) —fOTYi(s)(i(s)ds et Hi(’,’z?l(t) = v,g";)(t)u(Gi,t)Di’ est un processus
prévisible par rapport & 3, = Vi, H; ;. Le processus Hi(_’,?l(t) est borné sur [0, ] puisque

|Hi(,z,)z(t)| S |UI?,?(t)

1 2
L<2
Co Co

On définit le processus (Cl(,’,“,‘)ll(t))t>0 par :

(n) 2 ([T )
cR@=n2) | [ HE ) dms)
i=1 0 70
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Alors (Cl(’rllc)‘l(t))tzo est une martingale et ¢, = C,(v). La variation < ¢, > (t)de

C (")l(t) est donnée par :

t]_ n t
<C® > () = fo SR O} n6)is)ds = fo X0 (s)ds
i=1

Pourtours € [0, ] etn >1:

n

1
X® ()| = ‘ZZ{Hﬁzﬁ(s)}zms)ci(s)

i=1

< MR O) 0o

i=

=y

P
Par la proposition 11.5.3 de Andersen et al (1993), < Cl(’;)l > (t) » 0 quand n - o. Soit

pourtoute >0ett € [0,7]:
C(n) 2 n) -5 H(n) > ¢)dM;
Alors < Cl(,’,‘(),lﬂg > (t) satisfait ce qui suit:

C )

< <c > @®

1kls(t>—nzz f (R 1 (2|1 )| = £ nees) ds
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P
Il en résulte que < Cf,?l > (t) » 0 quand n - o. D’apres le théoréme 5.1.1 de Fleming

and Harrington(1991), C(")l(t) — 0 quand n — oo pour tout t € [0,7], et donc Cl(’;c)l(t)

P
— 0 quand n — oo. En particulier, si t = 7, Cl(",‘c),l — 0 quand n — co.

"P
Nous montrons également que CZ(”;()J —0quandn - o.0Ona

1 n
O ( > Gy ODI(OG® —m(t))

sup
€ [0,7] =)
< sup [pl@ swp o ( Zu(Gu DDIY(03(0) - mo) (34)
€ [0, 7] t €[0,7]
8(")(1:) est uniformément consistant pour & ;(t). Pour n — oo, il s’en suit :
sup |vk l)(t)| -0 (3.5)

€ [0, 7]

Donc, les classes {Y(t),t € [0,7]} et {u(G,t),t € [0,7]} sont Donsker (d’aprées le Lemme
4.1 dans Kosorok (2008)), et il est de méme pour{u(G,t)Y(t),t € [0,7]} puisque le
produit de classes Donsker est Donsker (corrollaire 9 .32 dans Kosorok (2008)) et {D'} est

Donsker. La classe {u(G,t)D'Y(t),t € [0, 7]} est donc Donsker et le processus G,(.) =
1
nz (n‘1 n L u(G;, D} Y ()G — ;cl(.)) converge faiblement wvers un processus

gaussien G de moyenne nulle. D’aprés continuous mapping theorem, on a

sup |G,(t)| converge faiblement vers sup |G(t)| et donc sup |G,(t)| =
€ [0, 7] t €[0,7] t €[0,71]

0, (1). En combinant ce résultat et résultat (3.5) dans (3.4), on obtient :

sup
€ [0, 7]

v ©.n” ( Z#(Gut)D Y(t)@(t)—xl(t))

quand n — oo. Ceci implique que CZ( k)l — 0 quand n — oo.
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i ™ o oo F
Puisque pour tout I € {1, ..., L}, C; ., + C; ., — 0 lorsque n — co alors
Locm o ~m 7
(=1 Crpp + Cop = 0

Ceci conclue la preuve du Lemme 3.2

Preuve du Lemme 3.3

Décomposons :

L
1 T

niZJ s,({f;)(t) K, (t)dt
1=1"0

L

_ 1 P SIE?(t) §k,l(t)-§l(n)(t)
_nz;fo {ek_l(t)+ 5.0 — 5,002 K (t)dt

SN HORENONE -
Sl ®) 3OSV O] 1 8@
* ; -];) { 5 () 5,(t)? }.nz <§l(n)(t) 1) K (t)dt (3.6)

En utilisant les mémes arguments que dans la preuve du Lemme 4.2, nous pourrons
montrer que la deuxieme somme de la partie droite de (3.6) converge en probabilité vers 0

lorsque n tend vers I’infini.
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ANNEXE 3.C: Programme de simulation

Cette partie du programme correspond a des pourcentages de censure de 5% et 20% dans
les deux groupes respectivement, 20% de données manquantes et n=100.

ri=1 # rapport du risque instantanne entre 2 ind de (S1,G1) et (51,G2)
r2=1 # rapport du risque instantanne entre 2 ind de (52,G1) et (52,G2)

th1=.03  #pourcentage de censure dans G1 (5%)
th2=.195 # pourcentage de censure dans G2 (20%)

# 1) Initialisation des données

P=2 #nombre de covariables

L=2 #nombre de strates

K=2 #nombre de groupes

n=100 #effectif total

nl=n/2 ; n2=n/2 #effectif du groupe 1 et du groupe 2

11=.75 # lambda ds strate 1

12=1.5 # lambda ds strate 2

al=5 #alphal

a2=.75 #alpha2

b0=0; b1=1.5; b2=.01#a choisir pour avoir 1/2 des individus dans chque strate
groupe=c(rep(1,n1),rep(2,n2)) #groupes 1 et 2

indG =matrix(nrow= n,ncol=K)  #indicatrice d'appart aux groupes
indG[,1]= as.integer(groupe==1); indG[,2]=1-indG[,1]

h=1

HHHEHHHHHHH A2 0% données manquantes

a=.85; g=16 # 20% données manquantes
w=matrix(nrow=n,ncol=P) # covariables
wl[,1]=runif(n,-1,1);w[,2]=rnorm(n,0,.5)
pr=exp(a*w[,1]+g*w[,2]"2)/(1+exp(a*w[,1]+g*w[,2]"2))
R=rbinom(n,1,pr)

#HH###  estimation de p(S=1/2)

Z=matrix(nrow=n,ncol=P) # covariables pour modele logistique
Z[,1]=runif(n,-1,1);Z[,2]=rnorm(n,0,.5)
prS=exp(b0+b1*Z[,1]+b2*Z[,2]"2)/(1+exp(b0+b1*Z[,1]+b2*Z[,2]"2))
S=rbinom(n,1,prS)

pSchap=matrix(nrow=n,ncol=L)
pSchap[,1]=predict(locfit.raw(Z[R==1],S[R==1],cens=0,family="binomial",link="logit"),
Z) #prob(S=1/z)

pSchap[,2]=1-pSchap[,1]

indS=matrix(nrow=n,ncol=L) #indicatrice d'appart aux strates
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indS[,1]=as.integer(S==1);indS[,2]=1-indS[,1]
D=matrix(nrow=n,ncol=L) #matrice des poids Dil
D=R*indS+(1-R)*pSchap

nS1=S[groupe==1]

nll=length(nS1[nS1==1]) #effectif de strate 1 du groupe 1
n21=nl-nll #effectif de strate 2 du groupe 1
nS2=S[groupe==2]

n12=length(nS2[nS2==1]) #effectif de strate 1 du groupe 2
n22=n2-n12 #effectif de strate 2 du groupe 2
X11=(-log(runif(n11))/11 )"(1/al) #durées de vie de S1 de G1
X21=(-log(runif(n21))/12 )"(1/a2) #durées de vie de S2 de G1
X12=(-log(runif(n12))/(11*r1) )™(1/al) #durees de vie de S1 de G2
X22=(-log(runif(n22))/(12*r2 ) Y*(1/a2) #durees de vie de S2 de G2

X1=c(X11,X21) ; X2=c(X12,X22) #pour G2
Cl=rexp(nl,thl) ; C2=rexp(n2,th2) #censure pour G1 et G2
C=c(C1,C2)

T1=pmin(X1,C1) ; T2=pmin(X2,C2)

T=c(T1,T2)

deltal=as.integer(T1==X1) ; delta2=as.integer(T2==X2) # cree les indicatrices delta pour
GletG2
delta=c(deltal,delta2)

#H###HEcalcul avec mu estime

HiHHH#Hestimateur de KM de p(C>=T/G)
deltacl=as.integer(C1<=X1)

if(deltac1[which.max(T1)]==1)
{T1[which.max(T1)]=X1[which.max(T1)];deltacl[which.max(T1)]=0}
deltac2=as.integer(C2<=X2)

if(deltac2[which.max(T2)]==1)
{T2[which.max(T2)]=X2[which.max(T2)];deltac2[which.max(T2)]=0}

pkml1=survfit(Surv(T1,deltacl)~1) #estimateur de KM pour p(C>=T/G)
pkm2=survfit(Surv(T2,deltac2)~1)
mu=matrix(nrow=n,ncol=n)

for(i in 1:n1){for (j in L:n){if (groupe[j]==1) {if sum(as.integer(pkm1$time<=T1[i]))!=0)
{muli,j]=1/pkm1$surv[sum(as.integer(pkm1$time<=T1[i]))]} else {mu[i,j]=1}} else {if
(sum(as.integer(pkm2$time<=T2[i]))!=0)
{mu[i,j]=1/pkm23$surv[sum(as.integer(pkm2$time<=T2[i]))]} else {mu[i,j1=1}} } }

nlp=nl+1

for (i in nlp:n){for (j in 1:n){if (groupe[j]==1) {if (sum(as.integer(pkml1$time<=T1[i-
n1]))!=0) {muli,j]=1/pkm1$surv[sum(as.integer(pkm1$time<=T1[i-n1]))]} else
{muli,j]=1}} else {if (sum(as.integer(pkm2$time<=T2[i-n1]))!=0)
{mu[i,j]=1/pkm2%$surv[sum(as.integer(pkm2$time<=T2[i-n1]))]} else {mu[i,j]=1}} } }



MatrMu=matrix(nrow=n,ncol=n) ;MatrMu=mu
#2) Fonction qui calcule Sn,k (t,I) Numerateur de E*n,k(t,I)

Snk=function(i,l,k){ value=0

for (j in 1:n){value=value+D[j,I]*mu[i,j1*(T[]>=T[i])*(indG[j,k]==1)

value=value/n
value}

#3) Fonction qui calcule Snpoint (t,I) Denominateur de E*n,k(t,I)
Snpoint=function(i,l){value=0

for (j in 1:n){value=value+(T[j]>=T[i])*D[j,1]*muli,j]}
value=value/n

value}

#4) Fonction qui calcule E*n,k(t,I)

Enk=function(num,denom){#num est la valeur de Sn,k(t,l), denom est la valeur de

Snpoint(t,I)

if (denom==0){Enk=0}else{Enk=num/denom}
Enk}#fin fonction Enk

#4p) Fonction qui calcule Ztilde :
Ztilde=function(k){value=0

for (i in 1:n) {som=0

for(l in 1:L){som=som+D[i,[]*Enk(Snk(i,l,k),Snpoint(i,1))}
value=value+(indG[i,k]-som)*delta[i]*mul[i,i] }
value}

#5) Calcul de la fonction Qchap(k,i):
Qkichap=function(k,i){

#calcul du premier terme de la différence
som1=0

for (lin 1:L){epsi=Enk(Snk(i,l,k),Snpoint(i,I))
if(epsi!=0){soml=soml1+epsi*DJi,l]}}

#calcul du deuxieme terme de la différence

som2=0;value=0
for (j in 1:n){som3=0
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for (I in 1:L){Snpointj=Snpoint(j,l)

epsi=Enk(Snk(j,l,k),Snpointj)

if(Snpointj==0 || epsi!=0){som3=0

break}

if (T[i]>=T[jD{den=mul[i,i]*mu[i,j]1*DIi,I]*DIj,I]*delta[j]*(indG[i,k]-epsi)
som3=som3+den/Snpointj}}

som2=som2+som3}

value=mul[i,i]*delta[i]*(indG[i,k]-som1)-som2/n

value}

#5p) Calcul de la fonction Sigmachap:
Sigmachap=function(n){ value=0

for (i in 1:n){value=value+Qkichap(K-1,i)"2}
value}

#6) Calcul de la fonction U:
U=function(n){return(Ztilde(K-1)"2/Sigmachap(n))}
#calcul avec mu estm pour 20% de donnees mqtes
u20[h]=U(n)
pu20[h]=as.integer(u20[h]>qgchisq(0.95,1))

#calcul pour cas complet

LRS=survdiff(Surv(T[R==1],delta|R==1])~groupe[R==1]+strata(S[R==1]))

puCC20[h]=as.integer(LRS$chisg>qchisq(0.95,1))
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CONCLUSION GENERALE

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés au probléme de I’inférence statistique dans

des modeles de durées de vie avec données manguantes.

Dans ce contexte, nous avons adapté le principe de "pondération par probabilité inverse"
(Inverse Weighted Probability (IWP)).

Dans une premiére partie, nous avons proposé une méthode d'estimation dans un modéle
de transformation linéaire, en présence de données manquantes. Cette méthode permet
d'inclure tous les individus dans l'analyse. Nous avons montré les bonnes propriétés

asymptotiques de I'estimateur proposé.

L’implémentation informatique de la méthode proposée a été mise en ceuvre avec le
logiciel statistique R. Les propriétés numériques de I'estimateur proposé ont ensuite pu étre
évaluées a l'aide d'études de simulation. Nous avons notamment comparé cet estimateur
avec l'estimateur obtenu par la methode dite en "cas complet” et avons montré sa
supériorité sous différentes conditions de taille d’échantillon, pourcentage de censure et de

données manquantes.

Nous avons supposé que les données sont manquantes au hasard (Missing At Random
(MAR)). Le cas ou le mécanisme de données manquantes est non-ignorable peut

constituer une intéressante future piste de recherche.
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On pourra également s'intéresser a la robustesse des résultats obtenus, lorsque le modéle

P(R; = 1|Z;) n'est pas correctement spécifié.

Dans une seconde partie, nous nous sommes intéressés au test du log-rank stratifié lorsque
la variable renseignant I’appartenance aux strates est manquante au hasard (MAR) et

lorsque la censure dépend du groupe de traitement.

En combinant la méthode de pondération par I’inverse de probabilité de censure et le
principe de régression par calibration, nous avons proposé une nouvelle statistique et établi
sa distribution asymptotique sous 1’hypothese nulle d’égalité des distributions de survie.
Une étude de simulation nous a permis de montrer que cette nouvelle statistique est plus
appropriée comparée a celle du test du log-rank stratifié basé sur I’analyse en cas complet.
L’extension du test proposé peut étre examinée dans le cas de données manquantes non-
ignorables. On peut étudier également le cas ou les strates sont manquantes dependamment

du groupe de traitement. Pour appliquer le principe de pondération par ’inverse de
probabilité de censure, nous avons choisi une fonction de poids u(G;, t) = h(P(C = t|G;))
et h(x) = 1/x . D’autres alternatives de la statistique du test peuvent étre obtenues en

spécifiant d’autre formes pour la fonction h. La recherche de la meilleure fonction

conduisant a la plus efficace procédure du test, constitue une question intéressante.
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