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Résumé

Ce travail a caractére scientifico-pédagogique, consiste d’abord a présenter
des méthodes utilisées pour la description du mouvement des systémes multicorps a
savoir ; les angles d’Euler, Denavit-Hartenberg, Lagrange et d’utiliser des techniques
et des notations de la théorie des groupes et algébre de Lie ainsi que les
quaternions. Le but est d'appliquer ces méthodes pour I'étude cinématique et
dynamique d’'un manipulateur (robot), d'analyser les résultats trouvés et de les
comparer. Cette étude comparative permettra de démystifier les groupes de Lie et
algébre de Lie quant a leurs utilisations en Robotique et surtout a démystifier et
vulgariser les quaternions dans la méme optique. Des programmes adéquats sont
élaborés pour les calculs et des applications.

L’étude cinématique présenté dans ce mémoire fait I'objet d’'une publication
dans le journal « MEDWELL Journals », 2008, ISSN 1816-949X [Annexe A.2]

Mots Clés : Robotique / Angles d’Euler / Groupes de Lie et Algébre de Lie / Quaternions /
Cinématique /Dynamique/ Newton-Euler/Lagrange.
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Abstract: Our work, with rather educational and pedagogical character, consists at
first; in defining the three main methods used for the description of the motion of
multibody systems to be known: the Euler angles, Denavit-Hartenberg, Lagrange,
and use the theory of Lie Groups and Lie algebra as well as the quaternions, then to
use them to study the kinematics and dynamics of a manipulator (robot) and finally to
analyze and to compare the found results. This comparative study will allow us to
demystify the Lie groups and Lie algebra as for their use in Mechanics and Robotics
and especially to demystify and to popularize the use of quaternions in the same
optics.

Keywords: Robotics / Euler Angles / Lie groups and Lie algebra / Quaternion / Dual
Quaternion.
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INTRODUCTION

L’homme concgoit et construit des outils pour I'assister ou le remplacer dans un
large éventail de travaux. Ces développements conduisent a des machines
hautement perfectionnées qui peuvent réaliser des taches de plus en plus
sophistiquées. Ces machines sont destinées a augmenter les possibilités de 'homme
pour la rapidité de ses déplacements et de ses actions, et pour I'amplification de sa
force et de son champ d’action, notamment dans I'accomplissement de taches
pénibles, dangereuses et/ou répétitives. La conception, la fabrication et le pilotage de
ces machines, qui seront appelées communément « Robot », ont été rendus
possibles gréce aux connaissances scientifiques et techniques en différentes
disciplines comme la mécanique, électronique, informatique...etc. Mais la difficulté
de maitriser ces robots augmente avec la complexité du systéme.

Une approche simplifiée est donc I'objectif de tous les chercheurs, pour cela une
multitude de méthodes existent afin de résoudre les problemes de la robotique
(géométrique, cinématique, dynamique, simulation, etc.). Chaque méthode est
adaptée pour un probléme spécifique, elle a ses avantages et ses inconvénients. La
modélisation d’'un nouveau robot nécessite d’habitude un investissement en temps
important et le choix des parameétres peut influencer sur les résultats obtenues, la
convergence de la méthode et surtouts sur le volume de calcul qui est un facteur
important lorsque le manipulateur interagie avec I'entourage en temps réel.

L'outil mathématique permettant de modéliser le mouvement du corps rigide ou
déplacement, c'est—a-dire la cinématique, n'est pas définitivement achevé et on
trouve dans la littérature plusieurs techniques comme les parametres de Denavit-
Hartenberg [1], les angles d’Euler [2], paramétres de Euler-Rodrigues [3], mais il
existe une approche qui est relativement récente dans la robotique et qui a prouvé
son efficacité dans d’autre domaines comme I'animation [4], c’est la géométrie

algébrique.

La géométrie algébrique est un domaine des mathématiques qui, historiquement,
s'est d'abord intéressé a des objets géomeétriques (courbes, surfaces...) dont les

coordonnées vérifiaient des équations ne faisant intervenir que des sommes et des



produits (par exemple le cercle unité dans le plan rapporté a un repére orthonormé
admet pour équation x> + y* = 1). La simplicité de cette définition fait qu'elle
embrasse un grand nombre d'objets et qu'elle permet de développer une théorie
riche. [9]

Camille Jordan est probablement le premier a avoir en 1967 publié sur "les
groupes de mouvements". Cependant, Jordan n'a pas clairement distingué les
mouvements discontinus (par bonds successifs) des mouvements continus produits
dans les machines. Sophus Lie a congu sa théorie des groupes continus de
transformations, lesquelles groupes sont désormais appelés groupes de Lie. Les
développements modernes de la théorie de Lie par des mathématiciens peu
intéressés par l'application au déplacement des corps rigides dans la mécanique
non-relativiste sont plutot abstraits. Ainsi, les ouvrages modernes sur les groupes de
Lie assimilent tout groupe de Lie a un groupe multiplicatif GL(n) des matrices carrés
(nx n) de nombres réels. Un élément de GL(n) agit sur les vecteurs abstraits de Rn.

[6]
But du travail

Dans le domaine de la mécanique, la communauté scientifique et
universitaire, surtout préfere utiliser la méthode « classique » dans I'étude
cinématique et dynamique du mouvement du solide ou du systeme multicorps (mbs),
malgré I'existence ou I'émergence de méthodes beaucoup plus simples , rapides et
intuitives comme les groupes de Lie et algébre de Lie ou les quaternions et qui ont
fait leurs preuves dans plusieurs domaines comme le graphisme, la navigation et
'animation... La raison principale est l'inertie de cette communauté, sa résistance
aux changements et son autosatisfaction quant a la méthode d’Euler. Car comment
se fait-il que la plupart d’entre eux ignorent et continuent d’ignorer jusqu’a I'existence
des autres ou nouvelles méthodes, malgré leurs apparition depuis presque une
vingtaine d’années et leurs utilisations dans plusieurs domaines scientifiques ?

Notre étude a caractére pédagogique et scientifique démystifie ces notions et
contribuera certainement a combler cette lacune.

On a commencé par des généralités et des définitions sur les systémes articulés
et la robotique ; En chapitre deux, des concepts théoriques sont présentés pour

définir les outils (méthodes) utilisés en robotique pour la description du mouvement.
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Le probléme géométrique direct est ensuite développé pour I'architecture sérielle par
trois méthodes (Angles d’Euler, Groupe de Lie et les quaternions). Par la suite le
modéle dynamique est traité par la méthode récursive de Newton-Euler en utilisant
les groupes et algébre de Lie. Finalement dans le chapitre trois, des applications
sont faites en portant une analyse comparative des différentes approches et on
conclura par quelques observations et recommandations importantes.

Il faut noter que dans ce mémoire :

¢ On a travaillé seulement sur des mécanismes a chaine cinématique
ouverte simple.

e Les robots utilisés sont pris juste a titre d’application sans aucun intérét
pratique, car le but est de montrer I'existence de ces méthodes et de
montrer comment les appliquer.

e La comparaison est faite entre les résultats sous forme analytique, puis les

utilisés pour une application numérique.



1. GENERALITES SUR LA ROBOTIQUE

1.1.  Définition

L'Association Frangaise de Normalisation (A.F.N.O.R.) définit un robot
comme étant un systéme mécanique de type manipulateur commandé en
position, reprogrammable, polyvalent (i.e., a usages multiples), a plusieurs
degrés de liberté, capable de manipuler des matériaux, des pieces, des outils
et des dispositifs spécialisés, au cours de mouvements variables et
programmeés pour I'exécution d'une variété de taches. Il a souvent I'apparence d'un,
ou plusieurs, bras se terminant par un poignet. Son unité de commande utilise,
notamment, un dispositif de mémoire et éventuellement de perception et
d'adaptation a Il'environnement et aux circonstances. Ces machines polyvalentes
sont généralement étudiées pour effectuer la méme fonction de fagon cyclique et
peuvent étre adaptées a d'autres fonctions sans modification permanente du

matériel.

Un robot manipulateur peut donc étre considéré d’'une manieére générale, vu
par son environnement, comme un générateur de mouvements et d’efforts dans les

diverses directions de I'espace.

1.2. Historique

Avant de parler sur la robotique "moderne" et les techniques utilisées, il est
intéressant d'avoir une idée sur le développement de la robotique au cours de ces

derniéres décennies.

Si l'utilisation des systémes articulés remonte a quelques siécles, le mot
"robot" n'est apparu que dans les années 1920. Et les travaux les plus récents qui
font naitre la robotique telle que nous connaissons commenga aprés la deuxiéme
guerre mondiale en développant un manipulateur commandé a distance pour
travailler sur des matériaux radioactifs. Ces manipulateurs sont de type "maitre-
esclave" ou le manipulateur "Esclave" duplique le mouvement d'un "Maitre" a travers
une série d'articulations mécaniques qui ont été remplacé, aprés, par des actuateurs

électriques ou hydraulique et les nomma : les "téléopérateurs".
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En parallele avec les "téléopérateurs" il y'avait le développement des
machines outils a commande numeérique (CNC), des machines fiable et de haute

performances.

Les premiers robots, développés par George Devol en 1954, remplace le
manipulateur "Maitre" des téléopérateurs par le contrbleur programmable des
machines CNC et I'appela "Programmed Articulated Transfer Device".

Un étudiant de l'université de Columbia,Joseph Engelberger, a acheté le
brevet et fonda plus tard la société "Unimation" en 1956. I'Uinmation installa son

premier robot dans l'usine de General Motors en 1961.
L'innovation ici été:
e la programmabilité de la machine dont on pouvait changer les outils et

la reprogrammer a un colt relativement bas pour lui permettre

d'exécuter une grande variété de taches;

e ['utilisation d'une chaine cinématique ouverte qui a permet au robot

d'accéder a un espace plus vaste.

Mais il a crée des problemes de conception, car il est difficile de contréler avec
précision les derniers points d'une structure articulé, en plus, les erreurs a la base
d'une chaine cinématique ont une tendance de s'amplifier en allant vers I'extérieur de

la chaine.

Pour remédier le probléme, des actuateurs hydraulique d'une grande
puissance et haute précision ont été utilisés dans les articulations. Puis ils ont ajouté
des capteurs (de force, de pression..) pour corriger les erreurs ou détecter les
obstacles comme il a fait McCarthy en 1963 avec un systéme de vision binaire.

Plusieurs modele de robots ont été introduit mais celui qui a marqué cette

période été le robot marchant développé par General Electric pour I'armé en 1969.

En 1973, le premier langage de programmation de haut niveau a été
développé a Stanford qui a permet I'apparition des robots commandé par ordinateur.

En 1978, Unimation a introduit son robot PUMA (Programmable Universal
Machine for Assembly) et en 1979 le robot SCARA (Selective Compliant Articulated
Robot for Assembly) au Japon puis aux Etats-Unis
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Comme les applications des robots industriels ont progressé dans les années
80s jusqu'a nos jours, plusieurs robots sont introduits, mais les efforts sont
concentrés surtout sur I'amélioration de sa précision, en utilisant des actionneurs et
des capteurs plus performants, et le développement des techniques et des
algorithmes de commande et de planification des trajectoires. Et pour que cela soit
fiable on doit bien modéliser notre systéme et qu'il soit le plus proche possible de la

réalité, cela ouvre un nouveau domaine qui, lui aussi, n'a pas cesser de progresser.

1.3. Etatde l'art

La plupart des ouvrages de références en robotique comme et proposent des
exemples de résolutions de cinématiques sérielles particulieres et quelques
procédures pour y arriver de maniére rigoureuse. Dans le cas des robots paralléles,
Merlet regroupe et décrit les solutions pour plusieurs classes de structures paralléles
dans. On peut citer: Solutions géométriques, Solutions algébriques, Méthodes
itératives. [19][21] [22]

L'utilisation de « screw », « Twist » et « wrench » pour décrire la cinématique
des corps rigides, a deux avantages principaux [7] : le premier nous permet de faire
une description globale du mouvement sans passer par des singularités, due a
I'utilisation des coordonnées locales, de telles singularités sont inévitables lorsqu’on
choisit pour représenter la rotation par les angles d'Euler, par exemple.

Une des méthodes de représentation du mouvement d'un caractere
d’animation est l'utilisation d’'un modéle articulé. Le mouvement du modéle d’un
squelette est défini par une translation et une orientation dans un repére global, et
des orientations locales des articulations. Il existe plusieurs fagons pour décrire une

rotation dans I'espace et les plus utilisées sont les angles d’Euler et les quaternions.

Plusieurs domaines utilisent les angles d’Euler dans la représentation des
rotations. D’aprés le théoreme de rotation d’Euler [7]: toute rotation peut étre décrite

en utilisant trois angles.

Les Quaternion aussi peuvent étre utilisés dans la représentation des
rotations. Le quaternion est inventé par le mathématicien irlandais William Hamilton

comme extension des nombres complexes. Il est composé de quatre éléments est
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souvent noté par (qy, ¢) ou g, est un nombre réel et ¢ un vecteur a trois

composantes.

Plusieurs applications dans I'animation par ordinateur interpolent I'orientation
en utilisant les angles d’Euler mais on peut faire face a ce qu’'on appel « gimbal
lock », qui est la perte d’'un degré de liberté de rotation. Par contre, les quaternions
ne posent pas ce genre de problémes, on peut faire l'interpolation des orientations
sur la sphére en 4D formée par les quaternions unitaires et ils sont utilisés pendant

des années dans le domaine aérospatial [12].

Récemment, quelques auteurs ont utilisé l'algébre de Lie pour traiter les
problemes du systéme de vision [8], cette approche nous permet de faire une
paramétrisation de la transformation d’une fagon naturelle en 2D et en 3D.

1.4. Morphologie

a) Structure mécanique des robots [25]

On distingue classiquement 4 parties principales dans un robot manipulateur ;

informations proprioceptives

systéme mécanique
articulé (S.ML.A.)

actionneurs 4 capteurs
+ un organe terminal
(voire plusieurs)
— environnement
systeme de commande

et de traitement
de I'information €= informations
extéroceptives

Figurel.l : Les quatre parties principales dans un robot

Un robot est un ensemble de liens reliés entre eux par des articulations pour
former la chaine cinématique, qui est entrainé par des actuateurs ; qui sont a leur
tour commandé par un ordinateur. Chaque sous systéme (figure1.1) donne au robot
une capacité pour que I'ensemble exécute la tache voulue. Ces capacités sont :
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e La capacité d‘action, que ce soit pour le porteur du robot ou pour le poignet,
cette capacité est due a un ensemble d’actuateurs (actionneurs) qui entrainent
les différents composants du robot. Sa motorisation est réalisée par des
actionneurs électrique, pneumatique ou hydraulique qui transmettent leur
mouvement aux articulations par des systémes appropriés. Le concept d'un tel
systéme fait appel au contréle du mouvement (servomoteur, transmission)

e Un systéme sensoriel lui donne la capacité de perception qui lui permet
d’obtenir des informations sur I'état interne et externe du systéme meécanique
pour gérer les relations entre le robot et son environnement. Les organes de
perception sont des capteurs dits proprioceptifs lorsqu’ils mesurent I'état
interne du robot (positions et vitesse des articulations) et extéroceptifs
lorsqu’ils recueillent des informations sur I'environnement (détection de
présence, mesure de distance, vision artificielle). La réalisation d'un tel
systéme se réféere au contexte des proprietés des matériaux, de
conditionnement du signal, traitement des données et récupération de
I'information.

e La capacité de relier les actions a la perception d’'une maniere intelligente est
assurée par un systéme de contréle qui peut commander I'exécution des
actions tout en respectant les objectifs tracés par les techniques de
planification, et les contraintes imposés par le robot et 'environnement. La
réalisation d’'un tel systéme suit le méme principe de rétroaction utilisé pour le
contrdle des fonctions du corps humain, qui peut exploiter la description des
composants du systéme robotique (modélisation).

La robotique est donc une science pluridisciplinaire qui requiert des
connaissances en meécanique, électronique, traitement du signal, communication,

informatique...

b) Architecture mécanique des manipulateurs

De tous les manipulateurs, on peut former trois grandes classes en se basant
sur leur architecture : les manipulateurs sériels, les manipulateurs paralleéles et les

manipulateurs hybrides.
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Les premiers sont caractérisés par des actionneurs placés les uns a la suite
des autres sur une chaine cinématique. En procédant de la sorte, le poids des
actionneurs occupe une part importante dans la masse en mouvement. De plus, les
actionneurs prés de la base doivent supporter le poids des actionneurs situés plus
loin sur la chaine, ce qui oblige a placer des actionneurs plus puissants a la base et
prés de la base ainsi qu'a augmenter considérablement la masse des membrures
pour les supporter. En général ces manipulateurs sont aussi reconnus pour avoir un
grand espace de travail, un faible rapport capacité de chargement sur poids du
manipulateur et une structure peu rigide. Des exemples de manipulateurs sériels
sont présentés a la (Figure 1.2) ; On retrouve un manipulateur PUMA a six degrés de
liberté. Ce dernier est beaucoup utilisé en recherche dans le domaine du contrdle et
en industrie pour I'assemblage ou le déplacement de piéces.

Figure 1.2 : Robot PUMA a 6 degrés de libertés

A l'opposé, les manipulateurs paralléles sont caractérisés par la présence de
plus d'une chaine cinématique entre la base et I'effecteur. En général, chaque
chaine cinématique comporte un actionneur et ce dernier est placé le plus prés
possible de la base, si ce n'est sur la base. De cette fagon, les actionneurs n'ont
pas a porter le poids des autres actionneurs. En raison des chaines cinématiques
multiples entre la base et l'effecteur, ce type de manipulateur est en général trés
rigide et en mesure de supporter et de mouvoir des masses beaucoup plus
supérieures a la masse totale du manipulateur. En contrepartie, la présence de
plusieurs chaines cinématiques entre la base et I'effecteur diminue la taille de leur
espace atteignable. Deux exemples de manipulateurs paralléles sont illustrés a la
Figure 1.2 et 1.3. Dans le premier cas, en 1.2, on peut voir un manipulateur

paralléle sphérique a trois degrés de libertés. Ce manipulateur est utilisé pour
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orienter une caméra avec des vitesses et des accélérations supérieures a celles de
I'ceil humain. De telles performances peuvent étre atteintes parce que les
actionneurs sont fixés a la base et, par le fait méme, les membrures sont allégées au
maximum. On obtient alors une faible inertie pour ce manipulateur et les actionneurs
sont en mesure d'exécuter des manceuvres plus rapidement tout en demeurant en
contréle. La Figure 1.4 représente quant a elle un manipulateur paralléle a six degrés
de liberté plus connu sous le nom de plateforme de Gough-Stewart [21]. On retrouve
souvent ce type de manipulateur dans l'industrie aéronautique utilisé comme
simulateur de vol. Par contre, dans ce cas-ci, le manipulateur représenté est un

simulateur automobile utilisé par la compagnie Mercedes-Benz.

Figure 1.4 : plateforme de Gough-Stewart a 6 degrés de libertés

Le troisiéeme et dernier type d'architecture présenté est I'architecture hybride.
Cette architecture représente un compromis intéressant entre les architectures
sérielles et paralléles. Le terme hybride englobe, a lui seul, toutes les combinaisons
possibles de manipulateurs sériels et de manipulateurs paralléles. Un manipulateur

hybride peut donc étre formé d'une combinaison de chaines sérielles, d'une
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combinaison de manipulateurs paralléles ou d'une combinaison de chaines sérielles

et de manipulateurs paralléles.

L'architecture hybride est de plus en plus utilisée en robotique pour amener un
actionneur plus prés de la base comme on peut le constater a la figure 1.5 pour un
robot GMF a six degrés de liberté. En effet, une boucle fermée a été ajoutée pour
déplacer le troisieme actionneur dans I'axe du second et ainsi diminuer la masse en
mouvement. Puisque cet actionneur subit maintenant seulement une rotation autour
de l'axe du premier actionneur, sa masse n'influence plus I'énergie potentielle du
manipulateur. D'autres ont fait I'étude d'un manipulateur hybride a trois degrés de
liberté construit a partir de deux chaines sérielles entre la base et l'effecteur. Avec
une telle architecture, il en a résulté un manipulateur plus précis pouvant évoluer a
plus grande vitesse en comparaison avec le manipulateur sériel obtenu en ouvrant la

chaine cinématique.

Figure 1.5 : un robot GMF a six degrés de liberté

Dans un ordre d’idées plus générale, Earl et Rooney ont fait le swol de
plusieurs structures cinématiques pouvant étre employées pour la conception de
manipulateurs. On peut citer le projet AMADEUS (Lane et al. 1997) qui porte sur un
systéme complet de manipulation. D'autres (loi et Etoh 1990; Ishirni et al. 1991)
ont également effectué des travaux qui traitent de manipulateurs sous-marins. Au
niveau des manipulateurs commerciaux, les compagnies ALSTOM Automation
Schilling Robotics (avec les robots Titan, Canan et Orion), Tek Engineering (avec le
robot Python) et Hydro- Technologie (avec le robot BM 100) produisent des
manipulateurs pouvant travailler sous I'eau ou dans des milieux trés hostiles. Il est a
noter que tous ces robots possédent des architectures sérielles. Ceci conclut le
survol des trois grandes classes de manipulateurs. On est maintenant en mesure
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d'examiner les criteres de sélection qui vont permettre d'effectuer le choix de

I'architecture la mieux adaptée a la situation.

c) Définitions générales

Articulations ou liaisons

On admettra qu’un corps solide rigide isolé dans I'espace a trois dimensions

posséde six degrés de liberté : trois composantes d'un vecteur position et trois

composantes d’orientation. Quand on relie un tel corps a un autre, au moyen de «

liaisons » mécaniques, il perd de sa mobilité par rapport au second. On peut

imaginer diverses combinaisons de translations et de rotations, dont quelques-unes

sont représentées sur la figure 1.6.

Dans I'assemblage de robots manipulateurs, les liaisons les plus courantes sont :

La liaison rotoide R (ou pivot) a un degré de liberté (figure 1.6 j ) ; Articulation
rotoide : Il s'agit d'une articulation de type pivot, notée R, réduisant le
mouvement entre deux corps a une rotation autour d'un axe qui leur est
commun. La situation relative entre les deux corps est donnée par l'angle
autour de cet axe

La liaison prismatique P (ou glissiere) a un degré de liberté (figure 1.6 k ) ;
Articulation prismatique : Il s'agit d'une articulation de type dlissiére,
notée P, réduisant le mouvement entre deux corps a une translation le long
d'un axe commun. La situation relative entre les deux corps est mesurée par

la distance le long de cet axe

Pour une articulation complexe, i.e., avec une mobilité supérieure a 1,

peut toujours se ramener a une combinaison d'articulations prismatique ou

rotoide. Par exemple, une rotule est obtenue avec trois articulations rotoides dont

les axes sont concourants.
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Figure 1.6 : liaisons, paires cinématique.

La nature du mouvement relatif existante entre une paire de liens successifs
est déterminée par le type du joint d’articulation. D’'un certain point de vue, il existe
d'innombrables fagons pour relier un lien avec un autre et leurs permettre un

mouvement relatif entre eux.

Dans les années 1870, Franz Reuleaux, un ingénieur mécanicien allemand,
simpilfia la chose en definissant les 6 paires élémentaires de base (Figure 1.7). Une
paire de Reuleaux est une paire de surfaces identiques,l’'une pleine et I'autre creuse.
Ces deux surfaces s’assemblent et restent en contact tout en permettant un

mouvement relatif entre elles.

Les 6 paires de bases sont : rotoide R (1ddl), hélicoidale H (1ddl), prismatique
P (1ddl), cylindrique C (2ddl), sphérique ou rotule S (3ddl), planaire E (3ddl)

o

Figure 1.7 : paires élémentaires de base, paires de Reuleaux
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d) Critéres de sélection [25]

Chacune des combinaisons pouvant former un manipulateur hybride comporte
des avantages et des inconvénients. Une bonne connaissance des taches a
accomplir par le manipulateur est donc trés importante avant de choisir I'architecture
appropriée. En ce qui concerne le manipulateur pour applications sous-marines, les

quatre points suivants sont a considérer :

e |le nombre de degrés de liberté : un robot doit disposer de six degrés de liberté
pour positionner et orienter un solide quelconque dans I'espace ; de méme,
pour situer un corps dans un plan, il ne faut que trois degrés de liberté.

e espace de travail : il faut qu’il y ait compatibilité entre le robot et la tadche et
que le nombre de degrés de libertés de l'organe terminal du robot soit
supérieur ou égal a celui de la tache, le mécanisme peut alors placer I'organe
terminal dans la situation désirée.

e bonne rigidité. Le manipulateur doit avoir une bonne rigidité afin d'accomplir

les taches prévues et de pouvoir interagir avec son environnement;
Sur le plan des applications les plus courantes, on peut distinguer :

— Les robots industriels, travaillant généralement a poste fixe, de maniére
totalement autonome, et dont les « taches » sont programmeées sur le site par
apprentissage, ou bien hors ligne en utilisant un langage spécialisé ou des
moyens de conception assistée par ordinateur ;

— Les robots pour l'intervention et I'exploration en milieu hostile et mal connu
(nucléaire, planétaire, sous-marin) qui sont le plus souvent téléopérés mais
peuvent étre dotés d’une certaine autonomie locale compte tenu des difficultés
relatives aux délais des transmissions et a leur faible bande passante.

— Les outils de la « réalité virtuelle » qui émergent dans de nombreux
laboratoires et industries sont susceptibles d’aider les opérateurs dans la

commande des manipulateurs dont ils sont dotés les véhicules robotisés.

Dans tous ces cas ou les robots manipulateurs ne sont pas directement téle-
opérés et doivent posséder une certaine autonomie d’action, leurs systéme de
commande automatique doivent connaitre et compenser les imprécisions éventuelles

puisque l'opérateur humain n’est pas directement dans la boucle d’asservissement,
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pour s’adapter aux caractéristiques des machines et de leur environnement il est
nécessaire de passer par une modeélisation mathématique précise de la géométrie et

de la dynamique des bras manipulateurs.
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2. CONCEPTS THEORIQUES

2.1. Généralités et définitions

2.1.1. Matrice de rotation, Angles d’Euler [1] [2] [3] [4] [5] [6]

Rotations en 3-D autour de I’origine

Dans ce travail toutes les transformations ou mouvements du solide sont en 3-
D et on utilise la notation standard ou i, j et k représentent les vecteurs unitaires

portés par les axes x, y et z respectivement.

Dans I'espace, toute rotation se fait instantanément autour d’'un certain axe
fixe, donc pour une rotation en 3-D on doit spécifier I'angle de rotation ® et aussi un
vecteur unitaire le long de I'axe de rotation, v par exemple. Ainsi, pour représenter

une matrice de rotation 3x3 on écrira R(®, v).

Les matrices de rotations autour des axes z, x et y s’écrivent donc :

cos® —sind® 0
R(®, B=(sin¢ cos® O)

1 0 0
R(®, ) = (O cos® —sin CD)
0 0 1

0 sin® cosd

cos® 0 sin®
R(®D, )= ( 0 1 0 )
—sin® 0 cosd

On note que le sens de rotation est, par convention, le sens trigonométrique.
Et généralement on prend 0 <®<m , donc, une rotation de (- ®) est représentée
par R(® —v).

Le résultat de deux rotations successives est obtenu par le produit matriciel ce
qui signifie que les rotations en 3-D ne sont pas commutatives et I'ordre avec lequel
on doit faire la multiplication est trés important.

Rotations générales en 3-D

Les matrices de rotations précédentes sont des cas particuliers car les
rotations peuvent se faire autour de nimporte quel axe, mais toutes les rotations
vérifient les propriétés bien connues :

R(®D, yTR(D, v=1 et detR=1 (1)

Du fait que les rotations doivent préserver le module du vecteur transformé et

quelles ne sont pas des réflexions (detR#—1), pour trouver la matrice qui
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représente une rotation autour d’'un axe arbitraire on peut utiliser la conjugaison.
Cette derniere méthode consiste a trouver la transformation en combinant des
matrices déja connues, en général on fait une opération sur une matrice M sous la
forme TMI 1.

Par exemple, supposons que w est un vecteur unitaire dans le plan x-z qui fait
un angle 6 avec 'axe z, figure 1, une rotation de @ autour de w peut étre retrouvée
par une superposition de w sur I'axe z, une rotation de @ autour de z puis ramener w
a sa position initiale :

R(®,w) =R(8,J)R(D,kK)R(8.]) (2)

En 3D, il s'avére qu'on a besoin de 3 paramétres, mais il est impossible de
choisir les paramétres de fagon non ambigué. Pour des raisons de topologie il y aura
toujours des choix de parameéetres qui donnent la méme matrice. Cette
parametrisation est trés utile, par exemple toute rotation peut étre considérée comme
le produit des trois rotations autour des axes des coordonnées (Théoreme de

Chasles):
cos®, —sin®, 0\ /[ cos®, 0 sin®,)\ /1 0 0
R(®,,®,,0,) = (sinCDZ cos®, 0 0 1 0 0 cos®, —sind,
0 0 1/ \—sin®, 0 cos®,/\0 sin®, cosd,

cos®,sin®, sin®,sin®,sin®, +cos P,cos®, cosP,sin®,sin®, —sin O, cosP,
—sin®, sin®,cos®, cos®,cosD,,

cos®,cos®, sin®,sin®,cos®, —cos P,sin®, cosD,sin®,cosP, +sin P, sin®,
R=

Mais, en plus de la taille de la matrice, I'angle @ = Z pose un probléme et la matrice
devient :
0 sin@—-®,) cosd®,—-d)

,CDZ) =l 0 cos(®, —P,) —sin(® —b,)
-1 0 0

R(@wg

Donc on obtient la méme matrice pour tout (®, — ®,) =constante.

Une autre paramétrisation locale figure 2.1 en termes d'angles d’'EULER
(¢,6,40) est celle utilisée surtout en aéronautique [1]; (@, &,4) désignant

respectivement le roulis, le tangage et le lacet qui définissent les rotations suivantes :
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¢ . rotation autour 'axe z,

2 : rotation autour I'axe y et

1 : rotation autour I'axe z

—
<}

.
R

Figure 2.1 : Les angles d'EULER

cosy cosl cosp—sinyp sing —cosy cosf sing —siny cos¢p cosy sind
R(¢, 6, ¥= (sim/) cos8 cos¢ +cosy sing —siny cosl sing +cosy cos¢p siny siT,;?
—sinf cos¢ sinf sing cos6

Dans ce cas on peut prendre 0 < ¢ << 2w et aussi0 < ¢ < 2w, mais pour éviter
la duplication on limite0 <8 <7 . Méme de cette fagon, on ne peut éviter
entiérement la duplication car pour & = 0, on aura la méme matrice pour tout

(¢ +¢ ) =constante (3)
Poignet a 3-Rotations

Cette structure est utilisée comme poignet dans plusieurs robots, dans les
bras manipulateurs PUMA et STANFORD par exemple. Puisque les trois axes des
articulations rotoides se rencontrent en un point commun, le mécanisme est donc
sphérique. La disposition des articulations (J;) est illustrée sur la figure 2.

Pour simplifier, on prend comme position initiale du poignet la configuration
suivante : la premiére et la troisieme articulation seront alignées le long de I'axe z. et
la deuxiéme le long de I'axe y. l'origine O étant le point d'intersection des axes. Donc
la matrice de transformation cinématique sera donnée par :

K(6,, 8, @) =R (6,, RR(6, JR(O3, k) (4)
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J2
J

Figure 2.2 : Poignet sphérique (3-R)

Ici on n’utilise que des matrices de rotations 3x3, c’est a dire des angles dEULER
enposant: ¢y =604, 60 =6, ¢ =0 ;.

Mouvement général en 3-D

Le mouvement dans I’espace peut étre une translation ou une rotation ou bien

une combinaison des deux et le résultat est une transformation quelconque.

La translation peut étre représentée par un vecteur ¢(t..,t.,t.) et son effet sur

un point dont le vecteur position est v ,est simplement d’additionner le vecteur de

translation a ce vecteur.
Dans le cas général la transformation est représentée par une seule matrice
4 % 4 de laforme:

(e (5)

ou la rotation peut affecter la translation. Le mouvement est un mouvement
hélicoidal ou “vissage”, si le vecteur translation « t » est parallele a I'axe instantané

de la rotation R. (screw motion).

2.1.2. Modélisation par les paramétres de Denavit-Hartenberg

Cette méthode est la plus utilisée en robotique pour la définition de
I'orientation et de la position des différents éléments d’'un systéme mécanique

articulé. Elle est trés bien adaptée pour les mécanismes a structures a chaines
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simples ou toutes les liaisons sont élémentaires, mais, elle présente des difficultés
lorsqu’il s’agit de mécanismes a structures a chaines complexes. [6][7]

En effet, les corps possédant plusieurs liaisons élémentaires (rotoides ou
prismatiques) en aval, doivent étre dotés d’autant de repéres, ce qui entraine des

lourdeurs et souvent des erreurs.

La méthode de paramétrage est fondée sur les régles et conventions
suivantes :

— Les corps sont supposés parfaitement rigides. lls sont connectés par
des articulations considérées comme idéales (pas de jeux mécaniques,
pas d’élasticité), soit rotoides, soit prismatiques ;

— Le repére g, est lié au corps C; ;

— La variable de l'articulation j est notée q,.

— Le repere r,, fixé au corps c,, est défini de sorte que :

e L’axe z; est porté par I'axe de I'articulation j ;
e L’axe x,est porte par la perpendiculaire commune aux axes z, et
Tiq-
Si les axes z, et z,., sont paralleles ou colinéaires, le choix de x; n‘est pas

unique : des considérations de symétrie ou de simplicité permettent alors un choix
rationnel.

Le passage du repere Rr,_, au repere r, s'exprime en fonction des quatre
paramétres géomeétriques suivants :

e a,:angle entre les axes z,_, et =z, correspondant a une rotation autour de

)

e d,:distance entre z,_, et z, le long de x;_; ;

e 4, :angle entre les axes x,_, et x. correspondant a une rotation autour de

z;,
e - :distance entre x,_, et x, le long de z;, .

La matrice de transformation définissant le repere r, dans r,_, est donnée par :

7, <R (x, g)elx, PR(z, Pele, ) ©)
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co, o, 0 4 ]
Sa;iS6 Sa;Co; a,- rCa J
0 0 1

2.1.3. Groupes de Lie, algébre de Lie [3][8] [9] [10] [11] [12] [26]

Dans cette section on définit brievement les groupes de Lie et I'algebre de Lie
qui sont la base de I'approche géomeétrique utilisée dans ce travail pour décrire les

transformations dans I'espace.

Groupes de Lie

Un groupe de Lie réel est une variété différentiable munie d’une structure de
groupe, telle que les applications produit et inverse soient lisses. La dimension de la
variété sous-jacente est constante et on l'appelle la dimension du groupe de Lie
(Figure 2.3).

Une variété est un espace topologique abstrait, construit par recollement
d'autres espaces simples. Parmi les variétés les plus simples figurent les courbes et

surfaces du plan et de I'espace euclidien.

Propriétés :

e La composition de deux éléments (matrices) g, g, € G est définie et donne
un élément composé g qui appartient aussi a G.

e L’identité : il existe un élément edans G tel que la composition de e avec
n’'importe quel élément g donne I'élément g lui-méme.

e L’inverse : pour tout élément g dans G, il existe I'inverse g! tel que:

-1 _ ,-1

99" =g g =e (1)

e De la propriété des variétés, deux points quelconques dans G, peuvent étre
connectés par une trajectoire lisse. Et en n'importe quel point g, on peut
définir un différentiel dg qui est tangent a G.

o Le différentiel a I'élément neutre (I'identité) est particuliérement important et

I'espace tangent a l'identité est appelé I'algebre de Lie pour ce groupe.

26



e La liaison primaire entre un groupe de Lie et son algébre de Lie est le produit
des exponentielles. Sur les groupes des matrices, le produit des
exponentielles correspond a I'exponentielle d’'une matrice, i.e, si A est un

élément de l'algébre de Lie, alors exp (Agstun élément du groupe de Lie.

o
[ ]
ﬁ\
(=]
=
/
f
f
v
L)
¥
3
b
".
/
¥
L)
L}

Groupe Variéte Groupe de Lie

Figure 2.3 : Structures de base d’un groupe de Lie

Groupe orthogonal
Un groupe orthogonal de degré n dans F, noté 0(n,F), est le groupe des
matrices orthogonales n  n avec des éléments de F, mené par I'opération : produit
matriciel. C’est un sous-groupe du groupe linéaire général GL(n, F). ou @7 est la
transposée de Q.
O(n, P={Q€GL(n, HIR"Q=0QQ " =1} (2)
— Les groupes classiques dans les nombres réels sont généralement
notés simplementd(n).
— Toutes les matrices orthogonales ont comme déterminant 1 ou -1.
— Les matrices orthogonales n x n ayant le déterminant +1 forme un sous

groupe normal de O(n, F) appelé un groupe orthogonal spécial@(n, F) .

Dans notre cas, les groupes 50(2) et 50(3) sont les plus importants car ils
représentent une rotation autour d’un centre fixe en deux et trois dimensions ; par

exemple le groupe S0(2) se compose des matrices de la forme :

(g “cost)

Les groupes spéciaux orthogonaux et Euclidiens, SO(3) et SE(3)
Les transformations dans un espace euclidien sont accomplies par I'utilisation

des matrices de rotations R qui sont un élément du groupe spécial orthogonal 50(3],
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qui est un groupe de Lie. La représentation la plus familiére de cette transformation
est la représentation matricielle. Elle est définie par une matrice de dimension 4 x 4

appelée matrice de transformation homogéne, telle que :

r= [5 ﬂ (3)

e Rreprésente la matrice de rotation, elle est de dimension 3 x 3 et possede les
propriétés suivantes :
1) Son déterminant est égal a 1.
2) Son inverse est égal a sa transposée.
3) Ses valeurs propres sont : 1, =¥, e~ (complexes conjugués).
e t:représente le vecteur de translation.

Les 9 éléments de la matrice R vérifient 6 contraintes d’orthogonalité qui
expriment que les vecteurs lignes (ou colonnes) sont de norme égale a 1 et
orthogonaux entre eux. On a ainsi 3 éléments, parmi les 9, qui sont indépendants.

Si un point P est exprimé dans le repére R; par le vecteur p. et dans le repéere
R, par le vecteurp,, on aura la relation suivante :

pTRE 4)

Si on utilise les coordonnées homogeénes, la derniére équation prend la

[]=7[7] (5)

Cette représentation permet :

forme :

— De représenter dans des différents repéres les caractéristiques telles
que les points, les vecteurs, les droites et les plans.
— De calculer la transformée de ces caractéristiques pour une

transformation donnée.

2.1.4. Quaternions [5] [13] [14] [15]

Les quaternions peuvent étre considérés comme des couples (g,.q) ouU g, est
un élément de E et ¢ est un vecteur de dimension 3. L’ensemble des quaternions est

alors 'ensemble R* = R x R3.
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Les quaternions peuvent étre vus également comme des nombres complexes
a trois parties imaginaires (des nombres hyper complexes) :
q=go+iq, +jq,+kq, (1)
avec :

- -
L 4 "

i“=j =k

-
=

= ijk=—-1 (2)

On peut remarquer qu’on obtient également :
if= ji=k jk=—kj=1i ki=—ik=j (3)
Grace a ces formules, on peut facilement calculer le produit de deux

quaternions ;

rEg= ETD + I'Tx +_,i'"-|‘"}- + kTg)[QI} + i'qx +}Iq}' + I{qz) (4)

En général, le produit de deux quaternions n’est pas commutatif. Comme le

produit vectoriel. Il peut s’écrire sous forme matricielle :

r*q=Q(r)q (5)
Q@(r) est donnée par :
T T, —T'}. _T'z
_ T Ta —Tz T'}
Q(r) = L, T, T, T,
= Ty T T (6)

On peut également écrire le produit sous la forme suivante :

req=WIi(r)q (7)
W(r) est définie par :
T — T, —T'}. —Tz
| T L
wir) = n, TT T, T
N T (8)

La matrice W (r) est obtenue a partir de la matrice @(r) en transposant sa

sous-matrice :

z 'y
L T T
5 onon (9)
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Si le quaternion r est écrit comme une concaténation d’un réel et d’un vecteur

de dimension 3, » = (r,.r), on peut alors exprimer les matrices @(r) et W {r) par :

n -7
Q) =* |
v nl+K(r) (10)
3T
Wi(r) = [TE ’ ]
T 1l —K(7) (11)
K (r) est la matrice antisymétrique associée au vecteur  :
0 - o7
KFry=|rn 0 rn
T w0 (12)

On peut facilement vérifier que les matrices Q(r) et W(r) possédent les

propriétés suivantes :

QUMTQR(r) = Q(r)Q(r)" = rTri (13)
W(E)TwWir) =w(@Ew(r)T =+Trl (14)
Q(r)g = W(q)r (15)
Q)T r=w(E)'r=rTre (16)
Q(r)Q(q) = Q(Q(r)q) (17)
W (r)W(q) =W W(r)q) (18)
QrIW(g)" = Wi(g)TQ(r) (19)

r et ¢ sont deux quaternions quelconques, e est le quaternion unité : e = (10 00)" .

On note que si on utilise la représentation vectorielle d’'un quaternion alors le

produit de deux quaternions g = (gq,.9) et r = (r,,7) sera :
g r=[qon — q-T.q." + 7,9 +g X7] (20)

Si ¢ et » sont deux quaternions purement imaginaires (vecteurs de dimension

3) on aura les deux égalités suivantes :
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(21)
§XF=%(q*T—T*q] (22)
Le produit scalaire de deux quaternions est donnée par :
Teq = Tyl T 0.4, T4, (23)
On a bien évidemment : g - g = |IglI?
Le quaternion conjugué de g est 3 défini par :
q=qq—iq, —jq,— kaq, (24)

Notons que si @(g) et W(g) sont les matrices associées a g, alors Q(g)” et

W (q)" seront les matrices associées au quaternion conjugué . On a:

qa*g=q-q=llqll* (25)
Et on obtient ainsi le quaternion inverse de g4 :
1

-1 —
o - - 4
llgll?

(26)

On déduit que l'inverse d’'un quaternion unitaire (de norme égale a 1) est égal

a son conjugué.

Le résultat le plus intéressant pour ce travail est que chaque quaternion
unitaire correspond a une rotation unique. Le quaternion représentant une rotation

d’axe n et d’angle é s’écrit donc :

8 8
q = cosz + Eiﬂi (in, +jn, + kn_) 27)

2.2. Cinématique

Introduction

En générale la cinématique étudie le mouvement sans prendre en

considération la force qui produit ce mouvement, pour comprendre les différents
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types de la cinématique, il faut d'abord définir la cinématique directe (CD) et la
cinématique inverse (ClI):

Comme sont nom l'indique la CD est la manipulation direct de la structure par
des rotations et/ou des translations jusqu'a ce que Il'outil terminal atteigne la position
finale désirée.

Pour la ClI, la position de I'outil terminal est connue et on veut déterminer les
angles aux articulations qui correspondent a cette position. Ce probléme est plus
difficile car il peut y avoir une, plusieurs, infinité ou bien il n'y a pas de configuration
possible.

Malgré sa difficulté, la résolution du la Cl est primordiale pour la commande
dans I'espace cartésien. Par exemple, on connait la position de la piéce a souder, il
faut donc amener la torche a cette position.

2.2.1. Modéle géométrique direct [1]

Définition
Le modéle géométrique direct (MGD) d'un bras manipulateur exprime la

situation de son OT en fonction de sa configuration, autrement dit ses coordonnées

opérationnelles en fonction de ses coordonnées généralisées.

f: N——M
—x=f(q) ¢

Calcul

Le calcul du MGD consiste donc a exprimer la position du point 0,,; et
I'orientation du repére R, lié a I'OT, en fonction de sa configuration. Il faut pour cela
multiplier les matrices de passages homogenes successives reliant le repére R,lié au

bati au repére R, lié a 'OT :

Ty, Aq) =T, 1(Q1)T1, 4q2) Y Y Aqn) (1)
La matrice :
— RO,TL pO,n
Ton=("0" P%7) (2)
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2.2.2. Modéle géométrique inverse : [23]

Définition
Le modéle géométrique inverse (MGI) d’'un bras manipulateur permet d’obtenir
la ou les configurations correspondant a une situation de I'OT donnée donc |l
consiste a déterminer les coordonnées articulaires des actionneurs permettant
d’atteindre une position et une orientation de l'effecteur, données dans I'espace
cartésien. Le MGl est donc tel que :
f71: M —N
—q=f"1x) x
La résolubilité du MGl, c'est-a-dire I'existence d’'un nombre fini de solutions est
fondamentale en matiére de conception. Supposons que la situation x d’'un bras
manipulateur a n liaisons soit exprimée par un nombre m minimal de paramétres.
Supposons par ailleurs que x soit une situation accessible par le bras manipulateur,
c'est-a-dire que la situation appartient a I'espace de travail. Alors (dans la majorité
des cas):
- Sin <m, il nexiste pas de solution au MGI ;
- Sin=m, il existe un nombre fini de solutions en dehors de certaine
configurations , appelées configurations singulieres ;

- Sin >m,il existe une infinité de solutions.

On sait que dans le cas ou n <6 les bras manipulateurs (sériel, chaine
ouverte simple) sont tous solubles, c'est-a-dire qu’il existe une solution connue au
MGI. C’est aussi le cas de la plupart des structures a six liaisons, notamment celles
possédant un poignet sphérique (trois derniéres liaisons rotoides concourantes).
Enfin, seul le calcul du MGI permet de connaitre le nombre de solutions.

2.3. Dynamique inverse récursive

Le modéle dynamique est la relation entre les couples (et/ou forces) appliqués
aux actionneurs et la position, vitesses et accélérations articulaires. On représente le

modéle dynamique inverse par une relation de la forme :

r=faq,®, f (3)
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Plusieurs formalismes ont été utilisés pour obtenir le modéle dynamique des
robots, les formalismes les plus souvent utilisés sont le formalisme de Lagrange et le
formalisme de Newton-Euler. Dans ce chapitre, nous présentons ces deux
formalismes pour la dynamique inverse des robots a chaine ouverte simple en
admettant que le mouvement (position, vitesse, accélération) de chaque articulation
est donné. Pour cela nous introduisons davantage notions et operateurs concernant

I'approche géomeétrique de la résolution du probléme.

2.3.1. Définitions
a. Vitesses et forces spatiales

La vitesse spatiale d’'un corps rigide, écrite dans le repére mobile (un repére
lié au corps) peut étre représenté par le couple(w, v) SiX(t) =(R (t), Kt)) est une
courbe dans SE(3)decrivant le mouvement du corps rigide, la vitesse spatiale dans

le repere mobile est un élément de se(3). C'est-a-dire (w, v) € 98).

Bien que les vitesses spatiales sont représentées par des éléments de se(3).
Les forces spatiales, qui sont écrites sous forme de couple moment-force, sont
considérées comme des éléments de I'espace dual de se(3), noté par se(3)* . Cette
distinction est basée sur le fait que lors d’'un changement de coordonnés, les forces
(qui se comportent comme des co-vecteurs) ne se transforment pas comme les
vitesses (qui se comporte comme des vecteurs tangents). Comme résultat, les forces
peuvent étre considérées comme des éléments de I'espace dual des vitesses et des

vitesses angulaires.

La force spatiale représentée sous la forme hélicoidale g = (7, P € sd43)*, et

aussi appelée « wrench ».
b. L’operateur adjoint : [11]

La représentation adjointe est une transformation de coordonnées sur se(3)
qui nous permet de transformer les vitesses spatiales (état des vitesses) d’un
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référentiel a un autre via SE(3)entre les deux repéres.la représentation adjointe,

notée par Ad, est donnée par :
Ad;(h) =GhG 1 (1)

Ou, G € SH3) représente une transformation et h € se(3) représente la
vitesse spatiale. Par exemple si V, =(w,, y) est la vitesses spatiale d’'un corps dans
le repére M, et T; ,€ SE(3)est la matrice de transformation du M, au repére M,, alors
I'état des vitesses du corps dans le repére M;,notee V; =(w, y), est donnee par
Vy =Ad Ty, 2(Vz)-

Notons que dans I'équation (4) h est écrite sous la forme d’'une matrice 4 x4,
il est possible d'écrire I'adjoint quand h est un vecteur de dimension 6, cas de

I'exemple, d’ou :

s = (1) () g

L’operateur adjoint dual, noté par Ad* est une application linéaire dans

I'espace dual se(3)*.
L’application Ad;(h*) : s€3)* —se (3)*, G € SH3) est donnée par :

Adi(h*) = G'h*G (3)
La forme équivalente quand h est un vecteur de dimension 6 est :

RTW) (5m) 4)

sopey —( RT
adg ) =(R |77

0

Notons que la matrice utilisée pour Ad* est la transposée de c’elle pour Ad.
Physiquement, La représentation adjointe duale est une transformation de
coordonnées sur se(3)* qui nous permet de transformer les forces spatiales (état des

forces) d’un référentiel a un autre via SE(3)entre les deux repéres.

Par exemple si F, = (15, §) € sd3)* est la force spatiale (état des forces)

exercée sur un corps rigide dans le repere M, et T, ,représente la matrice de
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transformation du repére M, au repére M,, alors I'état des forces écrite dans le

repere M,, soit F; = (74, {), est donnée par F, = Ad Ty (F2).

L’algébre de Lie est aussi une application linéaire et elle est utilise par un

operateur nommé « les crochets de Lie » noté ad
ady =g, A=gh —hg (5)

Avec g, h € $8)* des matrices 4 x4, La forme équivalente quand g, hsont

des vecteurs de dimension 6 est :

ad,(h) =(

D’une fagon similaire :
adg(h*) =[g, il =gh*—h"g (7)

Et la forme équivalente :

) ©

w
g

Physiquement, les operateurs ad,(h) et ad;(h*) généralisent le produit

vectoriel sur se(3) et 63)*.

c. Cinématique en utilisant le produit des exponentiels des matrices

La cinématique des mécanismes en chaine ouverte peuvent étre modélisés
comme des séquences de transformations homogénes entre deux articulations
consécutives. Soit T;_; ;€ SE(3) la transformation entre le repere i et le repére du

lieni—1, elle peut étre écrite comme :

T; j41 =M ;%% 9)
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La transformation totale est la combinaison de toutes les transformations

séquentielles :
Ti, j=T; isli iv2-Tj-1, (10)
Ou M; est la matrice de passage entre lelienieti —1.

S; €se(3) est le « joint screw » écrit dans le repére mobil fixé au lien i et

q; € se(3) est la position du lien i par rapport a une position zéro choisis.

La représentation des transformations sous forme exponentielle a des
avantages sur d’autres représentations comme Denavit-Hartenberg. Dans la
premiére, le mouvement dans les articulations, prismatique, rotoide et le vissage, est
représenté de la méme maniére. En plus la dérivation de eSi4 par rapport a q; €

se(3) est trivial.

2.3.2. Méthode récursive de Newton-Euler

Utilisant la forme vectorielle de la vitesse spatiale, 'équation de Newton-Euler
peut étre écrite sous la forme : [11]

F =]V —ad;(JV) (1)

Ou ad” est défini dans (10). V = [(3] vecteur vitesse spatiale, son origine est le point

d’application de la charge, F = [I\F/I] . Et l'inertie spatiale est :

] :(1 —-m[r]? m[r 2)

-m|[ r] m

Dans (14), la charge peut étre appliquée a une position arbitraire sur le corps
relativement a son centre de masse. La masse du corps est m et le moment d’inertie
par rapport au centre de masse est . Le vecteur entre le point d’application de la

charge et le centre de masse est r.

La forme spatiale des équations de Newton-Euler peut étre appliquée dans les

chaines cinématiques ouvertes en écrivant la résultante des forces applique sur
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chaque lien dans le repére approprié. L’algorithme pour résoudre le probleme
dynamique est donné par la suite, dans cet algorithme on admet que le mouvement
(position, vitesse et accélération) pour chaque articulation est donné pour trouver les

forces articulaires.

La méthode comporte deux récurrences, une avant de la base a l'organe

terminal, et 'autre arriére de I'organe terminal a la base.

Algorithme de la méthode de Newton-Euler
Initialisation : V, =0 ; V, =g ; F,4, est connue. [11]
1. Récurrence avant (outward recursion) :
pouri=1ai=n

Ti_q, (=M %
Vi =Ad Ti_—11, l.(Vi—l) +Sl(ql)
a; =—ad Siqy <AdTi__11 l(Vl—l)) ou bien A =—ad Si‘il(Vi)
V; =Ad T (Viet) +8.:6; +a;

2. Reécurrence arriére (inward recursion) :

Pouri=nai=1

F; =Ad ;i—1i+1(Fi+1) +/:Vi —ady, (JiVy)
7, =S[F;

2.3.3. Le formalisme de Lagrange :

Le formalisme de Lagrange décrit les équations du mouvement en termes de
travail et d’énergie du systéme, ce qui se traduit, lorsque I'effort extérieur sur I'organe

terminal est supposé nul, par I'équation suivante pour une configuration q =

(q1, g, ..q,) choisi:

d (0L oL
E(@) ~ 2 =0, k=12.n (1)
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Ou L(q, 9 =T(q, 9 —U(q) , le Lagrangien, est une fonction scalaire; Q
(souvent noté t ) est le vecteur représentant les forces généralisées exercé sur le
systéme. T(q, q) est I'énergie cinétique total du systéme et U(q) est I'énergie

potentielle totale.

L’énergie cinétique d’'un robot est donnée par :
1 ..
T = EZ?:1Z7:1 Mij(q)% ﬂ (2)
Ou M;; € R™" est une matrice symétrique définie positive appelée matrice masse.

De (2) le Lagrangien devient :

L=:
2

Lin X1 Mi(@)q, g—U(q) (3)
En le remplacant dans (1) I'équation de mouvement peut étre écrite sous la forme :

Xt My (@) q, R X7 Ti(@)g, 'a+6 (@) =74 k=1,2.n 4)

Ou 1, et le couple/force appliqué sur la k™ articulation et [jx est le symbole de

Christoffel de premiére espéce :

1 Mgj | My | Mij
M., =-(= 44—k Y 5

au

Représentant I'effet de Coriolis et de centrifuge, et G, = %
k

L’équation (4) peut étre aussi écrite sous forme matricielle plus compacte:

Mq)G +C(@q q )q +G(q) =t (6)

Et Mq) estla matrice masse:

m11 Xyl mlk C11 Xyl Cl-k
Mq) = | s )G g )ES
mkl es mkk Ckl es Ckk
Est la matrice de Coriolis/centrifuge, G(q)pour les termes dus a la gravité, et ¢

représente les couples (forces) appliqués.
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L'équation du mouvement peut étre générée en appliquant la deuxieme loi de

Newton et I'équation d'Euler sur chaque lien:
ZF:mac (7)
XM=I ,o +toxLw+rxma , (8)

Ou ), F est la somme des forces extérieurs agissant sur le lien, m est la masse
du lien, a, l'accélération du centre de masse; ), M la somme des moments extérieurs
autour d'un point quelconque p appartenant au lien. w vecteur des vitesses

angulaires, r vecteur position du point p par rapport au centre de masse, a,

accélération du point p.

Toutes les quantités dans (7) et (8) sont exprimées par rapport a un repere lié

au centre de masse de chaque lien.

La méthode de Lagrange est considéré plus utile lorsqu'il s’agit du
calcule symbolique explicite et la méthode de Newton Euler pour le calcul numérique
mais cette distinction n'est pas toujours vraie car on peut avoir les caractéristiques
obtenues par le formalisme de Lagrange en utilisant le formalisme de Newton Euler,

et vice vers ¢a.
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3. APPLICATIONS

3.1. Probléme géométrique direct

Dans cette partie on s’intéressera a I'étude cinématique d’un robot
manipulateur a six degrés de liberté .On considére un manipulateur similaire a
'UNIMATE PUMA. Plusieurs robots industriels sont basés sur le modele du PUMA :
les dimensions ou la commande peuvent différer mais la disposition des articulations

reste toujours la méme.

3.1.1. Présentation générale du manipulateur

Notre manipulateur a six degrés de liberté, figure 3.1 est un robot PUMA. Ce
choix est délibérément fait car les robots de la gamme PUMA sont répandus dans les

universités et utilisés dans l'industrie.

Chaque degré de liberté est di a une articulation rotoide a laquelle on associe
un repére. Le repere de base (absolu) Ry(0;, x0,v0,2p) coincide avec le repére

Ry(0y, x4,%1,21).

Jill (05 z3) = (04 ;) : axe de la premiére articulation (premier degré de liberté),

J2/l (05 x5) : axe de la deuxieéme articulation,

J3/l (05 x5): axe de la troisiéme articulation,

Jall(0s z5) : axe de la quatriéeme articulation,

Jsll(0= x=): axe de la cinquiéme articulation,

Je!/l (0 z;) : axe de la sixiéme et derniére articulation.

0., Gz et 0, représentent le méme point qui est le centre du poignet du manipulateur.
D- : Entraxe entre z; et =z ;

L, : Entraxe entre x, et x4;

D. : Entraxe entre xj et x;

ds : Entraxe entre z, et z;.
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JOINT 1

JOINT b

Figure 3.1 : Robot PUMA
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Figure 3.2 : Manipulateur PUMA 6 degrés de libertés
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On commence par choisir une position initiale du robot correspondant a 0, = 0
(figure 3.2), soit le repére fixe ou absolu R ;{0y,x,70,29) cOincidant avec le repéres
R,(C,) mobile et les repéres mobiles R,(0,) , Ry(05), R.(0.), R:(0:) et R,(C.)
respectivement liés aux articulations des six composants de notre bras manipulateur.
On doit trouver les matrices A; qui correspondent aux rotations &, autour des axes
des articulations j, et ensuite faire le produit de ces rotations pour trouver la matrice
Kde la transformation rigide de I'organe terminal dans le repere de base en utilisant

successivement les trois méthodes citées.

3.1.2. Méthode des angles ’'EULER

Si la direction de I'axe de rotation est © et t le vecteur position d’'un repére
dans Ry, en utilisant la conjugaison TMT~* la rotation autour de cet axe est donnée

par :

_ (R(8,v) (I—R)t
A0 = ( . . )
Les axes des articulations et ses emplacements dans la position initiale sont
donnés par le tableau 3.1 suivant (voir paramétres de Denavit-Hartenberg), seule la

composante non nulle du vecteur t est mentionnée :

Articulation v t
J1 k 0
2 i 0
J3 i L.k
Ja k Dgi
I 1' (L +Dy)k
Je k Dgi

Tableau 3.1 Paramétres géométriques du manipulateur

En effectuant ces rotations on obtiendra les matrices4,. Les deux premieres

sont simples du fait qu’elles sont dans le repére de base :
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[ cos(#) -sin{ .1 1] 0] 1 0 0 (0l
4= sin(8)) cos(@1) 0 0 47 = 0 cos(82) -sin{A2) 0
0 0 10 0 sn(62)  cos(d2) O

L 0 0 0 1] 0 0 0 1

Pour 4, on doit connaitre le terme (I — Rt

1T 0 0 1 0 0 0 ‘ 0
[(g 1 ;]) — (0 cos (63) —sin [5‘3])1( 0 ): ( L,sin (3) )
0 0 1 0 sin(63) cos(63)/)\L2 L ,(1— cos (F3)

D’ou, on a:

1 0 0 0

| O s sin(d3) L7 sin(83)
0 sin(83) cos(83) L2 (1 - cos(B)
0 0 0 1

De méme, on a:

Ccos(84)  -sin(8) 0 (1 - cos(é4)) D3]
g | ED cos(84) O _sin(84) D3
0 0 1 0
L 0 0 0 1 |
M1 0 0 0 ]
5| O cos(85)  -sin(@3) (L2 + D4 sin(85)

0 s e cos(Ed) (L2 + D4 (1 - cos(B5)

0 0 0 1

Finalement, on aboutit a :

cos(#d) -sin({F) 0 (1 - cos(AE) D3

g| SO costén) O _sin(86) D3
0 0 1 0
0 0 0 1

La matrice cinématique K de la transformation est donnée par :

K(Ell EE’ 93* E-—:-J‘ ES : E.Euj = A:l EEI:IAE (EZJAEI (Hﬁjﬂé(a-—j}li(ﬁ's}}lﬁ(aﬁl
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Ou la premiére transformation est représentée par A.(8.) et la multiplication
se fait en commencgant par le produit le plus a droite. C'est-a-dire on fait tourner la
derniére articulation en premier et garder les autres fixes, puis I'avant derniére et

ainsi de suite jusqu’a la premiére articulation.

Le produit de ces six matrices donne une matrice K(i,j) qu'on appellera Ke et

qui est trés compliquée et dont les éléments sont :

Kol 1=(C1 Ca4+ (-8 C2C3+ 8 88N SN CO+ (O S+ (81 COC3+ 8 2SN DS+ (81 COSI+ 81 2 CN 8D 6
Ke(1,2)=(C! C4+(-81 C2C3+81 52 83) S4) S6+ (-C1 54+ (-81 C2C3+ 51 S2 8D CH I+ (81 02 83+ 51 52 O 85 C6
Keo(l, = (-CI 54+ (-5 CIC3+ 5 818D CNSS+ (S C2 83+ 81 520D C5

Keo(l,4)= (] C4+ (-51 C2 C3+ 51 52 53) 54) (1 - C6) D3
S((-CH S8+ (-81 C2 C3+ 51 52 83) C4) C5+ (51 C2 83+ 51 52 C3) 55 56 D3
FCL S (SIC2CE+ 8IS CN L2+ D S5+ (SICIS3+ 81 S2CNEI+ DN (1-CH+CI(1-CH D3
ST CI ORI SIEN S DE -8 CILIRIABISILZ(1-C8)

Ke(2, 1)=(S] C4+ (1 C203-CIS2 80 8 C6 + (81 S4+(CI C2C3-CIRISNCH CI+(-CICISI-CIEICHNEN 6
Ke(2,2)= (81 C4+(CICICE-CI 8283 8 86+ (-S1 84+ (C1 CICE-CI 828 CH CE+(-CICIF3-CLSICHENCE
Bal3, 3 = {57 BPL(C CT 03 -BI BEEn BT LTI CE B - BT R 55 5

Ko(2,4)= (51 C4+(C1 C2C3-Cl 825354 (1-C6) D3
(8] 84+ (CIC2 T3 -CI 8258 C) C5+(-CI C25% - 01 52 C3 55 56 D3
FSI R (CICIC-CI N CN I+ D) S5+ (-C1 C283 - CLSICNE2+DH(1-CH+51 (1 -CH D3
(CICIC3-CIS28D 84D+ CICILIS3-CIS2L2(1-Ch

Ke(3, N=(C2 83+ 52 CNSI C6+(C253+57 0N C4C5+(C2C3-5253) 85 56
Ke(3, )= -(C2 S5+ 52005456+ (C2S3+52 00 C4 05+ (02 03 -52 5055 C6
Ke(3, 3= (C2 53+ 52 CHC485+(CIC3-8280C5

Ee(3, 8)=(C2 53 +52 05 84 (1 - C6) Di - ((C2 83+ 52 O3 C4 C5+ (02 CF - 52 83 55 56 D3
F(CI 83482 CN AL+ DO S5+ (C2C3-S2SNE2+ DN (1-C5 - (C253+52CNS4D3+ 52 E2 83+ C212(1-Ch

Ke(d, 1)=10
Ke(d,2)=0
EKeld, =0
EKe(d, 4)=1
Pour simplifier I'écriture, on note: Ci = ces (8,) et 5i = sin(4,).

Dans la pratique ces produits sont faits par le calculateur du systéme de

commande ou a I'aide d’un logiciel comme MAPLE ou MATLAB.
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Exemple d’application :
Soit un point p rigidement lié a l'outil terminal du manipulateur et en
choisissant la méme position initiale, ce point aura les coordonnées(o,0,Z,+ D,).

Quelle est sa position si les angles de rotation sont :

i i b i i
Elzi, szi, 83:‘], 84:—5, HE:E’ HE\:i
La nouvelle position est donnée par :
f T T T o
PV w(Z 2 o2 2 V&Y
(1) Ktz’z’ﬂ’ 2"2’2)(1)
1 0 0 (L,—D;+D,) 0 f(Ly—D3+ D,)
(p"]=’ﬂ B —1 [+ D) 0 _ D,
1 01 o0 0 | (L +Dy) _ 0
0 0 0 1 1 ? ‘ 1

3.1.3. Méthode des Groupes de Lie

Afin de pouvoir écrire les matrices de transformations, on associe a chaque
articulation un repere R, (j = 1..6) et on notera par &, les rotations relatives entre les

différents constituants du manipulateur, figure 3.2.

Cette methode consiste a écrire le vecteur translation :; d'une articulation j,
dans le reperer,_,, la transformation est donc une rotation pure autour d’'un axe

suivie par une translation qui aura les coordonnées du repere r; dansg;_,, donc A4;

est la transformation dans le repére R; .
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R /R,_, v £
R,0 ;{_1' (0,0,0)
Ry I_:. (D3 + dj3,0,0)
R, 1_3. (_dEJ 0, L:j
R, ;,T_' (0,0,D,)
Res I (0,0,0)
R, ;{:' (0,0,0)

“+l

Tl

Tableau 3.2 : Paramétres géométriques du manipulateur en utilisant les groupes de Lie

: Vecteur position du repere r, dans r,_,

: Vecteur unitaire autour duquel se fait la rotation.

Les matrices de rotations s’écrivent comme suit :

"

(cos(f1) —sin(f1) O 0] 10 0 D3+di
s 84 cos( @t o0 —
e (81 (81] e 0 cos(f2) —sin(62) 0
a 0 10 0 sin(#2) cos(§2) 0
L 0 0 0 1. o0 0 1]
10 0 —d3] [ cos(#4) —sin(#4) 0 0 |
e 0 cos(f3) —sin(@3) 0 d e sin(#4)  cos(#4) 0 O
0 sin(#3) cos(#3) L2 0 0 1 D4
00 0 1 0 0 0 1
10 0 a [cos(86) —sin(86) 0 0]
A5 0 cos(f3) —sn(85) 0 o sin(#6)  cos(f6) 0 0
0 sin(#5) cos(f5) O ' 0 0 1 o
00 0 1 0 0 01

La transformation résultante sera le produit de ces six matrices

Les éléments de la matrice K, (i,j) sont:

EL(L1)=(CIC4+ (—FICIC+ 81828 8) C6+ ((—Cl M+ (—SIC2C3+ 81 82583) C4) CF
+ (SIC283+ 51820385 85

BE(1, By=—(CTE2+ P—SICPE3 L ST S8 S0) 86 + {{—CP 8+ [—BEC2€% & 51 52825 €4 €5
+ (SIC283+ 8152C3)85) C6
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KL(1.3)=—(—CI S8+ (—81C2C3+ 81 5253)C4) S5+ (81 C283+ 5/ 8203) 05
EL(L, ) = (S CI83+ 81820 Dd— Cldi+ 815202+ C (D3 + di)

KL(2,11= (81 C4+ (CICICE—CIEIEN 5 C6+ ((—51 84+ (Cl1C2Cs— CIE283) 04) CF
+ ¢ —EF 9 — £ 5Y BY) &Y 55

KL(2,2)=— (81 Cd+ (C1C2C3— CI5253)54) 864+ ((—8I 84+ (CICIC3—C158253) C4) C5
1+ (i 3 8% — €3 59 555 85 OF

KL(2,3)=—(—8I 84+ (CIC2C3—CI8283) C4) 85+ (—C1C283— C182C3) C5
KL(2, M =(—ClCI83—CIE2C D4 — Sl ds— CIS2 L2+ 51 (D3 + db

KL 1= (8203 + C28N 06+ ((S2C3+ 28N C4C5+ (=828 + C2C03) 85) 56
KL(3,2)=—(S2C3+ CI83) 8456+ ((S2C3+C28) C4C5+ (—S2 83+ C2C3) 85) C6
EL(3,3)=—(82C3+ C283) C485+ (=828 +C203) 058

KL(3,4)=(—8283 4+ C2C3) Dd+ C2 L2

KL(4,1) =0
KL(4,2) =0
KL(4,3) =0
KL(4,4)=1

Exemple d’application:
Pour cet exemple, on prendra le méme point de coordonnés p(0,0.L, + D)
dans gr, et qui aura les coordonnées (—D,,0,0) dans le repére final R et ceci pour

les mémes angles que 3.2.1.

1 0 0 (L,+D,) —Dg» (L, —D;+D,)
[psz 0 0o -1 D, ( 0 ): D,
1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1

3.1.4. Méthode des Quaternions [26]

Soit le vecteur V de coordonnées (x, y, zdans le repére R,(0¢), représentant
la position d’'un outil quelconque rigidement lié au poignet du manipulateur . Sa
position finale ou nouvelle position dans le repére de base R,(0,), aprés les six
manipulations, est tout simplement donnée par I’équation quaternioniene et en une
seule ligne

V' = q1Q2Q30sQsde-V-ds “ds Qs Qs Q2 Q1
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Il faudra bien sir commencer par I'opération au cceur de cette équation a
savoir 'opération : qeV-qs' et en plus commencer par le produit le plus a droite
c’est-a-dire le produit V-qs 'et ainsi de suite.

Exemple

Procédons par étapes et confirmons les résultats trouvés grace a la premiére

méthode K, et la deuxiéme méthode K;.

Pour bien expliciter la méthode et guider le lecteur dans cette manipulation

des quaternions.

On se contente de I'exemple de I'application numérique 3.2.1. c'est-a-dire on
retrouve la position du point p aprés qu’on a effectué des rotations d’amplitude 6;(voir
3.2.1).

V = [0,(V)] estle vecteur (écrit dans le repére précédant) qui doit subir une
rotation R (v)
Ve =R(vV) = q:V-q !
q est le Quaternion unité correspondant a la rotation d’amplitude (0) autour de I'axe
n(ny,, 1, 1) etquis’ecrit de la forme :

0 0
q =[cos§, sini(nxi, nj, yk)]

Notons que les trois derniéres rotations s’effectuent toutes autour du centre du

poignet 0,.

e Pour (86)= 1/2;
q = [cos(11/4),(0,0, sin(tr/4))]etV = [0,(-D3,0,0)]
V'= q:V.q ~'=[cos(11/4 ),(0 ,0, sin(11/4)] - [ 0,(-D3, 0,0 )] - [cos(T7/4 ),(0 ,0 .- sin(11/4)]
V'=[0,0,-D3,0)]

e Pour (65)= 1/2;
q = [cos(1/4 ),( sin(11/4),0,0)etV=10,0,-D3,0)]

Qui est le vecteur résultant de la transformation précédente.
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V'=qg-V «q ‘1=[cos(1'r/4 ),( sin(11/4),0,0)]-[0,(0,-D3,0 )]~ [cos(11/4 ),(- sin(11/4) ,0 , 0)]
La nouvelle transformée est V' =[0,( 0,0, -D3 )]

e Pour (8)=-1/2; Méme technique ; V' =q:V-q '

q = [cos(m/4),(0,0, -sin(11/4)] et V=[0,(0,0,-D3)]
V'=q.V.q " = [cos(T1/4 ),(0,0,-sin(11/4))] - [ 0,(0 ,0 , (-D3 )] - [cos(T1/4 ),(0 ,0, sin(11/4))]
V'=[0,0,0,-D3)]

e Pour la troisieme rotation (03 ) = 0 qui doit se faire autour de I'axe x3 le

vecteur a transformer est (voir figure 3.2)
V=[0,0,0, (Ds-Ds))]

V' =q:V-q =" = [cos(0 ),(0 ,0 , sin(0)] - [ 0, (O, (D4-D3 ))] + [cos(0 ),(0 ,0 , -sin(0)]
V'=[0,(0,0, (DsD3))]

e Pour (62 ) = /2 ,autour de I'axe x2 ,le vecteur qui subit la rotation est le

vecteur :

V=[0,(-d3,0, (Lz*+ Ds-D3))]

Donc :

V'=[cos(11/4),( sin(1/4) , 0, 0)] - [0,(- d3 ,0, (Lo+ D4 -D3 ))] - [cos(1/4 ),(- sin(11/4) ,0, 0)]
V' =[0,(- d3, -(Lo+ D4 -D3 ),0))]

Finalement pour la derniere transformation d’amplitude (81 ) = /2 autour de

I'axe fixe Oz1. le vecteur a transformer sera le vecteur :
V=1[0,( D3 +d3 - d3, -(Lo+ D4 -D3 ),0))]
Et le dernier quaternion est q = [cos(11/4 ),(0 ,0, -sin(11/4))] alors ;

V'=[cos(11/4 ),(0 ,0, sin(1/4)]- [ 0,( D3 ,~(Lz+ D4 -Ds ),0))] - [cos(1/4 ),(0 ,0 - sin(1r/4)]

Le résultat V' = [0,( (L2 + D4 - D3 ), D3,0))] est un quaternion qui représente le

vecteur V'T = ((Lo+ D4 -D3 ), D3, 0)) et c’est le vecteur transformée du vecteur
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VT =(-Ds, 0, 0) par les six transformations successives : R(8s), R(Bs), R(64), R(63),
R(62) et R(61).

3.1.5. Analyse et Discussions des résultats

Un outil quelconque MO (Objet manipulé) maintenu par le robot PUMA (voir
figures 4 et 5) dont les coordonnées de l'extrémité sont (x, y, z) dans le repére RG6,

donc dans R1 (x+ D3, y, L2 + D4 + z) aura pour transformeée :
C=[KI.(x,y,z,1)
Par la méthode de Lie est :
D=[Ke].(x+D3,y, L2+ D4 +z 1)7

Par la méthode d’Euler est au lecteur de vérifier que quelque soient les

amplitudes (0;) choisies et le degré de complexité des deux matrices on aura:
[KI. (x,y,z) = [Ke]. (x+D3,y,L2+D4+2z)" ou C-D =(0,0,0,0)"
Indépendamment de la méthode choisie, les résultats trouvés concordent :

En utilisant la méthode Ke, Kl ou Kqgq; un point P de coordonnées
cartésiennes (- D3, 0, 0) dans le repére Rg et aprés les six transformations aura les

coordonnées [(-D3 + L2 + D4), D3, 0] dans le méme repére de base Rp

En utilisant la méthode Ke, ce méme point P aura les coordonnés [(0 ,0, ( L2
+ D4)] dans le repére Ry et aprés transformations aura les coordonnées [(L2+ D4-

D3),(D3), 0] dans ce méme repére.

C’est donc le méme résultat identique qui est exprimé dans le repére absolu Ry.

Plusieurs remarques et observations importantes s'imposent :

1) Pour les méthodes Kl ou Kq les paramétres de Denavit-Hartenberg ne
sont plus utilisés. Donc, on n'a plus besoin de dresser un tableau pour la description
de I'architecture du robot manipulateur.

2) La méthode « TMT ! » de conjugaison n’est donc plus sollicitée.
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3) La partie rotation des matrices Ke et Kl est tout simplement :
R (8) = : R(61). R (82). R (63), R(84). R(B5) .R(Bs).

Dans le cas général il suffira de déterminer sa trace, ses vecteurs et ses

valeurs propres pour connaitre I'axe de rotation résultant et I'amplitude résultante.

Concernant notre application, R(8) est équivalente a une rotation d’amplitude
/2 autour de 'axe fixe Ox .

4) La derniére colonne de la matrice Kl (voir 3.1.3)
KI(1,4)i +KI(2,4)j+KI(3,4)k représente la translation résultante

5) Pour I'exemple étudié, le mouvement de I'outil rigidement lié au poignet du
manipulateur est la composition d’'une rotation d’amplitude 1/2 autour de I'axe Ox
suivie d’une translation t'= ((L2 +D4), D3, 0)

6) Connaissant les amplitudes (6;) ces deux calculs peuvent étre rapidement

accomplis séparément a I'aide d’un logiciel comme MAPLE ou MATLAB.

7) Malgré la complication de la matrice KIl, cela sous-entend, pour ce genre de
robots manipulateurs, que la matrice Kl aurait pu et du étre écrite et pourrait et
devrait étre facilement construite directement, par simple observation du
manipulateur dans une position de base judicieusement choisie, si les amplitudes

(6;) sont bien sdr connues.

8) La méthode KI est donc beaucoup plus, géométriquement intuitive, directe

et rapide que la méthode Ke.

9) Ces reésultats peuvent se généraliser a la cinématique inverse et a I'étude
dynamique des manipulateurs grace au produit des exponentielles et aux concepts
de ” Twist et Wrench “.

10) Pour la troisieme meéthode, celle des quaternions, et surtout si les
articulations sont rotoides, on remarque que les calculs sont beaucoup plus directs et
plus rapides que par les méthodes matricielles classiques. On n'a plus besoin
d’écrire des matrices 4x4, une seule ligne suffit; bien que MAPLE dans ses

conversions  quaternion-matrices et l'inverse, utilise le calcul matriciel mais
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implicitement. Pour I'application on a préféré le faire manuellement pour initier le

lecteur et le guider dans le calcul quaternonien.

Si le manipulateur comporte des translations, il faudra faire appel aux

quaternions duaux.

Angles d’Euler

Groupes et algebre de Lie

Quaternions

Ecrire la transformation dans
chaque articulation dans le
repere de base R, donc On a
besoin de connaitre les
parametres géométriques (D-
H) du robot, et pour chaque
articulation on utiliser la
conjugaison (TMI' ~1) qui
augmente le volume et le
temps de calcul.

On associe a chaque
articulation J; un repére R; et
la transformation dans cette
articulation est :
e [a rotation dans ce
repere ;
e Une translation qui est
le vecteur position de
R; dans R;_,
D’ou des matrices 4 X 4
assez simples.

Utilise le méme principe que
G/A de Lie or I’écriture
hypercomplexe des
quaternions nous mene a
manipuler des vecteurs au
lieu des matrices ce qui est
plus simple.

Cette technique est surtout
pour les rotations

Tableau 3.3 :

3.1.6. Conclusions

Tableau comparatif entre les trois méthodes.

Pour conclure, chacune des trois principales méthodes étudiées, aussi bien

que les autres méthodes occultées dans ce travail, posséde des avantages et des

inconvénients.

Il ressort de notre étude cinématique comparative, concernant les robots

manipulateurs a articulations rotoides, que I'utilisation des quaternions, Kq, est la
méthode la plus appropriée, évidente et rapide. Ne souffrant pas de singularités; elle
pourra étre généralisée a I'étude dynamique des manipulateurs [16] [17], a
'animation des manipulateurs, pour la génération de trajectoires quelconques
(Interpolation, dérivation, évitement d’'obstacles...).

Dans le cas d’articulations prismatiques il se fera appel a la théorie des
quaternions duaux.

A défaut, la méthode KIl, dans ce cas de figure, est beaucoup plus rapide,
intuitive et directe que la méthode Ke.

53



3.2.  Application Dynamique

manipulateur plan a 2 ddl [11]

Soient §, 6, les angles de rotation du lien 1 et 2 respectivement (figure 3.3)

Figure 3.3 : Mécanisme plan a deux degrés de libertés

3.2.1. Méthode de Newton-Euler récursive

Matrice de transformation

S =(ws, ¥)
oS =exp([[“65] 1;)5] q)
a _(exp loslg) b
oSid _(eXP g»s q) 1)
Oou
exp(lwslg) =I +sin(q) [ws] +(1 —cos (q) Jws]?
Et

b=ql+ (1 —cos(q)) sl +(g —sin (QDws]*) »

Dans ce cas le mécanisme est plan et les articulations sont rotoides (vs =(0, 0, O)et

elles tournent autour de I'axe Z (ws =(0, 0, 1)
Donc §; =(0, 0, 1, 0, Q, 0)
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Lien1:

0 -1 0
S, =(0, 0, 1, 0, OPp@nc sa forme antisymétrique est [S;] = (1 0 0)
0 0 O
TO, 1:M135191

M; est écrite dans le repére (i —1)

1 0 0 O
0 1 0 O
Mi=lo 01 0
0 0 0 1
D'ou :
cos @ —sin(6)) 0 0
T = sin(68,) cos(6) 0 0
o1 0 1
0 0
Lien 2:
0 -1 0
S, =(0, 0, 1, 0, 0; Dpnc sa forme antisymétrique est [Sz]z(l 0 0)
0 0 O
T, ,=M ,e52?
100 L
01 0 O
M2=10 0 1 0
0 0 0 1
D'ou :
cos @ —sin(6) 0 L,
T, ,= sin(6,) cos() 0 O
0 1 0
0 0D

Connaissant les angles §, 6, on peut avoir la position de l'outil terminal en
remplagant leurs valeurs dans la matrice de transformation totale : Ty ,=T, 4 »

a. Récurrence avant (outward recursion) :

L'utilité de cette récurrence est le calcul successif des vitesses et des

acceélérations des corps puis leur torseur dynamique [6]

e Calcul des vitesses
La matrice adjointe s’écrit :

s = ele)
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Ceci permet d’écrire I'état des vitesses du solide dans le repére précédent.

Mais pour faire la récurrence avant on doit représenter I'état des vitesses
écrite dans le repére M; dans le repere M,, pour cela on utilise la matrice adjointe de
I'inverse de la matrice de transformation.

SiT =(R, b)linverseestdonc:T 1 =(RT, —K'b)

Lien1:
cos @® sin(6) 0 O
-1 —sin(@1) cos(6) 0 O
o1 0 1 00
0 0 1
cos ® sin{ (¥ O
—sin () cos (@ O 0 \
_ 0 0 1 '
Adpp, = cos @ sin{(p O
0 —sin (f cos (8 O
0 0 1
Lien 2 :
cos ® sin g 0 -Lqcos(8,)
-1 —sin () cos (H O Lysin ¢f
L2 0 0 1 0
0 0 0 1
cos ( sin ¢f 0 0 0 0
—sin () cos (D 0 0 0 0\
Ad _ | 0 0 1 0 0 0!
T T 0 0 Lisin ¢ cos @ sing 0
0 0 Licos ( —sin (f cos (B O
0 —L 4 0 0 0 1

Afin d’alléger un peu I'écriture des matrices on utilisera la notation suivante :
cos(0;) =c;;siff,) =s;; cos(6; +0;) =c1p ;sif0; +6,) =51,

On peut calculer I'état des vitesses de chaque solide Avec V, =0 et 6, =w;,, §=¢;
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Lien1:(i=1)

Vy =Ad 721(Vo) +51(65)
Dot :V; =(0, 0, @ 0,0, 0)
Lien2:(i=2)

VZ :Ad T;lz(Vl) +Sz(92)

V, =(0,0, wtw,, ks,w;, heywy, 0)

e Calcul des accélérations :

Matrice adjointe ad :

Soit h € se(3)avec h(wy, ©)

an=() )
Lien1:(i=1)

a, =—ad g, (AdT 1(V0))
EtV, =0

Dot : a; =(0, 0, 0, 0, 0, 0)

Vl :Ad To—ll(Vo) +Slé1 +a1

Avec V, =(0, 0,0, 0, g, @ouV, =(0, 0, £ g5, g¢ 0)

Lien2:(i=2)
/o 6, 0
| 6, 0 0 0
_10 0 0
Asat: = 0 -4,
0 6, 0
0 0

a, =—ad g,4,(V2)

0

0
0

\I
)

a; =(0, 0, 0,160, w;, Ly, w,, 0)
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VZ :Ad T1_12(V1) +Szé2 +a2

Vz =(0, 0, g+e,, ksy&e +gsq1z +L 101w, hCyep +9C12 —L1S,w10,, 0)

b. Récurrence arriére (inward recursion) :

] _(1 —m[r]? m[r
“\ -m[r] m
] : Inertie spatiale
I : Moment d’inertie autour du centre de masse du corps i
r : Distance entre le repére local et le centre de masse

T
Avec Ad; =(4d o ) etady, = (ady,)’
0o 0 0 0o 0 0
/0 myai 0 0 0 -mja \
J, = 0 0 Ly +miai o mua 0o |
t7lo 0 0 m; 0 0
ko 0 myaq 0 my 0 )
0 -maqy 0 0 0 my
0o 0 0 0o 0 0
/0 mya’ 0 0 0 -m,a, \
J, = 0 0 Ly, +maa3 o mpa, 0o |
27 fo 0 0 m; 0 0
ko 0 mya, 0 m; 0 )
0 -mpa; 0 0 0 m;
Lien2:(i=2)

F,=Ad ;le(Fg) +],V, —ady, (J,V2)

Comme il n'y a pas de force extérieure appliquée sur l'outil terminal ; F; =0.

h € se(3) avec h(wy, ®)

ad;, = fonl [[Z’;]];)
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O (0)1 +(l) 2) O O O _L 1C2(U1
/—(a)1 +w,) 0 0 0 0 Lisy 4
ad’ = | 0 0 0 Licw,q —L 15,0, 0
V2 0 0 0 0 (w1 +w,) 0
0 0 0 H(w,+wy) m, 0
0 0 0 0 0 0
D’ou
0
0
F = | (&1 +€3) Uypn +myad) +myayl (e +s,08) +maazgcy, |
2 my(L1S,61 +9S12) —m,a,(wq +w 2)2
myay (g +&,) +myLi(c6; +5,w2) +M29C12
0
T2 :SzTFz
Ty = (& +€3) Uppr +m,a3) +mya,L (o6 +5,0%) +myazgey,
Lien1:(i=1)

F, =Ad ;1—’12(F2) +]1V; —ad v, J1V1)

c;, —S, 0 0 0 0
/sz ¢z 0 0 0 —Ll\
« _ 10 0 1 Lis, Lic 0 |
Ar=10 0 0 ¢ -s. 0
0 0 0 s Cy 0
0 0 0 0 0 1
0 w; 0
—w, 0 0 0 \
 _ 0 0 O !
ady, = 0 @ 0
0 —~w, 0 0
0 0 O
0
(o)
| 71 |
F, =
! flx
fly
0
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Donc:

7y = (& +€3) Uy +m2a§ +mya,Licy) +e1(l,, +m 1a% +m,a,Lic; +m zLi)
—m,a,L15, 2w, w, ‘HU%) +m,g(azci, +L4cy) Hmpagey

fix == (&1 +£2)Ma55, +M3gs; =M 20,6, (W1Hw )* — (MyLy +mya)wi +mygs;
f1y = (&1 +e)muayc; + (MpLy +myay)e; +myge; —m,a,s;(w4w)? +moge;
Et
T, = (&1 +¢3) Uz +Ma3) +myayLi(co6; +5,07) +mayazgcy,
fox =m (L1561 + 95 12) =M 2a,(w; +5)?

fay =m,ay(e; +&3) +m,Li(cp8 +5,0%) +mygcy,

3.2.2. Méthode de Lagrange

Pour le méme mécanisme et en utilisant le formalisme de Lagrange :
Ilen1k:1,q1 291,q'1=9.1=a)1
I|en2k:2,q2:02,q2 :0.2 =w- etQk =Tk

L’équation du mouvement est :

d (0L oL
E(a) —a—Qk k=1, 2.n

L’énergie cinétique est donnée par :

1 S .
T; = Emivgi Ve 5 Wil tw,
Pour le premier lien 1 :
1 1
Ti = Emla%w% + Elzzlw%

Pour le deuxiéme lien, le vecteur position par rapport au repére de base (O xy) du

Lic; +a 2012)

centre de masse G, est: 0G, :(L G 4dos
1°1 2°12

Sa dérivée seconde donne :
T —7172,.2 2 2 2
Vgr Vg =Ljw] +a3(w; tw;)* +2L1a;(wf tw1w;) 6

1 1
DOHC TZ = Emz [L%a)% +a§(a)1 +(l) 2)2 +2L 1a2(0)% +(l) 10)2)6‘2] +51222(0)1 +(l) 2)2
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L’énergie potentielle est :
Lien 1: U, =miga;s;
Lien 2 : U, =m,g(L1S; +a,512)
Le Lagrangien est donc :
L=T,+T,-U,-U,
En résolvant I'équation (3.1) on trouve les expressions des couples suivantes :

7y = (& +€3) Uy +m2a§ +mya,Licy) +e1(l,, +m 1a% +m,a,Lic; +m zLi)
—m,a,L15, 2w, w, ‘HU%) +m,g(azci, +L4cy) tmpasgey

Ty = (&1 +€3) (gz2 +M2a3) +mya,Li(c6; +5,07) +myazgcy;
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3.3. Validation des résultats

Le but de cette application numérique est de valider les expressions analytiques
trouvées a partir des modéles déja traités.

On a d’abord établi des programmes MATLAB, puis on les a validé par une
confrontation avec ceux de la littérature. Nous avons utilisé ces programmes pour
une étude cinématique et dynamique d'un mécanisme plan a deux degrés de

libertés.

a) Le modéle cinématique inverse
Considérons un manipulateur plan a deux degrés de libertés de type rotoide 6,, 6, et
des longueurs [; =1, =1m . L'extrémité du manipulateur se déplace d’un point

P;(1.2, 1.5)vers un point P,(—1.2, 1.5)décrivant une ligne droite.

X
Figure 3.4 : Différentes configurations en suivant la trajectoire.
D’aprés le modéle géométrique direct, on a:
[X] :[11 cod6,) +1l,cod0, +6,)
Y lysiff) +1,sif0; +6,)
D’ou
XZ +Y2 :l% +l§ +2l112 Coigz)
En utilisant la fonction at an2on obtient [21]
0, =atan2(x, y) + atan2(k, x+y 2 +1%? —132 (@)
0, =+atan2(k, 2 +y?—1? —1%) (b)
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Ou:

k= \/(xz +y 2412 —-12)2 -2[(x2+y2)2+17 —17]
Les deux solutions correspondent aux deux postures; « coude vers le haut » ou
« coude vers le bas ».
L’extrémité du manipulateur se déplace selon les équations du temps suivantes [23] :

x=12—-t ety=15 avec0 <t <2.4s

En introduisant les équations (a), (b) et I'équation du mouvement dans notre
programme on peut déterminer toutes les configurations que prend le manipulateur
pour passer sur cette trajectoire. La figure 3.15 montre la variation des angles 6;, §

en fonction du temps [23] et celle quon a calculée figure 3.16.

deg

140

120

1004

80 93 B e iy
// / \
G0
Fa g
& %

40 |

0 05 1 15 3 o s 1 s B 25

. -
Figure 3.5 : variation des angles 61, 6, en Figure 3.6 : variation des angles 6, 6, en

fonction du temps [23] fonction du temps (calculés)

Les deux courbes sont quasi identiques donc notre programme donne de

bons résultats.

Pour les vitesses et les accélérations et d’apres le modéle cinématique

inverse, on calcul la matrice Jacobienne ;

] (—llsi 00,) —l,sin6, +6,) —,sinb,; +92))

lycod6;) +l,cod6, +6,) —1,cod0,+0,)
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On détermine les vitesses articulaires en utilisant I'équation :

g ='X
Et nous avons pour les accélérations :
X=Ji +k
g =r'(x-Jq)

Les résultats sont illustrés dans les figures 3.7 et 3.8

Figure 3.7 : vitesses articulaires Figure 3.8 : accélérations articulaires

Conclusion

En utilisant les équations de la cinématique directe et inverse nous avons pu
établir un programme MATLAB qui est fiable pour la détermination des variables
articulaires qui sont nécessaires pour le modéle dynamique.

b) le modéle dynamique :

Dans cette partie, on validera le Modéle dynamique de Newton-Euler avec la
notation de groupe et algébre de Lie qu’on a développé dans 3.2 . une
confrontation des résultats obtenus avec ceux du systéme a 2 degrés de liberté
[20] est faite.
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Soit le méme mécanisme précédent (figure 3.19) avec les paramétres suivants :
a, =aq =1 m; ll :lz =0.5 m; mp =m, =50 Kg, lll :llZ =10 KgTrE ;
krl :krz =100 s My =My =5 Kg; Iml :Imz-

Ou 1,4, k- ce sontles moments d’inertie des actionneurs par rapport au centre
de masse, et k.4, k, sontles rapports de transmission.

Figure 3.9 : Mécanisme plan a 2 dd|

La figure 3.10, montre les positions, vitesses et accélérations articulaires,
respectivement, en fonction du temps. Nous avons introduit ces données dans notre
programme MATLAB en utilisant la méthode de Newton-Euler pour déterminer les
couples appliqués sur les articulations figure 3.11.
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b
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Accélération

Figure 3.10 les variables articulaires en fonction du temps [20]
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Figure 3.11b Variation du couple calculé dans I'articulation 2

- conclusion

Cette application nous a permis de valider la méthode récursive de Newton Euler
pour I'étude dynamique du manipulateur pour laquelle on a utilisé la notation des
groupes et algebre de Lie.
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3.4. Application 1:

Nous allons maintenant utiliser ce programme et les résultats du modéle
cinématique inverse (figures 3.6, 3.7, 3.8) pour faire I'étude dynamique du premier
exemple figure 3.14 en prenant compte de [linertie des actionneurs sur les

articulations; les conditions initiales sont :

- Vitesse linéaire de 'outil terminal V. = (-1 0)

- Accélération linéaire de I'outil terminal a = (-1  0)
- Temps total t =2.4s

- Du P;(1.2, 1.5)ers un point P,(—1.2, 1.5)

Figure 3.12 Variation des couples dans les articulations
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Application 2 :

a) Probleme cinématique inverse :

Pour cette deuxiéme application numérique, nous avons choisi une autre trajectoire
pour notre systéme ; La nouvelle trajectoire est un demi cercle de rayonr =1 et de
centre 0(0, O)figure 3.13)

Yy _--7

v

Figure 3.13 : mécanisme plan a 2ddl suivant une trajectoire circulaire.

L’équation de la trajectoire est donc :

Supposant que x varie linéairement en fonction du temps
x =at+b

Nous avons les conditions aux limites suivantes ; sachant que le temps total du
mouvement estde 2, 4 s

x=-1
t=0 5'{y=0
x=-1
t=2,4 S{y=0

69



D’ou :

En Introduisant ces équations dans notre programme MATLAB pour la
résolution du probléme cinématique inverse, nous obtiendrons les courbes de

variation des paramétres articulaires 6,, 4, 4, 4, 4, § respectivement.

240

220
200
180
160

deg
140

120

100

Gl

B0
1]

Figure 3.14 : Variation des angles 6,, § en fonction du temps.
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deg/s

deg/s?

Figure 3.16 : Variation des accélérations articulaires 6, §.
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b) Probléme dynamique :

Pour traiter le probleme dynamique nous avons besoin des résultats obtenus par
la cinématique inverse, en injectant ces valeurs dans le programme MATLAB pour la
résolution du probléme dynamique, nous obtiendrons la courbe de variation des

couples moteurs dans les articulations.

400

300
200

100

Nm oot

-200
-300
-400

-500

-500
1

Figure 3.17 : Variation des couples dans les articulaires 7,, 3.

Conclusion

Avec ces programmes, on peut donc faire des applications numériques pour
I'étude cinématique et dynamique d'un systeme plan a deux degrés de liberté pour
différentes trajectoires. Ici, on a pris 'exemple d’une ligne droite et d’'un demi-cercle ;
on a pu choisir n'importe quelle trajectoire en changeant les équations de x, yen

fonction du temps.
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3.5. Conclusion

Chaque robot (sériel, paralléle ou hybride) est congu pour faire une (des)
tache(s) spécifié, dans un espace et un intervalle de temps défini tout en considérant

les contraintes comme le chargement, dextérité, vitesse et la fiabilité...

Pour les robots plans a n degrés de libertés, connaissant ses parametres
géometriques m;, L;, I,, et 6;(t)(polynbme cubique ou quintique...) pour une tache
précise (évitement d’obstacle, suivi une trajectoire, soudage...) en utilisant un logiciel
de calcul puissant( MAPLE, MATLAB...) la cinématique et la dynamique peuvent étre
traitées numériquement ou analytiquement a n'importe quelle instant t; et les
graphes de position, vitesse, accélération et couple peuvent étre tracés avec

précision.

Pour I'exemple du robot plan a 2 degrés de libertés, nous avons écrit
I'expression du couple appliqué aux articulations en utilisant la théorie des groupes
de Lie et I'algébre de Lie (équation A) puis avec la méthode classique de Lagrange

pour confirmer les résultats (équation B) et les valider par une application numérique.
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4. CONCLUSION GENERALE

Dans ce mémoire, nous avons introduit plusieurs méthodes utilisées dans
I'étude (cinématique et dynamique) des robots manipulateurs ; parmi ces approches
il y a celles qui sont relativement méconnues : théories des Groupes et algébre de
Lie, quaternions. Ces derniéres sont relativement récentes et leurs applications sont
beaucoup plus dans le domaine de l'animation malgré qu’elles ont prouvé leur
efficacité en robotique. Nous utilisons d’autres approches (paramétres de Denavit-
Hartenberg, angles d’Euler, Lagrange) dites « classiques » a cause de leur utilisation
trés répandue pour valider les résultats obtenus par les méthodes des Quaternions et

des groupes de Lie.

Nous avons commenceé par |I'étude géométrique directe d’'un robot PUMA a 6
degrés de liberté en utilisant les angles d’Euler par lesquels on a obtenu la matrice
de transformation homogene (Ke) ; ensuite on a retrouvé cette matrice en utilisant
'approche de groupes et algébre de Lie (KI) puis les quaternions (Kq). Des
programmes MAPLE pour I'obtention des écritures analytiques et symboliques des

matrices de transformation ont été établis.

Nous avons fait une comparaison et quelques applications numériques et on a

constaté que :

par simple observation du manipulateur dans une position de base

judicieusement choisie, la matrice de transformation homogene (KIl),

en utilisant les groupes de Lie, peut étre facilement écrite.

e pour la méthode des quaternions, et surtout si les articulations sont
rotoides, les calculs sont plus rapides et directs par rapport aux
méthodes matricielles classiques. On n'a plus besoin d’écrire des
matrices 4x4, une seule ligne suffit.

e contrairement a Ke, Kl et Kq ne présentent pas de singularités.

e les quaternions unitaires ne représentent qu’'une rotation. Si les

articulations du manipulateur sont prismatiques nous aurons besoin

des quaternions duaux.
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Le probléme dynamique est traité par la suite. Aprés avoir introduit des
notions sur les groupes et algebre de Lie (matrices adjointes et adjointes duales,
produit des exponentielles...). On a pris I'exemple d’un mécanisme simple plan a
deux degrés de liberté pour lequel on applique la méthode récursive de Newton-
Euler. On a établi un programme MAPLE pour l'obtention des expressions
analytiques des couples dans les articulations et une comparaison avec la méthode

de Lagrange est faite.

Méme si les deux méthodes aboutissent au méme résultat, I'aspect récursif de
la méthode de Newton-Euler la rend plus facile a programmer. En utilisant I'approche

des groupes de Lie, les dérivées sont triviales du fait qu'on dérive des exponentielles

(egl"?f) ce qui n'est pas le cas pour la méthode de Lagrange.

Finalement, pour valider notre travail, on a pris un exemple de la littérature
pour lequel on connait tous les paramétres du systeme et dont les résultats sont
donnés. On a établi d’autres programmes MATLAB en utilisant les expressions
trouvées par MAPLE pour le calcul de la cinématique inverse et le calcul numérique

des couples et on a traceé les différents graphes qu’on a validés par des exemples.

Comme nous I'avons mentionné dans l'introduction, notre but est a caractére
scientifico-pédagogique. De ce fait, nous avons utilisé des robots simples afin de

simplifier les calculs et de se concentrer sur la méthode.

Une introduction a [I'approche géométrique pour [I'étude des robots
manipulateurs est abordée, traitée et commentée dans ce mémoire. Ce dernier peut
aisément servir comme support pédagogique et/ou document de base a des
mémoires et théses et surtout pour une démystification des groupes de Lie et des

quaternions.
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Description of the Movement of Multibody Systems (mbs)
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Abstract: Our research, with its rather educational and peadagogical character, consists at first; in defining the
3 main methods used for the description of the motion of multibody systems to be known: the angles, the
orthogona and homogeneous matrices (SO3) as well as the quaternions, then to use them (numerical
application) for the kinematic study of a manipulator (robot) of 6 degrees of freedom and finally to analyze and
to compare the found results. This comparative study will allow usto demystify the Lie groups and Lie algebra
asfor their use in Mechanics and Robotics and especially to demystify and to popularize the use of quaternions

in the same optics.

Key words: Robotics, euler angles, Lie groups and Lie algebra, (SO3), quaternions, dual quaternions

INTRODUCTION

In the field of mechanics, the scientific community, in
its majority uses and continues to use the method of the
angles of Euler in its kinematic and dynamic study of the
movement of the rigid body and multibody system (mbs),
in spite of the emergence of much simpler methods, faster
and more intuitive, as the Lie groups and Lie agebra or
quaternions, which showed their ability in several
domains as the graphics, the navigation and the image
animation, for example. This study represents the Lie
groups, Lie algebra and quaternions methods used in
robotics for the description of the movement. The
research describes an application of the classical Euler
Angles method and our two new methods in the kinematic
study of a manipulator robot of six degrees of freedom.

MATERIALSAND METHODS

Liegroups, Liealgebra: In this study, we define briefly
the Lie groups and its Lie algebra, which are the base of
the geometrical approach used in our research to describe
the transformation in space (Rosenthal, 1990).

Lie groups: A rea Lie group is a dierivable variety
provided with a structure of a group, such as the
applications product and invert are smooth (Fig. 1)
(Lilly and Orin, 1994; Featherstone, 2001).

Orthogonal group: An orthogona group of degreeninF,
noted O (n, F), is the group of the orthogonal matrices

Manifold

Lie group

Fig. 1: Basic structure of aLie group

nxn with elements of F, led by the operation: matrix
product. It is a subgroup of the genera linear group
GL (N, F).0(n,F)=(Q€GL(n, F/Q'Q=QQ"=1) where,
Q' isthe transpose of Q.

In our case, the groups SO(2) and SO(3) are the
most important ones because they represent a rotation
around a fixed center in 2 and 3 dimensions; for example
the group SO(2) consists of matrices of the form:

a€0sq - Singo
&sing  cosq g

Theorthogonal and euclidian special groups, SO (3) and
SE (3): The transformations in an Euclidian space are
carried out by the use of the matrices of rotations which
are an element of the orthogonal specia group, which is
a Lie group. The most familiar representation of this
transformation is the matrix representation. It is defined by
a matrix of dimension 4x4 called a homogeneous matrix
transformation, such as (Ascher et al., 1995):

ta

1§

—
1
B Y
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R, represents the matrix of rotation, itis of dimension
3x3 and possesses the following properties:

C Itsdeterminantisequal to 1
C Itsinverseisequal toitstranspose
C Itseagenvauesare: 1, (combined complexes)

And t: represents the vector of trandation the 9
elements of the matrix R verify 6 constraints of
orthogonality which express that vectors lines (or
columns) are of norme equal to 1 and orthogonal.

We so have 3 elements, among the 9, which are
independent.

If apoint Pisexpressed in the frame R, by the vector
p; and in the frame R, by the vector p,, we shall have the
following relation: p, = Rp; + t.

If we use the homogeneous coordinates, the last
equation becomes:

Pu_ oy
&l 81

This representation allows us:

e To represent in different frames the characteristics
such as points, vectors, lines and planes

¢ To calculate the transformed of these characteristics
for agiven transformation

Quaternions: Quaternions can be considered as couples
(9, G) where, q, is an element of R and § isavector
of dimension 3. The set of quaternions is then the set
R'=Rx R

Quaternions can be also seen as complex numbers
with three imaginary parts or hyper complex numbers:;

=0, +ig +jq, +ka,

such that:
iP=j?=k*=ijk=-1
and
ij=-i=k
jk=-kj=i ki=-ik=j

Using these properties, we can easily calculate the
product of 2 quaternionsqand r;

q*r=[dyf, - 0. 7,07 +1,0+q" T]

Generdly, the product of 2 quaternions is not
commultative.

The most interesting result for our study is that every
unitary quaternion corresponds to a unique rotation, the
quaternion representing a rotation of axis n and angle 2
thus spells:

g= cosg + sin% (in,+jn, +kn,)

APPLICATIONS

We are interested in the kinematic study of a robot
manipulator with 6° of freedom. A manipulator that
resembles the UNIMATE Puma. Several industrial robots
are based on the model of the PUMA; the dimensions or
the command can differ but the arrangement of the joints
aways remains the same.

General presentation of the manipulator: Our manipulator
with 6° of freedom (Fig. 2) looks like the PUMA robot.
Thischoiceis deliberately made because Puma robots are
probably the most spread in universities and robots of
assembly the most used in the industry. The home
frame(absolute frame) Ro(Oo, X0, yo, z0) coincide with
frame R1(01).

J1 /I (Oo zo) = (O1 z1) is the axis of the 1st joint (1st
degree of freedom)

J2 /1 (O2%2): The 2nd joint articulation

J3// (O3x3): The 3rd joint articulation

J4 /] (O4 z4): The 4th joint articulation

J5 /1 (O5x5): The 5thjoint articulation

J6 /1 (O6 z6): 6th and last joint articulation

With O4, O5 and O6 the same point representing the
wrist center of the manipulator.

Joint 5

Joint 4

Fig. 2: Pumarobot
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Fig. 3: The manipulator

D3: distance between z1 and z2
L 2: distance between x2 and x3
D3: distance between x3 and x4
d3:: distance between z3 and z2

We begin by choosing an initial (home) position of
the robot corresponding to 2; = 0 (Fig. 3). We then have:
the fixed or absolute frame Ro (Oo, X0, yo, o) coinciding
with the mobile frame R1 (O1) and the mobile frames R2
(02), R3(03), R4 (04), R5 (05) and R6 (06), respectively
attached to the joints (articulations) of the 6 components
of our manipulator arm.

We have to find the matrices A;, which correspond to
the rotations 2, around the axes of the joints
(articulations) and then to compute the product of these
rotations to find the transformation matrix K of the end
effector, in the home frame, using our 3 presented above
methods.

EUL ER anglesmethod: Matrix Ke(Baeand Haug, 1987):
If the direction of the axis of rotation is Vv and t the vector
position of a point on this axis, then by using the
conjugation TMTG" the rotation around this axisis given
by:
-
A@=g Y (-R2
e 1 g

The axes of the joints (articulations) in the initial
position are given by the following board (Table 1) (using
the parameters of Denavit-Hartenberg) (Denavit and
Hartenberg, 1955).

Applying these rotations (Rosenthal, 1990) we shall
obtain the wanted matrices. Both first ones are straight
forward since they are in the home frame (Lilly and Orin,
1994).

Table 1: (Denavit hartenberg modelling) euler angles method

Articulation v t
i1 k 0
i2 i 0
i3 i Lok
4 k Dsi
i5 [ (L2+Dgk
i6 k Dai
écos(ql) -sin(ql) O Ou
Al= gsi n(gl) cos(ql) O Old
e 0 0 1 od
g 0 o 0 1§
él 0 0 ou
é : u
A2= &0 cos(g2) - sin(g2) 0y
€0 sin(g2) cos(gq2) 00
@0 0 o 13
For A; we have to know theterm (I - R)t
id 0 06 &4 0 0 ad
{0 1 0-%0 cos(@d -sin(@dy
1% o0 15 éo sin(g3)  cos(g3) Eb

&00 a
¢

:

0 0

el

9 cos(d)

@ sn@d cosd) L2(1- cos(eR)U
go u

0 0

Also, we have

écos(q4)
Csin(g4)

>

A4=

o O

- sin(g4)
cos(q4)

- sin(g)
cos(g5)

- sin(g6)
cos(g6)

-sin(@@  L2sin(@d Y

0 0

0:=¢ L,sin(gd)
L25 &L,(- cos(@d)

0 u

u

1 a

0 (- cos(q4))D3g

0 -sin(q4)D3

1 0 a

0 1 B
0 u
(L2+D4)sin(gp) |
(L2+D4)(1- cos(qS))g
1 a

0 (1- cos(g6))D3u
0 -sin(g6)D3
1 0
0 1

ooooc
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The kinematic matrix of the transformation is given
by:
K(t4, G,, 95, 9,,05,06) =
A1) A2(02)A5(dA3)A 4 (A2)A5(As)A6(G6)

where, the first transformation is represented by
Aq(2) and we start the product from the rightmost one.
That is we firstly move the last joint (articulation) and
keep al the others fixed and so on until the first joint
(articulation).

The product of these 6 matrices givesamatrix K(i, j),
which we shall call Ke, very complicated.

Example of application: Let be apoint p rigidly attached
to the end effector of the manipulator, by choosing the
same home position, this point will have coordinates (0, O,
L, + D,). What will be its final position if the angles of
rotation are:

q;L:%’%:%:%:QQAZ'g1q5:g:%:%
The new position is given by:

®O_ app, PP PO

Q +—K _1_101'__1_+9 -

gly 22" 222581y
& 0 0 (L,-D;+D,)s

p®_c0 0 -1 (L,+D,+D,)]

€1y €0 1 0 o =
00 o0 1,

® 0 o &L,-D,+D,)o

¢ ¢ +

¢ 0 ¢ Do oo

¢L,+D)* ¢ 0 +

¢ 1 = ¢ 1 -

e g e a

Lie Group method (SO3): matrix KI: To be able to write
the matrices of transformations we associate with every
joint (articulation) aframe R; where, j = 1..6 and we shall
note by 2, the relative rotations between the various
constituents of our manipulator (Fig. 3). This method
consists in writing the vector trandlation t; of ajoint j in
the frame R,,.

The transformation is thus a pure rotation around an
axis followed by a trandation which will have the
coordinates of the frame R in Ry. Thus, A; is the
transformation in the frame R, (Table 2).

f : Position vector of frame R, inR,;

The matrices of rotations will then be:
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Table 2: Lie groups and Lie Algebra method

R/R;1 v t
Ruo K (0,0,0)
R - (D3+ds, 0,0)
2
R32 t— ('dav O, LZ)
3
R K, (0,0,Dy)
Rss i (0,0,0)
Res Kq (0,0,0)
écos(ql) -sin(ql) O Ou
Al= gsin(ql) cos(ql) O 03
€ 0 0 1 ou
& 0 0 0 1
él 0 0 D3+d3u
é : u
A2 = eo cos(q2) - sin(g2) 0 @
€0 sin(g2) cos(g2) 0 u
@0 0 0 14
él 0 0 - d3y
é : a
A3 = eo cos(g3) -sin(g3) O a
€0 sin(g3) cos(g3) L2u
é a
&0 0 0 1q
écos(q4) -sin(g4d) 0 Ou
é. a
Ad = §S|n(q4) cos(q4) O O G
e o0 0 1 D4d
é a
a 0 0 0 1y
él 0 0 ou
é : a
A5 = @0 cos(g5) - sin(g5) O@
€0 sin(g5) cos(gq5) Ou
@0 0 0 14
écos(g6) - sin(q6) 0 Ou
e a
AG = esm(qﬁ) cos(g6) O 0@
e o0 0 1 0u
é a
a 0 0 0 13

The resultant transformation will be the product of
these 6 matrices.

Example: For this example we shall take the same point
having the coordinatesp (0, O, L, + D,) in R, and (-D,, 0, 0)
in the last frame R, and for the same angles:

a 0 o0 (L2+D4)959D39 aéLz'D3+D4)9
@900 -1 D g0.¢ Do
€1y 010 0 *¢c0*¢ o0 @+

000 1 gE15& 1
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Table 3: The 3 methods comparative board

Euler angles

Lie groups and Lie algebra

Quaternions

*Each joint transformation is written in
the base R,, thus we need to know the
geometrical parameters (D-H) of the robot
and

*use conjugation (TMT).

*Singularity problems

R will be represented by:

*No singularity problem

*We associate to each articulation j;
areferentiel R;; the transformation in

A rotation and a translation which
isthe vector position of R wrt Ri;

*For rotary joints this method is recommended
*No singularity problem

*Need to use dua quaternionsfor prismatic joints

Quaternions method: Kq (Shoemake, 1985; Hamilton,
1834; Hamilton, 1850).

Let be the vector V, of coordinates (X,Y, Z) in the
frame R6 (O6), representing the position of some tool
rigidly attached to the wrist of the manipulator, its final
position or new position in the home frame RO(OO0), result
of the 6 manipulations, is simply given by the quaternion
eguation:

V' = O (O OO U+ T V0 = O )<y -0s O O™

It will be necessary to begin with the operation at the
heart of this equation that is the operation: g.V.q,* and
to start with the product on the right that is the product
V.qs' and so on, writing after each operation the
coordinates of V in the frame R;;.

Example: Let us proceed step by step and let us confirm
the results found by the first method Ke and the second
method K1 (Table 3).

Let usclarify well the method and guide the reader in
this manipulation of quaternions.

V = [0, V] isthe vector which has to undergo some
rotation V', = Rot(v) = g.V.q *
where, q is the unit Quaternion corresponding to the
rotation of amplitude (2) around some axis (X, Y, Z).

Let us note that the last 3 rotations are all made
around the center of the wrist O.

For (29 =B/2; g=][cos(B/4),(0,0,sin(B/4))]andV =] 0,
(' D31 O’ 0)]

V' = qV.q* = [cos(B/4),(0, O, sin(B/4)]. [ 0,(-Ds, 0, 0)].
[cos(B/4),(0, 0, - sin(B/4)] = V' =[0,(0, -Ds, 0)].

For (25) =B/2; q=[cos(B/4), (sn(B/4, 0, 0)] and V =[O0, (0,
-D;, 0)], which isthe result of the precedent operation.

V' = q.V.q* = [cos(B/4), (Sn(B/4, 0, 0)]. [0,(0, -Ds, O)].
[cos(B/4), (-sin(B/4, 0, 0)].

The new positionis V' =[0, (0, 0, -Dj)].

For (2,) = - B/2 ; Same technique ; V' =q.V.q &, g =
[cos(B/4),(0, 0, -sin(B/4)] and V = [0, (0, O, - D.)].
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V' =qV.q" =[cos(B/4), (0,0, -sin (B/4))]. [0, (0, O, (-D)]-
[cos(B/4), (0, 0, sin(B/4))] =V’ =[O, (0, 0, -D)].

For (2;) = 0 that must be performed around the axis x; the
vector to be transformed is:

V =[0,0,0, (D,-Dy))]

V' = qV.q * = [c0(0),(0, 0, sin(0)] . [0, (0, (D,-Ds))] -
[c0s(0),(0, 0, -sin(0)] =V’ =[0,(0, O, (D, - Dy))]

For (2,) = B/2, about the axisx,, thevectoris.V =[0,(-
d3, 0, (L,+ D, - D,))] then;

V'’ = [cos(B/4), (Sn(B/4, 0, 0)]. [0,(- d3, 0, (L, + D,- D,))].
[cos(B/4),(- Sin(B/4), 0, 0)] =V’ =[0,(- d3, -(L,+ D,- D,),0))]

Finally for the last transformationof amplitude (2,) = B/2
around the axis Oz, the vector to be transformed will be
thevector V =[0, (D;+d3-d3,-(L,+ D, - D,), 0))] and the
final quaternionisq = [cos(B/4), (0, 0, -sin(B/4))] then:

V' =[cos(B/4), (0, 0, sin(B/4)]. [0, (D, -(L, + D,-Dy), 0))].
[cos(B/4),(0, 0,-sin(B/4)] =V’ =[0,((L,+ D,-Ds), D;,0))]
which is the quaternion representing the vector
V' = ((L,+ D, -Ds), D;, 0)) and which is the transformed
vector through all the 6 manipulations, of the vector
V'=(-D,, 0, 0).

RESULTS AND DISCUSSION

A manipulated object or tool, rigidly fixed by the end
effector of the PUMA robot (Fig. 2 and 3), which have
extremity coordinates (x, y, z) in R6, therefore in R1:
(x +D3,y, L2 + D4 + z) will have new vector position:

c=[KI].(x,V, z, 1)" using Lie method or K| matrix and
d=[Kg]. (x +D3,y, L2+ D4+ z, 1) using Euler method or
Ke matrix.

The interested reader may check that whatever
amplitudes (angles) (2;)) are choosen and whatever
cumbersome are the matrices we will allways have:

[KI]. (X,y,2)"=[K€]. (x + D3,y, L2+ D4+ 2)7
orc-d=(0,0,0,0)" or c=d
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Independently of the chosen method the found
results match:

By using the methods Kl or Kg; a point P of
coordinates (-D3, 0, 0) in the frame R6 and after the 6
transformations will have coordinates [(-D3 + L2 + D4),
D3, 0] in the home frame RO. Using the method Ke, the
same point P will have coordinates[(0, O, (L2 + D4)] inthe
home frame RO and after the transformations, it will have
the coordinates [(L2+ D4- D3),(D3), 0] in the same home
frame RO.

It isthus, the sameidentical result which is expressed
in the home frame RO.

Sever al remarksand important observationscan then be
made:

C  For the methods KI or Kq the parameters of Denavit-
Hartenberg are not any more used. Thus no need for
a description board of the architecture of the
manipulator robot

C  No need for the conjugation method *TM T+

C Therotation part of the matrices Ke and Kl issimply:

R(2) = R(2)). R(2,). R(2)., R(2,). R(25) R(25)

In the general case, it will be enough to determine the
trace, the eagen vectors and eagen values of the resultant
matrix R(2) to know the resultant axis of rotation and the
resultant amplitude.

Concerning our application R(2) is equivalent to a
rotation of amplitude B/2 around the fixed axis Ox.

C The last column of the matrix Kl: KI(1,4)
i+K1(2,4)j+KI(3,4)k represents the resultant trandlation
For our example, the movement of the tool rigidly
attached to the wrist of the manipulator is the
composition of a rotation of amplitude B/2 around
the axis Ox followed by atrandationt ™ = ((L2 +D4),
D3, 0))

Knowing the amplitudes (2,), these two calculations
(remarks 3 and 4) can be carried out quickly and
separately by means of a software as MAPLE or
MATLAB

In spite of the terrible complication of the matrix Kl, it
implies, for this kind of manipulator and similar
robots, that the matrix Kl could and should be built
easily directly, by simple observation of the
manipulator in abasic position sensibly chosen, if the
amplitudes (2;) are naturally known

C
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C The method Kl is thus much more geometrically
intuitive, direct,easier and faster than the method Ke
These results can be generalised to the inverse
kinematics and to the dynamics study of
manipul ators thanks to the Product of the Exponential
(POE) and to the concepts of "Twist and Wrench"
and screw theory

For the 3rd method, that of the quaternions Kq and
especidly if the joints are rotoides, we notice that the
calculations are much more direct and faster than by
the classic matrix methods. No more need to write 4x4
matrices, a single line will be enough; athough,
MAPLE in its conversions quaternion-matrices and
the opposite, uses the matrix calculation but
implicitly. For trandations we will need the concept of
dual quaternions.
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