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NOMENCLATURE 

 

ABREVIATIONS 

EHD  : Électrohydrodynamiques 

DEP  : Diélectrophorèse 

NOTATIONS LATINES 

( )k
nA , 

( )k
nB , 

( )k
nC , 

( )k
nD  :des coefficients a déterminés par application des 

conditions limite hydrodynamique. 

a

b  : l’ellipticité . 

B  : L’induction magnétique. 

Ca  : Coefficient ( ) *2
0

e
Ca

U r

γ
ρ

 
=  

 
 

D  : Le champ électrique de déplacement. 

D

Dt
 : La dérivée particulaire .

D
u

Dt t

∂ = + ∇ ∂ 
. 

0E  : Le champ électrique externe. 

dE : Le champ électrique dipolaire. 

( )iE  : Le champ électrique crée dans le fluide ( )iΩ  

( )eE  : Le champ électrique crée dans le fluide ( )eΩ  

rE  : Le champ électrique radial. 

Eθ  : Le champ électrique tangentiel. 

p ,U  , h  , r , E  :la pression ,la vitesse , la courbure, le rayon, le champs 

électrique sans dimensions. 

CoulombF  : La force de Coulomb. 



                                                                                                                                                                         

                                                                    

fs
hydrodynamique : la densité surfacique des forces hydrodynamiques de pression et de 

viscosité. 

 fs
électrique : La force électrique de surface. 

sF γ  : La force de surface. 

[ ] ( )kF θ  :une fonction qui détermine la forme de la goutte . 

,
coulomb

v if  : La densité de la force de Coulomb. 

,
électrostriction

v if  : La densité de force d’électrostriction. 

,
électrique

v if  : La densité de la force électrique 

,
inertie

v if  : La densité volumique de la force d’inertie. 

,
gravité

v if  : la densité volumique de la force de gravité. 

g  : La gravité. 

( )k
nG , ( )k

nH  :des coefficients a déterminés par application des conditions limite 

électrique. 

H  : La courbure a l’interface. 

I  : La matrice identité. 

j  : La densité du courant électrique. 

[ ]k
nJ  

n∈ Ν  : des constantes à déterminer. 

( ) ( ),K Lθ θ  : des fonctions quelconques dont l’argument est l’azimut θ. 

M  : Le rapport des permittivités
( )

( )( )i

eM ε
ε

= . 

( )en ,
( )in  : La normale à l’interface extérieure au fluide (e) (resp. fluide (i)). 

[ ]1n  : la composante de vecteur normale d’ordre 1. 

. électriquenT   : Le saut de tenseur de Maxwell

( ) ( ) ( ) ( )( ). . .e électrique e i électrique iélectriquenT n T n T  = +  . 

p  : La pression. 

modifiép  : La pression modifiée. 

nP  : polynome de legendre d’ordre n 



                                                                                                                                                                         

                                                                    

Q  : La charge électrique.  

vq  : La densité volumique des charges électriques. 

sq  : La densité surfacique des charges électriques. 

r  : Le rayon de la goutte. 

0r  : Le rayon initial de la goutte (sans effet du champ électrique). 

Re : Nombre de Reynolds. 

S : Le rapport des conductivités
( )

( )( )i

eS σ
σ

= . 

t
→

 : le vecteur tangent unitaire. 

T  : La température. 

électriqueT  : Le tenseur de Maxwell. 

électriqueΤ  : Tenseur des Contraintes électriques ( )1
.

2
électriqueT EE E E Iε  = −  

  
 

,
électrique

rT θ  : La contrainte tangentielle. 

T
→

 : le vecteur tangent à la courbe. 

u  : La vitesse. 

tu  : La vitesse tangentielle. 

nu  : La vitesse normale. 

( ) ( ),kV k i e=  : Le potentiel électrique et l’exposant (i) (respectivement (e)) sont 

associées au fluide Ω(i) (respectivement Ω(e)). 

 

( )[ ]2iV  : la  2ème dérivé de potentiel électrique. 

W  : Le travail. 

( )Wei θ  : la fonction de pondération associée au produit scalaire ,
Wei

. 

NOTATIONS GRECQUES 

0ε  : La permittivité du vide. 

ε  : La permittivité absolue qui caractérise le diélectrique. 



                                                                                                                                                                         

                                                                    

rε  : La permittivité diélectrique relative. 

kε  : L’amplitude de la perturbation. 

φ  :potentiel de vitesse. 

ρ  : La masse volumique du fluide. 

σ  : La conductivité électrique. 

∇  : L’opérateur gradient. 

s∇  : la projection de l’opérateur ∇ (gradient) sur le plan tangent à 

L’interface 

λ  : Le rapport des viscosités
( )

( )
i

e
ρλ

ρ
 = 
 

. 

α  : Coefficient
( )

( )

*2

*2 2
0

e

e

V

U r

εα
ρ

 
=  

 
. 

µ  : La viscosité dynamique. 

hydΠ  : Tenseur des Contraintes hydrodynamiques

( )( )( )thydrodynamique pI u uµΠ = − + ∇ + ∇ . 

γ  : La tension de surface. 

S∆  : La variation de la surface. 

ψ  : La fonction de courant. 

ω  : Le champ tourbillonnaire ( uω = ∇× ). 

χ  : La susceptibilité électrique. 

,m nδ
 :symbole de kronecker ,

0

2

2 1
m n

n m

n m
m

δ
 ≠

 =  =  + 

 

 

 

 

 

 



                                                                                                                                                                         

                                                                    

 

Résumé 

 

      Pour prédire la déformation des gouttes d’encre   sous champ électrique dans 

les imprimantes ,les méthodes analytiques semblent les plus à même de répondre 

à ces exigences si toutefois le traitement s’y prête à coût raisonnable. 

   La méthode  choisie  est la méthode des petites perturbations pour répondre à 

ce genre de problème. 

   Le système composé de fluides non miscibles est soumis à un champ électrique 

continu et uniforme. Les effets de flottabilité sont négligés. L’écoulement 

permanent à faible vitesse s’évanouit loin de la goutte. Bien que non linéaires, la 

déformation de la goutte considérée par rapport à la forme sphérique initiale (en 

l’absence de champ électrique) est suffisamment faible pour que l’hypothèse des 

petites perturbations reste valable. 

   Par cette méthode, nous avons réussi  à  trouver  la courbe qui relie la 

déformation  de la goutte à l’intensité du champ électrique appliqué et ce en  

fonction des rapports de conductivité électrique, de permittivité, de masse 

volumique et de viscosité dynamique des fluides mis en jeu. 

   Enfin on a pu comparer la courbe avec de celle trouvée par Taylor [30].  

   Les résultats montrent un bon accord également pour des petites déformations. 

Mots-clé : Electrohydrodynamique ; Méthode des petites perturbations ;Méthode 

du Tenseur de Maxwell ; suivi d’interface mobile 

 

 

 

 

 

 



                                                                                                                                                                         

                                                                    

 

ABSTRACT 

 

   To predict the deformation of the drops of ink under electric field in the printers 

the analytical methods seem most capable to answer these requirements if 

however the treatment lends itself to it to reasonable cost. 

   The selected method is the method of the small disturbances to answer this kind 

of problem. 

   The system made up of no miscible fluids is subjected to a continuous and 

uniform electric field. The effects of buoyancy are neglected. The permanent flow 

at low speed disappears far from the drop. Although nonlinear, the deformation of 

the drop considered compared to the initial spherical form (in the electric absence 

of field) is sufficiently weak so that the assumption of the small disturbances 

remains valid. 

   By this method, we succeeded in finding the curve which connects the 

deformation of the drop to the intensity of the electric field applied and this 

according to the reports/ratios of electric conductivity, permittivity, density and 

dynamic viscosity of the fluids brought into play. 

   In end one could not compare the curve with that found by Taylor [30].The 

results also show a good agreement for small deformations. 

Key words:  Electrohydrodynamic; Method of the small disturbances;Méthode of 
the Tensor of Maxwell; mobile follow-up of interface
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INTRODUCTION GENERALE 

   L’impact de goutte est un phénomène que l’on rencontre dans  différents  

secteurs  comme en industrie automobile(injection de carburant sous forme 

d’aérosol dans les moteurs, projection de peinture en fines gouttelettes, mais 

également comportement des pare-brise sous la pluie, etc.),ou en industrie 

aéronautique (givrage des ailes d’avion),ou encore en industrie métallurgique 

(refroidissement par projection d’aérosol sur des plaques de tôle, etc.), dans 

l’agriculture (épandage de fertilisants et de pesticides),ou dans le domaine 

biotechnologies(le traitement D’échantillons biologiques nécessite souvent la 

manipulation d’objets biologiques de taille Inférieure à la dizaine de microns tels 

que des cellules biologiques, des nanoparticules Solides (particules de latex ayant 

des fonctions biologiques spécifiques) ou des gouttes de Solution biologique 

plongées dans un liquide non miscible (huile)) et encore dans l’industrie 

bureautique (imprimantes a jet d’encre). 

   Et donc nombreuses études [30] ont été consacrées  pour analyser et 

comprendre ce phénomène. 

   C’est dans ce contexte qu’il a été défini  cette  étude de la déformation d’une 

goutte non chargée sous champ électrique continu et uniforme par la méthode des 

petites perturbations.  

    En effet le Le contrôle de la taille et la vitesse des gouttes injectées – dans les 

dispositifs appelés « Drop on demand » – impose la connaissance de la réponse 

de ces dernières à la sollicitation électrique. Il est donc essentiel de prédire ce 

comportement de manière aussi fine et fiable que possible.  

     Les méthodes analytiques semblent les plus à même de répondre à ces 

exigences si toutefois le traitement s’y prête à coût raisonnable. 

    Pour cela dans la démarche générale de notre  étude de la déformation d’une 

goutte non chargée sous champ électrique continue et uniforme nous avons opté 

pour  la méthode des  petites perturbations [18 ]. 

La structure de notre étude se compose de 4 principaux chapitres: 
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  Le premier chapitre expose les principaux phénomènes 

EHD(électrohydrodynamiques) que l’on rencontre et situe le contexte EHD dans 

lequel nous nous plaçons dans le présent mémoire, à savoir la 

DEP(diélectrophorèse) sur particules plus ou moins déformables. 

  Dans le deuxième chapitre nous détaillons les modèles mathématiques 

électrique et hydrodynamique.Dans un but de pédagogie, de clarté et 

d’accessibilité, nous avons préféré déduire les équations en partant d’arguments 

plus en amont. Pour chaque hypothèse simplificatrice émise, nous avons apporté 

une justification appropriée. 

   Ensuite, dans le troisième chapitre nous présentons la méthode des petites 

perturbations et l’application de cette méthode par Taylor. 

   En fin ,dans le quatrième chapitre nous présentons l’application de la méthode 

pour une goutte de fluide non miscibles (dont l’interface n’agit sur l’écoulement 

qu’à travers la tension de surface)  sous l’effet d’un champ électrique, les solution 

analytique électrique et hydrodynamique et le résultat du champs électrique de 

premier ordre ,  la courbe de la Variations du champ électrique d’équilibre calculée 

par Taylor et par la méthode des  perturbations en fonction de l’ellipticité et à la fin 

de ce chapitre nous abordons le calcul de 2ème ordre où nous sommes parvenu à 

trouver  le vecteur normale d’ordre 1 et ensuite la solution analytique électrique . 
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CHAPITRE 1  :    

                             GENERALITES 

1.1 Introduction 

     Dans un soucis de clarification des phénomènes connexes à notre étude, il est 

pensable de présenter  dans un premier temps les microfluidiques discrètes 

(d’échantillons inférieurs à la centaine de microlitre) ,suivra ensuite la polarisation 

de la goutte et pour terminer la présentation des différents phénomènes EHD. 

1.2 La microfluidique discrète 

   Les applications ici visées concernent plus particulièrement les microsystèmes 

en gouttes ; elles mettent en jeu une microfluidique dite discrète par rapport à la 

microfluidique continue des microcanaux. Les très faibles volumes autorisent la 

manipulation du liquide directement sous forme de goutte, supprimant le 

microcanal du (micro)composant. Le transport des gouttes peut être obtenu par 

des champs électriques [1], leur brassage par effet Marangoni [2]( les 

phénomènes de transport de matière le long d'une interface sous l'effet 

d'un gradient de tension superficielle), leur mélange avec un réactif par 

électrocoalescence de gouttes [3]. On admettra que les gouttes de tampon ainsi 

que le liquide (en général une huile minérale) dans lequel elles sont plongées sont 

non miscibles. 

   Les autres objets, dans le domaine de la biologie, qui seront étudiés, à savoir les 

cellules et les particules de latex, sont habituellement plongés dans une solution 

liquide (le tampon biologique) dont la composition permet de garantir un 

environnement biochimique spécifique à chaque application. D’une manière 

générale, retenons que le tampon biologique est une solution aqueuse (à base 

d’eau), contenant de nombreux ions à concentration fixée. Il est assimilé à un 

électrolyte. Outre la manipulation du tampon biologique dans le microsystème, il 

est parfois nécessaire d’en extraire, filtrer et trier les objets biologiques qu’il 

contient. Nous définissons ainsi le terme générique « particule »pour désigner une 

goutte de tampon, une cellule biologique ou encore une particule de latex. Le 

champ électrique, par le biais du phénomène de diélectrophorèse (DEP), dont le 

http://fr.wikipedia.org/wiki/Gradient
http://fr.wikipedia.org/wiki/Tension_superficielle
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rôle central sera évoqué plus loin, permet d’assurer ces fonctions en évitant le 

contact mécanique avec la particule, l’utilisation de filtres mécaniques et autres ne 

sont pas envisageables. La prédiction du comportement d’une telle particule sous 

champ électrique est par conséquent déterminante pour concevoir des 

microsystèmes performants. L’expérimentation, à ces petites échelles, est difficile, 

et le recours à la simulation numérique est aujourd’hui envisageable  en raison de 

la  précision  des méthodes numériques d’une part, et des performances des 

ordinateurs d’autre part. 

    Avant d’entrer dans le vif du sujet, il est donc opportun de présenter de façon 

approfondie les phénomènes physiques qui interviennent dans les microsystèmes 

à concevoir. Leur recensement (paragraphe 1.4), ainsi que le rappel des 

fondements permettant de les interpréter (paragraphe 1.3), à savoir la polarisation 

de la matière, sont des étapes essentielles pour espérer tirer du modèle des 

informations fiables. Il devient notamment possible de connaître les limites de 

fonctionnement pour chacune des options technologiques qui seront retenues. 

   Dans ce memoire le domaine physique est celui de l’EHD. 

D’une manière générale, l’EHD désigne l’ensemble des phénomènes physiques 

associés au mouvement des fluides sous l’effet d’un champ électrique. Le 

principal mécanisme de déplacement des particules solides ou liquides est la DEP 

(voir figure1.1). Dans les microsystèmes, les particules, qu’elles soient solides ou 

liquides, sont toujours plongées dans une phase liquide. Aussi, seuls les liquides 

seront considérés dans notre étude à l’exclusion des gaz.  

 

Figure 1.1. Les phénomènes électrohydrodynamiques i nduits par 
polarisation de la matière. A gauche, une particule  non déformable (cellule 
biologique où particule synthétique) immergée dans un tampon, se déplace 

par DEP. A droite, une goutte se déforme par effet EHD en plus de son 
déplacement par DEP. 
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    La mise en oeuvre de la DEP est accompagnée d’autres phénomènes EHD 

(voir paragraphe 1.4) qui peuvent avoir des actions antagonistes au déplacement 

par DEP(électro-osmose, électrothermique, etc.). 

1.3 Polarisation de la matière  

La polarisation affecte aussi bien les liquides, les solides que les gaz. Sont donc 

concernés  tous les échantillons à traiter : ce sont soit des solutions aqueuses 

contenant des particules solides (latex) ou des cellules biologiques supposées 

indéformables, soit des huiles contenant des gouttes de solution aqueuse (on 

parle alors de suspensions). 

    Il semble important de s’attarder sur l’origine de cet état afin que le lecteur 

dispose des éléments nécessaires pour comprendre certains des phénomènes 

électrohydrodynamiques (EHD) présentés dans le paragraphe 1.4.  

1.3.1 Polarisation électronique, ionique et d’orientation 

  La matière est constituée de molécules. Les molécules sont formées d’atomes 

constitués d’un noyau chargé positivement +Q et d’un nuage électronique chargé 

négativement, de charge totale –Q. Si le barycentre des charges négatives 

coïncide avec le barycentre des charges positives, la molécule est dite apolaire 

(cas des molécules symétriques comme H2, O2, N2) et le champ électrique créé 

par ces deux types de charges en un point A, situé à une distance grande devant 

la dimension de la molécule, est nul. 

    Les charges électriques sont désignées comme libres lorsque, sous l’action 

d’un champ électrique externe, elles se déplacent librement dans le matériau, 

comme si elles se trouvaient dans le vide. Les charges mobiles dans un matériau 

conducteur (les électrons) réagissent si facilement à la présence d’un champ 

électrique externe, aussi petit soit-il, qu’elles peuvent être considérées comme 

libres. Le déplacement des charges libres s’effectue jusqu’à atteindre un état 

d’équilibre où elles ne subissent plus aucune force. Ce nouvel état d’équilibre se 

traduit par l’apparition de charges induites à la surface du conducteur. Dans les 

diélectriques (ou isolants), les charges sont en revanche très peu mobiles. Les 

électrons sont « liés » aux atomes et voient leur déplacement, sous l’action d’un 

champ électrique externe E0 , limité à des distances de l’ordre des distances 

moléculaires. Sous l’effet de la force de Coulomb FCoulomb (voir chapitre 2), le 
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nuage électronique se déforme. Le barycentre des charges négatives ne coïncide 

plus avec celui des charges positives localisé au centre du noyau (voir figure 1.2). 

D’un point de vue électrique, l’atome devient équivalent à un dipôle électrique (voir 

chapitre 2). Le champ électrique créé en A par le dipôle n’est plus nul ; il se 

superpose au champ électrique externe. 

 

Figure 1.2. Effet de polarisation électronique d’un  atome : les centres de 
charges positives et négatives se séparent sous l’e ffet du champ électrique 

appliqué 

 

Au niveau des atomes, on appelle polarisation électronique ce déplacement du 

nuage électronique par rapport au noyau. D’autres types de polarisation peuvent 

exister selon la structure de la matière concernée. Dans les diélectriques solides 

cristallins (par exemple NaCl), c’est le déplacement mutuel des ions qui est à 

l’origine de la polarisation désignée alors par polarisation ionique. La polarisation 

d’orientation se manifeste dans le cas des molécules non symétriques (H2O , HCl, 

CO…), qualifiées de polaires, où le barycentre des charges positives ne coïncide 

pas avec le barycentre des charges négatives du fait de la structure même de la 

molécule. Ces molécules possèdent un moment dipolaire permanent qui, en 

l’absence de champ électrique externe et à cause de l’agitation thermique, est 

orienté de façon aléatoire dans le matériau. L’orientation statistique des moments 

dipolaires permanents dans la direction du champ électrique appliqué constitue le 

phénomène de polarisation d’orientation ou dipolaire. Cet alignement, toujours 

perturbé par l’agitation thermique et donc fortement dépendant de la température, 

augmente avec l’intensité du champ électrique appliqué. La polarisation 

organisationnelle nécessite que les dipôles permanents disposent d’une certaine 

mobilité dans la matière et elle se rencontre plus fréquemment dans les gaz et les 
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liquides. L’eau, liquide polaire, est particulièrement affectée par ce type de 

polarisation. 

    L’alignement des dipôles dans les diélectriques polaires est un phénomène qui 

laisse prévoir un effet de saturation qui apparaît lorsque tous les dipôles sont 

orientés alors que l’intensité du champ appliqué continue à être augmentée. Par la 

suite, on admettra que les intensités des champs électriques utilisés sont telles 

que la saturation, se traduisant par des propriétés diélectriques non linéaires, n’est 

pas atteinte. 

   Si l’intensité du champ électrique externe est suffisamment grande pour 

provoquer l’arrachement d’électrons dans le diélectrique, celui-ci se comporte 

alors comme un conducteur et il se produit le phénomène de claquage. La valeur 

maximale du champ électrique admis par un diélectrique sans qu’il y ait claquage 

s’appelle rigidité électrique.Nous verrons que les intensités de champ électrique 

utilisées dans nos microsystèmes pour faire de la diélectrophorèse sont d’un ordre 

de grandeur plus faible (environ 106 V/m) que les rigidités électriques des 

matériaux diélectriques utilisés (environ 108 V/m). Le phénomène de claquage 

dégrade les propriétés diélectriques du matériau et doit donc être évité en prenant 

garde à rester en deça de la rigidité électrique. 

  Les dipôles créent en tout point de l’espace (et en tout point du diélectrique lui-

même) un champ électrique dipolaire Ed qui se superpose au champ appliqué E0 . 

l’hypothèse simplificatrice où le champ externe E0 est supposé grand devant le 

champ dipolaire Ed est souvent, mais pas toujours, fondée.Cette hypothèse 

permet de simplifier fortement les configurations à simuler puisque, pour le calcul 

du champ électrique, la présence des particules diélectriques, sur lesquelles nous 

cherchons à connaître la force diélectrophorétique appliquée, est négligée. 

   Les différents types de polarisation cités ci-dessus peuvent intervenir 

simultanément dans un même diélectrique. Leur contribution à la polarisation 

totale peut être limitée notamment dans le cas où le champ électrique appliqué est 

alternatif. Par exemple, la polarisation d’orientation n’arrive plus à s’établir lorsque 

la fréquence est trop élevée. 

L’alignement des dipôles dans le champ électrique s’effectue suite à un 

mouvement de rotation des dipôles. Du fait d’une inertie due au frottement avec 
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les autres molécules du matériau, ce mouvement de rotation prend du retard par 

rapport aux variations trop rapides du champ électrique. C’est le phénomène de 

relaxation diélectrique. Par exemple, l’eau qui a une permittivité relative à 

température ambiante d’environ 80, voit celle-ci chuter à la valeur de 1.77 au-

dessus de 1010 Hz [4] 

Les fréquences étudiées dans notre travail étant inférieures à 108 Hz, les 

phénomènes de relaxation diélectrique dans les solutions aqueuses sont 

négligeables. Les polarisations électronique et ionique, quant à elles, dépendent 

peu de la fréquence. L’hypothèse suivant laquelle les permittivités électriques sont 

indépendantes de la fréquence sera donc retenue tout au long de ce mémoire. 

    Si le point de vue microscopique permet de comprendre les différents 

mécanismes de polarisation de la matière, le point de vue macroscopique permet 

d’établir des modèles simples pour représenter le comportement global de la 

matière. La polarisation, qu’elle soit issue simplement d’un des trois types de 

polarisation cités ci-dessus ou une combinaison,est caractérisée par le vecteur 

polarisation noté P(ou moment dipolaire par unité de volume du matériau 

diélectrique) qui, pour des diélectriques homogènes, isotropes et linéaires est tel 

que : 

                                                       ( )0P Eε ε= −                                                (1.1) 

où 0ε  est la permittivité du vide et ε  la permittivité absolue qui caractérise le 

diélectrique. 

On peut définir la permittivité diélectrique relative (ou constante diélectrique) rε  

par la relation : 

                                                           0rε ε ε=                                                     (1.2) 

La distinction entre un diélectrique et un conducteur repose, en fait, sur le nombre 

de charges libres qu’il contient. A température normale, un bon diélectrique 

contient des électrons libres, en relativement petit nombre mais suffisamment pour 

provoquer une certaine conduction électrique. Un diélectrique peut être considéré 

comme un mauvais conducteur et, en plus de sa permittivité électrique ε  , sera 

caractérisé par une conductivité électrique σ  . 
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Dans le cas où le champ électrique appliqué est alternatif de pulsation ω  , le 

diélectrique est caractérisé par une combinaison de ε  et σ  , appelée la 

conductivité complexe : 

                                                        iσ σ ωε= +                                                   (1.3) 

Ainsi, le diélectrique est dominé par sa conductivité σ  pour les faibles fréquences 

( )εω σpp  Et par sa permittivité ε  pour les hautes fréquences ( )εω σff . 

1.3.2 Polarisation interfaciale (et effet Maxwell-Wagner) 

  Le phénomène de polarisation interfaciale, étudié par Maxwell et Wagner, 

apparaît lorsque plusieurs diélectriques sont mis en présence. Leurs interfaces 

vont jouer un rôle particulier dans le phénomène de polarisation. Supposons que 

ces diélectriques sont caractérisés par des permittivités et des conductivités 

électriques différentes. D’une manière générale, un milieu hétérogène, constitué 

de plusieurs de ces diélectriques, présentera une permittivité électrique globale 

qui devient dépendante de la fréquence : on parle alors de dispersion diélectrique 

interfaciale[5]. Cette dépendance fréquentielle est la conséquence de 

l’accumulation de charges à l’interface entre les diélectriques et plus précisément 

de leur répartition non homogène le long de cette interface. En général, le 

phénomène de polarisation interfaciale est dominant lorsqu’un des milieux 

diélectriques est de petites dimensions par rapport aux autres et qu’il possède une 

conductivité électrique bien plus faible que celle des autres. Ce cas de figure est 

typiquement celui rencontré avec les particules de latex ou les cellules biologiques 

en milieu aqueux. De plus, la présence de nombreux ions dans le tampon aqueux 

(électrolyte) apporte une spécificité de par la double couche qui se crée autour de 

la particule. En effet,les ions présents dans le tampon aqueux sont attirés par les 

charges opposées accumulées en surface de la particule du fait de sa 

polarisation. Il se forme ainsi, autour de la particule,un nuage de contre-ions 

(double couche) qui, sous l’effet du champ électrique, se déplacent et contribuent 

à augmenter fortement la polarisation de la particule associée à cette atmosphère 

ionique. 

La double couche étant de très faible épaisseur (quelques nanomètres), le 

phénomène de polarisation interfaciale peut être intégré dans une contribution 

surfacique à la conductivité électrique équivalente de la particule qui, dans le cas 
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de particules de latex dans un environnement électrolytique donné, possède une 

conductivité de volume qui est quasiment nulle [6]. 

Ainsi, pour les cellules biologiques, les mesures de leurs propriétés électriques 

étant faites en présence du tampon, nous pouvons supposer, en première 

approximation, que les phénomènes de polarisation interfaciale sont pris en 

compte au travers de ces mesures [5]. 

  Concernant les gouttes, celles-ci dans nos études sont des gouttes d’eau plus ou 

moins conductrices plongées dans de l’huile. La particule est donc ici toujours plus 

conductrice que son milieu extérieur et le phénomène de polarisation interfaciale 

est négligeable. Il y a toutefois polarisation de la couche diffuse dans un cas à 

l’extérieur, dans l’autre cas à l’intérieur. Dans ce dernier cas, les phénomènes de 

déplacement électrocinétique sont négligeables. Dans le cas de gouttes d’huile 

plongées en tampon aqueux, il faudrait alors,comme pour les particules de latex et 

les cellules biologiques, tenir compte de l’effet de polarisation interfaciale au 

travers d’une conductivité de surface de la goutte. 

1.3.3 Conclusion 

   En résumé, un champ électrique appliqué à une substance diélectrique, polarise 

celleci,soit en y induisant des dipôles électriques dans le cas des substances non 

polaires, soit en provoquant l’alignement des dipôles permanents dans le cas des 

diélectriques polaires.Nous ferons l’hypothèse que les domaines de fréquences et 

d’intensités de champ électrique utilisés dans nos applications permettent d’éviter 

les phénomènes de claquage.L’effet de polarisation interfaciale (effet Maxwell-

Wagner) est pris en compte au travers des valeurs conductivités des particules 

issues de mesures expérimentales. La prise en compte du caractère faiblement 

conducteur des diélectriques en présence rend la polarisation dépendant de la 

fréquence. 

1.4 Les phénomènes électrohydrodynamiques 

      Bien que la liste des phénomènes EHD soit longue, recensons ici les plus 

connus. 
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1.4.1 La diélectrophorèse (DEP) 

La DEP est le déplacement sous champ électrique de la matière polarisée. La non 

uniformité du champ électrique appliqué est une condition nécessaire et ce 

phénomène est de plus en plus utilisé dans les microsystèmes pour manipuler 

sans contact mécanique des particules  ou pour déplacer des gouttes [7]. La DEP 

se caractérise par deux points : i) elle concerne autant la matière neutre (cellules 

biologiques, gouttes) que chargée (particules de latex fonctionnalisées), solide 

(particules de latex) ou liquide(gouttes de tampon biologique), ii) les champs 

électriques sont alternatifs, ce qui diminue les réactions électrochimiques aux 

électrodes. La particule se déplace soit vers le champ le plus fort (la 

diélectrophorèse est dite alors positive) soit repoussée vers le champ le plus faible 

(auquel cas la diélectrophorèse est dite négative). Nous verrons que, le cas 

échéant,le passage d’un régime de DEP à l’autre dépend, pour une particule et un 

liquide donnés,uniquement de la fréquence du champ électrique appliqué. 

La force diélectrophorétique est proportionnelle au volume de la particule et au 

gradient du champ électrique qui lui est appliqué. Un champ fortement variable 

dans l’espace ainsi que de grosses particules sont des situations favorables à 

l’obtention de forces DEP capables de déplacer les particules malgré l’existence 

de nombreuses forces antagonistes. Parmi elles,nous trouvons l’agitation 

thermique, la force de frottement due à la viscosité du liquide extérieur, et surtout 

l’entraînement par l’écoulement du fluide dont l’origine se trouve aussi dans le 

champ électrique appliqué (phénomènes EHD secondaires). 

Une multitude de configurations d’électrodes ont été étudiées pour des 

applications diverses. Déplacement et tri de cellules [8], dispenseurs de 

nanogouttes (de quelques nanolitres) [9] sont des exemples d’applications bien 

maîtrisées aujourd’hui. 

1.4.2 L’électrodéformation 

Un deuxième phénomène que nous considérons dans nos modèles est la 

déformation des interfaces fluide-fluide sous l’effet d’un champ électrique appliqué 

(voir figure 1.3). Si nous souhaitons déplacer des gouttes par DEP, le champ 

électrique appliqué, non uniforme et alternatif, va induire la déformation de leur 

interface. D’une forme initialement sphérique. 
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La déformation engendrée par le champ électrique provient de l’équilibre local 

entre les forces électriques, les forces capillaires et les forces hydrodynamiques. 

Pour de fortes déformations, les instabilités qui apparaissent provoquent la rupture 

des gouttes. Ceci s’avère génant si l’on désire extraire ces gouttes avec un 

minimum de contamination par le fluide extérieur. La prévision de la déformation 

de ces gouttes, afin d’estimer les conditions d’instabilités, est donc cruciale dans 

la conception des microsystèmes.   

 

Figure 1.3. L’application d’un  champ électrique su r une goutte provoque sa 
déformation. 

1.4.3 L’électro-osmose 

              L’électro-osmose est la conséquence de la formation d’une double 

couche électrique à la surface des électrodes. L’existence d’une composante du 

champ électrique parallèle à cette surface a comme effet de provoquer le 

mouvement liquide qui engendre un cisaillement aux électrodes. D’un point de vue 

microscopique,c’est le déplacement des ions de cette double couche sous l’effet 

de la force de Coulomb,qui entraîne le liquide et le met en mouvement. En effet, 

considérons le cas simple d’une interface plane chargée négativement, par 

exemple. Parallèlement à cette surface, on applique un champ électrique dans le 

liquide. Le fait de la présence même de l’interface,une anisotropie sur la 

distribution des espèces chimiques de l’électrolyte se produit provoquant une 

anisotropie sur le champ électrique et les forces qui s’exercent en permanence sur 

ces mêmes espèces. Ces forces s’exercent de manière différentielle sur les 

espèces d’ions. Les ions positifs se rapprochent de l’interface par exemple et donc 

des ions négatifs apparaissent de l’autre côté de l’interface (voir figure 1.4). 

Soumis au champ électrique imposé, ces ions migrent entraînant par là même le 

liquide dans lequel ils baignent. Le liquide est donc mis en mouvement sous l’effet 
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de l'entraînement dû à la migration des ions formant la double couche. La mise en 

mouvement par électro-osmose est certainement un des phénomènes EHD 

secondaires le plus perturbateur lorsque l’on souhaite manipuler des particules par 

DEP dans les microsystèmes. En effet, les vitesses obtenues sont souvent 

suffisantes pour qu’un effet d’entraînement des particules par le mouvement du 

liquide soit observé [10]. 

L’électro-osmose peut cependant être atténuée en adaptant la fréquence du 

champ électrique d’une part et en déposant une couche d’isolant électrique sur les 

électrodes d’autre part. Nous n’avons pas intégré ce phénomène dans notre 

modèle. 

 

 

Figure 1.4. L’application d’un champ électrique tan gentiel à une interface 
provoque la migration des ions de la double couche électrique et un 

cisaillement dans le fluide. 

1.4.4 L’électrothermique 

L’électrothermique résulte des variations des propriétés électriques du 

liquide(conductivité et permittivité électriques) avec la température. 

L’échauffement dû à l’effet Joule, fait apparaître des gradients de température 

engendrant des gradients de permittivité et conductivité. Ces gradients de 

propriétés électriques créent des forces de volume et entraînent le liquide (voir 

figure 1.5). Notons que l’électrothermique se distingue de la convection naturelle 

où les variations de la masse volumique avec la température sont à l’origine du 

mouvement du fluide. 
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Figure 1.5. Un courant électrique engendre l’échauf fement du liquide 
diélectrique de faible conduction qui à son tour mo difie localement la 

permittivité électrique. Une force électrique prend  naissance et un 
écoulement est instauré. 

L’utilisation d’électrodes isolées électriquement (recouvertes par une couche de 

SiO2 par exemple) est une condition favorable à la minimisation du phénomène de 

chauffage par effet Joule que nous négligerons . 

1.4.5 L’électrorotation 

Si l’on soumet une particule immergée dans un fluide à un champ électrique une 

distribution de charges à l’interface et donc un moment dipolaire équivalent 

s’établissent.Le temps d’établissement (et d’évanouissement) de l’orientation du 

moment dipolaire électrique équivalent dans la direction du champ appliqué est fini  

si bien que si l’on fait varier brusquement la direction du champ électrique,un 

déphasage apparaît entre le champ électrique et le moment dipolaire. La particule 

subit alors un couple qui tend à la faire tourner pour réaliser cet alignement : c’est 

l’électrorotation. Afin d’entretenir cette rotation, le champ électrique doit changer 

de direction en permanence (il est alors dit champ tournant), comme indiqué par la 

figure 1.6. 
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Figure 1.6. (a) Un champ électrique tournant est en gendré entre quatre 
électrodes par application d’une tension sinusoïdal e avec un déphasage de 

90°. (b) Selon l’angle de phase entre la polarisati on induite P et le champ 
électrique, le couple agit sur la particule en co- ou anti-champ. Pour le cas 

indiqué ici, la particule tourne à contre sens du c hamp électrique. 

Notons que l’électrorotation est un phénomène qui peut être observé en champ 

électrique uniforme. 

  Les configurations qui nous intéressent n’utilisent pas de champs électriques 

tournants, les phénomènes d’électrorotation ne sont donc pas pris en compte 

dans nos modèles. 

1.4.6 L’électrophorèse 

      L’électrophorèse est une méthode largement utilisée en biologie pour séparer 

des molécules chargées par migration différentielle sous l’action d’un champ 

électrique (figure1.7). La force appliquée est la force de Coulomb (voir chapitre 2). 

Le sens de déplacement des particules dépend du sens du champ électrique 

appliqué. 

  Les particules vont subir une force de Coulomb qui s’inverse avec le champ 

électrique et globalement la particule aura un mouvement oscillant autour d’une 

position fixe. L’électrophorèse sera donc négligée dans nos modèles bien que les 

particules de latex possèdent en général une charge non nulle. 
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Figure 1.7. Electrophorèse de particules chargées p ar application d’un 
champ électrique. 

 

1.4.7 L’électromouillage 

 Les premiers systèmes EWOD (Electrowetting On Dielectric) mettent en jeu une 

goutte en contact avec une électrode posée (sans contact électrique) sur une 

électrode plane, comme indiqué par la figure 1.8., L’électrode plane est reliée à 

une électrode filaire.Le dépôt d’une couche isolante sur l’électrode plane permet 

d’imposer un champ électrique continu ou de faible fréquence (de 100 Hz à 10 

kHz) suffisamment intense pour faire varier l’angle de contact apparent de la 

goutte [11]. Les applications de ces systèmes concernent principalement l’optique 

où la goutte joue le rôle de lentille à focale variable. 

 Des systèmes dérivés sont ensuite apparus, dans lesquels le déplacement de la 

goutte sur l’électrode est recherché (voir figure 1.8). 

 

  Figure 1.8. Déplacement d’une goutte dans un syst ème EWOD. 

De nombreux travaux plus théoriques ont attribué ce déplacement à la variation de 

mouillabilité de la goutte. Cette hypothèse a été remise en question par plusieurs 

auteurs en particulier Jones [12] qui attribua ce phénomène à  l’existence de 
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forces de volume, dues à la polarisation de l’eau et à la non uniformité du champ 

électrique appliqué ; le phénomène EWOD serait alors identique au phénomène 

de diélectrophorèse cité ci-dessus. Par définition, l’électromouillage n’opère que si 

la goutte est posée sur une paroi initialement hydrophobe (non mouillante) et qui 

devient hydrophile (mouillante) lorsqu’elle est soumise au champ électrique. 

Cependant, la goutte (conductrice) doit aussi être en contact permanent avec une 

électrode pour que l’électromouillage soit effectif (dans ce cas, la goutte arrive à 

être propulsée à une vitesse de plusieurs millimètres par seconde). 

1.4.8 L’électrostriction 

 Un phénomène sous-jacent à la polarisation d’un milieu soumis à un champ 

électrique est l’interaction mutuelle qui se produit quand les dipôles électriques 

(molécules polarisées) s’alignent dans la direction du champ. L’attraction des 

pôles opposés de ces dipôles provoque la contraction du milieu parallèlement au 

champ électrique appliqué (voir figure 1.9). Ce rétrécissement de la matière sous 

champ électrique est appelée électrostriction. A la différence du phénomène 

piézoélectrique (effort mécanique engendré par l’application d’un champ électrique 

et réciproquement) qui est spécifique à un type restreint de cristaux, 

l’électrostriction est un phénomène qui concerne tous les milieux diélectriques. 

   L’attraction des dipôles électriques est proportionnelle à trois facteurs. Elle est 

proportionnelle à l’intensité du champ électrique, à la polarisation des molécules et 

la proximité des molécules les unes aux autres. Si cette attraction est homogène, 

c’est-à-dire,si les molécules s’attirent partout avec la même intensité, il est évident 

que la résultante de ces attractions sur une molécule est nulle. Si en revanche 

cette attraction varie dans l’espace alors une force se crée suite à la contraction 

non homogène du milieu ;l’électrostriction induit aussi un déplacement de la 

matière. 
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Figure 1.9. L’attraction non homogène qui s’exerce sur une molécule 
entraîne son déplacement vers les régions où cette attraction est la plus 

prononcée. Pour alléger la représentation, une molé cule monoatomique est 
utilisée dans l’illustration. 
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CHAPITRE 2  :   

             MODELE MATHEMATIQUE GENERALE 

 

   Nous  présentons maintenant les différentes forces électriques et hydrodynamiques 

mises en jeu. Nous distinguerons ainsi les forces qui s’exercent en volume et celles qui 

s’exercent aux interfaces (sections 2.1). Après présentation des équations de Maxwell, 

des hypothèses simplificatrices sont émises (section 2.2). Ces hypothèses seront 

détaillées dans le cadre des applications considérées  dans ce mémoire.  

2.1 Inventaire des forces mises en jeu 

      l’hypothèse qui consiste à considérer les milieux comme continus reste admissible. 

Tous les développements relatifs à la mécanique de ces fluides seront effectués sur cette 

base. 

   Dans ce cadre, l’interaction entre matière et champ électrique se modélise par 

l’intermédiaire de plusieurs forces à savoir. 

2.1.1 Les forces électriques 

2.1.1.1 Les forces électriques de volume 

L’application d’un champ électrique dans une domaine homogène donné engendre, en 

tout point, une densité de force électrique (ou force électrique volumique), qui figure 

comme un terme source spécifique dans l’équation locale de quantité de mouvement 

étendue à tout le domaine. Cette force comprend trois composantes fondamentales. 

2.1.1.1.1 La force de Coulomb  

En fonction de leur signe, deux charges électriques ponctuelles Q1 et Q2 disposées 

dans le vide l’une à proximité de l’autre s’attirent ou se repoussent. Cette force électrique 

est proportionnelle aux charges électriques et inversement proportionnelle au carré de la

r  Qui les sépare. La loi qui exprime la force de Coulomb est : 

                                                

1 2
2

0

1

4

coulomb
i i

Q Q
F e

rπε
=

ur ur
                                                    (2.1) 
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Où 12
0 8.8542 10ε −= ×  F/m  est la permittivité du vide et /i ie r r=  un vecteur unitaire porté 

par la droite qui relie les deux charges. Loi de Coulomb est valable aussi bien à l’échelle 

atomique 
0

( )A  qu’à l’échelle macroscopique ( )km  Dans le cas où le milieu est autre que le 

vide, la forme de cette force similaire à (2.1) s’écrit : 

                                                       1 2
2

1

4

coulomb
i i

Q Q
F e

rπε
=

ur ur
                                                (2.2) 

Oùε est la permittivité du milieu précisée dans le paragraphe suivant. Le terme   

2

1 0/ 4iQ e rπε   est regroupé en une seule entité appelée champ électrique E  . 

Ces considérations permettent de se rattacher à une définition élémentaire de la force de 

Coulomb car habituellement, le champ électrique E  est défini de façon beaucoup plus 

générale : nous le considérons comme une donnée sur tout le domaine considéré. Soit   

vq  la densité volumique des charges électriques, la densité de la force de Coulomb s’écrit 

alors : 

                                                            ,

coulomb

v iv if q E=
ur uur

                                                      (2.3) 

2.1.1.1.2 La force d’électrostriction 

La déformation d’un élément fluide provoquée par l’attraction des molécules qui se 

polarisent sous l’effet du champ électrique appliqué est appelée électrostriction. La 

polarisation d’un matériau augmente à mesure que l’excentricité des barycentres des 

charges liées positives et négatives augmente par l’application du champ électrique. 

La polarisabilité d’un matériau est caractérisée par sa susceptibilité électrique χ , La 

susceptibilité électrique d’un diélectrique est toujours positive. Souvent, on admet une loi 

linéaire entre la polarisation d’un diélectrique et le champ électrique appliqué . Le facteur 

de linéarité est donné par la quantité , où  n’est autre que la permittivité du vide. 

Par définition, la quantité  est la permittivité du diélectrique considéré. Si cette 

permittivité est grande comparée à la permittivité du vide,le matériau sera très polarisable 

(l’eau par exemple). Si cette permittivité est proche de celle du vide (les huiles par 

exemple) le matériau ne sera que faiblement polarisable. 

Puisque la polarisation est liée au champ électrique qui l’engendre, l’inversion du champ 

électrique, qui entraîne l’inversion de polarisation, ne modifie pas la déformation subie. Si 

le champ électrique est uniforme, alors la résultante des forces d’électrostriction sur  

0ε χ 0ε

0 0ε ε ε χ= +
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le champ électrique est uniforme, alors la résultante des forces d’électrostriction sur 

l’élément fluide est nulle. L’expression de la densité de force d’électrostriction est donnée 

par (la sommation s’opère sur les indices répétés) [13]. 

                                           
,

1

2
électrostriction

v i i k k

T Cte

f E E
ε ρ
ρ =

  ∂= ∂    ∂                                        (2.4) 

Où ρ  est la masse volumique du fluide et T  la température. Parce que la force 

D’électrostriction s’écrit sous la forme d’un gradient, elle est souvent assimilée à une 

Pression supplémentaire. 

2.1.1.1.3 La force diélectrique 

  La troisième force électrique qui est susceptible de s’appliquer est la force 

diélectrique. Cette dernière, appelée force de Korteweg-Helmholtz [14], se manifeste 

lorsqu’une variation spatiale de la polarisabilité de l’élément fluide se produit. La variation 

dans l’espace de la permittivité électrique  peut être due soit à une non homogénéité du 

même matériau (soumis à un gradient thermique par exemple) soit à la coexistence de 

plusieurs matériaux (ou phases) homogènes. Ce dernier cas où la permittivité subit un 

saut sera considéré dans le paragraphe 2.1.1.2 La forme de la densité de force 

diélectrique correspondant au premier cas est donnée dans ce paragraphe. 

   Le point de départ des deux cas (variation de la permittivité au sein du même matériau 

ou de plusieurs matériaux) est le tenseur de Maxwell        défini par : 

                                 
( ) ( )1 1

2 2
électrique

T Cte

EE E E E E I
εε ρ
ρ =

 ∂ Τ = − ⋅ Ι + ⋅    ∂                            (2.5) 

En intégrant la force d’électrostriction à la pression, comme mentionné plus 

haut,L’expression (2.5) se réduit à la forme standard suivante : 

                                               
( )1

2
électrique EE E Eε  Τ = − ⋅ Ι 

                                              (2.6) 

La densité de la force électrique est calculée par, [15], 

                                                    ,
électrique électrique

ifν = ∇ ⋅Τ                                                   (2.7) 

L’expression de la force électrique se déduit, selon [16] (formule 3.49) et [13], par : 

électriqueΤ
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,

1
( )

2
électrostriction

v i k k i if E E Eε ρ= ∂ +
                                             (2.8) 

Où i
ix

∂∂ = ∂ . On voit ainsi que la densité de la force électrique, telle que donnée par 

(2.7),inclut la force de Coulomb, à laquelle elle se réduit si la permittivité ε  du milieu est 

uniforme. C’est le premier terme de la force électrique (2.8) que l’on appelle force 

diélectrique. 

2.1.1.2 Les forces électriques de surface : les interfaces fluide–fluide 
 

Abordons le cas évoqué plus haut où il se produit, d’un domaine à un autre, non pas 

une variation continue mais un saut de permittivité. C’est le cas, notamment, des 

interfaces qui séparent deux fluides diélectriques non miscibles. Alors, il n’est plus 

possible de définir pour des points situés sur ces interfaces des bilans locaux qui fassent  

intervenir des forces volumiques continues. A la place, on introduit des bilans locaux à 

partir des forces qui s’exercent sur un élément d’interface d’aire unité, de part et d’autre 

de l’interface. Ces contraintes relatives à chaque milieu apparaissent sous la forme d’un 

saut : 

                  fs
électrique= ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )e e i i i en nélectrique électrique électrique électriqueT T n T T⋅ + ⋅ = ⋅ −                  (2.9) 

( )en (resp. ( )in ) est la normale à l’interface extérieure au fluide (e) (resp. fluide (i)) et l’on 

choisit de définir arbitrairement n= ( )in (voir figure 2.1). 

 

Figure 2.1  force électrique appliquée a une interf ace entre deux fluides.  

Pour des questions de concision pour la suite, on introduit la notation [ ] définie par: 

                                 
( ) ( ) ( ) ( )e e i in nélectrique électrique électriquen T T ⋅Τ = ⋅ + ⋅                                     (2.10) 
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Après projection de (2.9) sur la normale n  et les vecteurs tangents ( 1,2)tα α = ,a 

l’interface, on trouve : 

                       fs
électrique n⋅ = ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2

1 2 2i i i e e e i e
n n n n t tE E E E E Eε ε ε ε − − − +               (2.11) 

                                  fs
électriqu tα⋅ = ( )( ) ( ) ( ) ( )i i e e

n n t s tE E E q E
αα

ε ε− = , ( 1,2)α =                        (2.12) 

Si nous considérons un objet immergé dans un fluide non miscible, alors l’interface, qui 

sépare les deux milieux, sera fermée. Par définition, si l’objet est rigide (auquel cas il est 

appelé particule), aucune déformation ne se produit. Les contraintes électriques, telles 

que données par (2.11), (2.12), ont néanmoins, après intégration sur la surface, un effet 

global sur la particule. C’est dans ce sens que l’on appelle force électrophorétique et 

force diélectrophorétique et .les forces résultant de la contribution de toutes les 

contraintes de Coulomb et celles purement diélectriques, respectivement, sur la particule. 

En outre, si l’objet est susceptible de se déformer (c’est le cas notamment des gouttes de 

fluide), au déplacement induit par la force résultante s’ajoutent une déformation due 

principalement aux contraintes qui s’exercent sur la normale à l’interface. 

2.1.2 Les forces hydrodynamiques 

 Pour un objet immergé dans un fluide, les forces électriques s’équilibrent, dans les 

bilans locaux volumique ou surfacique, avec les forces hydrodynamiques. Les forces 

hydrodynamiques se subdivisent en quatre classes : les forces d’inertie, les forces de 

pression, les forces visqueuses et la tension de surface.. 

2.1.2.1 Les forces hydrodynamiques de volume 

2.1.2.1.1 Les forces d’inertie  

L’expression de la densité volumique de la force d’inertie est classiquement donnée Par :     

                                                         
,

inertie i
v i

Du
f

Dt
ρ=

                                                    (2.13) 

Où le symbole 
D

Dt
représente la dérivée particulaire définie par : 

                                                         

D
u

Dt t

∂ = + ⋅∇ ∂ 
                                                  (2.14) 
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2.1.2.1.2 Les forces de pression 

  A échelle microscopique, la pression se traduit, pour les fluides, par l’intensité et le 

nombre de chocs que reçoit une surface par unité de temps. Ces collisions se produisent 

naturellement par le mouvement aléatoire (brownien) des molécules du fluide. La somme 

de cette pression et de la pression associée à l’électrostriction est appelée pression 

modifiée, soit : 

                                                

mod 1

2
ifiée

k k

T Cte

p p E E
ε ρ
ρ =

 ∂= +  ∂                                       (2.15) 

 

 

2.1.2.1.3 Les forces visqueuses 

     Pour un fluide newtonien isovolume (incompressible par effet de pression et 

Indilatable par effet de température), la force de pression ainsi que la force de viscosité 

Peuvent être rassemblées sous le terme d’une divergence d’un tenseur, appelé tenseur 

des Contraintes Π , soit : 

                                                      
( )( )t

pI u uµΠ = − + ∇ + ∇
                                         (2.16) 

Où p  est la pression et µ  la viscosité dynamique et l’exposant t indique le tenseur 

transposé. 

La densité de la force volumique associée à ces termes s’écrit : 

                                     fv
hydrodynamique 2p u pµ µ ω= −∇ + ∇ = −∇ − ∇×                                (2.17) 

On observe que les forces visqueuses disparaissent si l’écoulement est 

supposéIrrotationnel. 

2.1.2.1.4 La force de gravité 

   L’expression de la densité volumique de la force de gravité est donnée par : 

                                                             ,
gravité

v i if gρ=                                                      (2.18) 

où g est l’accélération de la gravité supposée constante. 
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2.1.2.2 Les forces hydrodynamiques de surface 

   A l’image du traitement effectué au paragraphe 2.1.1.2, la densité surfacique des forces 

hydrodynamiques de pression et de viscosité est également obtenue par le saut normal à 

l’interface du tenseur des contraintes Π  : 

                                                    fs
hydrodynamique= ( )( ) ( )i en⋅ Π − Π                                      (2.19) 

                                                          fs
hydrodynamique= [ ]n⋅Π

                                    
      (2.20) 

Après projection de cette équation sur la normale n , on trouve : 

                                           fs
hydrodynamique n⋅  = ( )( )( )t

n pI u u nµ ⋅ − + ∇ + ∇ ⋅
  

                 (2.21) 

                                           fs
hydrodynamique n⋅  = ( )2n pI u n nµ µ ω ⋅ − + ∇ + × ⋅                   (2.22) 

où  ω  est le champ tourbillonnaire : 

                                                                uω = ∇×                                                        (2.23) 

Soit lorsque les écoulements sont irrotationnels : 

                fs
hydrodynamique n⋅  = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 2

i ei e i i e ep p n u n n u nµ µ− + + ⋅∇ ⋅ − ⋅∇ ⋅            (2.24) 

A la différence de l’équation volumique (2.17), l’équation surfacique (2.24) montre que les 

forces visqueuses ne disparaissent pas complètement si l’écoulement est supposé 

irrotationnel. On constate donc que l’irrotationnalité n’implique aucunement l’absence 

d’effets visqueux. Il sera donc justifié d’étudier certains effets visqueux avec les modèles 

irrotationnels qui seront utilisés plus loin. En revanche, ces effets ne seront que partiels 

et ne peuvent prendre en compte le cisaillement.  

Si l’on projette, en revanche (2.20) selon les vecteurs tangents à l’interface ( 1,2)tα α = on 

obtient : 

                                     fs
hydrodynamique tα⋅  = ( )( ) , 1,2

t
n u u tαµ α ⋅ ∇ + ∇ ⋅ =  

                     (2.25) 

soit si les écoulements sont irrotationnels : 

                               fs
hydrodynamique tα⋅  = 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 , 1,2i i e en u t n u tα αµ µ α⋅∇ ⋅ − ⋅∇ ⋅ =             (2.26) 
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� La tension de surface  

  Pour aborder cette force, il est instructif d’examiner le comportement microscopique 

sous-jacent. A l’intérieur d’un fluide, chaque molécule est entourée de toutes parts par 

d’autres molécules. Elle est soumise à des interactions, forces attractives dites de 

cohésion moléculaire, dont la somme est nulle si la symétrie sphérique est respectée. A 

la surface du fluide, la somme de ces interactions est non nulle. Déformer un objet fluide 

revient à modifier le rapport entre son volume, constant dans notre cas (fluide isovolume), 

et l’aire de sa surface. L’énergie dépensée pour augmenter, par exemple, l’aire d’un objet 

fluide correspond à celle qui est nécessaire pour amener les molécules de l’intérieur vers 

la surface. En effet, l’aire de la surface ne peut s’accroître qu’aux dépens des molécules 

qui viennent de l’intérieur (comme illustré par la figure 2.2). 

Pour augmenter cette aire, il faut donc fournir du travail entraînant une variation de 

l’énergie de l’objet. La grande mobilité des molécules dans les fluides, due à la faiblesse 

des forces de cohésion, permet une répartition homogène du travail fourni. On peut donc 

admettre que le travail W de déformation soit proportionnel à la quantité de molécules 

ramenées à la surface, c’est-à-dire à la variation même S∆  de l’aire S de la surface : 

                                                              W Sγ= ∆                                                          (2.27) 

 Le facteur γ est un facteur de proportionnalité. Selon le principe des moindres actions, 

les configurations habituelles d’équilibre correspondent aux états d’énergie minimum et 

donc les surfaces d’équilibre des fluides doivent être de surfaces à aire minimale. En 

utilisant la théorie générale des membranes élastiques, Young a proposé d’assimiler 

l’interface entre deux fluides à une membrane infiniment mince, tendue, de manière que 

la force exercée sur un élément de ligne située sur l’interface soit perpendiculaire à cet 

élément et proportionnelle à sa longueur par le facteur γ . Ce facteur ne dépend que de 

la nature chimique et de la température des deux fluides en présence. Ceci est, par 

définition, la tension interfaciale d’un fluide en contact de l’autre, appelée tension de 

surface γ  
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Figure 2.2 Une goutte de fluide (composée d’un gran d nombre de molécules) 
suspendue dans un gaz. Lors de la déformation de la  surface de cette goutte (qui 

entraîne une variation de son aire) des molécules s ont ramenées de l’intérieur de la 
goutte vers cette surface moyennant une quantité d’ énergie dépensée. 

 

  Plusieurs facteurs peuvent influencer de manière perceptible la tension de surface tels 

la présence dans les fluides d’agents chimiques appelés tensio-actifs (ou surfactants en 

anglais) ou la variation de la température. 

Dans le cas général où la tension de surface varie le long de l’interface, la force de 

surface sF γ  qui lui est associée possède des composantes normale et tangentielles 

données par : 

                                                       s sF n nγ γ⋅ = ∇ ⋅                                                         (2.28) 

                                               , 1,2s sF t tγ
α αγ α⋅ = −∇ ⋅ =                                                 (2.29) 

Le symbole s∇  est la projection de l’opérateur ∇ (gradient) sur le plan tangent à 

L’interface, soit : 

                                                       ( )s nn∇ = Ι − ⋅∇                                                       (2.30) 

2.2 Formulation générale des phénomènes électriques 

    Seront d’abord présentées les équations de l’électromagnétisme sous leur forme la 

plus générale. Les hypothèses simplificatrices qui entrent dans le cadre des problèmes 

de microsystèmes à traiter ayant été définies, il sera possible de spécifier les nouvelles 

équations en tenant compte de ces hypothèses. Enfin, les différentes conditions aux 

limites associées au problème électrique seront précisées. 
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2.2.1 Equations de Maxwell 

   Pour un diélectrique quelconque, les équations de Maxwell sont les suivantes, [16,17], 

1. L’induction magnétique  est solénoïdale (conservation du flux ou encore, 

insécabilité des pôle magnétiques Nord et Sud), c’est-à-dire qu’il obéit à la relation : 

                                                                . 0B∇ =                                                          (2.31) 

2.La loi de Lenz (ou de Faraday) d’induction électromagnétique, qui corrèle la 

génération du champ électrique (ou de la force électromotrice) à la variation de 

l’induction magnétique , s’écrit : 

                                                            

B
E

t

∂∇× = −
∂

                                                     (2.32) 

3. La loi de Gauss, exprimant la conservation du flux du champ déplacement électrique 

D à travers une surface fermée dû aux charges électriques libres que cette surface 

renferme, s’écrit sous forme locale : 

                                                               .D q∇ =                                                          (2.33) 

Où q  est la densité volumique des charges électriques libres. 

      4. Le théorème d’Ampère, reliant le champ magnétique au courant électrique qui 

l’engendre, s’exprime sous la forme différentielle suivante : 

                                                          

D
H j

t

∂∇× = +
∂                                                    

 (2.34) 

où H  est le champ magnétique et j la densité du courant électrique. 
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CHAPITRE 3  :    

                                                                                                                        

LA METHODE GENERALE DES PETITES PERTURBATIONS 

 

    La théorie des perturbations est une méthode mathématique générale qui permet de 

trouver une solution approchée d'une équation mathématique ( Eλ ) dépendante d'un 

paramètre λ  lorsque la solution de l'équation ( )0E
,correspondant à la valeur λ =0, est 

connue exactement. L'équation mathématique ( )Eλ peut être une équation algébrique, 

une équation différentielle, une équation aux valeurs propres, ... La méthode consiste à 

chercher la solution approchée de l'équation ( )Eλ sous la forme d'un développement 

en série des puissances du paramètre λ , cette solution approchée étant supposé être 

une approximation d'autant meilleure de la solution exacte, mais inconnue, que la valeur 

absolue du paramètre λ est plus « petite ». 

3.1 Généralités  

3.1.1 Histoire 

  Dès le début du xviiie siècle, la théorie des perturbations a été utilisée par les 

astronomes pour les besoins de la mécanique céleste . 

  La méthode a par ailleurs été par la suite utilisée au xxe siècle pour les besoins de 

la physique quantique, d'abord en mécanique quantique non relativiste, puis en théorie 

quantique des champs perturbative. 

3.1.2 Convergence de la série perturbative  

     La recherche de la solution approchée de l'équation (Eλ) sous la forme d'un 

développement en série des puissances du paramètre λ  ; pose le problème de 

la convergence de cette série. Ce problème a été réglé pour l'astronomie par Poincaré en 

1892 : la « série » de perturbation doit être comprise mathématiquement comme 

un développement asymptotique au voisinage de zéro, et non comme une série ordinaire 

convergente uniformément.  

http://fr.wikipedia.org/wiki/Math%C3%A9matiques
http://fr.wikipedia.org/wiki/S%C3%A9rie_(math%C3%A9matiques)
http://fr.wikipedia.org/wiki/XVIIIe_si%C3%A8cle
http://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_c%C3%A9leste
http://fr.wikipedia.org/wiki/XXe_si%C3%A8cle
http://fr.wikipedia.org/wiki/Physique_quantique
http://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_quantique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9orie_quantique_des_champs
http://fr.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9orie_quantique_des_champs
http://fr.wikipedia.org/wiki/Henri_Poincar%C3%A9
http://fr.wikipedia.org/wiki/D%C3%A9veloppement_asymptotique
http://fr.wikipedia.org/wiki/S%C3%A9rie_(math%C3%A9matiques)
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   Pour illustrer ,les deux visions possibles des astronomes par rapport à celle des 

géomètres on considérons les deux séries suivantes : 

 

  Les géomètres voient la convergence comme cella de la première série contrairement à 

celle des astronomes qui voient celle de la deuxième série 

  Les deux approches sont bonnes,la première est plutot porte sur l’aspect théorique,la 

seconde sur l’aspect numerique. 

  Pour la présente étude,on a adopte la demande qui consiste à traiter plutot l’aspect 

théorique [18]. 

3.2  L’application de la méthode de perturbation par Taylor pour une goutte sphérique 

avec écoulement  sous champ uniforme : 

  Dans le cas général de deux fluides de conductivité finie, l’écoulement, à l’intérieur et 

à l’extérieur de la goutte, doit être pris en compte. La conductivité de la goutte est 

supposée différente de celle du liquide extérieur et les deux fluides sont visqueux. 

Melcher et Taylor [19] ont étudié ce problème avec l’hypothèse  de la goutte est 

sphérique. Le champ électrique et l’écoulement sont supposés respecter la symétrie  

axiale.Ces auteurs ont effectué un développement analytique assez simple en se plaçant 

dans un système de coordonnées sphériques comme indiqué par la figure 3.3.a. 
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Figure 3.1. Une goutte sphérique de rayon r 0 occupe la région (i) et est immergée 
dans un liquide qui occupe la région (e). 

 

a) le champ électrique continu appliqué E0est uniforme loin de la sphère et la répartition 

des charges électriques à l’interface correspond au cas où la conductivité du liquide 

extérieur est plus grande que celle de la goutte. En interaction avec le champ électrique, 

ces charges créent une contrainte tangentielle ,
électrique

rT θ  . 

b) Caractéristiques de l’écoulement induit par le champ électrique. 

   En régime permanent, la continuité de la densité du courant j  qui traverse l’interface 

doit être vérifiée, soit : 

                                                         
( ) ( ) ( ) ( )i i e e

n nE Eσ σ=                                                      (3.1) 

Le saut de la conductivité électrique 
( )

( )

e

i

σ
σ

 détermine le saut de la composante normale du 

champ Électrique  nE  à l’interface : 

                                                   

( ) ( )
( )

( )
( )1

e
i e e

n n ni
E E E

σ
σ
 

− = −  
                                                (3.2) 

 Dans le cas général où les temps électriques de relaxation eτ ( / )eτ ε σ=  de la goutte et 

du liquide extérieur sont différents, ce saut implique une discontinuité de la composante 

normale nD  du vecteur déplacement électrique : 

                                  
[ ] ( )

( )

( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ). 0

i e
ei i e e e

n n ni e
n D E E E

ε εε ε σ
σ σ
 

= − = − ≠  
 

                          (3.3) 
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qui correspond, d’après le théorème de Gauss (équation (2.33) du chapitre 2), à une 

densité surfacique de charges sq  à l’interface. Cette distribution engendre une force de 

Coulomb tangentielle s’il existe une composante tangentielle du champ électrique 

(équation (2.12) du chapitre 2). Sous l’effet de la viscosité, les fluides, à l’intérieur ainsi 

qu’à l’extérieur de la goutte, se mettent en mouvement comme indiqué par la figure 3.3.b. 

La partie électrique est décrite par l’équation de Laplace pour le potentiel électrique :  

                                                        
( )2 0, ,kV k i e∇ = =                                                     (3.4) 

Avec les conditions aux limites suivantes : 

                                                

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0

0 0

0
e

i e

r r r r

e e i i
n n

r r r r

E r E r

V r V r

E r E rσ σ

= =

= =


 → → +∞
 =

 =


                                     (3.5) 

En supposant la densité du courant électrique dû au transport des charges à l’interface 

par l’écoulement faible devant la densité du courant électrique dû à la conduction des 

fluides sous-jacents, la solution classique de ce système proposée est : 

                                                     

( )
0

3
cos

2
iV E r

S
θ= −

+
                                                 (3.6) 

                                                

( )
3

0
0 2

1
cos

2
e rS

V E r
S r

θ
 −= − + + 

                                           (3.7) 

Où  
( )

( )
i

eS σ
σ

=    et le champ électrique en coordonnées sphérique est : 

                                                        

1
r

V V
E i i

r r θθ
∂ ∂= −
∂ ∂

                                                   (3.8) 

D’un autre côté, la partie hydrodynamique est décrite par l’équation de conservation 

de la masse et l’équation de Navier-Stokes dont il convient de rappeler les expressions 

dans le cas d’écoulements incompressibles : 

                                                         
( ). 0, ,ku k i e∇ = =                                                      (3.9) 

                              

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2. , ,
k

k k k k k ku
u u p u k i e

t
ρ µ

 ∂ + ∇ = −∇ + ∇ =  ∂ 
                           (3.10) 
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En dénotant U   la vitesse et L la longueur caractéristiques de l’écoulement, 

respectivement, et en gardant les mêmes notations entre les variables dimensionnelles et 

adimensionnelles, alors l’équation (3.10) devient : 

                                          

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )21

.
Re

k
k k k k

k

u
u u p u

t

∂ + ∇ = −∇ + ∇
∂

                                 (3.11) 

où le nombre de Reynolds  ( )Re k s’écrit : 

                                                        

( )
( )

( )Re
k

k

k

ULρ
µ

=                                                        (3.12)   

En régime permanent et à faible nombre de Reynolds, les termes d’inertie deviennent 

négligeables devant les autres termes, ce qui conduit à l’équation de Stokes :              

                                                    

( )
( )

( )21

Re
k k

k
p u∇ = ∇

                                                    (3.13) 

Les conditions aux limites associées à (3.13) sont : 

                                                 
( ) ( ) 0eu r r→ → +∞                                                (3.14)                                                            

                                             ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

. . 0e i

r r r r
n u r n u r

= =
= =                                           (3.15) 

                                                 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

. .e i

r r r r
t u r t u r

= =
=                                              (3.16)                                                             

                             ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
00

. . 2
r r

e i e électrique i électrique

r r
n n H nγ

= =
Π − Π + Τ − Τ =                      (3.17) 

où n et t sont les vecteurs normal et tangent à l’interface, respectivement. 2H , la  

courbure totale de l’interface au point courant, est donnée par 2 .sH n= −∇ , ou   s∇

représente la projection normale de l’opérateur ∇ (nabla) sur le plan tangent à l’interface. 

Dans la configuration axisymétrique, il est approprié de définir une fonction de courant ψ  

telle que [20] : 

                                                     

( )
( )

sin

k
ku i

r φ
ψ

θ
 

= ∇×  
 

                                                 (3.18) 

En prenant le rotationnel de (3.13) puis en introduisant (3.18), nous obtenons les 

équations suivantes à résoudre : 
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( )
2

2 2

sin 1
0

sin
k

r r

θ ψ
θ θ θ

 ∂ ∂ ∂ + =  ∂ ∂ ∂                               
   (3.19) 

En examinant la condition aux limites (3.17), on déduit que pour obtenir l’équilibre entre 

les composantes tangentielles des contraintes hydrodynamiques et électriques, pour tout 

angle θ  , il est nécessaire que sin
ψ

θ  possède une dépendance en θ  analogue à celle 

du terme 
électrique

rθ
Τ   (qui varie en sin cosθ θ  ). La forme suggérée de ψ  est la suivante : 

                                                         ( ) 2sin cosf rψ θ θ=
                                       

      (3.20) 

En introduisant cette expression dans l’équation (3.19), Melcher et Taylor ont obtenu une 

équation pour f dont la solution est de la forme : 

                                                          ( ) nf r r=                                                             (3.21) 

avec n = −2,0,3 ou 5 . En appliquant la condition (3.14) et en imposant la régularité de 

( )iψ  en  r = 0 , ces auteurs ont déduit : 

                                       
( ) ( )1 3 3 5

0 0 sin cosi Cr r Dr rψ θ θ− −= +                                             (3.22) 

                                         
( ) ( )4 2 2

0 0 sin cose Ar r Brψ θ θ−= +                                              (3.23) 

Où les constantes A, B, C et D sont entièrement déterminées par les conditions aux 

limites (3.15), (3.16) et (3.17) : 

A B C D U= − = = − =  (3.24) 

U  est la vitesse à l’équateur (voir la figure 3.2) . L’équilibre des contraintes à l’interface 

de la Goutte 0r r=  implique : 
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Figure 3.2. Une goutte axisymétrique conductrice po rtée à un potentiel  0V  à une 

distance 0a  d’une électrode plane portée au potentiel 0. 

( ) ( ) ( ) ( )i électrique e électrique i e
rr rr rr rr CΤ − Τ + Π − Π =  (3.25) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) 0i électrique e électrique i e
r r r rθ θ θ θΤ − Τ + Π − Π =  (3.26)  

 

Ce qui conduit finalement à : 

(3.27) 

                                  (3.28) 

La constante C est donnée par : 

                                                          0

2
C p

r

γ= ∆ −                                                         (3.29) 

qui exprime la différence entre la pression à l’intérieur de la goutte et la contrainte 

associée à la pression capillaire. Pour que l’équilibre soit assuré sur toute l’interface 

(sphérique), il faut et il suffit que le coefficient de 2cos θ  dans (3.27) et celui de cos sinθ θ  

dans (3.28) soient nuls. Ceci conduit aux deux relations entre le rapport des permittivités 

( )
( )

i

eP ε
ε

= ,le rapport des conductivités 
( )

( )
i

eS σ
σ

= et celui des viscosités 
( )

( )
i

eM µ
µ

= , 

ainsi que la vitesse U et l’intensité du champ électrique appliqué : 

                                                 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

2
0 0

2

9

10 2

e

i e

E r S P
U

S

ε
µ µ

−
= −

+ +
                                         (3.30) 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

2
2 2 20

0

9
1 2 cos 5 3 1 3cos

2 2
i e e i e iE U

S C
S r

ε ε ε ε θ µ µ θ − + + − + + − = +

( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )

2
0

0

9
2cos sin 10 cos sin 0

2 2
e i e iE U
S

S r
ε ε θ θ µ µ θ θ− − − + =

+
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2 2 1 3 3 2
0

5 1

S P M

S P M

− + + + = − +                                        (3.31) 

Si deux fluides sont tels que la relation (3.31) entre S, P et M est vérifiée, alors l’équilibre 

de la forme sphérique est assuré, indépendamment de l’intensité du champ électrique 

appliqué. 

Comme U est déterminé par (3.30), nous pouvons examiner la consistance du modèle, 

dont une des hypothèses est que l’écoulement est à faible nombre de Reynolds. Pour 

une goutte d’eau ( , ) dans de l’huile ( ), nous 

obtenons dans un champ de 10 kV/cm les nombres de Reynolds  Re(i) = 0.1 et Re(e) = 

0.01. Nous vérifions a posteriori que le régime hydrodynamique est bien à faible nombre 

de Reynolds. 

Pour voir quelle forme prendrait la goutte lorsque la condition sur S, P et M est 

légèrement différente de (3.31), on ajoute un terme de contrainte normale 

supplémentaire C′  qui permettra de conserver la condition d’équilibre des 

contraintes (3.27) : 

                               

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( )

2
2 20

2 ' 2

0

9
1 2 cos

2 2

5 3 1 3cos cos

i e e i

e i

E
S

S

U
C C

r

ε ε ε ε θ

µ µ θ θ

 − + + − +

+ + − + =
                              (3.32) 

C′ est positif si la force ajoutée est dirigée vers l’intérieur de la goutte. Les équations 

(3.28) et (3.32) ne sont satisfaites que dans la condition suivante : 

                                                              (3.33) 

Puisque dans (3.33) la quantité devant les parenthèses est positive, le signe de la force 

supplémentaire a le signe de l’expression : 

                                                                 (3.34) 

qui discrimine les différentes formes possibles que la goutte prend. Si est positif, la goutte 

est allongée sous l’effet du champ électrique, alors que s’il est négatif, la goutte est 

0 1r cm= 210 /S mσ −= 1010 /S mσ −=

2cos θ

( )

( ) ( )
2

' 209 3 2
2 1 3

2 2 5 5

eE M
C S P S P

S M

ε  + = − + + −   + +  

( ) ( )2 3 2
, , 2 1 3

5 5

M
S P M S P S P

M

+ ∆ = − + + −  + 
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aplatie. Si  , on retrouve la condition de sphéricité de la goutte (3.31). Il convient de 

noter que la nature de la forme de la goutte (allongée ou aplatie) est indépendante du 

champ électrique appliqué  . 

  Par cet artifice, Melcher et Taylor arrivent ainsi à déterminer la tendance qu’a une goutte 

initialement sphérique à s’aplatir ou à s’allonger. Cette condition reste toutefois 

qualitative. 
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CHAPITRE 4  :                                                              

APPLICATION DE LA METHODE DES PETITES 

PERTURBATIONS POUR UNE GOUTTE SOUS CHAMP 

ELECTRIQUE UNIFORME  

 

   Pour aller  au-delà de ce qu’avaient fait Melcher et Taylor comme d’écrit dans le 

chapitre précédant  pour prédire les déformations de gouttes, il faut utiliser des méthodes 

plus générales. Une première idée consiste à utiliser la méthode de petites perturbations 

au cas linéaire et l’étendre ensuite au cas non linéaire. 

  Nous avons donc  utilisé la méthode de petites perturbations par des développements 

analytiques en vue de déterminer, la relation qui relie la déformation d’une goutte au 

champ électrique qui lui est appliqué. En partant d’une forme initiale donnée de la goutte, 

des approximations de proche en proche de la forme sont recherchées. En pratique, 

nous prenons la sphère comme forme initiale de la goutte (solution en l’absence de 

champ électrique). On définit un paramètre caractérisant l’écart à la forme initiale. Ce 

paramètre doit rester faible pour que la méthode soit valable. Toutes les autres variables, 

champ électrique et champ de vitesse, sont ensuite calculées en fonction de ce 

paramètre. 

   Les travaux de Melcher et Taylor s’inscrivent, de par la définition de la méthode de 

perturbations, comme une étude à l’ordre 0 de la déformation de gouttes ; en effet ces 

auteurs prennent a priori un champ électrique et hydrodynamique issus d’une forme 

sphérique qui créent à leur tour des contraintes ne déformant pas la goutte. 

     Plusieurs travaux, qui utilisent la méthode des petites perturbations, ont été réalisés 

dans le passé pour étudier la stabilité des gouttes autour de différents états d’équilibre. 

Tsamopoulos et Brown [21] ont examiné la stabilité de gouttes immergées dans un fluide 

passif (qui ne manifeste qu’une pression uniforme) et la stabilité de bulles immergées 

dans un fluide en mouvement par la méthode des petites perturbations. Leurs 

développements sont effectués jusqu’au deuxième ordre. Les écoulements qu’ils  
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considèrent sont irrotationnels. Dans un autre travail, [22], ils ajoutent aux effets 

hydrodynamiques la contribution du champ électrique sur des gouttes chargées. 

 Les équations valables uniquement en écoulement irrotationnel intègrent correctement 

l’équilibre des forces normales à l’interface. Il est donc utile d’étendre ce travail aux 

ordres supérieurs pour prédire les formes d’équilibre de manière plus précise en fonction  

des différentes propriétés électriques et hydrodynamiques de la goutte et du fluide 

extérieur. 

   Les développements analytiques présentés en chapitre 4 utilisent la technique de 

perturbation de Poincaré [23]. La forme de goutte est supposée définie par l’équation 

    

4.1  hypothèses  du problème 

      On se place dans le cas de la déformation d’une goutte de fluide diélectrique avec 

faiblement conducteur plongée dans un liquide diélectrique avec pertes. La goutte est 

non chargée. Le système composé de fluides non miscibles est soumis à un champ 

électrique uniforme. L’écoulement permanent à faible vitesse s’évanouit loin de la goutte. 

Bien que non linéaires, les déformations de la goutte, considérées par rapport à la forme 

sphérique,sont suffisamment faibles pour que l’hypothèse des petites perturbations soit 

valable. 

    L’hypothèse d’écoulement à faible vitesse a deux conséquences. (i) d’une part, le 

courant électrique dû à l’effet de conduction électrique sera largement prépondérant 

devant l’effet du transport des porteurs de charges par advection. Le problème électrique 

sera donc traité dans le cadre électrostatique. Ce fait permet de découpler le problème 

électrique du problème hydrodynamique. D’ailleurs, la logique de résolution du problème 

électrique puis l’injection des contraintes électriques dans le problème hydrodynamique 

sera respectée le long de cette partie. (ii) d’autre part, le problème hydrodynamique sera 

traité dans le cadre des écoulements rampants, dont les solutions générales, pour une 

configuration à symétrie de révolution, sont connues. 

4.2 Configuration d’étude 

La configuration illustrée par la figure 4.1  représente une goutte immergée dans 

un fluide. Le rayon initial de la goutte est noté r0. Les deux fluides sont newtoniens. L’on 

note le fluide intérieur Ω(i) et le fluide extérieur Ω(e) . Les grandeurs physiques dont 

( )r F θ=



               
52 

 
 

l’exposant est (i) (respectivement (e)) sont associées au fluide Ω(i) (respectivement Ω(e) ). 
Les deux fluides sont séparés par une interface S. 

 

 

Figure 4. 1. Goutte soumise à un champ électrique. De rayon initial 0r  , tel que

0r Lpp  , la goutte se déforme. 

A cause de la symétrie de révolution de la configuration choisie, l’interface S est 

définie, pour une faible distorsion relativement à la forme sphérique initiale, par la relation 

suivante :  

                                                                  ( )r F θ=                                                        (4.1) 

4.3 Equations générales 

4.3.1 Equations électriques 

 Les équations qui régissent la distribution du champ électrique ( )kE  (k= i,e) sont 

Données dans ce qui suit. 

 Si le champ électrique ( )kE  est supposé découplé du champ magnétique, il dérive d’un 

potentiel ( )kV  tel que :       

                                                         
( ) ( )k kE V= −∇                                                     (4.2) 

 En l’absence de charges spatiales libres, la deuxième équation de Maxwell, exprimant la 

conservation du courant électrique, s’écrit : 

                                                                 ( ) 0kJ∇ ⋅ =                                                       (4.3) 

Où  ( )kJ  est la densité de courant donnée, dans le cas où le fluide k est un diélectrique 

isotrope et linéaire de conductivité ( )kσ , par la relation constitutive suivante : 
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                                                              ( ) ( ) ( )k k kJ Eσ=                                                     (4.4) 

La combinaison de (4.2),(4.3) et de (4.4) implique l’équation de Laplace pour le potentiel 

électrique du fluide k : 

                                                            ( )2 0kV∇ =                                                            (4.5) 

4.3.2  Conditions aux limites sur le champ électrique 

Les conditions suivantes sont assignées aux potentiels électriques : 

1- Loin de la goutte, l’influence de la perturbation électrique due à la goutte est nulle, 

soit : 

                                            ( )
0

eE E→    quand    r → +∞
                                            

 (4.6) 

2-Champ électrique fini au centre la goutte : 

                                                 
( )iE  fini   quand   0r →

                                               
(4.7) 

3-Continuité du potentiel électrique à travers l’interface S  : 

                                                           
( ) ( )i e

s s
V V=                                                          (4.8) 

4-Le saut du vecteur déplacement électrique à travers l’interface S (ou la loi de Gauss 

intégrale) s’écrit sous la forme intégrale locale : 

                                                

( ) ( )
( ) ( )

i e
i e

s

s s

V V
q

n n
ε ε∂ ∂− =

∂ ∂
                                              (4.9) 

Avec ( )iε (resp. ( )eε ) la permittivité électrique du fluide ( ) ( )( . )i irespΩ Ω   et sq  la densité 

Surfacique des charges électriques libres à l’interface S. 

5-Conservation de la densité de courant à travers l’interface : 

                                               

( ) ( )
( ) ( ) 0

i e
i e

s s

V V

n n
σ σ∂ ∂− =

∂ ∂
                                            

 (4.10) 

6-Le potentiel électrique, étant défini à une constante additive près, est pris égal à 0 à 

L’électrode mise à la masse, ce qui implique : 
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( ) 0eV =    Pour     . zr e L= −                                            (4.11) 

Le respect de la neutralité électrique de la goutte implique la condition globale suivante : 

                                                            
0s

s

q dS=∫                                                           (4.12) 

4.3.3 Equations hydrodynamiques 

Les équations auxquelles obéissent un écoulement incompressible rampant dans chaque 

fluide k sont l’équation de continuité et les équations de Stokes qui s’écrivent comme : 

                                                               
( ) 0ku∇ ⋅ =                                                       (4.13) 

                                                        

( )
( )

( )21

Re
k k

k
p u∇ = ∇                                                 (4.14) 

4.3.4  Conditions aux limites sur le champ hydrodynamique 

  Les conditions aux limites que doivent vérifier le fluide extérieur (e) et intérieur (i) sont : 

  1- Annulation de la vitesse loin de la goutte, soit : 

                                                  
( ) 0eu →   Quand    r → +∞                                        (4.15) 

  2-Continuité de la vitesse tangentielle à l’interface S : 

                                                           
( ) ( )i e

s s
u uτ τ=                                                         (4.16) 

  3-Interface en état d’équilibre (elle ne bouge pas). Ceci implique la nullité des vitesses 

normales à l’interface : 

                                                               
( ) 0e
n

s
u =                                                          (4.17) 

                                                               
( ) 0i
n

s
u =

                                                      
  ( 4.18) 

  4-Pas de translation possible de la goutte : 

                                                               
( )

0
0i

r
u

=
=                                                        (4.19) 

 5-Equilibre des contraintes EHD à l’interface S : 

Le bilan des forces interfacial s’écrit : 

 



               
55 

 
 

                                                               
0F =∑                                                         (4.20) 

Ce qui se traduit par :  

                                      
( ). . 0hydrodynamique électrique

sn n n nγ   Π + ⋅Τ + ∇ =                                (4.21) 

En explicitant la contribution hydrodynamique, électrique et la définition de la courbure et 

des quantités entre crochets[ ] , on trouve : 

          

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

. .

1 1
. . . . 2 0

2 2

t t
i i i i i e e e e e

i ei i i i i e e e e e

p I u u n p I u u n

E E E E I n E E E E I n H n

µ µ

ε ε γ

      − + ∇ + ∇ + − + ∇ + ∇ +      
      

   − + − − =   
         

 (4.22) 

En prenant comme noté au paravent : ( ) ( )i en n n= = − (donc la normale sortante du milieu 

intérieur (i)  vers le milieu extérieur (e)), cette  égalité devient : 

             

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

. .

1 1
. . . . 2 0

2 2

t t
i i i i e e e e

i i i i i e e e e e

p I u u n p I u u n

E E E E I n E E E E I n H n

µ µ

ε ε γ

      − + ∇ + ∇ − − + ∇ + ∇ +      
      

   − − − − =   
   

        (4.23) 

Pour mettre cette équation sous forme adimensionnelle on introduit  un rayon 0r , une 

échelle de vitesse de reférence *U  et un potentiel électrique de reférence *V  . 

Enfin, on définit une valeur caractéristique *p  (la pression de référence) de la pression 

par :   

                                                     
* *2p Uρ=                                                               (4.24) 

 

On pose alors :   

Où les quantités p ,U  , h  , r , E  sont donc sans dimension. 

 
                                                    

* *2

*

0

0

*

0

p p p U p

U U U

h
H

r

r r r

V
E E

r

ρ

 = =
 =

 =

 =

 =


                                                   (4.25) 
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      Le système (4.23) peut alors être transformé en un système d'équations où 

n'interviennent que des quantités sans dimension et après division  par ( ) *2eUρ  s'écrit :   

        

( )
( )

( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
. .

Re Re

1 1
. . . . 2 .

2 2

t t
i i i e e e

i e

i i i i e e e e

p I u u n p I u u n

M E E E E I n E E E E I n hCa n

λ

α α

      − + ∇ + ∇ − − + ∇ + ∇ +      
      

   − − − =   
   

           (4.26) 

Avec :                      
( )

( )

( )

( )

( )

( ) ( )

*2

*2 2 *2
0 0

, , ,
i i e

e e e e

V
M Ca

U r U r

ρ ε ε γλ α
ρ ε ρ ρ

= = = =  

      En prenant le produit scalaire on s’obtient l’équation normale et tangentielle 

respectivement : 

1. la projection normale du bilan de quantité de mouvement à L’interface est : 

    

( ) ( )
( )

( )

( )

( )

( ) ( )2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )1
2 2

2 2Re Re

i e
e i i i e er r

r ri e

u u M
p p E E E E hCa

r r θ θ
λ α αλ

 ∂ ∂− + − + − − − =  ∂ ∂ 
       (4.27) 

2. la projection tangentielle du bilan de quantité de mouvement à l’interface est : 

         
( )

( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )1 1 1

0
Re Re

i ei e
i er r

r ri e

u uu u
M E E E E

r r r r
θ θ

θ θ
λ α α

θ θ
   ∂ ∂∂ ∂+ − + + − =      ∂ ∂ ∂ ∂      

      (4.28) 

� Conservation du volume de la goutte (équation de continuité (4-1) écrite sous 

forme intégrale) :    

                                                   
( )3 3

0

4
sin

3
F d r

ν

θ θ θ π=∫                                                (4.29) 

4.4 Solutions analytiques générales pour la configuration 2D-axisymétrique 

Toutes les équations présentées dans la sous-section précédente sont reprises dans le 

Cas particulier d’une symétrie de révolution. Les coordonnées sphériques ( , , )r θ φ   

sont utilisées pour cette fin. A cause de la symétrie de révolution, aucune dépendance du 

méridien   φ  n’est retenue. 

4.4.1  Solution analytique générale associée au champ électrique 

En configuration axisymétrique, la solution générale de l’équation (4.5) s’écrit : 
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( ) ( ) ( )
( )

( )1
0

, cos
k

k k n n
n nn

n

H
V r G r P

r
θ θ

+∞

+
=

 
= +  

 
∑

                                 (4.30) 

Les coefficients  ( )k
nG   et  ( )k

nH  sont déterminés par application des conditions (4.6) à 

(4.12)  et  nP  est le polynôme de Legendre d’ordre n. 

Les conditions  (4.6) et (4.7) impliquent donc les formes des potentiels Électriques 

suivantes: 

                         

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )0 0 1 1 1
0

cos cos cos
k

e e e n
nn

n

H
V G P G rP P

r
θ θ θ

+∞

+
=

 
= + +   

 
∑                         (4.31) 

                                                   

( ) ( ) ( )
1

cosi i n
n n

n

V G r P θ
+∞

=
=∑                                               (4.32) 

En notant au passage que :  

                                                              
( )
1 0

eG E= −                                                        (4.33) 

Par dérivation du potentiel électrique, l’expression du champ électrique est déduite : 

                                     

( ) ( )
( )

( )( )
1 1 2

0

( 1)
cos cos

e
ee n

r nn
n

n H
E G P P

r
θ θ

+∞

+
=

 += +   
 

∑
                        

  (4.34) 

                               

( )
( ) ( ) ( )1( )

1 2
0

cos cos cos
sin

sin

e
e n ne n

n
n

P PnH
E G

rθ
θ θ θ

θ
θ

+∞
−

+
=

−
= +∑

                   
   (4.35) 

                                                  

( ) ( )( ) 1

0

cosii n
r n n

n

E G nr P θ
+∞

−

=
= −∑                                          (3.36) 

                                       

( ) ( ) ( )1( ) 1

1

cos cos cos

sin
i n ni n

n
n

P P
E G nrθ

θ θ θ
θ

+∞
−−

=

−
=∑                            (4.37) 

4.4.2 Solution analytique générale associée au champ hydrodynamique 

   Dans une configuration à symétrie de révolution, la définition d’une combinaison d’un 

Potentiel hydrodynamique permet de simplifier le problème hydrodynamique à 

résoudre[20]. Ce potentiel est défini par : 

                                                        
( ) ( ) ( )( )k ku ψ φ= ∇× ∇

                                           
  (4.38) 
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Nous nous assurons, par cette définition, de satisfaire à l’équation locale de continuité 

(4.13). Ce potentiel étant défini à une fonction harmonique près, on lui impose de 

satisfaire de plus à la relation suivante  

                                                             
( ) ( )( ). 0kψ φ∇ ∇ =                                               (4.39) 

Or, le gradient de φ  est donné par :  

                                                               

1

sin
i

r φφ
θ

∇ =                                                  (4.40) 

Ce qui implique :      

                                                           ( ),rψ ψ θ=                                                         (4.41) 

et que : 

                                                     

( )
( )

sin

k
ku i

r φ
ψ

θ
 

= ∇×  
 

                                                 (4.42) 

Par développement, on trouve que les composantes de la vitesse s’écrivent : 

                                                   

( )
( )

( )
( )

2

1

sin

1

sin

k
k

r

k
k

u
r

u
r rθ

ψ
θ θ

ψ
θ

 ∂=
 ∂


− ∂ = ∂

                                                  (4.43) 

En remplaçant la vitesse par son expression (4.42) dans l’équation de Stokes 

(4.14), nous obtenons : 

                                              

( )
( )

( )
21

sinRe

k
k

k
p i

r φ
ψ

θ
  

∇ = ∇ ∇×    
  

                                     (4.44) 

Le rotationnel de l’équation (4.43) permet d’obtenir l’équation vectorielle suivante : 

                                                       

( )
2 0

sin

k

i
r φ
ψ

θ
  

∇ ∇ =    
  

                                             (4.45) 

Cette équation est équivalente au système scalaire suivant : 
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( )( ) ( )

( )( )

2

2

1

sin
1

sin 0
sin

k k

k

D
r

D r
r

ψ ω
θ

θω
θ

 = −

 =


                                         (4.46) 

Où : 

2 2
2 2

1
sin

sin sin sin
D r

r r r
θ

θ θ θ
  = ∇ −  

  
 

Et ( )kω  la composante méridional de la vorticité, soit : 

                                                            
( ) ( )ik kuφω = ∇×

                                               
   (4.47) 

On démontre, [10], que la solution générale du système d’équations (4.45)S’écrit sous la 

forme (en omettant l’exposant k pour une meilleure lisibilité) : 

              
( ) ( ) ( ) ( )1 13 1 2

0

cos cos
,

2 1
n nn n n n

n n n n
n

P P
r A r B r C r D r

n

θ θ
ψ θ

+∞
+ −+ + − −

=

 −
= + + +  + 
∑             (4.48) 

Et : 

             
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 11

0

cos cos
, 4 6 4 2

2 1
n nn n

n n
n

P P
r n A r n C r

n

θ θ
ω θ

+∞
+ −+ −

=

 −
= + + − +  + 
∑

            
 (4.49) 

nP est le polynôme de Legendre d’ordre n. Symboliquement, nous avons noté   

( )1 cos 1P θ− =  

Le champ de pression se déduit immédiatement par l’expression : 

     

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2 1
1

0

2 1 1

1 1
, 4 6 1 4 2

Re 1 2 1 sin

1 cos 1 cos cos 1 cos cos cos

n
n nn

n

n n n n

P r n n A r n n C
n n n r

n P n P n P P

θ
θ

θ θ θ θ θ θ

+∞
+

+
=

− − +

−= + + − − + ×
+ +

 − − + − + + − 

∑
     (4.50) 

Pour avoir une pression finie au sein de l’écoulement nous sommes tenu de prendre : 

                                                         
( ) ( )
0 0 0i eA A= =                                                         (4.51) 

En substituant ψ  par son expression (4.48) dans les relations (4.43), l’on 

obtient les expressions des composantes radiale et azimutale de la vitesse : 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2

2 12
0

2 3 2 1 2
1

1
1 cos 1 cos cos

2 1 sin

1 cos cos cos

n

r n n
n

n n
n n n n n n

r
u n P n P

n

n P P A r B r C r D

θ θ θ
θ

θ θ θ

− −+∞

− −
=

+ +
+

−
= − − + − ++

+ − × + + +

∑
             (4.52) 

Et: 

                                 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

1 1
0

2 12

1
cos cos

2 1 sin

1 3 2

n

n n
n

nn n
n n n

r
u P P

n

nD
n B r n A r n C r

r

θ θ θ
θ

− −+∞

+ −
=

+

−
 = − × +

 × + + + − − − 
 

∑
                        (4.53) 

La prise en compte des conditions (4.15) et (4.19) implique les formes suivantes du 

champ de vitesse : 

           

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

0 0 1 1
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2 12 2
2

1

cos cos

1 1
1 cos 1 cos cos
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1 cos cos cos

e e e e
e

r

e e
n n

n nn n
n

n n

B D C D
u

r r r r

C D
n P n P

n r r

n P P

θ θ

θ θ θ
θ

θ θ θ

+∞

− −+
=

+

= − − − −

 −
+ + × − − + − +   +  

+ − 

∑       (4.54) 

        

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1 2
1

21
tan cos cos

2 2 1 sin

ee e
e n n

n n n n
n

n CB nD
u P P

r n r rθ
θ θ θ

θ

+∞

+ − +
=

 −
 = + − +    +  

∑       (4.55) 

                               

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

2 1 1
0 1

2

2 12

1

1

2 1

1
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∑

                        (4.56) 

Et: 

          

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

2 1 1
0 1

2

1 1

1
3 tan 2 sin 3 1

2 2 1 sin

cos cos

i i i i in n
n n

n

n n

u A r A r n A r n B r
n

P P

θ
θ θ

θ

θ θ

+∞
+ −

=

+ −

−  = + + + + + × +

× −

∑
   (4.57) 

4.5 La méthode de perturbation du domaine 

    La méthode de perturbation du domaine a été initialement présentée par Joseph 

(1973) [24]. Elle a été utilisée pour la résolution d’un problème de déformation d’une 

goutte d’eau en écoulement irrotationnel. Cette méthode est cependant très générale. 

Elle se base sur des approximations (corrections) successives de la solution du problème  
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donné partant d’un problème « proche » dont la solution est connue. En clair, on 

démarre, pour notre problème, de la configuration représentée par la figure 3.2, où la 

différence de potentiel est nulle et aucun écoulement ne se produit. 

Figure 4.2 Principe de la méthode de perturbation d u champ électro 
hydrodynamique. 

a) champ au repos (solution triviale du problème). b) perturbation du champ par 
application d’une différence de potentiel. 

 

Ce champ EHD implique une forme sphérique de la goutte. L’on procède ensuite à une 

déformation imposée de cette goutte (qui physiquement est l’effet) et l’on va trouver la 

distribution du champ EHD qui a provoqué (a été la cause de) cette déformation. Ceci 

Suppose implicitement, l’unicité de ce champ a déformation arrêtée. 

4.5.1 La formulation 

4.5.1.1 Développement en séries de puissances 

   Les six quantités qui vont être perturbées sont les suivantes : le champ 

hydrodynamique et électrique de chaque fluide, la forme de la goutte et le champ 

électrique imposé au loin. Ces perturbations s’écrivent : 

                                                          

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

[ ]

( )( )

( )( )

( )( )

0( ) ( )
!

e ke

i ki

k
e ke

ki i k

k

V V
k

V V

F F

ψψ
ψψ

ε+∞

=

  
  
  
   =   
  
  

   
   

∑                                         (4.58)  

        -ε  est la grandeur qui caractérise l’amplitude de la perturbation, elle sera définie 

plus loin. 
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-L’exposant [k] indique l’ordre auquel la perturbation est évaluée. Pour plus de 

commodité,L’on défini aussi la perturbation d’une quantité subordonné, à savoir.
 

[ ]( )( )

0 !

k
s ks

libre libre
k

q q
k

ε+∞

=

=∑  

Le  travail qui « reste » à accomplir est de corréler les perturbations les unes aux autres 

(et Notamment le champ appliqué E0 à la forme de la goutte [ ]kF ). La récursivité exige la 

Résolution du problème à l’ordre 1 (rappelons que l’ordre 0 est la solution triviale nulle, 

Puisque, par définition, une perturbation nulle lui est associée) avant de pouvoir entamer 

le Problème d’ordre 2, puis les problèmes d’ordres supérieurs, les uns suite aux autres. 

D’autre part, remarquons que les solutions électriques et hydrodynamiques s’écrivent 

Comme des combinaisons linéaires de polynômes de Legendre de première espèce 

Uniquement. Aussi, pour homogénéiser le traitement général du problème, l’on 

recherchera la fonction d’aspect [ ]kF à l’ordre k sous la forme : 

                                                

[ ] ( ) [ ] ( )
0

cosk k
n n

n

F J Pθ θ
+∞

=
=∑                                               (4.59) 

Où [ ]k
nJ , n∈ Ν ,sont des constantes à déterminer. 

Finalement,si l’on introduit les expressions des potentiels électriques et hydrodynamiques 

(4.30) et (4.48) dans la relation (4.58), on trouve que : 
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  
  
  
  
   =   
  
  
        

∑                                              (4.60) 

où (f ) = (i) ou (e) . 

En conséquence, l’injection de la forme (4.58) des solutions dans les conditions 

(4.6), (4.8) à (4.12), (4.16) à (4.21) et (4.30) puis l’arrangement de ces dernières en 

puissances de  ε   permet de générer les problèmes de  perturbations sous-jacents à 

résoudre de manière récursive. 
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4.5.1.2  Forme choisie pour la perturbation 

   La forme que proposent Looss et Joseph, 1990 [13_bis] (voir aussi par 

similitude,Achard et Georgescu, 1999 [14_bis]), pour la définition du paramètre de 

perturbation ε  est donnée par la projection orthogonale de la fonction d’aspect ( )F θ
sur 

le polynôme de Legendre d’ordre 2, soit :  

                                                 
( ) ( )2

0

2
cos sin

5
F P d

π

ε θ θ θ θ= ∫                                         (4.61) 

4.5. 1.3  Quelques contraintes additionnelles 

   Précisons, avant de poursuivre, une notation dont nous aurons à utiliser fréquemment 

par la suite. Il s’agit du produit scalaire suivant : 

                                    
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

, sin
Wei

K L K L Wei d
π

θ θ θ θ θ θ θ= ∫                             (4.62) 

où les K et L sont des fonctions quelconques dont l’argument est l’azimut θ . La fonction 

Wei est la fonction de pondération associée au produit scalaire ,
Wei

.Elle sera définie 

de manière à simplifier le calcul de cette projection, comme on le verra plus loin. Ce 

Produit sera utilisé dans les projections opérées dans tout ce qui suit. 

Par ailleurs, la fonction d’aspect est définie de manière implicite de manière à ce que 

les différentes conditions aux limites (sur le champ électrohydrodynamique) soient 

Vérifiées. Cependant, à cause de la spécificité du problème à traiter, des considérations 

globales (telles la conservation du volume (4.29) et la symétrie équatoriale du 

problème à traiter, ainsi que la définition même du paramètre de perturbationε ) doivent 

etre prises en compte par la fonction d’aspect ( )F θ . Aussi, si l’on introduit 

l’expression (4.59) dans cette définition, l’on obtient immédiatement le résultat 

Suivant : 

                                                       

[ ]

[ ]
2

1
2

0, 1

1

kJ si k

J

 = ≠


=

                                                   (4.63) 

D’autre part, la condition de symétrie implique que :  
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                                                 [ ] ( ) ( )0, ,F Fθ π θ π θ∀ ∈ = −                                         (4.64) 

Ceci doit être satisfait à chaque ordre de ε  , d’où l’égalité : 

                               
[ ] [ ] ( ) [ ] ( )

0 0

0, , cos cosk k
n n n n

n n

J P J Pθ π θ θ
+∞ +∞

= =
∀ ∈ = −∑ ∑                               (4.65) 

Par  projection de cette égalité sur la fonction ( )cosmP θ , avec la fonction poids 

( ) sinwei θ θ=  , l’on obtient le résultat suivant : 

                                             
[ ] ( ) [ ]1 , 0,1,2,...

mk k
m mJ J k etc= − =                                         (4.66) 

ce qui n’est manifestement vrai, si m est impair, que lorsque [ ] 0k
mJ = . Finalement, la 

fonction de forme s’écrit : 

                                           

[ ] ( ) [ ] ( )2 2
0
1

cos , 1k k
n n

n
n

F J P si kθ θ
+∞

=
≠

= ≠∑
                               

     (4.67) 

Et: 

                                          

[ ] ( ) ( ) [ ] ( )1
2 2 2

0
1

cos cosk
n n

n
n

F P J Pθ θ θ
+∞

=
≠

= +∑                                  (4.68) 

4.5.2 Perturbation au premier ordre 

4.5.2.1 Solution exacte au problème électrique 

Sur l’interface, les relations (3.9) et (3.10) s’écrivent, respectivement, au premier ordre : 

( ) ( )[ ] [ ] ( )[ ] [ ]( ) ( ) ( )[ ] [ ] ( )[ ] [ ]( ) [ ]0 1 1 0 0 1 1 0 1. . . .i i i e e e
sV n V n V n V n qε ε∇ + ∇ − ∇ + ∇ =                                  (4.69) 

( ) ( )[ ] [ ] ( )[ ] [ ]( ) ( ) ( )[ ] [ ] ( )[ ] [ ]( )0 1 1 0 0 1 1 0. . . . 0i i i e e eV n V n V n V nσ σ∇ + ∇ − ∇ + ∇ =                                   (4.70) 

Pour  1η =  et  0 θ π≤ ≤ .or les champs électriques à l’ordre 0 sont nuls, ce qui simplifie 

(4.69) et (4.70) en : 

                                        
( ) ( )[ ] [ ] ( ) ( )[ ] [ ] [ ]1 0 1 0 1. .i i e e

sV n V n qε ε∇ − ∇ =                                          (4.71) 

                                        
( ) ( )[ ] [ ] ( ) ( )[ ] [ ]1 0 1 0. . 0i i e eV n V nσ σ∇ − ∇ =                                            (4.72) 
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La condition (4.8) se traduit au premier ordre aussi par, 1η = et 0 θ π≤ ≤ , 

                                                        
( )[ ] ( )[ ]1 1e iV V=                                                           (4.73) 

1.Si l’on remplace L par l’équation (4.73) (membre à membre) dans le produit  (4.62) et K 

par  ( )cosmP θ ,avec ( ) 1Wei θ = ,alors, on obtient le résultat suivant : 

( )[ ] ( )[ ] [ ]
( )[ ]

[ ]( )
( )[ ] [ ]( )

1
1 1 0

0 ,0 1 ,1 ,1
00

1 0
,

0

2 2 2

2 1 2 1 2 1

2
, 0,1,2,...

2 1

e
e e n

m m m nn
n

n
i

n m n
n

H
G G F

m m mF

G F m
m

δ δ δ

δ

+∞

+
=

+∞

=

+ +
+ + +

= =
+

∑

∑
                                         (4.74) 

2.Si l’on remplace L par l’équation (4.72) (membre à membre) dans le produit (4.62) et K

par  ( )cosmP θ ,avec  ( )Wei θ =sinθ ,alors l’on obtient le résultat suivant : 

 

( ) [ ]( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
[ ]( )

( )[ ]1
0 1 1 1

, 1 ,1 ,2
01 0

1
0

0,1,2,...

n
i i e e e

m n n m m n nn
n n

n
n F G G H

F

m

σ δ σ δ δ
+∞ +∞−

+
= =

 
+   − − + − + =   

   
 

=

∑ ∑

                  (4.75) 

 

 
 
3. La condition (4.6), implique aussi que : 

 
( )[ ] [ ]1 1
1 0

eG E= −                                                                                                 (4.76) 

Après arrangement et résolution, l’on obtient les solutions suivantes du système ainsi 

posé : 

( )[ ] ( )[ ] ( ) [ ] [ ] ( )1 1 1 0
0 0 0 1

3
cos cos

2
i eV G P E F P

S
θ η θ= −

+
                                             (4.77) 

( )[ ] ( )[ ] ( ) [ ] [ ] ( ) [ ]( )
[ ]

( )
1

1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 12

1
cos cos cos

2
e e E S

V G P E F P F P
S

θ η θ θ
η

−= − −
+

              (4.78) 

 Ou: 

( ) ( )i eS σ σ=                                                                                                 (4.79) 

 Le potentiel électrique est défini à une constante additive près. Pour le déterminer de 

manière univoque, et supprimer ainsi tout arbitraire, l’on choisi d’affecter un potentiel nul 
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à l’électrode de masse. Si cette dernière se situe à une distance L du centre de la goutte 

( )0,cos 1θ θ= = , alors cette condition se traduit par : 

                                                           
( )[ ] [ ]1 1
0 0
eG LE=                                                        (4.80) 

Finalement, les potentiels s’écrivent sous la forme : 

        

( )[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] [ ] ( )1 1 1 0
0 0 0 1

3
, cos cos ,0 1 0

2
iV LE P E F P et

S
η θ θ η θ η θ π= − ≤ ≤ ≤ ≤

+
            (4.81) 

           

( )[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] [ ] ( ) [ ]( )
[ ]

( )
1

1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 12

1
, cos cos cos

2

,0 1 0

e E S
V LE P E F P F P

S

et

η θ θ η θ θ
η

η θ π

−= − −
+

≤ ≤ ≤ ≤

            (4.82) 

Connaissant cette formule:   

                                               

( )[ ]
( )[ ] ( )[ ]

( )[ ]
( )[ ] ( )[ ]

1 1
1

1 1
1

1

1

i i
i

r

e e
e

r

V V
E i i

r r

V V
E i i

r r

θ

θ

θ

θ

∂ ∂= − −
∂ ∂

∂ ∂= − −
∂ ∂

ur ur

ur ur
                                        (4.83) 

 

 

On  déduit le champ électrique : 

                                           

( )[ ]
( )[ ]

( )[ ]

[ ]

[ ]

( )[ ]
( )[ ]

( )[ ]

[ ]

[ ]

1
1 0

1

1
1

0

1
1 0

1

1
1

0

3
cos

2
3

sin
2

3
cos

2
3

sin
2

i
i r

i

e
e r

e

EE sE
E E

s

s
EE sE

E E
s

θ

θ

θ

θ

θ

θ

 
   + = =  

     − + 

 
   + = =  

     − + 

                                    (4.84) 

 

L’on vérifie que la condition (4.29), qui s’écrit au premier ordre sous la forme :      

                                                       

[ ] [ ]1 0

0

sin 0sq F d
π

θ θ =∫                                                 (4.85) 

Est systématiquement satisfaite par les solutions trouvées. 
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4.5.2.2 Solution exacte du problème hydrodynamique 
 

    Puisque l’on dispose désormais du champ électrique, l’on peut calculer les efforts 

Appliqués à l’écoulement qui s’en suivent et résoudre le problème EHD. Ceci est l’objectif 

De cette section. 

1.Si l’on remplace L par l’équation (4.16) (membre à membre) dans le produit (4.62) et K

par  ( )cosmP θ ,avec  ( )Wei θ =sinθ ,alors l’on obtient le résultat suivant : 

 

[ ] [ ]( ) [ ]( )
( )[1] ( )[1]

( )[1]0
0, 1, 1, 1, 20 0 01

1 ( 2)
( ) ( )

(2 1)

e e
e n

m m n m n m nn n
n

B Dn
C n

nF F F
δ δ δ δ

+∞

+ − +
=

 
− − + − + +  

 

∑  

[ ]

[ ]( ) [ ]( )

0( )[1] ( )[1]
0 0, 1, 1 0, 2,

1 1
0 0( )[1] ( )[1]

1, 1,
2

2
3 ( ) 2 ( )

3
1

( ) ( 3) ( 1)
(2 1)

i i
m m m m

n n
i i

n m n m n n
n

A F A

n A F n B F
n

δ δ δ δ

δ δ
+∞ + −

+ −
=

= − + −

−  + − + + + +  
∑

 
              0,1,2,...m=                                                                                       (4.86) 

 

 2.Si l’on remplace L par l’équation (4.17) (membre à membre) dans le produit (4.62) et 

K par  ( )cosmP θ ,avec  ( )Wei θ = 2sin θ ,alors l’on obtient le résultat suivant : 

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )

[ ]( ) [ ]( )

( )[1] ( )[1] ( )[1] ( )[1]
0 0 1 1

0, 2, 1, 3,2 30 00 0

( )[1] ( )[1]

2
0 02

2

2, ,

2 2
( ) ( )

3 5

1

(2 1)

( 1) 2(2 1)( 1) ( 1)

(2 1) (2 1)(2 3)

e e e e

m m m m

e e
n n

n n
n

n m n m

B D C D

F FF F

C D

n F F

n n n n n n

n n n

δ δ δ δ

δ δ

+∞

+
=

−

   
   − − − − + −   
   
   

 
−  + + × +  

 

− + + − +− + −
− − +

∑

2,

( 2)
0,

2 3 n m

n

n
δ +

 + = + 

 

      0,1,2,...m=                                                                                                              (4.87) 

3. Un traitement équivalent à l’équation (4.18) avec ( )Wei θ = 2sin θ   donne : 

[ ] [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )2 1 1
0 0 0 0( )[1] ( )[1] ( )[1] ( )[1]

0 1 0, 2,
2

2 2

2, , 2,

2 1
( )

3 (2 1)

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( 2)
(1 ) ( 1) 0,

2 1 2 1 2 3 (2 3)

n n
i i i i

m m n n
n

n m n m n m

A F A F A F B F
n

n n n n n n
n n

n n n n

δ δ

δ δ δ

+∞ + −

=

− +

−   − − − + + ×   +   

      − − + − + +− + + + + − + =      − − + +     

∑
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0,1,2,...m=                                                                                                         (4.88) 

4- Et pour la projection normale, à l’interface S, du bilan de quantité de Mouvement 

(équation 4.21) au 1ier ordre devient :

( )[ ] ( )[ ]
( )

( )[ ]

( )

( )[ ]

( ) ( )2 2 2 2
1 1

1 1 ( ) ( ) ( ) ( )1
2 2 2

2 2Re Re

i e
e i i i e er r

r ri e

u u M
p p E E E E hCa

r r θ θ
λ α αλ ∂ ∂− + − + − − − =

∂ ∂  

                                                                                                                                     
(4.89) 

  Tell que :  

( )( )
[ ] [ ]1

2

2 18
2 1 n n

n

Ca
H J P

n n
γ

+∞

=
=

+ − ∑
                                                                                  

(4.90) 

 

• Si l’on remplace L par l’équation (4.89) (membre à membre) dans le produit (4.62) 
et K par   ( )cosmP θ , avec  ( )Wei θ = 2sin θ , alors l’on obtient le résultat suivant : 

[ ]( )
( )[ ]( )1

1( ) 01

2 2

2, , 2,

1 1
( 4 2)

( 1)(2 1)

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( 2)
(1 ) ( 1)

2 1 2 1 2 3 (2 3)

e
nne

ne

n m n m n m

n n C
R n n n F

n n n n n n
n n

n n n n
δ δ δ

+∞

+
=

− +

− − − + ×
+ +

      − − + − + +− + + + + − +      − − + +     

∑
 

                      

[ ]( )
( )[ ] [ ]( )2 1

1 0

1( ) 01

2 2

2, , 2,

1
(4 6)( 1)

( 1)(2 1)

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( 2)
(1 ) ( 1)

2 1 2 1 2 3 (2 3)

n
i

nni
ne

n m n m n m

n n A F
R n n n F

n n n n n n
n n

n n n n

λ

δ δ δ

+∞ +

+
=

− +

−  − + + × 
 + +

      − − + − + +− + + + + − +      − − + +     

∑
 

( )
( )[ ] ( )[ ] [ ]( ) ( ) ( )[ ] [ ]( ) ( ) ( )[ ] [ ]( ) 2

1 1 0 1 0 1 0
0, 2, 0 1

2

2 2

2, , 2,

2 2 1
( ) 2 1 1

3 2 1Re

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( 2)
(1 ) ( 1)

2 1 2 1 2 3 (2 3)

n n
i i i i

m m n ni
n

n m n m n m

A A F n A F n B F
n

n n n n n n
n n

n n n n

λ δ δ

δ δ δ

+∞ −

=

− +

−  + − − − + + + − ×  +  

      − − + − + + − + + + + − +       − − + +      

∑
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( )[ ]

[ ]( )
( )[ ]

[ ]( )
( )[ ]

[ ]( )
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1 1 1 1
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C D
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∑

0,1,2,...m=                                                                                                                    (4.91) 

5- Et pour la projection tangentielle, à l’interface S, du bilan de quantité de 

Mouvement  ) au 1ier ordre devient:  

( )

( )[ ] ( )[ ]

( )

( )[ ] ( )[ ]
[ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )

1 11 1
( ) 1 1 ( ) 1 11 1 1
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Re Re

i ei e
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   ∂ ∂∂ ∂+ − + + − =      ∂ ∂ ∂ ∂     

                                                                                                                                     (4.92) 

• Si l’on remplace L par l’équation (4.92) (membre à membre) dans le produit (3.56) 
et K par   ( )cosmP θ , avec  ( )Wei θ = 3sin θ , alors l’on obtient le résultat suivant : 
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( ) ( )( )
( )

2 2
2

1 0 1 0
3, 1,
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

 

[ ]( ) ( ) ( )[ ] [ ]( ) ( ) ( )[ ]

3
0

2
1 0 1

1

2 2
2 1

n

e e
n n

n

n F
n C F n D

n

− −
+∞

=

 − + + +  
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0
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m m m

m m m

M E
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E

s

α δ δ δ

α δ δ δ

  
 + − − + −   + 

  
 − − + =   + 

                                                    (4.93) 

Après résolution de ce système d’équations par maple, on obtient la forme des potentiels 

Hydrodynamiques suivante : 

[ ] ( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( )( )5
( ) 1 0 5 3

1 3, cos cosi F P Pψ η θ ϖ η η θ θ= − − +                                                    (4.94) 
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[ ] ( ) ( ) ( )( )( ) 1
2 42

1
, 1 cos cose P Pψ η θ ϖ θ θ

η
 = − − + 
 

                                                             (4.95) 

Ou: 

( )

( ) ( )
( )
( )

2 2
0 0

2

9

35 2

e

i e

S PE r

S

εϖ
µ µ

−
=

+ +
                                                                                         (4.96) 

ET:                 

( )

( )

i

e
P

ε
ε

=                                                                                                                         (4.97) 

4.5.2.2 Solution pour la fonction d’aspect et le champ électrique appliqué 

    La fonction d’aspect est définie par l’équilibre des forces normales à l’interface 

(4.91). Après avoir calculé les potentiels électriques et hydrodynamiques, puis 

Injection dans (4.91), on trouve que : 

[ ]1 0, 2nJ n= ≠                                                                                                                (4.98) 

Ce qui permet d’écrire l’expression de la fonction de forme à l’ordre 1 sous la forme : 

[ ] ( ) ( )1
2, cosF r Pθ θ=                                                                                                    (4.99) 

Finalement, la fonction d’aspect totale s’écrit : 

( ) [ ] [ ] ( )0 1
0 2 cosF F F r Pθ ε ε θ= + = +                                                                              (4.100) 

Et l’expression du champ électrique  0E    en fonction du paramètre de perturbation ε  : 

( ) ( ) ( )( )
( )

0 2
2 2

0

4

2 33 1
2 1

2 3 5 1
e

E
S P M

r S P
S M

γ ε
ε

=
 − +  − + +  + +   

                                          (4.101) 

Où : 

( )

( )

i

e
M

µ
µ

=                                                                                                                    (4.102) 

A partir de l’expression (4.100), on peut tirer l’expression de l’ellipticité en fonction 

Du paramètre ε  : 



 
 

 Ce résultat est le couronnement des dévelopements mathématique lourd mais 

nécessaire basées sur le système d’équation electro

a trouvé est plus générale que celle proposée par Taylor par ce que le travail fait par 

taylor s’incrire de par la définition de la méthode de perturbation comme une étude 

d’ordre 0 par contre notre travail est atteind jusqu’au 1

résultat d’exploitation, mais

0

1
r

ε 
 
 

pp     En effet, si l’on trace la courbe de variation de l’ellipticitéde la goutte en 

équilibre en fonction du champ électrique appliqué 

                                    plage1

Figure 4.3. Variations du champ électrique d’équili bre, calculé par Taylor et par la 
méthode des perturbations, en fonction de l’ellipti cité.

 

   Cette figure montre que les deux courbes se rejoignent si la déformation est faible 

(plage1), mais l’écart augmente considérablement dès que le la déformation devient 

grande (plage2). On pourra avoir 

goutte à partir de rapport d’é

Ce résultat est le couronnement des dévelopements mathématique lourd mais 

nécessaire basées sur le système d’équation electro-hydrodynamique,la 

trouvé est plus générale que celle proposée par Taylor par ce que le travail fait par 

taylor s’incrire de par la définition de la méthode de perturbation comme une étude 

d’ordre 0 par contre notre travail est atteind jusqu’au 1ier ordre pour avoir une

résultat d’exploitation, mais cette relation reste astreinte aux 

En effet, si l’on trace la courbe de variation de l’ellipticitéde la goutte en 

équilibre en fonction du champ électrique appliqué on trouve (figure 

plage1            plage2 

Figure 4.3. Variations du champ électrique d’équili bre, calculé par Taylor et par la 
méthode des perturbations, en fonction de l’ellipti cité.

ntre que les deux courbes se rejoignent si la déformation est faible 

(plage1), mais l’écart augmente considérablement dès que le la déformation devient 

On pourra avoir donc différentes formes du champ d’équilibre de la 

rt d’éllipticité en fonction des paramètres physico
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Ce résultat est le couronnement des dévelopements mathématique lourd mais 

hydrodynamique,la  relation qu’ on 

trouvé est plus générale que celle proposée par Taylor par ce que le travail fait par 

taylor s’incrire de par la définition de la méthode de perturbation comme une étude 

ordre pour avoir une meilleur 

 faibles déformations 

En effet, si l’on trace la courbe de variation de l’ellipticitéde la goutte en 

(figure 4.3) : 

 

Figure 4.3. Variations du champ électrique d’équili bre, calculé par Taylor et par la 
méthode des perturbations, en fonction de l’ellipti cité.  

ntre que les deux courbes se rejoignent si la déformation est faible 

(plage1), mais l’écart augmente considérablement dès que le la déformation devient 

s du champ d’équilibre de la 

s paramètres physico-électriques de 



               
74 

 
 

l’encre et l’air et de champ électrique appliqué pour la plage 1 compris entre 0 et 0.7 du 

champ électrique d’équilibre mais à cause de la non disponibilité de ces propriétés 

physico-électriques des deux fluides (concurrence industrielle), cette évolution n’a pas pu 

être obtenue. 

   Une étude complémentaire est nécessaire pour étudier la variation de l’éllipticité en 

fonction du champ électrique appliqué, qui lui-même en fonction des paramètres physico 

-électriques des deux fluides qui donnera une meilleur exploitation du résultat dans la 

zone linéaire (plage1) du fonctionnement normal. 

    Pour cela il serait souhaitable   d’avoir un rapport de a/b proportionnel à E0 pour une 

plage plus étendue (plage 1+plage2) 

    Il est donc évident que le développement au premier ordre de la perturbation n’est pas 

suffisant pour décrire correctement la déformation d’une goutte proche de la rupture sous 

champ électrique. les développements d’ordres supérieurs, qui nécessitent un effort 

calculatoire considérable  dépassent le cadre de ce magister . 

  Cependant un développement de 2ème ordre pour le problème électrique  a été fait,ce 

qui pourrait donner une meilleure précision du champ électrique.  

  Pour la solution de  problème électrique de 2ème ordre un développement lourd a été 

entamé et présenté ci-dessous:  

4.6 Calcul de la normale en 1ier ordre : 

         Soit ℘ une courbe plane d’équation  ( )r r θ=  en cordonne polaire  



 
 

On’ a   ( ) ( ) rM r iθ θ
→

=     tel que:    

-le vecteur tangent  à la courbe    est    

( )
( ) ( )r r

r
T r i i r i

θθ θ
θ θ

→ → → →∂ ∂ = = + ∂ ∂ 

-le vecteur tangent unitaire est                        et   

Donc t
→

devient:   
(

( ) ( )

( ) ( )

r i r i
t

r r

θ θ

θ θ

→ ′
=

′

( ) (2 2 2 2

( ) ( )
: cos ,sin

( ) ( ) ( ) ( )

r r
soit

r r r r

θ θα α
θ θ θ θ

′
= =

′ ′+ +

Et  donc  t
→

devient :   cos sint i i
→ → →

= +

Le vecteur   unitaire orthogonal  à 

sin cosru i iθα α
→ → →

= − +  

De tell sorte que det (t,u)=1

tel que:    rn i
→ →

=   , cos sinri i jθ θ
→ → →

= +  

le vecteur tangent  à la courbe    est    
OM

T
θ

→
→ ∂=

∂  

( ) ( )T r i i r i θθ θ
→ → → →

= = +       Tel que : riiθ θ

→
→ ∂=

∂
 

le vecteur tangent unitaire est                        et   ( ) (2 2
( ) ( )T r rθ θ

→
′= +

) ( )2 2

( ) ( )

( ) ( )

rr i r i

r r

θθ θ

θ θ

→ →
′ +

′ +
 

) ( ) ( )2 2 2 2

( ) ( )
: cos ,sin

( ) ( ) ( ) ( )

r r

r r r r

θ θα α
θ θ θ θ

= =
′ ′+ +

 

cos sinrt i iθα α
→ → →

= +  

Le vecteur   unitaire orthogonal  à t
→

 est : 

De tell sorte que det (t,u)=1 

T
t

T

→
→

→
=
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)2 2
( ) ( )T r rθ θ  
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Comme pour l’interface nous avons l’habitude de prendre pour normale la normale 

sortante nous avons : sin cosrn u i iθα α
→ → → →

= − = −  

-on résume  nous   avons : 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

1
( ) ( )

( ) ( )

1
( ) ( )

( ) ( )

r

r

t r i r i
r r

n r i r i
r r

θ

θ

θ θ
θ θ

θ θ
θ θ

→ → →

→ → →

 ′= +  ′ +

 ′= −  ′ +

 

Puisque   a l’interface  on’ a    ( ) ( )r Fθ θ= donc : 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

1
( ) ( )

( ) ( )

1
( ) ( )

( ) ( )

r

r

t F i F i
F F

n F i F i
F F

θ

θ

θ θ
θ θ

θ θ
θ θ

→ → →

→ → →

 ′= +  ′ +

 ′= −  ′ +

 

Et comme: 

[ ] [ ]1 22( ) ( ) ( )

2!

F F Fθ θ ε θε
θ θ θ

∂ ∂ ∂= +
∂ ∂ ∂

 

Au  2ème ordre  ( )2
( )F θ et  

2
( )F θ
θ

∂ 
 ∂ 

 donne : 

 

 

( ) ( ) [ ] ( ) [ ] ( )( ) [ ] ( )
[ ] ( )

2
1

22 2 1 1 22 2
0 0 0( ) ( ) 2

F
F F r r F F r F

θ
θ θ ε θ ε θ θ

θ

  ∂
 ′ + = + + + +  

  ∂  

 

[ ] ( ) [ ] ( )
1

1
0

0 0 0

2 1 2
1 .... 1 ...

F
r F

r r r

ε θ ε θ
 

= + + ⇒ + + 
 

 

  Et  comme  ( )1 1x x
α α+ = +     et nous avons  besoin de développement de t

→
et n

→
 

uniquement  a  l’ordre 1 donc :   

( ) [ ] [ ]( ) [ ]

[ ]

22 1 1 22 2 2
0 0 0

22 1
2

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ........

( ) ( )
.........

F r r F F r F

F F

θ ε θ ε θ ε θ

θ θε
θ θ

= + + + +

 ∂ ∂  = +    ∂ ∂   
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[ ]
[ ]( )

[ ]1

2
1 0 02

1

1 1
1 ( )

( )
( )

F
r r

F
F

ε θ
θ θ

θ

 
= − 

  ∂ +  ∂ 

 

Dou:  

[ ]
[ ]

[ ]( )
1

1 1
0

0 0

1 ( )
1 ( ) ( )r

F
t F i r F i

r r θ
ε θθ ε ε θ

θ
→ → →   ∂= − + +   ∂    

 

[ ]
[ ] [ ]

1
1 1

0
0

1 ( )
( ) ( )r

F
t r i i F i F i

r θ θ θ
θε θ θ

θ
→ → → → →  ∂= + + −   ∂   

 

[ ]1

0

1 ( )
r

F
t i i

rθ
θε

θ
→ → → ∂= +  ∂  

   ,  [ ]1t i tθ ε
→ →

= +  

Par identification   [ ]
[ ]1

1

0

1 ( )
r

F
t i

r

θ
θ

→∂=
∂

 

De la même façon :   

[ ] [ ]( )
[ ]1

1 1
0

0 0

1 ( )
1 ( ) ( ) r

F
n F r F i i

r r θ
ε θθ ε θ ε

θ
→ → →   ∂= − + −    ∂   

 

[ ]1

0

1 ( )
r

F
n i i

r θ
θε

θ
→ → → ∂

⇒ = −  ∂  
 Et [ ]1

rn i nε
→ →

= +  

Par identification :    

[ ]
[ ]1

1

0

1 ( )F
n i

r θ
θ

θ
→− ∂=

∂                                                                                                    (4.106) 

 

4.7  Perturbation au 2ème ordre : 

 

  Sur l’interface, la relation (3.10) s’écrit  au  2ème ordre : 

( ) [ ] ( )[ ] [ ] ( )[ ] ( ) [ ] ( )[ ] [ ] ( )[ ]0 2 1 1 0 2 1 11 1
. . . . . . 0

2 2
i i i e e en V n V n V n Vσ σ   ∇ + ∇ − ∇ + ∇ =   
   

                          (4.107) 

La condition (3.8) se traduit au premier ordre aussi par, 1η =  et 0 θ π≤ ≤ , 

( )[ ] ( )[ ]2 2e iV V=                                                                                                               (4.108) 
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Tel que:  

( )[ ] ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )
( )[ ]

( )
2

2 2 2
0 0 1 1 1

0

cos cos cos
k

e e e n
nn

n

H
V G P G rP P

r
θ θ θ

+∞

+
=

 
= + +   

 
∑  

ET  

( )[ ] ( )[ ] ( )2 2

1

cosi i n
n n

n

V G r P θ
+∞

=

=∑  

1. Si l’on remplace L par l’équation (2) (membre à membre) dans le produit  (3.56) et K 

par  ( )cosmP θ ,avec ( ) 1Wei θ = ,alors, on obtient le résultat suivant : 

( )[ ] ( )[ ] [ ]
( )[ ]

[ ]( )
( )[ ] [ ]( )

2
2 2 0

0 ,0 1 ,1 ,1
00

2 0
,

0

2 2 2

2 1 2 1 2 1

2
, 0,1,2,...

2 1

e
e e n

m m m nn
n

n
i

n m n
n

H
G G F

m m mF

G F m
m

δ δ δ

δ

+∞

+
=

+∞

=

+ +
+ + +

= =
+

∑

∑
                                     

(4.109)

 
 

2. Si l’on remplace L par l’équation (1) (membre à membre) dans le produit(3.56) et K par  

( )cosmP θ ,avec  ( )Wei θ =1,alors l’on obtient le résultat suivant : 

( ) [ ]( ) ( )[ ]
[ ]

[ ] ( )

( ) ( )[ ]
[ ]( )

( )[ ]
[ ]

[ ] ( )

1
0 2 1

, 0 ,1 ,30
1

2 2 1
1 ,1 , 0 ,1 ,32 000

1 1 9 2

2 2 5

1 1 ( 1) 1 9 2

2 2 2 5

0,1,2,.......

n
i i

m n n m m
n

e e e
m m n n m mn

n

n F G E
SF

n
G H E

SFF

m

σ δ δ δ

σ δ δ δ δ

+∞ −

=

+∞

+
=

 + − = + 

 
− + + + − + 

 

=

∑

∑                         (4.110) 

 

La condition (3.6), implique aussi que : 
 

( )[ ] [ ]2 2
1 0

eG E= −                                                                                                                (4.111) 

 

Après arrangement et résolution, l’on obtient les solutions suivantes du système ainsi 

Posé : 

[ ] [ ]
( )[ ] ( )[ ]

( )[ ] ( )[ ]
22

2 2 2 2 331
0 0 1 1 3 32 4

ee
i i

i

HH
V E L P G rP G r P

L L

 
= − − + +  
                                                 (4.112)           

[ ] [ ]
( )[ ] ( )[ ]

[ ]
( )[ ] ( )[ ]2 22 2

2 2 23 31 1
0 0 0 1 1 32 4 2 4

e ee e

e

H HH H
V E L P E rP P P

L L r r

 
= − − − + +  
 

 

Tel que : 
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( )[ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

( )
( )[ ]

[ ] ( )
( )

( )[ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( )

( )[ ]
[ ] ( )

( )

2 2 1 2
2 0 0 0 0 0 0

1 2
0

1
2 0

3 3 2
0

2 2 1 1 22 2
0 0 0 0 0 0 0 0 02

1 2

1 4
2 0 0

3 2

10 5 12 123

5 4 4

36 1

5 3 10 8

10 5 36 36 51

5 4 4

36 1

5 3 10 8

i

i

e

e

E r r E S E SE
G

S S r

E S
G

r S S

r E r r E S E SE E r S
H

S S

E S r
H

S S

+ − += −
+ +

−
=

+ +

− − + −−=
+ +

−
=

+ +
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CONCLUSION 

 

        L’objectif de cette étude est de trouver la courbe qui relie la déformation (ou un 

paramètre auquel elle dépend) de la goutte à l’intensité du champ électrique appliqué 

en fonction des rapports de conductivité électrique, de permittivité, de masse 

volumique et de viscosité dynamique des fluides mis en jeu pour prédire le 

mouvement et la déformation de particules sous champ électrique uniforme dans des 

applications telles que les imprimantes . 

       Afin  d’étudier le phénomène de déformation des gouttes sous l’effet d’un champ 

électrique uniforme, nous avons choisi de modéliser les déformations pures d’une 

goutte de liquide non miscible en utilisant  des développements  mathématiques 

lourds d’ordre 1 par la méthode des petites perturbations, après résolution des 

système d’équations  par Maple nous avons réussi à trouver la courbe qui relie le 

rapport d’ellipticité 
a

b
 
 
 

 à l’intensité du champ électrique appliqué en fonction des 

différents paramètres physiques et électriques et enfin comparer notre courbe avec 

celle trouvée par Taylor. 

       Les deux courbes concordent parfaitement pour les petites déformations 

contrairement aux grandes déformations, nous en déduisons que le développement 

au premier ordre est envisageable uniquement pour les petites déformations, et si 

nous voulons suivre la goutte jusqu'à la rupture nous devrions faire un développement 

d'ordre supérieur à 1 afin de prédire correctement son comportement 

       En perspectives et afin de prendre en compte les grandes déformations, un calcul 

d'ordre supérieur à 1 s’impose, il est à noter que ce calcul est à la fois lourd et très 

gourmant en temps de calcul ce qui dépasse le cadre de notre étude. 
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Annexe A 

1-Les formules utilisées : 

 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

0

1

2
2

3
3

4 2
4

5 3
5

6 4 2
6

1

1
3 1

2
1

5 3
2
1

35 30 3
8
1

63 70 15
8
1

231 315 105 5
16

P

P x x

P x x

P x x x

P x x x

P x x x x

P x x x x

=
=

= −

= −

= − +

= − +

= − + −
                                                    

(Ann3.1-1)

 

  Tell que : cosx θ=  

2-La dérivé d’un polynôme de Legendre : 

On’ a : 

( )1 1 2 1n n nP P n P+ −′ ′− = +
                                                                            

(Ann3.1-2)

 

 

( ) [ ]
1

2 2
1 1

1
1

2 1n n nx P P P
n + −′ ′− = −

+                                                              
(Ann3.1-3)

 

 

Et  : 

( )( ) ( )( )2
1 12 1 1 1n n nn x P n n P P+ −′+ − = + −      

D’où : 

( )
( )( ) ( )1 12

1

2 1 1
n

n n

n nP
P P

x n x
+ −

+∂ = −
∂ + −

                                                           

(Ann3.1-4)
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( )( )
( )( ) ( )1

22

1 2

2 3 1
n

n n

n nP
P P

x n x
+

+

+ +∂ = −
∂ + −

                                                          

(Ann3.1-5) 

( )
( )( ) ( )1

22

1

2 1 1
n

n n

n nP
P P

x n x
−

−

−∂ = −
∂ − −

                                                          

(Ann3.1-6) 

( )( )
( )( ) ( )2

1 32

1 2

2 3 1
n

n n

n nP
P P

x n x
−

− −

− −∂ = −
∂ − −

                                                        

(Ann3.1-7) 

1 1

1

2 1 2 1n n n

n n
xP P P

n n− +
+= +

+ +
                                                                   (Ann3.1-8) 

 

1 2

1

2 1 2 1n n n

n n
xP P P

n n− −
−= +
− −                                                                    

(Ann3.1-9) 

 

1 2

1 2

2 3 2 3n n n

n n
xP P P

n n+ +
+ += +
+ +                                                                  

(Ann3.1-10) 

( )
( )( ) ( )( )

( )( )
( )( )

2
2

2 2

1 1 22 2 1

2 1 2 1 2 1 2 3 2 3 2 1n n n n

n n n nn n
x P P P P

n n n n n n− +

− + ++ −= + +
− + − + + +           

(Ann3.1-11) 

 

( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( )( )

2
2

1 3 1 1

1 2 12 2 1

2 3 2 1 2 3 2 1 2 1 2 1n n n n

n n n nn n
x P P P P

n n n n n n− − − +

− − +− −= + +
− − − + − +       

(Ann3.1-12) 

 

( )
( )( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )

2
2

1 1 1 3

1 2 32 6 3

2 1 2 3 2 1 2 5 2 3 2 5n n n n

n n n nn n
x P P P P

n n n n n n+ − + +

+ + ++ += + +
+ + + + + +      

(Ann3.1-13) 

 

( )( )
( )( )( ) ( )( )( )( ) ( )( )( )( )

( )( )( )
( )( )( )

4 3 2 4 3 2
3

3 1 1

3

1 2 6 3 12 6 6 27 33 3 9

2 3 2 1 2 1 2 3 2 1 2 3 2 1 2 1 2 1 2 5 2 3

1 2 3

2 1 2 3 2 5

n n n n

n

n n n n n n n n n n n
x P P P P

n n n n n n n n n n n

n n n
P

n n n

− − +

+

− − − − + − − + −= + +
− − + − + + − − + + +

+ + +
+

+ + +

 

                                                                                                            

(Ann3.1-14) 
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3-Quelle que  résultat des calculs d’intégrale : 

1
2

0, 2, 1,

1

4 2
sin 2

15 9m m m mP dxθ δ δ δ
+

−

= − −∫                                                     (Ann3.1-15) 

1

2 2,

1

2

2 3n m n mP P dx
n

δ
+

− −
−

=
−∫

                                                                      
(Ann3.1-16) 

( )
( )( ) ( )( )

1

1 2, ,

1

2 1 2
cos

2 1 2 3 2 1 2 1n m n m n m

n n
P P dx

n n n n
θ δ δ

+

− −
−

−
= +

− − − +∫
                 

(Ann3.1-17) 

( )
( )( )

( )
( )( )

1

1 , 2,

1

2 1 2 2
cos

2 1 2 3 2 3 2 5n m n m n m

n n
P P dx

n n n n
θ δ δ

+

+ +
−

+ +
= +

+ + + +∫
                 

(Ann3.1-18) 

1
2

1, 3,

1

4 4
cos sin

15 35m m mP dxθ θ δ δ
+

−

= −∫
                                                      

(Ann3.1-19) 

1
2 2

2, 0, 4,

1

20 28 10
cos sin

175 105 315m m m mP dxθ θ δ δ δ
+

−

−= + −∫
                                 

(Ann3.1-20) 

( )
1

3
1, 3,

1

6
cos sin

15m m mP dxθ θ δ δ
+

−

= +∫
                                                       

(Ann3.1-21) 

1

2 2,

1

sinn m n mP P dxθ δ
+

− −
−

=∫
                                                                        

(Ann3.1-22) 

1

,

1

sinn m n mP P dxθ δ
+

−

=∫
                                                                             

(Ann3.1-23) 

1

1 2, ,

1

1
cos sin

2 1 2 1n m n m n m

n n
P P dx

n n
θ θ δ δ

+

− −
−

−= +
− −∫

                                       
(Ann3.1-24) 

1

1 , 2,

1

1 2
cos sin

2 3 2 3n m n m n m

n n
P P dx

n n
θ θ δ δ

+

+ +
−

+ += +
+ +∫

                                     
(Ann3.1-25) 
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Annexe B 

1-Solution de l’équation de Laplace en symétrie de Révolution 

      Soit l’équation de Laplace suivante à résoudre : 

2 0ψ∇ =                                                                                                 (Ann3.2-1) 

Où ψ est la fonction scalaire que l’on cherche à déterminer. 

      En coordonnées sphériques, l’équation (Ann3.2-1) s’écrit : 

2
2

2 2 2

1 1 1
sin 0

sin sin
r

r r r

ψ ψ ψθ
θ θ θ θ φ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   + + =    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂                                
(Ann3.2-2) 

      Si l’on observe la symétrie axiale, c’est-à-dire si : 

0
ψ
φ

∂ =
∂                                                                                                  

(Ann3.2-3) 

      alors l’équation (Ann3.2-2) devient : 

2 1
sin 0

sin
r

r r

ψ ψθ
θ θ θ

∂ ∂ ∂ ∂   + =   ∂ ∂ ∂ ∂                                                         
(Ann3.2-4) 

On effectue maintenant la séparation des variables. Pour ce faire, on suppose que 

la    solution s’écrit sous la forme : 

( ) ( )R rψ θ= × Θ
                                                                                    

(Ann3.2-5) 

que l’on introduit dans (Ann3.2-4). Ceci implique les deux équations suivantes : 

( )21
1

d dR
r l l

R dr dr
  = + 
                                                                             

(Ann3.2-6) 

( )1
sin 1

sin

d d
l l

d d
θ

θ θ θ
Θ  = − + Θ                                                                

(Ann3.2-7) 

où l est un paramètre entier indépendant de r et de θ  . 

La solution de l’équation (Ann3.2-6) prend la forme simple suivante : 

( ) ( )1
1, 2,

l l
l l lR r c r c r− += +

                                                                            
(Ann3.2-8) 

Tandis que l’équation (Ann3.2-7) est résolue par développement en série infinie. 
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L’identification des coefficients des puissances croissantes de θ  (plus 

précisément de cosθ ) Implique la forme suivante de la solution : 

( ) ( )l lx P xΘ =
                                                                                        

(Ann3.2-9) 

Ou :  

cosx θ=                                                                                               (Ann3.2-10) 

 

et ( )lP x est le polynôme de Legendre normalisé d’ordre l  . Il est défini par : 

( ) ( )

( )
1

3,

2

l l

y x si l pair
P x c

y x si l impair


= 

                                                             

(Ann3.2-11) 

Ou : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

2
1

1

2 2 ... 2 1 3 ...
1 1

2

n n

n

l n l l l l
y x x

n

+∞

=

   − + − + +   = + −∑
                

(Ann3.2-12) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )

2 1
2

1

2 2 ... 3 1 2 4 ... 2
1

2 1 !

n n

n

l n l l l l l n
y x x x

n

+∞
+

=

   − + − − + + +   = + −
+∑

    
(Ann3.2-13) 

La solution générale de l’équation de Laplace sera la somme de toutes ces 

fonctions particulières, ( ) ( )cosl lR r P θ× ,soit : 

( ) ( )( ) ( )1
1, 2

0

, cosl l
l l

l

r c r c r Pψ θ θ
+∞

− +

=
= +∑

                                                    
(Ann3.2-14) 

Les coefficients qui interviennent dans (Ann3.2-8) et (Ann3.2-11) sont déduits des 

conditions aux limites associées à l’équation différentielle (Ann3.2-1). 

Dans le cas où ψ  est le potentiel électrique qu’on cherche à calculer, l’unique 

solution qui garantit l’uniformité du champ à l’infini est celle qui comprend un terme 

en cosθ , soit Celle qui correspond à l  =1 : 

( ) 1, 22
0

1
, cosl

l

r c c r
r

ψ θ θ
+∞

=

 = + 
 

∑
                                                             

(Ann3.2-15) 
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