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Infranduction Intrnoduction

Paun fa mise en oceuvae dea fangages honctionnels. i exiate

deux princioofes apprnochens d' lnelantation efdicace:
= La premizae et basde Aun fo notdlon d’envinonnement . {(PLustrée.
pan P'imolantation de ML (Can §13).
- la deuxiéme rneposs aun o ‘machine & nsduction” pan graphe.A,
Fechnigue intrnoduite pan Wadawonrth Wad 711, et Gitd At e
tondement aux impfantations de. Ponden [Fai 821 et de Lazuy ML
FToh 847,

Lles ZLancaces fonctionnels ont pour avantoge mafeun Leun
Admpliclts  Admanticue andce & un fonmalisme mathématicue aui
hacilitz  fa  compnéhenaion el peamet Lo naisonnement A Bea
LANGALTINME A Pan contne. fea venfronmances des misesr en SIS DAVY. TN
Aont alisnben du hait de L'inadéquation avec fg  machine.

Von—~Meymann .

7 AAALORADIRLYS de £a théorie combinatoine Tor basrte aun o

~

netion de fonctiona & crité vaniobfe aowA a dncité & délinin Po
fanagage. VAAL (Vorniobie Andlty Applicative Lancuage) :
fancace Lonctionnesp permetfant de modsfisen Peoa Aonctionas & agnits
vaniabhfs sans antifice de. structunation ni de cunayfiication. Dana
Liuniévens du  Austpme VAAL . fesr  ohijetas  aont urnifiedas: toute

sonction east une daonnée et toute donnde eat  une fonction, fa

Ailldnonce et Afnictement contextuertle

.

[N



Tninoduction introduction

Lo théonip combinatodine non cunnyhide Ter eat décnite au

- f

chopitae

Dara fe chapitre 2. lne descniption du Lancage fonctionned

VAAL A andi{té vanioble e Al donnée.,

ilne. premi2neg machine & néductinn pown VAAL o été concue et
naaliade 2n an basant Aun Pa ngduction van araphe [Bow 907, Nows
OAOROATNA mointenant Jo'impfonten une. nouvetle machine a
néduetion . en dntrodieisant une nepndientarion motnicielfe gud
Al drapiae de fa théondie du Lambda—calfcul aun oc.m,.lw,;.vmna fSan 88].
fe  proressus de  néduction devient gfons  un Aimpfe prodidd

matniciel foisant intenvendn des motaices cAguA2A,

Dana chapitne 95 FLOGEA prnésentoni LA alonnithme. s
dabataagotions curinyfissr: aloonithme d'Abdali. £'alcorithme de
MaRS et Plafoanithme de Vi Jeryw et donnona  £'alaconithme
d'abatnaction de VAAL,

Hn état de £'ant des mises en oeuvaes honctionnefles eat
prnéaentsd donas fe choopitnre 4.

FinaPement, fe. chapitne 5 eat conagcné a £a machine &

néduction matalcialle .

(9]



Chapitre 1: LG Lhéorie TG6e

Le. développement dza LongageA fonctionnetlsr a nelance
L'drnténed ponté a4 dea théoriens malhémaitiques datant desa annses
3¢, Paami cedlea-ci, oo Logique combinatoirte mise en oceuvie
Lrdé pendamnent pan Schifinkel (Sch 24) en 1924 et Cunny [Cun 33]
en 1933.

Une dea caractéririiquens de Lo Loglque combinatoine., est que
toutes Les jonctions Aoni monaines (cinnypicen) . Aussi Lo
modeliasration d'une fonciion n—-aire necesriile une étoape diite de.
cunnuhicaillon qui La tranafonre en n  applications de bsonctlons
HitaAneA

Ly Zhicordie Tee ([Bef 67, 88 peunet  poun A panit  fa
mocdellartion de.a poncilions  polyodigueas ., AQNA L'éiape de
curiyflcation, adnal quz celle des honctliona & andlté vanriable..
Une fonction o andié vaniable dtant une fonction acceptant un

nombre. quelconque d’argumentsa.

A— LE ((ANGAGE

Cetie pantie décait La théorie el anappelle Lea  théonemens
¢tondamantaux [Bet 87, £87.

1.1 Deacnintion

a= ALphabsit:

S, K,.-7, L., B conAlorte s

W Bip wews ensemble déirombrable de variabfes
Je = Agmbolas de néducicion et d’'égaiiié
0, aymboles &' avptication.



La théonie TesE

Chapitne I

b- Tee~-Tenmens
- Tout atome {coratante ou variable) est un tenme.,

= 8& PP, wwiy; Ba (HE NY)
teme. .

L'application(?} (P:,..Ppn) eat un

teames alonrs

Aont des

-
&

Aand dea

76 e—froumuide s

P et Q Aont des temes afons P =» Q et P = (

o
L=

54
Hpoamuie s,
Notations ef conventions:

neprésrente L'identité ayntaxique entre dews: exXpreAsionAs.
(éventuellement indicéenr)

a-

i

: Yy Fs von Retlnea miracutes

repiésentent des variobies,
M, N, i, Leilnes majuscules (éventuctlenent indicées )

repressntent des Xenme.s.
R, £, m, n, .... repriacntent des enticras naturels.
nepnesente L'apvartenance ensembliste {ow L' occurnence.) .
natiene A,

&,

A,

£

N est ¢'enrembie des entisi

d'indice

wnd

Y = §-{0]
P owa Lnadlgus L uilllaction d expresirlonAa
(¢ & X1 X2 X3 X«

conAgcutifs caofssanias. Adirai: Xi...A
Xi... Xy 5 sdquence (onamée dea Xn (n g R*).

n o Leune s

P]'.'PZ-.¢F';L e,t
Lo téte

e ay P
notations

(1)Betiot a IE & 3 SN Le s
padacnt {npiicitement & diatincition entne

Pi(Pz2,...,Pa),
Fr et le neate Pa...Pn qui eaf nommé réquence

n



Chapitre T La théonde T
1.2 Ter : La théonde

a= Ter—Axiomena
La théonie Teg poAsede Ler Achdman d'axiomens Aulvants, dont

lea Ter—axiomer ront des {inafancens:

IR Xy wauly) Yr...¥) =5 X
{(5 SFDH.Gh) X{,-,Xn) :)((G! Xlg-.Xn}{GZ qu..Xn}.-.(Gu Xf,..Xn))

((T Gf.vggm} Xf“.-Xn}

i

2 ((Gr Xf...Xn} x2...X5}
((L Gr...Gun) X1...Xn) =) ({(Gy Xr..o.Xn) (G2 Kt woeXa) Zito.oXnld
({8 Gr...Gu) ) =5 (Gs+ X)

({D Gr...Ga) Xi..uvXp) =) (Gz Xi Xoso:iXan)

Remarnques: - [La réduction AAMOCAEe A D dépend de fa tallle de
fa 2eme Ardquence. d’argumenta (atomique ou composde ) ,

= La notation uitiliade pout énoncen Les  axiomen Halt
apparaline. Aimplici{iement de.s conddlitiona ALLT £e riombre.

d’angumenita.



Chapitrne I La théornie Ter

b- Tee—Reglea
i) Réduction: La »aéduction en Tse eat définie pan Le s negles

d'inference. aulvanteasll):

X1 =) ¥y Xpn =) Ya Fo=» G
(eL) (5)
(F ¥iwsokn) 3 {F ¥p...¥s) (F Xr...Xn) =2 (G Xi...Xn)
M =2 N 0 o=y L
(t) (n)
M= L M => M

ii) Egalité: ('égalité eat fLa nelation d'équivalence engendniée
parn La néduction. Eile eal définie au moyen desr n2gles (a), (4},

(t) et (n). auxquelles on ajoute:

Exemple: £a pamiife de combinateuns {(Prlerr (appelés sélecteuns)

définie comme Al

3

K K

i g

Py = (¢

)

Pe+1 = (T (K Prj)

a £a propaiédé audvante: (Pr Xt...Xn)} =2 Xn Si 1<kin

(2) [es négles aont donees a La mandiene de Hindley
[Hin &6). c'eat 4 dine prémisse{a) de Lo negle au desasuws de Lo
banne hondizontale et concéusi{on i desrou.

-



Crigtpdtae. [ la théonde Tor

1.3 Definiiiona:
a= Soua—tenme.
La nedaotion P eat un sous—-terme de ( eat défpinie inductivement
comme. Ault
a) P eat un Asocusa-tenme de P.
) S{ P eat un aous-terne de M; et/ow, ..., et/ou de M,

afons P eat un sous~tenme de (M;...Mn)

b— Combinateun
Un terme ne contenant aucune variable comme Acus—tewme. est appels

comb.inateln.

c— Redex et Contracitum
Dana un axiome La partie gauche eat appelée Redex, et La pantie

drolte est appelée Contrnocitiun.

d=- Ganrnbage

On appefle gartbage fes teumesr de fa forme
(€8 F) Xy ... .Xu)
({7 CisoeBn} X)
{4l F) Xjo:aXn)

e— Foume nomwunafe
Un tenme ne contenant ni nedex ni garbage comme Aous—-terme et

dit en fonme nonmaie..



Chapitre 1 La théonie Tse

4= Temune noamalisable
Un tenme M égal & une forme normatle N est dit nommalirable, et N

eAl A Horme nonmale .

6= L'ondne nonmadt:
La néduction en ondnre noamal conAiate & neduine Le nedex ALe plus

a gauche et Re plus externne..

[.4 Lemne du Loange:
S M =2 P et M =) 0, 48 exiate [ tel que. P =) [ et Q =) [

M

.5 Théonemes de Church-Rossen:

a- Premien théorime de Chunch-Rossen (CR1):
S0 M = N, ie exiate [ tet que. M => [ exr N =) (.
M = N

L

b— Deuxiéme théoneme de Church—Rossen (CR2):
S M =2 Net Al N est en ponme noumale., alons (L existe une.

teduction de M venas N awivant £ ondne normal.,



Chapitne I La théondie ToeE

fea proprletés Auivantes sont dédultes de (CR1) et (CR2).

1.6 Conollaines:

- Si M = N et N eat en {orme nonmatfe, aforsa M =3 N.

- La 4onme nonmale d'un tenme eat unique (Al elle existe) .

(.7 Theoneme de CondAtance.:

Tar eat une théonie conalatante.

B— (' ABSTRACT ION DANS T 6 E

Dans feas théonieas de combinateuns, étant donné un tenme E
contenant éventuelflement une variable X, il existe, un tenwme F ne
contenant aucune occuntence de X, tekl que.: (F x) = E. En fatit.
pclusieuns afgonithmes dAtA d ' abataactions penmedient de.

détenminen de felfa tenmeA F.

Dana fes théonies curnypdeesn, L' abstraction d'un tenme E pan
aappont & plusieuns variableA Xi,...,X%Xn, eat obtenu en procedant

3 n abatractions par napporit & Xt, ..., Xa Aucceasivement.,
lLa théonie Ter n'é&tant pas cunnyfhpite, penmet de défpinin une

abatraction pan napport a plusdieurs vaniables Xi, ..., Xn

panralitélement .

10



Chapitre I La théondie Tee

1.6 Dépinition : Substitution

Soit k& R*, fo aubatitution aimulltanée de x1 par Ni,...,Xr pan
N dana M, notée [Ni...Ne/Xi...xe]M, eat déginie inductivement

comme. Ault

~ [Ni...Ne/x1...xe]xe = Ny {1515k}
-~ [Nt.. . Ne/x1...xe]c 2 c, Al c £ {x1,...,Xr}
- (N1...Ne/x1...Xe](F Y1r...¥2) =

([Nt .. Ne/xt...xelF [Ni.. Ne/xi...xe]¥t .. [Ni...Ne/x1...%Xe]Yn)

1.9 Théonene de complétude.:

Sodent M un tewme, k ¢ N* et xr,...,Xe des variables, {L exiate
un teame noté  [\xi...xn.M] ne contenant aucune des varniablfes
Xt,.0.,. X tel que

(IN\X7...XR . M] Nt...Ne) =3 [Ni.. . Ne/X1...Xr]HM

Preuve : Etant donnés M, x;, ..., Xe, on peut construine un tel

tenme en witilisant £ algornithme {(d'abatraction) aulivant:

[NaCr o o 30R X ] P

i

N 2 s Rileal) (K y), sl y £ {xt,...,%r}
[NX1...X60 . {F Mi...Mn)] =

(S [(\X1...Xp FI[\X1...Xe.M1]...[\X1...Xp.Mn])

Cetie notion d'abatraction, étant donnée une fgamilile de
tenme. (Eelrst, peumet de Lnouven une Aclution Fp, pounr chaque
k c R*, de #2équation (4 Xi...Xr) = En.

Beiftot A eal aussl  Antlénesse & uwune nouvelle nofion
d’'abatrnaction en nelation avec JLa notion d'anitée variable

Antroduite dana Ter ([BEL &7]. dana Le cas ou fa fHamille de

I



Chapitne I La théonrnie Tgg

Lenme Ern népond & centaines pormes de définitions néccurentens.
Dans ce casa Le probléme conaiate A détewminenr un tenme £
Aofution du aysteme ingini d’équations {6 x1...xe = En /S ke R*}

et non pas une famifle de tenmes [Jay 89].

ApAn de manipuler un nombre inpini d'équations, nows allons
intnoduirte Les notlions de métaterune ei métaséequence qui Asdmutfent
La pamifie de tenmes & partin d'une bonme  génénale (dépindtion

necunnente ) .

110 Leh nétaternes et qu:{-ﬂ

L'idée de base est de rneprésenten a L'aide de L'expression
Xi..xs., HLa pamille de séquencesr de méta-variables d'indicen
ConAéculifs crodarsants {xi...xn [/ n ¢ R*}. On utifisrena Le

Aaymbole. & pourn painrne néfénrence a La denniéne méta-variable. .

Lea metatenmesn et métasrbquencens en X7..X6 Aont  déjindia
Lnductivemant:

- Tout oatome {conatante ou vaniable) eat wun 1-métaterme(4).

- xi¢ eat un i-métatenme avec L ¢ R*.

- Xs-4 el un 4+1-métatenme avec 4 ¢ N.

(3)Les métatenmes (neap. metaséquences) Aont appelés dans
[Bet &5} A-tenmesr (neasp. A-séquence.s) .

(4) A chaque métatenme (reap. métaréquence.), ert asrociée une
bonne Angenieune poun La valeun deas taidles de Adquencens
d’'anguments admisslblen,

12



Chapitne I La théondie Tk

Preuve. :
Un tet tenme eat donné pan £ algonithme d’ abatrnactlion génénale.
Sodent a un atome

F ol Ml sw caMe des métalenmes

A une métasdquence.

et i, peR* , qeR

- Rfxi] = Py
- Qfxs-4] s Pdi
- M) = (K a)

Hy

~ 2((F xp..X6-4)] (A Q[ (We.a F)]

- Q[(F M1...Mr)]

(S Q[F] Q(Mi]...C[Me])

th

- Q[(F 4 2)] Q[((U F t) »)]

- Q{(F A Xp..Xd—q}]

{A Q(({(Vp,q F) a}1])

Les combinateuns A, U, B, Pde, Wp,«q., Vep,q wtdilisésr dana
2’ algornithme admettent Les ndductions Aulvantes. avec (n,4L.peR*)
et {gqeR):

[{A F) Xi:::Xn) =8 (IF Kiwsakn) XisseXn)

(UF M) Xi...Xn) = (F Xg.o..Xn M)

{Pe Xy.o..Xn) =2 Xu (n2i)
(-‘Dd,{', x}' P .Xn,_) =) Xn,— ¥y (n:!vfl_)
((Wp_q F) XF...Xn) =) (F X_p.-..Xn,-q) (p+q£m)

({(‘\Ja& F} xf....zn) y!’.‘.yu) =) {-F Xf...Xn yp...y.—q‘] (p+q£m)
Exemple: La fonction +; falt La somme du 2¢me g £'avant dennien
angument.

2

QI(+ x2..x6-1)] = (A Q[(Wz2,1 +)])

4y

(A (S QWz,1] 2(+])) = (A (S (K Wz2,1) (K +)))

14



chapitre 11: L€ RANGAGE. VAAL

Le premier Rangage d inspiration jHonctionnefiéc tLisp [Mcl 621
eAt né dans fea annéea 60. Ce Langage a dow- nadlsatance o de
nombreux diclectes trnés wlidlad s, tela quz Cooopon—Liap [Ste 8§4]
et Le-Liap [Cha S47. 12 faut noten que. ces Longagss {ntegrent
powr Lo plupant des opérnations d'zf4et de boad et par conséquent,
ne. Aont pais punement foncilonnedAs.

L’ intrnoduction du fLangage FP [Bac 78] a «wuwscitéd un regaln
d'inténét poun cette famifle de Langage- . Do nowveoux Langages
ont été proposés comme, ML [MLR 84]., MIRANDA [Twr 85] ou GRAAL
[Bel &6] qui e coraciénisaeni pan un tenpa de aépornaz ndpide.

Leuns implantations aont promettzusres et reront d'awtant pliua

napide avec de nouvelilesn anrchiteclunre s,

2.1 La notion d'anité variahle dans Liap

Le Rangage (iap peamet d’intégren de.  fonctionas a4 atilé
variabte comme £ addition généralisrge Plus Lalle que:
PeuA(Xr,.v.,Xn) = Xi+...+xXn quelqu= +it n € Rx el
depinie comme ALdLl:
{Def Plus [£)
(COND (= £ NIL) O

(TRUE (+ (CAR 2) (P2us (CDR €}))) ) )

(n



Chapi{trne II Le #angage VAAL

Lirp gene L£'anité varniable en ongandsant e aratment s wans
une Liate L. En fait Lisp simule ¢ anite variable aw moyen d'une

stnuctune de donnéeal(s),

Notne objectify, en proposant Le langage gonc.tionnel VAAL
(Vaniable Anity Applicalive Lancuage ), est d'ufldlisen diwectenent
fes Hponctiona a and té vaslntLe. ALA Aimuda f.ion  CAana
o utibiaation d'une Atructune viaiblte au progaammeun), €en Ae

haaant Aunr Ra théonie TgE.

2.1 VAAL-expresmon
Les objetsa de base de VAAL, nommé.s atomes Aot
- fes identificateuns, qui penmeilert de nommen LeAs  Gonciloni.

—~ fpa nombres {entiens ou décimary ) .
I

on  conAtaudit L'ensemble des VAAL ~expresasian s Aymboidlcues (&r

abrége VAAL-expresslon) pan tnducticn:
¥ tout atome eal une VAAL-exXpression:
X foute auilte finie de V AAL—ex prnessions séparées poi deA
eApaces et débimitées parn des panenineses est une

VAAL —e xprnesslon,

5IFP wtilise une Atructune de ALQUENCE délbimites pat des
crochela.

16



Chapitre II L2 fangage VAAL

Remanque.: Lea VAAL-expres ionis He. nepresentent pan  une notataon
prédixée totolement parenthesde.: Lo fonction préczde Acsh
anguments, et une paine de panentheses penmet de détenminen £2
début et La 4in de L'appel de ta ponctlon. Les cagumendis Aont®

Andt des atames. sodit de nouvegil des expresAlons ponen the seen,

2.3 Bvaduateun VAAL

Une notion Amporntante nattochée aux Aystémes de. prograrumd-Llorn
et £'intenaction. lin aysteme de programmatior 2ol (nteractih
Lonaque £e caleul eat efpectus dées son enoncizdaon.

Lonagu’un Auatéme de programmation apeficalive oAt intenoctil
¢ introduction d'une expreasion o clavier eat imnédialemznd
sivie de L' impreasion du réaultat de Ao Avaluglion . L
comporntement du aystéme se  définct  piis préolsdment  adradl
[Sai 91}:
Une boucte d'intergction eat un enchatlnemer.i potentiellement
Sl e S opénations eftectuse.s pon ur.  Ayatems  de
programnmaiion aopplicat Ty

-~ Ra fecture de L'exprnession a évoluern,

- f'evaluation de celie—cdi el

i

- ¢l impneardon du neautitat.

i

La houcte d'interaction di  AyAtéemez ie  progaammatilon. VAAL
manigeste aon attente d'une expression a ovaluen, er émettant sun
te  tenminad  un promptewr  (un podlad d’.intennogation) . le.
néaultat de 4£'évaluction east dmprdni padcédé da wadgne U=,

Enawite., & moinas que Rlexproasion  précéddente  n'alt  demandeé

L'anndt du Aystéme., Lo  promplzun appaaadd A2 AOUVETLL.



Cnapitre I1 e Langage VAAL

2.4 Lea fonctions anithmetiquens.

Ce. asont Res Honcilona aalthmiiiquea "+ T T A A1
anrité vandioble

Une dégfinition nécunnente Iingn melle 2 chacune de ceas
tonctions de. VAAL (OP} eat obternue o pavdin de £a gonctdidon
binaine connespondanie. (opb) de Lo pniz e Ay nts:
(OP x) = x
(OP X1 ... ¥n) = {(opb {OP x1 ... Xn-.! %.) n2l

1

Exemples : L} ? (+ 2)

Av) P (/ 120 15 4 2)
]

De. Lo méme manisne que fes boncidon A anLthméetiquen, i)

définit Lea fonctions Loglques

M

fer sonc biora nefations

anifé vaniable

2.5 Leh fonctions nelalion.

Ce. Aont Lea foncilionas nzlotiona "= i L P gt

"oy et MATOMY (qul  feate AL xe s grioumerta conid atomigues)

& anlté vaniabie.,



Chapitne I1 e Langage VAAL

ine. déhfinition nécurtenie inboamell= de ces  honctiona
nefations {PR) exst obtenue a pairtin de ta honctior (png) d'a~itfé
fixe de fa maniene sulvante:

Si pap eat d'arite 1

s

[PR X1...%n) = (pnh x1) et (prb x2) et...et (prh xn) n2i
SiL pnd eat dianiié 2
(PR x} = {(prH x X,

(PR Xi...xn) = (pré x1 x2) et (prt xz2 x3) =2t...ef

(prfe Xp-1 Xa) n22

Ces fponctions netouwnnentd wun néauktat booléen nepresznti. pan

"TRUE" pourt Vaadl et parn "NIL" poun Faux.

Exemples : L) ,2 (= (+ 1 2 2) (- 10 5] 5)

L4 2 (> 10 4 25 1)

"
=
ey
r~

.6 Llea ponctions Loglquen.
ce aont Les ponctions Logiques "NOT", "OR" ef "AND" & ondlté

vl ble. .
(NOT <(vr2...¢un} % svalue auccessivement fLesr expreasions

V... ¢unr, el metounne NIL dés qu'une évaluation détivre TRUE,

Aainon TRUE.

19



Chapitne II L fangage VAAL

(OR  ¢vid...(Vvn?) 3 Eva iz arercesstvenznt.  fe v difpenzntes
expressdions (Vid,..{vn? Jusqr'd i Fgle e de cea dvaluctliona

it wne valewn TRUE, ouqued oo weptownre fa uakeun TRUE Adlnon
OR aetounne NIL. S84 aucuns e proaatcn n'ead pournde, cette

ponction netounne NIL.

{ ANT CUE T s o T ) ;o evafue Aucceaslvemnen? ‘s dibpérenten
eXPAeAALONA (Vi) ... vn) Juaqu'a ce gque Ra valeun o'une evaluction
Aot égale a NIL, & ce moment AND netounne Nio adno . AND nrel~urne

Pa  velewnr TRUE. S4i auwcune expression n'eat jouwwntie, ceile

fonction rnetounne TRUE.

Exemples: A) 2 {(AND (= 1 1) (¢« 2 3 4;

LiL) 2 (NOT (= 2 2) (> 4 3 2) (¢ 1 2 0))

2.7 La conditionnelle -

a e genérale eAt Lo AL veadle:
& ome. genéd.a NE £l A i

(IF | #ery #vis )

{ $C3» S PN
{ (e’ Tur? }

(N g+ 2 J

20



Lea anguments de IF aont desr Liistens (aprneléesr clausres)
fcaps wugl) Gl LEu) el (vi) Aont des VAAL-expr esrions
neprésentant nespectivement fo condition & teaten et L'expreasicn
a évaluen.

Les clauses aont Studides séquentiellement o pantin de fa
premiene. clause en évaluant <(ci):

~ Si cette évaluatior aetounrne La valeiin TRUE , Les autneas
arguments de IF sont ignonéa, eif £'expreassion v} conneapondants
eatlt evalusée

= Si L'évaluaition du teat  netounne NI L, Zfe neate de 2o
clause esal Lgnone. et L'analyss necommence o pantin de Lo clouse
sudvante .

S4 tous Les teasats ont échoué, (Ve+i> eAt évalude..

La conditionnefle penmet done 4o 'ohbectuen éventiellemert

plusieurns tests & La aulte, er provoquant  L'évoluatior de o

VAAL—expression (vyd associsde au premdien teat <Cil AduAsi.

Exemplen:
? {IF ({(=1 1) '"prnemien) 2 (IF ((> 1 1) 'premiexr)
{({(= 2 1) 'deuxizme} ({(= 2 1) ‘deuxierme)
"le—neste) te-reste )
= praemien = Re—nexrte

2.6 La fonction d’inhibiticn.

Dana  VAAL, towte VAAL-expresaslor. est Ausaceptible d'une

evalualion Aimmédiate. Poun irntroduire deas donnéea, 44 et donc

necessadine d’'empbchen ason  évaluation. L'irntnoduction de #fa
bonction 'QUOTE' (notée auari " *+ ) peamet de  adgralen ¢

L' évaluateur que Aon argument enst g conslidénen Littérnalement .

AANA efpectuen La moindre anclyse.,



Exemples : 2 '"(+ 2 &)

L/IREN]
Q

2.9 Lea jonctions de manipulotion des expressions porenthesées

Lea expreassions parenthéesées aoni dea conastauctions ef
conatituent wune aAtnuctune de donndea dénommée  Liate, qudil peut
etne destructunéde abtn d'exhiben Aea compoacnies LOMMESA ChanpA.
L Texpresaston panenthéeasce o Aeulfement  daus champh:

¥ fe premien élément d'une 2iate' conneaspond au paemdiesn chanp;

e}

¥ Pe neate de £a  Llaie {2 Liate pnivée de  Aon paemien

v

eflement) cornneAspornd au deuxlen.. chomp.
Lea deux ponctions qui penmedltent dJd'acegden a ces champa A

nomment CAR et CDR et Asont & anité varniabile,

Exemples : AL} 2 {(CAR " (1 2)}

L)

2
.
- Oy

h

er

[

-
a3
=Y

R

Al ) ?

ﬂvﬂ
By M)
oy |
L
e ]
<
ho
£
b

Lw) ? DR '{1 2 3) '"(a z e)})
Z

3 (= &)

—~

La fponciion qui. pewmel de conAtruine une exparesslon
parentheaste ert nommée CONS, elle nelowanzs en valeun une LLAte,

lUne deépinition Aaécurnnente inpormelie de La fponction CONS eat
nbhtenue & pontin de  Za  jonctlor. bincine 'cons'  de La maniene

Asutvante :

(CONE V93 o st¥npd) & (Conts (CONS TVid: e Vp=1dy {vnt)

22



Exemples : 2 '{(+ 2 §)
= {4+ 2 &)

2.9 Lea fonctions de manipulotion des expressions parentheséel.
Les expreasions parenthesées aont deas conatructions et
caonatltuent uwune aAtrnuctune de donndes dénommee Liate, gl pewt
etne destructundge adin d exhiben AeA COMPOAL LiaA ROMMESA CROMPA.
L 'expresaton parernthnéade a  Aeulement  deg: champh:
¥ Le premien éfément d'une Liate' conneassond au premdien chanmp;
¥ te neate de  fa  £iate (Lo Liate padivée de  Aon premien
element) connespond au deuxlien.. chAomp.
Les deux fponcltlons gud  peamsttent d accéden a ces champs e

nomment CAR eif CDR el Asoni ¢ ondts vondiable.
Exemples : AL} 2 {CAR (1 2}1}
£l }
FES N (EDR Yy 2 31)

Lv) 2 (CDR "(1 2 3) "{a z &)
s {2 8) (2 &)
La fonction qui peamet da conatruine une expreision
pangnthesge eAl nommee CONL, eldle netowans ern valeun une £LAate.,
lUne aépinition récunnente (npounelle de La fponction CONS eat
abtenue & pantinr de La jJonctiorn bincine ‘cons’ de La maniens
Alpivante :

(CONS tuis. . atVrd) & {Cofds (CONS <Vviéd.. . tp=15) {vnt)

22



Exemples : L} 2 (CONS t '(})
{(7)

L) ? (CONS 5 (CDR *(2 3)) ’(7 8))
((5 3) 7 8)

It

Remanques: * Nows congondons velordairemnent La Liarte vide et NIL.
¥ La notlion de Riaste pennct de. retouwnnen plusieuns
nesuliata, en faitl une Liste de . Hantitata que. R'orn pewut exploiten

part application de CAR et CDR.

2,10 La fonction évaluateun.

La fonme générnatle de Apply eat:
(APPLY (40 <vid...<ups) O
€62, €VI2,...,CVva’ Aont deas VAAL-ex fFreAan{ons,
Son premdien arngument <> et applique aux angumernta (v,
Exemples: ? (APPLY + | 2 4}
= 7

? (APPLY CAR ' (1 2) (5 4))
(1 3)

It

2 (APPLY (CAR '(/ 120 15 4 2j) PO 5 2}
!

Remanque.: lLe fangace VAAL et meta—neounaly: Les programmes Ae

conpondent avec faa donndes .

En efpet, La VAAL-expreassion (/ 120 15 4 2) eat conaidénde comme.
un  progiacinme. ; et daina £ exprearion ci—deAAlh, La méie

VAAL—expression esat apparue comme o onnée. .



Chapitne IJ Le. Lancase V.0

Cette unddicction enfne  praogacame et donnée.  poasdde o
avaniages auivants:-
- conAaldénen une. donnée conme. proGgrumime. permet d’écnin-
napidement d'qutres 4 Yatemes d-. programmotion.
T conaddénen un progromme Conme donnee. peamet  de. sowmetitne aon
pROGAGINE A un programme.  d’angl 456 de progaarme s, Gui va tenten

d'en démoninen de.- PRCPALELES et A en PROLONEN. des amélionationa.

Cette gacilité de. changement o= Atatut explique pourgriod ie s
outdls d'aide o fg mise cu  point ACLL Acuvet  éeatita dans des

Longagces mé,-tawté.cu,m-—:.-L.J}_{x 3

21T Depindtion d'une fonction ubiiiratenr

ApAn  de pouvodr manipuler dans wi.e defindition de gonction

5 ot

Lea argumenty "dont Le nombre. pn'eaf Pas préalablement §ixé . G

Antrnoduit fens notlonA audvantes

2.11.1 VAAL-Séquence -
Une VAAL-séquence. eat une poine o’ entiens natureds PAELALAE
pan un Adlgne. .

[+, (+/=) 4] o A,d4 £ M.
Etant donnse ine AL Guence. qrelcongue oA an gumenisa, Xy...X,

une VAAL-réquence Aeprésente une audte. find. d'angumerta ' Andice

ConAecutdps corolhaqria ou décnolasagiita,

22



Chapitne II Le Langage VAAL

Adnal S £20 et 420 et p2i+4 Jlons

(+4,+4] dénote La Aous—séquer. o o' argunents Xi... Xy

Al it4 efle eat d r L cea caoissants Ainon décrolasants.

[—{.—4] dénote La sous—sesguzne . d arguments Xa-i...Xn-

.

Al 404 elle eat fline ces crnoiasants adnon décrodlssants.

s
~+
-

i .—J] dénoie fa sous-stguen 2 d'onguments Xi. . Xp-4 J'dndices

caodsrantas,

|

o
+

&
L—

dénote Lo Aous~Ab3er ce d' anguments Xo-i...X4 &' indices

décrnoiasrsants.

Remarques: — La Longueuwr o= Lo séquence  Aeac  dégdndie. Lona oz
£lappel.

~ LeA VAAL—sséquzrnce s neprésentent Les métatennes de 7Ts5e.

Exemples: Pan aapport 4 i Adguence & 5 anguments Xy Xz X3 X4 X 5
[+1,-0] neprésente £a séqgience  d’arguments d’ineizs crodlasant
aflant die premien i detiaet aagument X Xz Ya X i,
[-0.+1] neprésente Lo asqurnce d'waguments d'indices decrnodlasant..
allant du deanienr aw premeern arcumznt Xs X X X2 Xr.

[+2,-1] aepaésrente La saience d'argumenta & Lncices crnodasanis

atltant du deuxiéeme o £'avent deanden angument (. N: Xa.



Chapitne I1

2.11.2 Le Aédleclenn:

clealt une Hone il o

Aéquence de Longi-ti!

{"O} y

Faddgnde

[—4] : Afkcronne 2=

B £
P Ol I |

L R

il adecdlonne

FREEr

esprng.

F s S i

2.11.3 La def-—apz2icaran:

(rnc4 VAAL-

o ndby eat un

2.11.4 Défindiior i

Le Aysateme Vi)

ensemble de gonctd via

propres Honctions & oooq

nd.g
Lnin eAt Le wnonoae
Cho eat
Clly Lo »
eat

Lifie

CuA _C_}é'_;""_‘.'? stpr

P ile Soh T A

el Al o By

¢’ lolericdifdnoden e b

nnfnal o’

P et &
” Log
vriadip e :

',;?i"!".?‘..g _‘{?\r.

-y
(%)
&
-

araunsn ey

Luld ebacteun

SR VL R L

L. envaius

norn évaliwakbie conrcapondant

Le Rangcoage VAAL

urn  argument dana une

Lewe gngunent & paatin du dennien
danriien aaglunent .

itme grgumant,

‘rddé Aélecteun)

4 MU cion débsdndie au préalabie.

d’ennichin aon

criasant & dépdnin  Aea

ou

,{}‘Df" ol i 20

dee Lo fornction.

bie sonnespondornt



Chapitrne IT

Exemplens:

Le. fangage VAL

sealoule Re cube de

4L) ? (DEF Cube{2)
{ ;€ avant dennien angument
(¥ §~87 [=¥] =13}
= CUB
L) ? (DEF Max /1)

F=0j) TAAX [+1,=1]))
(MsX [+2,-0])

2.12 L'application.

ELte peramed Le processlLs

avec une ayndoaxe corctsnme ¢
-

elle assune £ homoGénsdi s dsoa ecnitunes

AL

£'évaluatoun \

Sa ayntaxe est Lo yiive.os

;'P',,r".(; Y i v e s Oy J}
fate 88 eAl L'idendifirotern 1 uae boncition

mindmal d'argumnent est Lo .. |

12Lp in )'
CNg?

Llapped.,

Exemplea: i) 2 (CUEE 6 3 7 2 1)
g
AL) T (MAL 9 10 5 € T 3 5 6)
= 10

el £a {qne forume e pnssen tand £ anguwnent

scaleutle Le maxdmion
s Tune aéquence

sd angumenits en
scompanant fLea Z
sextrnémite

d'exécution dansa VAA:L

La notation Pofonaiire préfixee.. Adr!

Lraduisant L'appel .
QL

définie dont £e nombnz

efpfectly de



Chapditne I: lLe fangage VAL

2,13 Exenples de soncinon VAAL.
{£) PGCD: La joncticn ui calcwuwle fe PGCD.

? (DEF BGLD{:)
IF (= (% T+i) 7421) 0) (PGCD [+2,-0]) )
(PGCD ([+2,-071 (% (+1] [+2]))

(% eal La fonction qui cafcile fe neste d'une diviaion entidnre )

(E) Mfact: ta gponcticr  (a¥xo® . xa )t om0 Xy )R (g Kxa ) +x g

? (DEF Méact(1)
({=<7]"

] L VI J

CEO(F P =01 (Mpact [+

L

¥
m——
I~
LN
Ca
5
1
S
L

(Adid)} APFPEND. Lo Lonction de concoténction des LAALe” ponnie A e
argumenis.

? (DLF Anpens! 71

(IF { [470% T#15) 'R

,
el s = i 4

(IF ( SATOA f4a3) [(APTELD [¢2,~0}) )

(oS | i (#FPE

~

I (CUR [#1}) [#2,-0}1))

= APPEND

P (APPEND "7 7 3) (¢ &5 & ! (8 8 M)

= {1l 23455 & 90,



Chapitrne IT

VAAL eat un ‘langag: GEORTT

dans La théonie Tse

Acrna antifpice de Atauctonc*:

La mire en ceuvae

combinatodine T¢e ot fa

prlia en change. pa1 fe..

et moandoitn

Le Zargage V44,7
prd

Conred el puiAz AsA Hondemenia

2 led jonctiona a4 anitéd variabls

criayldeation.

ALL La  théonic

a2

Loedint défarndia dana Ter.

WL L alion des anguments ead

ind



Chapdine ITII L'abartnactlon

L algorithme d’' Abdatl ¢t Hde MHaPRS ANTROQUA 2T La noddos
d'abatraction nulltiple Admulicnéz: L'ohiinaoeddsr Az aadl pat
agppont & Lo Léquent.c. Xi.s Xl

Lialgorndinme de V.,Jay 'dintdreane o coas ot L2 "ieame” F
conneapond @& La fpandlle dz  leamen nécutnaents {Ea (21 ) s
L'abatnaciiorn produll oRons wn "combincteun” F conttesrondant
Lo famille de combinzteirns aécunnentas {Fn £ [Xto.o.xnl]Ea , (R21)1}

»‘te—ﬁf_d dLLe. (ET’!, b PRI } = E.n i

)

Nowa avons v al chapltas | que Lo LAdonic noi—cunagblée 7o
pemed de défulinin, L oo Rt B N e ol B Rply) Vot Liale dinitegrond

Llabatnaction alinple et L'alAbtnuction mufciple sipulijize,
BP— . ABS 7T RACT I ON CURRNMNMFITZ &

n N AR Y TN :
Jid MQUF!MWL& 4 Asdadd [Abd 78]
Cet algonicthne permeid L'abrtnoctlon poar nacspoiil 4 plusiens

vaniables Alpltoniment.
3.1.1 Regle . de néduction

La néduction eat déifinde au moyen des aquai e’ conbinalers

I, Kn, Ifn,m ¢t Bn. a:

Bo,m X1X2...6n Y1...8n =2 {x7 {X2 Ur.ooYn) . o (Xe Moo . Yn,)




L 'abatnaction

b~y
~

Chapitre I

3.1.2 Défdniiiona
Etant donnézs une exprearion comdinatodine F,
¥ §4L E = AR alons A eat Lo composante {mmédiate gauche de E et

B eat Lo composunte Lmmedialz droite dz F

Y line composunte de E eaf, Aot £ lui-méme, Ar04l une composdants

d'une composante {immediate de FE.,

¥ Une composante indtiale de © ziat asold F ful-mdme, A0l unz

composnte nitliale d’'unre composinitc Lmmedicte colicre de E.

¥ Une composanie primaliz 2 F ett aoddt wne corposante (mmidiote _
drodle o une composgnie Ariidats e E, atdl L Lne ok osanie
Andiiale de E qui eat un olone.

Exemple.: Sadll E = BK {x (KK} yz) (8 {az) (£3y)) (xnyz)

-~

Compocaanies inliidales de F:

L75]
€5
7
r

7%
—

x (KK} yz), SK {(x (KKj yz) (S (cz; !5Sy)), E.

Composantz pndiraires de E: 8§, K. x (KK) yz, S (az) (SSy}, xyz

Renarque.: et compodantes primaines de F  cowvneasporilont  aus.s
Acla—tesames Jde E oav  premdesn nivenu et fes  compoaanies indtiafe.a

o e

2. £t GoLo e

&\

de. E netagcsni Le porentiheroge  Anoalicid

A

L'applicaiion.



Chapitne [II L'abatrcction
3.1.3 Algonithme d' . ihyinaction

Ftant donnésr I un Jifeame combingroide et HE o, owws 3 X BN
variables, alons £ abatrngction de E par iapport € X, ...,¥%n eat
Le Lenme noté (xi...xn]f défini parn:

Foflxr., . xndE 5 K, © ¥ 2 B, 1Eiln

Feey

Dl Hin s oBn] ¥l e =
Seffusudpnlits T Ti,a leisn
4.{Xr...%n]8 Xiu.cotp = g Xe £ g. l14itn

Bof®is s WnlG Hms asiln B [%7 .0 Kusr] Xy £ G mElin

w0

6-{}(’ . -.Xn-?x‘f; {20 ohm = Ba . g I 4 Ry ol {.",‘{,’ . e .)(,-,,:,ir):-:_’). ‘.!:'_XI. . .)Ln,}{}n}
o f2,...,468 wont ces comporcnter prlidines vz § el |iiin
?.(xf.-.x.n,j «6-," ..»{;\_,1. = dr}..ﬁ—g’{})‘f;’)t.!. 1.“(&7{,\_“_}--:5" {1 w.-}‘-"n,?‘:';ﬂ,_)

o 1 east La plus Longue commosgnie andliiaife de T ope contenant

pas Xi (1848n) et G2, ... . 4n A0t des coOmPUALILEEA primadnes de E

Exemple: L'abastraction de £ = SK (x (KK} vz} (S faz) (S8y) )} (xyz)
pan nappoit A X.Y,z.
B3, 3(SK)([x gy =] (c{kK}yzj)([x y 2]{5{az}(SSy))){ix y 2] (xyz))

= B3,3(SK)([x1x(KK} Y 2} (5(az)(SSy)))i{x gy z](xyz})

-

i
o
w

{
J3(SK)([x]x{KK}J(By.28([x y zl(az)j({x 4 z)(xyz))

it
)
.

C3(SK) ([x]>(KK)) (Bz.28({» y =zl(aez})({x ¥y z](8Sy)))I

B3,3(SK)(By, 27 ., /" x]{KK)])(Bz2,25(Ix v zi{az))([x

I
L%
L
N
L
o
wy
n
@
R
N
R
]"-.I

i
o
L)

B BE)(By 27X, v Tl IRR] ) TH:, o8 (n,uda) (%, 6.5 (88} ) )T

iy
[as}

Iy
tas)
Lo

1 (SK) (Br,

o
~
]
—
~<
o
ey
=
~
T
L
—~
‘CL-*.
[
3
i
—
73
i
=
i
[%s}
oy
ey
3
o
i
LS
[¥g
N
N
S
L]

2

]

B3 ,a{SK) (B, 2TIy. : (Kr{kK}Y) (B3, 25(Kza) (B2, :{8S;Ia,2))7

33

i “

J3(SK)(By 28Xy, «([RjKK)) (R . 250!x g)a) By, i (SS) (> 3 zJy)))I{?

1




Chapitne III Latstraction

3.2 L1 nochine Mals rnar 57
Wi Lt et ]

La machine MaRS wtiliase un fancage. fHoncalonnel dont elle
exploite Le pancllélisme intrninagous.,

L atgordthme de KaKkS eat dicté san La foxme du Lenme a
A e
3.2.1 Régler deo néduction

Coient fea vaniables x el y, eif £es expressdions éy,...,&n,
Lea combinalewss sont I, B. Mo, Wo. Na, Q.. &n Jd2ginia pan:
I x =2 x {ldenidté)
B x Yy z = x (y z) {camposd GLion. )
Mp &1 .. 8n T2 &1 En &2...8a~4 {devlacement) nzl
Wr @4 v.8p TF &; Bp €3 .sBgw=i &n jcopie et déplocement) n:il

R CorywnCi 2 Bi B2 Bu~1 (deadauwction) n2l

o
X

Mo €71...6.0 =2 €1 (22 &n) €3...€n-1 (cneation e iwoeud) n2d

13

Cn €1..:2n =2 €1 (€2 2,) €31...en {copie et cnéciion de noeud) ni3

L nemangue  sue  Les dndices de+  comblinateouns indiquend

Ll éleinent  que Sesta déploce, copié ou aetaurii. Les combinaterns

L

habituets C et K corazspondent nespecitivement é& itx et Ko

3.2.2 L'afgoonithme d'ubatra~tion

Avarid iz Forreea £ e pne il on comb.latodne. sAnatle,

¥

£'algonltrune d'abalngctdon a4e  MaR§, donne  uae.  expressdlon
intenmédinine cqguivelenis dppelfé fotne culond e,
L) L'expresslon A20UA LHOANME COANOLLRUE !

le  padncipe de L'algonithmzs easlt de nfawite  pon adapes

=]

Cile,  BCE n e Rm ) ol R eatl

X . AL )

Auccearives Dlexpiesrion E en une {(otne

wune  combdnodisaorn de  combinctewns el de coralaated de. E. Apneas



Chaopitnz TIT L 'absatnaction

chaque étape de  trnanafosimatiorn, Llexpressdon Jdinternddiaine
equivalenie a4 F possdde £ fonme. canondiqus awivar te :

{6 B Bp YiawwaVuE), P20, Ofmin ol c eAt une conastante, Les e
sond des expressions relles que e; n'esrt pas  wune conatanite

Viewoovm eat un aousr ensemble ondonné de X o a0 Wnw

(0. 7] [Rraccinl®i B0 W .2 00 5 T e Bl o nllon B 1w s Vi

(0.2} (RiwsesTnlll. . Bt B, .clp Viaenihe = (BT o o sl JBA ;5 By W oo . Vi

(1) (3w, vop i wd &3 le Vi, Jiu = My fe e iepn Wi ued

Xi Foo(Vi..ovm) 8 Ut ... lnsr At obltenuy & pandin de vy, .. vy dans
Lequel x, a été inaéné, ae teils pnaniénic Gl it .. L ldmt ) Aeste un
ACUS  encemble  ondonné de. xXi1...xap. f'inder 4 oat dégini pan
4 = ptq, ol q est ted que Xi 5 we

(2] [Xieo . XnJR Xi €2, ..85 Vi..4Vg = Wiy 2 @er...€5 VI...Vn

AVeC 4 = prq, nh o eat telf que i = Vg 24 Mo & (Vi...vg)
(3] [%; ..}k (di:u.0n ¥z} Bl o » BB Vi owwa Mg T

M.J‘ B [--d.f..n!'f.n} B2, v oBp Lt wsldmsi
avel o = prg+l , Xi £ (Vvi...ve) et A2l, Ol Wr...Ugsi et ]
sont dépinia romne dans 2o negle. (2)

(4) [xi...xn]Jk (di...dn Xi) €2...€p Vi...\m =

avec = ptqtl , xqi £ {(Vi...va) , 221, otk q eal tel que X¢ £ Vg

(8) [%tein}le (Biesidan) €2...85 Vi.n.vg &
B 23 (dr 5 ‘d.’.‘-i_;' EiJ; o2 waaBg Vipoeawin

avec X! et da #F oxg
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Chapitne il [ 'abatnaction

i) £ 2xpreasarion combinaiodirne {Anale.

L'expression iniiiate 2e trouve Lriasponmés en e expiession dz
La foame o Vi...va (p=0). Apnées quol, afin d'extrainrne Les
variablies de  Lexprneasrion, on wutilise  Leas aegles Aaulvantes,
aufant de fodls que nécessa’re:

(6) S4. xXn = Va, 21

[)ff - i .)fn,—f:;'l(-’:f, VI e .\J',',';—I)

X
=
3
=<2
—
o
<
<
]
s
1]

(360w sMn) R Hiesuwim) & [HissaXg-idikg B w1 .. -1}
avec 4 = mi+2

(§) (] = k

Exemphe : Abatnaction de L’'exprestion (¢ (4 (& x g) (& x H

o
L
.
O
Y
2

et b aond des conatanles poan rappord @ 6., ¥, i u:
(¢ x ylalé (b x y) (4 x y)))
FBeo (6 (bx &) (6 x ul)(5)

F (B «}) (6 (b x uj; (& x 4)) (0.2)

= (B (Ha)) £ {(bxy) (4 xy) {5 et G.2)
= %4 ‘B (Ba))) (bxy) (4 4 b {1 et 0.2}
= (Ns (Mg (B (B a)))) (b x) (4 x &) 44 (3 et 0.2}
= (Ns (N5 (Ms (B (B a)))) b) (6 < gl 4 > ¥y (3 et 0.2)
= (Qs (Ns (Ns (Mg (B (Ba)))}) b)) (& x) ¢ x u (4 et 0.2)
= (Qu (Vs (N5 (Ns (Mg (B (Ba}))) b))} £ 4 x ¥y (4 et 0.2}
S (W2 (Qs (23 (Ns (Ns (Mg (B (B a})))) ©)))) 4 x 4 {2 2t 0.2)
= (W2 (Qa (Qs {(Ns (Ns (Ma (B (B a)))) b);}) (&)
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Chapitre III {'abatrnaction

3.3 Mgonithne de V.Jey (ray s9)

L'algonithme de v.Jay ne »'intéressc plus un temne mals 4

une {Hamille de tenmes nécurincrita.

3.3.1 Notdlon de sequence.

Une Aédgquerce est une SJuxiapoaliion de vandiables, notée
(x,n) ouw Xr..xn o n est "un entien Andétenming”. Lea "..”
déenotent L' énuméqralinon Hdoamelle d'obSfeits, en L' occunnence des
variables, Andicexs daors £ ondne cnolasant, £ dndice.
Al dncrementant de | o chague paas.

Une Aous—Arécuerncs de  Xi..xn 2480 un fesme Xa. .Xe o0 a el b
Aont deas expreAsions anscrmeadlgues dépendant exclualvement de n.

Pan exemple, on pectl gcaine Xi..Xn-4 0 £ € RY el 4 ¢ K.

3.3.2 Regle de nécductior

Oon netrouve Les comedinateuns recunienits Kp, S'n, Bn, Un, En €t Chn.
S'n H G Xt iaodn T2 o Xisve X (G X i¥n)

Kn 6 X1...%Xn =2 64

Ba & G XfuoaXn =3 § (G ¥f..oXh)

On s X5 eadn Y =2 b Y 56 5 on

Ch & Y X1 uoXn T2 4 Xt .oXn Y

En & Y Xt.oooXn =2 & (.o (6 Y Xt} X2})...) Xn

L'algonithine de V.J7ay A'énonce en deux paitides d'une pant
£'abatraction pan acoport a4 un=z  vualabize, et d'autre  pant
L'abatnoction pan nappornt awx Adquences qui  gena L' obded du

panagraphe. sudvand .
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Chapitrne IITI

3.3.3 Abatnaction por rapport & une voriable

Cet aflgonithme eAr une génd:

Logique Combinatodlne.

1. [x] x g Kg

2. [(x} 7 = Ky T avee x £ T

3. [x](M Ya..Yys) = Eb-a+1 Cr ([xJM) Ya..Yb
4. [x] (M N) = 37 ([x]R) ([x]N)

3.3.4 Abatnaction pan rappont & une séquence de.

Fadine L' abatrnaction Aux une ALGUBNCE
Apéoifilée X ..Xn danns wun  reams  Ae Aen il

necunaivement Lea negaes slavandies:

g

oliaation de

L'abatrnaction

cedudl de Lo

vasidable s
d'angumenis oK

en appliquant

Ao0dent | £ a £ b in et P &£ £ d ¢

e [ esXudT = Kn T avec xi £ T

6. [x1..Xn]Xa F Ka-r Kn-2a

7. [x1..%Xn](Xa..xXb) = Ka-1 {(Ep-a+1 Ka-b T)

v [t: Xu](M Xg-x6}5 8% (Un (Br Ka=1 (Bo-a+i Kn-wn))) [x1..xalM

9. [x71..Xn](M Ye..¥a)F Ed-c+1 Cn (i ..XalM) Ye..Yd

10, [xr..xn] (M L) g 8 s {0 ap M) § ooy cuall)

1t: {%i.-Xn]xi. % = Ko

12, [x1..xn]M XxXi1..%n = M Al xe E M
= S'pn (Qn Ko) ([x1..xn]H) Adron

13. [x1..Xn] (M Xa..Xp} = Bt Ka-1 (Bo-c+1 Kn-5) M AL Xi £ M

14, [x1..xn] (M Ye..¥ya) = Kp (M Yo..Ya) Al Xi E M
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Chapitne III LTabatrnaction

Exemple: Abatnaction de L'expression (4 xi..xe (6 YY) pan rnappornt
& 4, X1..%Xn et y nevient & (4] ([xi..xn] ([Y) (4 xt..%Xan (6 ¥))))
¥ Apatnaction pan rapport &4 y:

[yl (6 x1..%Xn (6 Y))

= 8" ([ylé x1..xn) ({Ylb Y) {4}
= Sy (Ki (4 x1..xa)) (S'1 (K1 4) Ko) (2 et 1)
2 Bi (4 Xi.%n) b (Opt)

X Apatnaction pan nappoid @ Xi1..Xa:

[x1..xa) (Bi {6 x1..%xa) 4)

2 8 ([x1..%]B1 {6 X1..%n)) ([x0..%0]6) (10)
g 5% (870 (Ka Bi) [ xndiléd m¢.on))) (¥a &3 (10 et %)
= S'n (S'n (Kn Br) £ ) (K4 4) {712)
= Cn (Bn Br 4} 4 (Cpt)

¥ Abatnaction pan wapponi @ 4H:

(6}Cn (Bn Bi 6) 6

£ 8"t ([6]Ch (Bn B: 4)) (614 (4)
= S8't (S'1 ([6)Cn) ([6]1(Bn 31 5))) I (4 et 1)
= 8"y (S'1 (K1 Cn) (Bn Br)) I (2 et Opt)
= S'y (Br Cn (Ban Br}) I {Opt)

Remanque.: L'algorithme présents ci-dessus donne Le moyen efpectih
de néaliren L'abatraction d'une séquence de vaniabiea de Longuerr
indétenminée dana un tenme, et un deuxi(zme algoniihme que £’'on ne
présentena pas donne les negles d abatraction d'une varndable dans

ur. tenme [(Jay 89].
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Chapitne IIIT L'abatnocition

Lea algorithmes d'abatrcctionsa que nows avons présentéas
Alappliquent & dea fonction cunrypiées. Les frtenprétolions dea
Langages fHonctionnels classaiques basés sut ces Théionles répond ail

Achéma Aulvanit:

exXpreAALon

halye
Lexico-Syntaxidue

expnrzasicin ayritaxiquement connecle

| cwutypleation

expresslon curayflia

]
Modiide
d' Abatraction

code obfel

Kachine @
Reduetion

I nésultat des évaluations

!

A- INTERPRETEUR DE LANGAGE FONCTIONNEL Ci.ASSIQUE

L'approche Tse, nowA pe.unetitna de. compiflen (fal e
£ abatraction) uwunz expaession VAAL en willisarnt des combinateuns

non curiyHplées,
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Chapitre III L'abatrnaction

B— ABSTRACT ION NON CURRMFIEE

[a modelisation des ponctions & anité variable se baid dana
Tee au moyen d'un algorilthme d'abatraction qui manipule Les
notiona de métatenmes et métaséquences deflinis au chapitre I.
Nowr wititisenons pour détenminen Ra aeprnirentaliion d'une fonction
& anité variable dans Le Langage VAAL. L'étape d= curtyhloatlon
n'a plus 2Lieu d’'exiaten el L' intenprétation de VAAL népond ail

Achéma Aulvant:

expresnrion VAAL

AdlL e
Lexico-Ayntaxique

expreasi{on aAyntaxiquement correcle

nodufe
d apatraction

code. objel TG

o

nachine &
neduction

néAultat de 2'évaluation

B- INTERPRETEUR DU [ANGAGE VAAL
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Chapitrne III L' abatraction

3.4 Mgonithme d'abatraction de VAAL

Nouas fpenrnons une analogie entie Lea VAAL-séquences et Lea
selecteurns définis dans VAAL, ot tes métatenmes et meé.taséquences

définia dana Tee.

3.4.1 VAAL-tewmes et VAAL-séquence:
De. méme que dans Tee, on défpinit poun VAAL, fLes notions de
VAAL-tenume et VAAL-séquence de £a naniéne suivante.
= Tout atome (conatantz ow varickle) eat un VAAL;-terne.
= Tout Aélecteur (+4] eat un VAAL.-teune avec i21.
- Tout Aélecteurn [—4] esrt un VAAL +1-terme avee 120,
= Tout VAALp—tenme east une VAALg—Aéquence .
= [(+4,-J]) eat une VAAL .+ j—1réquence avec i:1 et 420
= [+, +4] eat une VAAL j-séquence avec i<4 et {21 et F21
= [~L,~J] est une VAAL.+1-Adquence avec L4 et 420 et 420
= [, +4] eat une VAAL ¢+ j—aréquence avec i30 et F21
= [+4,+4] eat une VAAL (~réquence avec 424 et L21 et f21
= [-4i,-d] est une VAAL j—aéquence avec L4 et L20 et 420
= S4 4 eat une VAALp—2équence et t un VAAL q—Ltenme alonras A 1
eAt une VAAL.—-séquence avec 1 = Mecoei(pr, g} -
= S4 4 eat une VAALp-séquence alons A [((+/=)4,(+/=)4]
eAl wune VAAL . —aséquence avec n = Max({p,L+5).
= Si 6 est un VAALp-tenme el 4 une VAALq-séquence alons (4 )

esl une VAALa-séquence avec n = Max(p,q).
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Chapitrne III1

L 'abatrnaction

Alons que ALeas classres des métatermes et metasequenced

dépinies dana Tee [Bel 87] ne manipulent que dea Aultes d'’indices

crnodaranta,
nepnesentent

déecrnodarantes.

3.4.2 L'algorithme
Etant

(optimisrée) de M,

Case M of DEF Lain & )
a
[+4]
[~1]
(F [+4,+4])
(F [-L.-41])
(e [+1,-0})
(F {+1.~01)
(F [+4,-4])
(a [-C,+1])
(F [-0,+1])
(F [-4.,+4])
(F [+4,+4]))
(F [~}
(F A [+i,-4])
(F & [-L,+4])
(F & [+i,+4])

(F a2 [-1,-4])

Les clasres

AUAAAL bilen

donnée une

notée Q[M],

des VAAL-Ltenmea et

des AL GUENCEA

d'abatraction

VAAL—expreasrion M,

eat definie pan:
(Demin Q061 R(g]))

(K a)

Py

Pd

(A Q[(2Z+.4 F)))

(A Q[ (Ye.q F)1)

¢ &

(A QfF])

(A Q[(Wie,5 FJI1)

(G )

(Ad Q[F])

(A @l {Xe.4 Fil1)

(Ad Q[ (Yi-1.4-t F)JJ
(Ad Q[ (Ze+1,4+1 F)1)
(A QL ((Vi.4 6) »)])

(A Q[((Ri,4 ¢) »)]1)

(A Q[((0c,4 6) 2)])

(A Q[((Qi.4 ¢) 4)])

VAAL-Aéquences

cnodasantes que

L'abatrnaction

{a conatante)

(i<d)
(£24)

(a. conatante)

(a. conatante)

(£24)

(L<4)

(4<H)

(£24)
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Chapitne IIT

(F 4 [+1,+4]) (Ad Q[((Qi-1.,4-1 6)
(F 4 [~4,-4]) (Ad Q[ ((Oc+rt, 5+1 4)
(Mi...M5) (K (Mi...M5))

{F Mpo..Ry) (C Q[F] Mr...M4)

(@ Mr...M4) (Ba QI[Mi]...Q[M;5])
(F My, M) (S Q[F) Q{Ms]...Q[Ms
(F A t) Q({U F t) a)]

(IF Mg Mz Mi-1 My) (IF QfMi] Q{M2T...8f

o Lea combinateuns intnoduiis Aont LoedlA que:

{'abatraction
4)1) (L24)
a)]) (L<d)

(M conatanteas)
(Me conatanteas)
{a conatante)

1)

Mi-1] Q[(M;])

((AF) x1r...xn ) =2 ((F Xt...%Xn) X1...Xn)
{fAd F) His:udn )} 2% [{F RjswsBn) Xpss XL}
((Z2i.4 F) ¥isiwXn) =2 (F Kis.i¥i)
T Hl¥e, g F) Bpwaadmg) B AP Mandas.Xasg)
( (X 9 F) %Xioswidtn) & AF 3n -4 ¥d )
{(Wi.g F) Xtuwu¥dald =3 (F Ko w.Xau=d)
({ Ve, 4 F) Xton.%0) Yn.odti} S35 4F Xr. ..o Biw .. Yusz)
(({R:, 4 FY Xtossn) Yivislin) =2 F Xjsw %n Yn—iw s« Yd)
(((Qa.,o4 F) XiciaosXn) Y1 vocln) =2 LF iz o i ¥n Yu-~ds 5o Un~4)
(({04L.4 F) Rtosa¥n) Yrosliml 23 AF X5, %6 i Yg)
(Pi 31 ...%8) =3 X
(Pdy Xt.v.Xn) =5 Xn-4
({(Di Giovsagm) Xies oXi) =2 (& X *i )
((Di G1oooBm) Xivw XivooXn) =2 (G2 X1 oo oXioaXn)
{(B G1...9m) X1...Xn) =2 (g1 (g2 Xi...Xn) {om M7 . «Hp)
({C 9 svolind Bisos¥n) =¥ (485 X7 owoeln) G35 :Gm)
({6 FY ¥is:c¥n) B2 (F SnewcXi)
({U F G) X1...%Xr) =5 (F x1t...%Xn G)
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Chapitne III L' abatnaction

Exempleasa: La fponction Max qui calcule Le moximum od'une Aséquence
d’'arguments en companant Les agnguments A{tues aux deux extrémités
d’'une Aéquence d'arguments eat définde pan:
{DEF Max (1)
((+1])
(IF {2 i+ ) [-0)) (#AX [+t.-11})
(MAX (+2,-0]) ))

En appliquant £'aflgoniltiume d'abatraction, on obtlienil:
(D Py (IF (B 2 P; Pdo) (A (K (Wi1,1 Max)))

(K thwe) (A (K (Wz2,0 Max)})}))

Pown conclurie, nowA alionAa ContpaAen L' algondlthme
d’abatracition de V.Jay et celfui de VAAL aun L£'exemple concret de
La ponction Mpact définie comme asult:

(Def Mpact (1)
((+1])

(+ (* [(+1,=-0}) (Mpact +1,-11)))

¥ Abatnaction de L'olgondlthime de V.Jay
(IF (= 1 n}) I (S'n (Ba + *) {((Bi1 Ko (Bn-t Ki)) Mpact)))
¥ Abstnaction de VAAL

(D Pir (B + (A (K (Wi, 1 Mgact))),))
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Chapitrne IIT L'absatraction

On nemanque que.:

= L’aba&naction.de‘v.Jay ponte st une expresasion cunnypiée alons

que celle de VAAL porte aun une expression non currygpiée .

- leas néaultats obtenus pan L'algorithme. d’abatraction de V.Jay
dépendent d’'itératerns contralrement & &'algonithme de VAAL qui

prodult un code unique..

- Le code obtenu poun L'akgonithme de VAAL eat plus  compact que.
celudl de V.Jay et devrait Andudne une machine & néduction plus

napide..

= L'dmplantation de L’algornithme d'abatraction de VAAL eat
unigonme alona que. celui de. V.Jay, néceanite une Adentipilcation
de La natunre de 2’abatraction (une variable cuw une Aéquence de.

vandiables) .
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INTRODUCTION

Les Lancogzes fonctlonneds pudsent  Feuns  bases théoniguea
dans fe lambhda—cobeyl (Chuy 411 . 24 Logique combinatoine Cun 131
et [Sch 24] ou deas théonies équivalentes. Ainad Le fancace (LA
eAt une approxdimation de 4da  théonis Lambda-calcul [Pen 781 et
Pes suyastémes FP  de Backus [Rob  &0) ont ooun modefe Pa Locique
combinatrod ne, Il est & noten cue dans ces théonries. Foutsa P
Ltonctdiaons Acnt monadnes (curnybdiées). On fo pfupant des fancaceA
Lonet{ionne fa nanwﬁftﬁni. Za  mandipufation et des  fonecdinmga
eofuadiaues (anité 4ixe) et des Lonctions & anifé vaniabie
fnombne quelcoonaur d' ancumental,

o ceation de telles fonctions est namenée. . darns Lous Pea
tanaaaes LonctionnePa yauplfa & Po aeation de Aonctiona monagfnes,
lLeas arcuments aont  crcandads dona uUne Atauctune de. donndes (en

Génénal Lo iar*e) qui penmet de céren Planits vaniahte

“

En Lisp, La donction 'Plus’ o anits vandlable eat écnite:

(DEE Peuys )
(COND  ({= & '7{)}) 0O)
(TRUE f(+ (CAR &) (Pliya (CDR £2))1)) 1))
En Aodit. nous vouona que dans ce oot Liae almulfe 2 andité varioble

au moven de Lo Liste £ {alons  que FP utifise wune Atnuctiune As

Alquence délimitéie parn des crochets) .



chapitne v: MAAEA CL OEUVILESD deh
tonceas s honctLo nnedA

Lo développemert Ceb £iarLgaGes fonctionnefs a Longtemps éLlé
COmptomiA pat £ Anehfu ol e de A implantafions neaflaees
[Pey 82].

Sudte aux actives Hec henches [Bac 78] [Pey 4] dont onit fall
L' objet Lea ALongages sorctaoninelas, fa sl tuaiion maintenand
évolude et des Lnplantal loih mivatoacnnt  en ehfpicacilte avec de s
compilateuns de fangiges plus ~orvenicionneais  {(Pey &2j aont
proposés tels que M. de Caudedld {Cer 83}, ©oanden de Falibainn
[Fal &2], el Le compdacersn do Lazy L de Chatmers [Joh &4].

Nowsa présentons oA £e A dEtix princapates approcfeb
d'implantation des Lanodg€sd sfonctdonnels:

- La premigie et beade AL Jrt rotion d'env.inonnzment, ik dustnee.
pan £'impRantaiion de AL ATinapdnaidlon [ iapienne..,
~ La deuxieme nepose AW L wEduction part  graphes, technique

introdudte pon Wadsw arth [¥ad T1]., et qui a Arenvi de pondenend

[
i

aux Amplantaidons de Ponged el dZ Lazy ML .

A— LES MAC TN A EMNMWVIRON NE ME ¥

La mise e oeuvrie g pachines 4 env inonnenent peut étae vue
COMmme. uwne implantation i forns ta—-colcut, dard P mesine ol e

prnincipe de caloul sepoase.  allt el necles de néduction définiaze
& k

dana £e fambda—cal=il.



Chapitne IV Mise en ocuvies des Langages sonctionneds

4,1 L.{,Ap et Aon meﬁawta,ti,on, [McC 62][ALe 757

L'implantation de Liap fHut &'une ws preniznes nAAeA en
ceuvre d’'un Langage fonclionnel.

la definition d'une donction LLap eat efbecitude en
utilisant wun bormalisme appefé “‘nofatlon lambda', qui penrnel
d’associen un nom & une expresston. L'association 4'ur nom a une
tambda—-expressicn dépinllt une {fonctlion dord. Les paranetne s
connespondent aux vaniables Liced de. fo. feambda—zXpreAsiorn.
Ainad, La gonction: produli(x,y’ = x¥y peut Aire deéfinie pan

(def produtlt {(Lambda(x Yy} (¥ x y)l), expiesasion dinectemnand

trnaduite de £'écnifune: \xy.x¥y.

Dans Ra B-ndductlon, £ lilleon d'uns varwaadle corneApond &L
Lo subatitution de toutes fes sccwinences dtz £a vauiable pat
£ argument conreaspondant, & £'intérnioun dih co1pd de. La ponction.

En LiAp, cette Aubstitution n'ea™ dinecteneni

mais nemplocéde par un mécaniame éscudlvatent: poun une b tnatégie
pan valeuwn, L£'arngunent eal eévaiue avent L anpzs, e Lz valewn €414
CONACAVEE divnant fowte Ll'evaluoiion de. g, Honction. La
" anbAtitution” eat aéaliate & chague wlidisction dil panamelne
connespondant . Cela penmet en particullen d'éviienr un renomrage
Ayatematique de varinbias.

Le. mécanisme de Pase pousn fa  Auhatdirution conalate a
negnoupen fes parameines dana un odjel appelé ~nuircanemnen t, el A
nemplacen toute AUbALELLEAOr. oo UrL  acces a4 celt objeil

[ tenvinonnement contient £ onasgrolfz dea vaniibieds 2C0CeA aaf{hled &

un moment donné alnil que. Rewns vwebzans counantza,
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Chapitne IV Mire en ocuvaes dea Langages Honctionnels

4.1 Liap et Aon inplantaion rrec 6210400 757

L'implantation de [LiAp fut L'une ces parenlienes misesr en
ceuvre. d'un Langoege honctlonned.

La dépinition d'une. fponction LLap eat efboectuse en
utilirgnt un pormalisme appeflé "notation Lambda', qui permel

d'aAAOCAEen U nOMm G UNne exprlesslorn. L' aarociagtion 4’un nom & une

2ambda~expresrion dépinit une fonctlon dornd e pananéedae s
conneapondent aux varlables Licza de o Poambda-zxpresslon.

]
b%4

e
i

Alnai, 4La fonction: produli(x.y peut  Banp débindle pan
(def produtlt (Lambda(x y)j{¥ x y))), expriesasion directemant
tradudite de L£'écnitune: \xy.x¥y.
Dansa fa B-néduc lon, Lo ii.lacn dlunz voralblz corvtespond &
2o Aubatitution de toutes fea rccwrnences Az £ varlable pai
2 angument coniespondant, & L'inténicun du corps de Lo foncidion.
En Liap, cette aAubatitution n'ecs* Jarais cffeciute direcltement
mais nemplacée pan un mécanisme éguivalent: poun une atratégle
pan valeun, L'arngunent est évailué aveni £ appz’, ei L1 valeun e Bt
CORABIVEES dunant toute Llévaluction de . fonction. La
"aubatitution” eat néuliate & chague utifiscdion di panramelne
connespondant. Cela penmet en paiticullen d’évilen wun renomrage
Ayatématique de varialles.
le mécaniame de hlase pown  fa Aubaddtution conadlaie a
negnoupen Les parnameines dans wurn cojet appelé ~nvincnnement, el o
nemplacen toute AbALL Lt Llor. oA ur.  acoeA a cet objet.
[ renvinonnement contdent £ onacr 2fa dea varniohizs acceAsribles d

un moment donné ainal que Rewurns wevzans coanaintza,
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Chapitne IV Mise en szuvres des Langages fonctionnels

Que. ae poasse-—t-il Lo v une vaalihde L4bre apparuitlt dans
une. fonction? Elle peul etie Lice  dana L' envinonnement de
déginition de cetle {ons tion [fancige & porlée Lexicatle ou
Atatique} ou dans udn envincnaenei t o exewtion (langage a pontée
dynamique.) .

La plupart des Lnleipretes Liap cctuels implantent une
pontée dynamique.. En effei, ia i biaent une Aimplifpication qu.l
conaiate & dire que Lo varew JMune abrinaction {(\x.N) eat
efle—méme; AL s'agl. du p Shieme dea aigumnents fonctionneds connu
rous Re nom "funang prcelen” [Moux 70). Le chodix, dana Lisp, de £a
Lia.dlaon dynamdgia, netrme  wadguenenid  powit  dea commodLtes
d'implantation, entrali: o 1€ € oo Loe proondété de tranApanence.
néfenentietlle .

Une Aoclution a ére d’mrisocen ¢t angument fonctionnel . Aon
envinonnement en WlALlAson il Lo (£ tune (62, L'évaluation d'une
penmetune (exp,env) cowdudlt & Arévatuatdlon de. "exp' dans

2'envinonnement. "er)’

4-2 [_a mﬂ,Ch/iﬂe. SEL‘D (L 68

La machine SECD et ire piach {Lociiune abhatnoite proporée  en
1966 pan P.Landin (Larn 06; brsde Aun ka noidon de B-néduction di
Lambda-calul. ELle désn i we wsfmancdque o penationnedle el met en
seuvre L'appel pan vatlewr =2t timiaa Atatique en représentant

Ler arguments et néaltors LHonll Fomnz T e AouAs pome de gfenmefunse.

(6) Tenminologle An p'itée Ju <Zroao: 1 courk . ling expression Aanad
vaniables Libnes est cAre {2 vigs



Chapitne IV Mire en ozrvies dea Langages fHoncltionnels

Que ae  passe—Lt-20  Fornaye une vaadlaile L4bne  apparudlt dana
une. fonction? Effe peut &tie Liie dana L'envinonnement de
déginition de cetile foaiidlon fanciue. & pondéde  fexdcafe. ol
Astatique ) ou dana wun envinonsenci.t o exésutlon (Langage a pontée
dynamique.) .

La plfupant des . lr.lesipredes Liasp acluels implantent une
pontée dynamigue. Ea a§iz.0. &a ubtitisent une Almpligplcation qu.il
conaiAte & dine qGue Ly vkl JLTure abadlaaction (A\x.N) eat
eble—méme; {L s'lagl. du prohdéme deay aiguments jonclti{onneds connie
Aos e nom "funang paciden” (ko 70] .0 Le chodx, dana Liap, de £a
Llaison dynamnigue aelemie  witdywasnend  powsn des  commoditéa
d’implantatior, entroiv:. fc re g oo i prosaiéts de tranapanence.
néfpenenticfie

Une Aolutlon a €fe dinsorann ¢ angument fponctionnel 4 Ao
enviionnement en wllldso-t o feometune ()| | Tévaluation o' une

i

exp' danA

benmeturne (exp,env) cowdudlt a4 2 évoluation de.

" "

£lenvinonnement "ern

4.2 La.maChinﬁ SE”& jlar 60

La machine SECD eatr ure rnachiteocitiune obatsgite proposde en
1966 pan P.landin [lLon o6, boacs Aua La ncidon de B-néduction du

Rambda—calul, ELle dérn. i+ e wimancigue cpénationnelle et met en

veuvre L'appel pan valeun =t Lo o atalique  en neprésentan”

Lea argumenta et nésLlicts honci onnz%r Aows forame de fenmediine..,

(6) Tenminologie An-pliée
vondables Libnes est dAdre

i, line expressdion Aana




Chapitre TV Misre en oceuvres des Langagea foncitionne ta

L'état de La machine east Agprelanté scarn un quadrupfet <S,E,C,D»,

cCompoAé de :

.
- une pile s> "Stari”
= wn enviaonnemenit {E} "Envinonnent”

~ Registre de concrdle (C) "Controt”

- une poubelle {D} Y"Dump”
Le pdle Az nf & Ao cieesn EA neAaultats  dntesntdicinens.

L'envinonnement contient Les £iadlasons de vandables,
Le regiatrne de contrdie rent & mémoundaer Le. code & exérulenr.
La poubedle est uytilirée Fownt acuvegondten un ZEtat de La

machine; 4L est donc fui-méie de ¢o pcame (S',E',C",D*>.

Mowa  wtdlisrona un EXeMjpke. Almple poun décrli e Lo

i

Honctionnement de ce t Ype de nachine.,

£eh pilea S, E, C, I Aocht didapocesn honizontalement . A chagque

étape, avec Re Aommet o drnoilte, Lea sioments Al panéd s pan dea

vingules, et Les étopes aont diaposréesr venticalement .

Sodt a évaluen Exp = NC\Y. (+ ¥ y) avec 3 et 4 Comme. angments
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Chapitre IV

Lo

Fel

i

rz.

14,

1'g..

6.

1 s

1&.

Dé.a

globale est terminée et iz néaultalt
{18) .

Nowua avons wutdfiarés

4.3

4.3,E;

Ez.,4

que

Geumetiine s .

ol

et

(+ X ¥, y,

Misre en ceuvier des Langages fonctionnetls

(o)

(x,3),14.4)
(x,2).(y.1)
(%,3):(5.4)
(x,3),(y,4)

{x.3),(y,4

N

(5,3}, (4:4)
(x,2; . (5.,4)

(x,3),(y,4)

& et D Aot i ’if’./ﬁ { :7‘} ,

ap,
ap,

ap,

ap
@ap ,

ap,

3 4

Exp 3, 4
Exp 3
ap, Exp,
ap, Exp
#pe

X, Y

+ X

Wy, iy &
ap; +

ap

(4,().ap.())

(4.().ap,{))

({abdaldal))
PRI Nt
PRI IPIT P
({)a€)a(2a(})
AP NI
(fE.02:00:40}
({3:0lal):f1)

() et 00y

L'évatuation de £'expression

Ae trouve en

Lear nofudllona Auivarntes:

Y.+ Xy, x,

‘ap’ L'opénateun d'appication

{3,

Aommet de pdle

el E2 Aont foca



Chapditne IV Miae en ocewvied de/a Langages Honctionne !l

Nows avona rpréienté La vernslon ornfginale de La machine SECT .
Celle—cd peut étrne grandement amélionée en compifant 4La g-A'{C
des variables. En efpat, on peut connadltre Astatiquement Lo pldce
dea vandables dans L ervdrnonnement et ainal éviten Les pancoi. i
dynamiques de L'envidronnzmer L. lL1e Tecnnigque coniiasate & nemplo . i
Les noma de variables pon un entlen neprnésentont Leun poaitichn
dana £'envinonnement. Cet enii-n nepréasente Le nombre. de Lambda
entre La vanlabls 2t e Lanbaa qui. £a €42 el peamet de nenplocen
Lea  vaniables Aans  poadite A dngoamation ([(DeB 72]. D'oauinc:
opilimirationi Aont poassiblens, notomnent pou Evditen ta
conatruction de fe mzturesr dona centadns cas. Cea optimiagtlorns
adnal que Re Lradlement de ta nécunsivitée ou  L'Antanducition
o’ opérateuwns primllifgs sont  préasentés dana [Bur 75]. Ce modéle
esat epficace el (£ eal devernur un atandand powun La mise en oceuvue
Acqueniietle desa JLoncages Loncltionnels. Signafona notamment
£ dmplantation de [ .Cardafe{ [Can &3] qui A'dinapine goatement ds=
La machine SECD poun #éallwen une implantotion de ML ol
conatitue une népénence en matiene d'efficacdte pour La miae en

veuvie de f'appel par valownt,

B— (LES MACHINES A REDUCT T ON

Les miares en  oceuvie uliliscnt fes machine s & néduction Aocnt
canacténirger parn L'abacnce de ad pangtion entre Le code et
£ envinonnement,

Elles Aont boades aun o notlon de néeduction qui peanet de
nemplacen une. e xpression pan une. aLtne G Lui et
mathématiquement (combirnatoirement) eéquivatente. le programne cn

Langage applicatisd esl une expreasion qui peut etrne conaidénée

L



Thapitre IV Miarae en oeuvaes d-oa Lang.ge s (onctionnels

comme.  une deascaiption mathématique ou aéaliat quo acwhadlte
obtenin 'wtilisateuwr.. La Lache de Lo machine a aéduction eat
alons, en appliquint desa rnéegles qui préareavent Le sens de
2 expression, de "slmplifien” une exprneasion Jusqu'a L'obteniion

d'une goame "exploltable’

4,3 La SK machine rrur 7943

Tunnest wtitfise wun aloondithme d'cbatraction powtl Laanasfponnest
Loute expnesrsion fpuonctionnelie en wie expreasion équivater {e
dépounvue de vaniables et compoaiz des conatcantes du procornam: -
oniginal et de combinateuns [Tur 79b].

Ainai Ra notion d’'eavironnement ave~ Lea Llalaonis varndable-vafel

diapanait et ALe proceasus dlobatriaction pewt 2ine  vw comme Lo

compllation de £'accer qaux varndiables.

4.3.1 Réduction panr graphe

Lea expressions combinafodlnes A nepaigsenient afségment
Aous  da ponme diun  graphe, Les noeuds dLndiquant £'applilicotion
d’ une fponciion é aon arguwnent et Les pawilles Les atomens,
Nows prneésentona, a titne d'exemple, {e grophe corespondant & £
Honction Som.

Som(n) = (IF ({(=n 1) 1) (Tawe (+ n (Som (- n 1})}))

L
(a3



L

Chapitnrne IV Mise en ceuvnes des Lungages fponct ornnels

On obtient apnés abatrnaction £e code combinateun

Som = § (C (B IF (= 1)) 1) (S+ (B aom (C -1)))

f
T 1
. 1
" S E—
) o i I I l
|
K 17—
ke IF ’_J.w-!...,l :
- s e~ ]
c || B 1 1 | SEAE
l;_ (N E _i..........,w =l {

Figc 1
La phose. d'exécutlon néalisce. ol iyl La SK  machine
conaiate a Lrnanadonmen progriessivement cetite Atwctune  en

appliquant Leas négles de néduction Juasgqu'é £'obtention d'un o bfel

.

non neducitible. :

S 4 g x =) 6 x {9 x) K x u =2

C6 g x = {6 x) g B 6 g x =) 4 (g x)
L -3 =) X U g (Pxyl =)4¢xuy
IF Tawe x y =3 x IF Fatrae x y =) y

PLUS m n =) m

On défindt de M.,Q,L'Jﬁ sdmiloine MULT, MOLNS, DIVISE, etc.



Chapitne IV Misre ern celvres des Langages fonctionnels

Ces ndgles de nécduction peuvent e.lie Amplantées comme des
negles de trnanaspormatiosn de gaarhe: Lz aoeud correspondanit aw
membne gauche d’une necle de nédictlon et 1emploce pan le membne
dnoit. Lo figure 2 Lroilte L2 cas de ‘a negle de néductlon

aAsocAee & S.

”b—']_" 1 =g
| X bt e
() WO — I N
= |
R -
G =2 6 | x Lg i
L S [ SR N
1
SN
S 64J
614G £
Exemple.: Catlcoil o Auccesseun de , or  obtiend gadace a

- i 1

t'abgornithme d’'abairnaction Le code: C (~ 1, 2

A partin de La atructune de gaaphie  cotespondant  au code
prodult panr Le compilatewt, On obiisnt La néduciion de gaaphe
advanie :
[
2 r| i ) |
] i
- NP R SO SR
ey =Y in__.] sy r’j
- L
i L b7
- W [———"
1
c +
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Chapiitre IV Misre en cecvunes des Langages fHonctionnetds
4.3.2 L'ondne de néduction

Deux Ltypesa de atncitégies de nsduction senont prérentén:

=~ L'ondne nowmaf: conadatant & néduire e nedex fe plus a gauche

et e plus extennz contespondant & Laprel par nom.

~ Llondre applicailiy: conAsiatant d récu e fe  nedey JLe plus a

drofte et Le plus intenne connesrpordwnt & £'appel pan valewn.

D’un podint vue thiornique nows Agvora  d'une  pandt que  de

nésultat d'une chodine. dz2 afduction esl Jindépendant de Lo

Atnategle chodaie. Diaitrne poaxt Al vune  Aeamilnadiaon exdAie,
L'appel pan nom peamet AygsAtémaiiguement de £'obtenin ce gui

n'est pas forcément Le cus de £appel pon  vakleuwn. En efbet
L'évaluation d'une expresrion K 2 X) ou X eal une expression
dont &'évaluation n’aboultit pas, 2L aprel parn om nendra fe
nesultot 2 en une étape de rnedusiion 2fons que L' appel pan
vatleun ftentera en vain de néduire L' express’ or. X.

Cependant , Al L'appel pua vom est Ahn, 8 eat coliewx dans
Le cas o wn argument de. ponctlon eat en géaénal aubatitué
AoUA ponme non  évalube dans Le conps de celle fonction, ce gudl
pet entrailnen une néevaluation 1z cel asgument auwtant de §oia
qu'on {Le nencontrena par Lo sudlre.

Lte choix d'une neprésentation aes expressrions combinatoines
AOULA boume. de graphes, dans La ma hire a néduction, penmet de.
parntagen une Aous—expression eir ult. risant dea pointeuns. Ainai,
apnes une aubatitution, towtes lesn occuwvwences de 2'angument

darna  Le corpA de Lo ponciion Acrl  dea podndewns swr  une méme.
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Chapitne IV

néduine Ler rrgumend.. de Plus &

La negle de ascic Lion applosaiés. .

Exemple : Volci ‘& comgonlemeni de

premiéne élape & ldusidlon de

MLAz er. osivasA dea

A RLOMBAE A

ile.

@.F

EAiL¢

xemplfe précedent,

neprésentse auec. Je acmael de pade on cat diiwa nodne acheéma.,
Avant Lo addicts o, Acies avon.. Ao condogiia flon Audlvante :
1 I TR
- i i
[ A i
T

N i

Quarid.
imprimable., G2 it

2'evaluction ate g

donnéea, pan  excmple.  daeg Ll ate
néeduction Loalsw o . F272 2 370
Aductune. dov B Len  Coun

toutes ete #edd L E0

L R

o' appelen 4

o

compoAsgnies ©.. .1
dea compoarinder zo
PLOCe Al a

ek

L Ampre AAL YL et

P
RS 5 Sl S

fangagehs fonctlonnelAa

pouvodn appliquern

- g executbtion dunant Lo

La pile eatl

[

-

Aoumet

5

TR S I =

wméAaentaltion

eart wun obdel

PO

e Astnuctune de
A, dl'atgonithme de

de celtie

o LA o ond paa poncément
deapnieaaion A2 change alona

£ atnuctune.,

Alnplipden chacune des

Si £'une

£ raedine. de données, ce
iy Loadit” T L'obilention

de.
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Chapitne IV Fisre en oceuvies des Langages fponctionnels

4.4 Lo Hachine SKIK [Cla §0) et [Sto &4]

La SKIM (S,K,I neduction Machine) [Cta E0][Sto 84) conadiste
en une traduction au nivew. weténlel dea didées de Tumnen.
L'obdectif Anitial du prodet etoll de sontren gu'avee tnes peu de

maténick Apecialbing AL 248 poarlbile dlamétiornen Lz

>

pe b ONIMEANCEe S .
L'anchitectune de cetie machine est Admple el nelatlivement

E

chlaasique. IL Alacddl d’une ochliz  aicn s=onocaamméee  dont Les

micao—inatauct’ona Acat Apecddlisees claria foo manipulatdion
d’ anbres, En  particuliern, fen intonoar—inastauctions peuvent

néatisen en panalflébe des Lestr el ded baanchementsa, el dea
tronaents de donnéex.

Lea combinatewrs coratituenit fe code machine et {8a soni
tnaltéer pan L micro-code . Ce micro-code 4ncfut La geslion de
mémoine., celie-ci étant organdiée ern  piliiz.. Cetite mémoiie 4L
bien adoptée a4 fa aepagsenitztion des anbnes de combinate.rns
néceasitant undcoucment des celflicles vinainresd. Cette mémoine AL

vne adreasse etanit

%
e
™+
£
p

diviaée en deux barca: "head”
compoaée du nunérc du banc et o une adieste dana celul—ci.

la néduction d'un athre de conbinatzuns est néalisée en
pancounant et {ile gauches de L'aibne JuAqiL & un combdnatewn. I
eAt nécesscinie  ae  asdmonisen ies nozuds  alnsd VAALLEA ajin de
netrowver Ler argumenta du. comsdiciense & nédulie aAnal que Le
noeud & né-écrire. iLa technique miae. en veuviz dans La SKIM ne
demande pas L' widifirction d'une pdle pour cette  mémoadlaaiion. De

plus L'accés aux argumer i nesle Lozt Alopde grfce duw partcouwts de

Lo LAiate {nvenirée .



Chapitne IV Mise en oeuvres des Langages pHonctionnei..

cowrtant : . r . —
el l 2 nA L. > nil ——— ——
S S J— { | TS| S
- S S
o _...'.__ procmegpee
Y i Yy l; z l y ! «_—-l
S T : | L I T
L_.__.i ! netouwt
’_' f
o ¥ ‘ 2 cownant = x
- e
netoun
nelfowr = nil cowrant = §

pointeuns nenversés el exécution

Cetlile idée o egalement éte appliquee poun L'évaluation deas
anguments d'une gonction atadicte (Leas cargunents aont évalué.
avant L'appel), ce qul esi fe caa de La plupcenrt des donctions

Le calcul des arguments d’une fonction Atricte nécessite un
appel nécinsif de Levaluatewn, ce qui dmplicue bien évidemment
une.  asauvegarde de Aon état complel., L[Le praincipe conalate
evaluen Les argumenisa en Laissagnd dansa Lo chaline de netouwnr un-
mangue. qui nepresente wun  paeudo combinateun aarocié 4 un point
d'entnée dans Le micno-code. Lea arguments Aont ainal évatusd.:
nécunsivement avec  wn A b L aem de Aglivegande. d'état de
£'évaluatewn et oaucune stnuctine de donnéz  aupplémentolinre n'eat
neceassaine ;  towl Ae passz s Re  graphe Lui-méme. Le gadin

apponté a efé de 10% [lag 87].
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Chapitre TV = Mise en ceuvres dea Langages fonctionnels

4.5 Mochine & réduction par orapne. pout VAAL (Bow 90j¢7)

Nous proposaons une mochine & néduction pan graphe opérant
AL un code coubinatolnre Teg, obienu en Aontie de L£'algornithme
d'abatraction de JAAL. Ce code eal gonmé par  une imbalcation
d’expressioni porenthesees de Lo fonme (Mr...Mn) dénotant
L'applicotion de M; aux arguments Mz...Mn.
L'expression est dite élémentaine ai tousr Leas Mi Aont dens
entités atomiquens,

On appellena elfnesrion Compoisée une. expreshlon paienthesée
dornt Res élémenta (appiicotion ow aigument) peuvent ewux—-méme £itne.

des expreAslons patentieades .

4.5.1 Reprnésentat o dos expresrions combinatoirens.

Etant donnée une forume élémentoinre donnée (My Mo, . Mn), noua
PACPOAIAA LNne A pngsentotion  graphique repletant, dana A
Aemantigque.:

- que fe premdien élémont de £'exprescion partenthesde dJoue Le ndle.
de. L'applicaltion: £ senc mis dana un noeud application.

- que fLea eéfémente  Audvants  sont Lea aarguments du  premien

elément .

(7) Cette machine a été développée cu Aein de L'équipe SEEP dana
Le cadne du prodet VAAL.

61



Chapitne IV Misre en oveuvres des Langages Honctionneld

ILa aont Antroduits dana un vecteur My. ..My,

’ K.‘! DI M2

SRRSO WSRO

M3 . . . M-"L

noeud-—application bloc—angumnents
Exemplen:
L) expreasion élementaire: Py = (5 K ¥)
5 : > K ok
|
Ll) expreasion composée: Pr+t = (T (K Pr))

K —— | Pg

(L) expreasion composée {((T (S K K))

(S K K})
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Chapiitne IV MiAre en oveuvnes dear Langagea fonctionnedlas

4.5.2 Le processusr de néduction:

L ondne de néduction choial poun cette machine & réduction
tilent de {'ondre noawmal (Les arguments ne Aont évaluéas que
neceasainement) et de L'ondrne applicatif (Les anguments sont
evalues auw plus une foda). IL néceasaite donc Le pasrage de La
nepréseniation parn arnbre a une nepaésrentation pan graphe grice &
Laquelle plusteunrsr noeuds—-application pewnettent éventfuellement
de se chainen a wun méme bloc—arguments, évitant ainai Lo
duplication colteusre de bloca identiquens.

Le processus de néduction d’'un graphe conadaste alona &
appliquer o chaque pas La negle de nréduction aasociée A Lo
peuille La plusr o gauche, un pas de réduction conaiatant en La

né—écndiune d’'un  Aowr-arhne .

Exemple.: Réduine ((S K K) T T)

1 T
e e} 7 T i > K I
\ ——-l_;—-——i Ll;__J ,_J—J
1 1 T
S —e ) L K K K ) T ; T
] ]
=) T

On obtient ((S K K) T T) =>T



Chapitrne IV Mire en oceuvres des Langages fponctionnel .

Les phénomenes de "guite de mémoine” (quand Lo meémoilie
disponible disparalt de gacon dnviasible) ou de "gnednage” (quarnad
2'exécution d’'une fonction east nalentie) entrainent un AlLc.oll.
d'eApace. . Ceta Aimplique dea appels népétés au glaneun de
cellulen. Un Auncolt en temps est alorns asrocié a cel usage
excesrly de mémoine. I& a noten que 2 intrnoduction de noillorid
telles Les choaines de dinections [Ken 82] [SLe §&2] penmettent
d'avoin des graphes plus compacis au  prix  d'une  plus grande

complexité de La machine.
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crapitne v: MetchAine & neduction

La machdne 6 néduction conatitue e aupport d'dmplontaliorn
du Langage. Pouwunr cela, elle dodt penmetine La défpinition 2t o
nepnérentation de tous Les eéléments qui contraibuent (o A P
ngalisation de £a,n§duciian. Alnail que nous L'avons vu Lons de S
présentation de ALi machine a néduction par graphe, AL appaioiil

nécesasaine de disporesr, du achéma de La machine a aeductlion:

expression conbinatoine

I

DROCLAMLA . Schemah
; , ) o Reduction Fope :
de néduction | d'axiomes

l

neALltat

- d'une neprésentation des achémas d’axiomes,
~ d'une neprésentation en mémoine de &'expresslon combinaloine
- d'une défindition du processus de néduction.

Dana ke cas de £a machine & néduction panr graphe gtant
donnée une expreasion combinatoine, neprésrentée Acus {fonme de
graphe., Le.  proceAss de neduction elémentaine ealt dLa

Aubatitution d'un Aows graphe pan Aon graphe "Admplifle” .



Chapitrne V Hachine & néduction matricietie

Nowus propoaons, mcintenant, une nouvelle approche de mact. e
& néduction. [e proceasus d'implantation devient un PAOCELAALLA
algébnique dans Le aens ol Lo neprésentotion ut{lirée =at Lo
matnice et Le procesrus de néduction est fe prodult matriciei . (a
machine & néduction maindiciclle nepose alorns ALL:
- La  neprnéaentotion, ACLLA  forme  de matndices, des Achémo-,
d'axiomes, et
- L'ublRisation du produdt matriciel poun néalisren Le. PROCEAANLS

de néduction.

A= Représentation des Achémas d'axiomeA:

I£ Alaglii de déjinin une nepresentation penmettant o=
prendne. en change des combinateinrs norn cutiypléesn de La ihéondiz
TGE et auxquels conrespondent des Achémans d’oxiomes falie®

Antervenin des séquences de. Longueursr non fixées a £'avance.

5.1 Champ d'occuniencen:

Dana ce qui suit wun chanp d'occurtences de Longuetn. r.
nepresentena une sulie de places vides numénotéens ot Bs 556 Be

Noia AAADCACrA & chaque Achéma d ' axfome un chanp
d’'occunrences quii pewmei de fe nepresenten comme un " processiis
d’'agHpectation d'argumenta” dana un champ d'occunnences.

Nowa etudionas, a tditne d'exemple., Les PAOCHAALA
d’'appectation d’'occurnencens el d’angumenta AUX  OCCUNTIENCEA

ass0cAés au Achéma d' axdome did combinateun I



Chapdtne V Machine & néducition matrnicief?

((F BispeCu) XissuXa) =8 £ £ G ¥reoXa ] Xguw.lp ),

champ d'occuriences: | 2 3 4 5 5 7

- Le champ d'occurrence eat de Longueun 7.

»
!

~ La parenthese (' est affectée aux occuwrrences | et 2.
- La parnenthese ')'eal appectée aux occurnencesr 5 et 7.
- Le tenme G; ealt affecté a L’'occurnrence 3.

- Lo aéquence Xi...Xan ealt afpectée a L’'occunnence 4 et

- La acquence X;z...Xa 2At affectée & L' occurnence 6.

5.2 Opérations Aun feh arguments

Chaque achéma d'axdiome aarocié & un combinateunr M eat de I
Honme.:

(T8 Xpsw Mnd Fioende) =2 €I%is s0c. Xu. Pry vwen Ta
ow A(xXr, ..., Xn, Yi, «v., Ya)} datégre des acus-Adquences de
Xroo.Xn €t Yi...Yn, et/ou des tewmes Xi ou Y .
Nows wtiliaenona Lea méme.A conventions [{(~/+,4]) el
[(+/-)4, (+/=)d] que dans VAAL poun neprbrenten 4La sélection

d'angument et L'extroction de Aous—Aégquences,

Exemples: Etont donnée une réquence Xi...Xn, on peul:

- Seélectionnen un angument
[=i] : sélectionne Le iéme angument a partin du dernier: Xn-
[+i] : Aélectionne Le {ieme argument: Xi

[-0] : aélectionne Le dennien argument: X.



Chapdtre V Machine & néduciion matilclelle

— Extnaine une Aous—séquence

Dans L'exemple de T en intrnodudlsant fer ccrnventions défjlrizs
ci-deasus, Le processus d'appectation de choup 4" occuwrnencet
devient:

- ' {" eat afpectée aux occurrences | et 2.

- }'eat afppectée AUX OCCUNENCES F et 7.

- 1] eat afpectée & L'occurrence 3 (relative & L1 premiee
Arbquence d' argunents de T

- [+1,-0] eat afpectée a L' occunnence. 4 (nelative ¢ La delxilime
séquence d’'anguments de T) el

- [+2.-0] eat afpecitée & L' occunrence 6 (nelative a La deuvxieme

aréquence. d'argumenis de T).

on  définit de mandere Adentique Le chaap o ocounnencest
asrocdé & chaque atome (S, K, T, L, el o).

On assrocie deux champa d’occuwviences poun e Combinateds n
aelon que fa taille de Ra deuxdieme Aéquence Aot Egafe a1 oL
Aupénieuwr a 1.

la taille du champ d’occunrences pour +Le  Tombons tetn S,
dépendra de La taille de La prnemdene sequUence.,

De plus, Al Le combinateur apparalt dana f¢ contacctum alons

8 Rui est néasenvé une place dans Le champ OCCLUENTES.



Chapitrne V Machine da aéducdiion matrniciells

5.3 Représentation matricielle

le type de produllt matrnicied que nuisa cféons dedirin dana €2

partie B, nouA améne a4 nepnéisenten un conbinateun £, auquel eadl
aAsccAe un achéma d'axdiome., comne une ma - nicz Kg 2 p Lignhea et <
colfonnes ol
- p eat Le nombre de aséquences d'coownents acyiloué & E augnenté
de dewx.
- g fa taille du champ d’'occuwitiences,
- La premiens ALigne de Mr Andlque Ei occwnteznce sl des
panenthesss.

0 & £a géme colonne AL aucune parenine s o2t afbectde a4 La
Jeme gcournence .

1 {(neap. —=1) & La Jeme colonne AL 777 {uesp. ")) eat afpHectie
a La Sfeme occunnence..
- la A+t1ene Ligne (1iifp—-1) eat oaia0ciss L A ieme Adquence
d’'angumenitsa appliquée au combinateunr =

0 a La geme colonre Al aucune A uUuA-sLiquence conrespondant a fa
Lene adgquence n'eat afpectée a La Jferc eccunnence du champ de I.

[(+/=)4,(+/-)d] s {{+/=)}1L] a4 tm Jome colomne Al La
Aous-Aéquence conieapondant a La deme  Aédquer e 2440 apHhecltee a La
Jeme occunnence du champ de E.
- La denwniene Rigne corneapond & Ao nECUIAIVLLE

1 & La géme colonne Al £e combinateun E appanali d Lo feme

occunnence du champ de E.
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Chapdtne V Machine ¢ néducticon matrnicleliec

En procedant de La méme moariéne gque prgcéd-mment, on aasArocdz

aux combinateuns K, T et L Les miTticea:

(& X swei¥ad Miwasule) =5 Xi

(AT Brs ouBp) XywsMn) =2 (IG) His caXa) Xo.o. Hn)

D D D .

[ |
0
0

0

((L Gr...Ba) Xt...Xa) 23 ((Br XroooXni (62 Xr.o ' Za) Xi...Xa)

My =

g
f
ey |
$-
' i
<
-
< D —-
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Chapitrne V

Dans £e cas du combinateuw:

d’axiomes,

(D G s

({(D G .

Quant au combinateunr §,

Antenvenin au niveauw du contractum

Lerme

({S Gy

Ksp =

[N ]
.

««Bn) X) =2 (61 X)

Machirne

L, aucuel

e

on aAsrocie deux matnices:

o 5B R v s ln) = (G3 X HJ )

..Gm) Xr.

t

——

™M =

! :
0 [+1] ¢
0 0 [+,-0] 0
0 0 0 (0

[ s

seln) =6y Xi«xdo V(B Xi.

R
s} " ol

f - 0 [+1]
| N N

L \

5 )

J Y

dorni £

s~ o

PR Ml

on agarocie fa pamifle de moteloes.

0 v
0 [+ 0

g Q §+fihOJ

0

0
[+],-0]

0

O O O

achema  d'axdlome

..‘{r;.). ..(Gm Xr.

O O OO
L

& néduction matricielle

conneapond deux achémas

]

1
0
0
0

Hadl

de séquences de

e v Xp))

ol £ neprésrente Lo concaténation horndzaoatlaode leds matnices 5S¢ el

en Adentifplanit:
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Chapitre V Hochine a néduction matricielie

" ] . : y i
0 - 0
(" avec 0 et ;" avec 0
0 0

B- Processus de néduction:

L’expresasion combinatol = que. 2 on crtient comme. nésultat de
L' algonithme d’'aovsatraction Aeng nepnésentis Aous fonme de chalne.
Ce choix A'acconrde Etien avece L' t{R{sation du produit matricied :

La chalne peut 2tne alfons tac i tée comme un vecieir.

5.4 Statégie de néduction:

Dana La conceplion paoccaéz on peut chodiain entae
difpenentes Astnatégies de réduccdon, dort L'ondnre  nonmalk ou
L'ondne applicatif. En efiet, Le théoneme ie Church Rosren CLAAUNRE.

L' indépendance pan nappornt au schéme d’execution neteni.

Dans notnrne machine A néduction, £a iéduction conaiate en un
produll matnicdel, fadlsaii intcnven 1 Lons de  Aon  caleul Len
opénations + et ¥ portant s cdoa Audtes +inies de Aymboles qu’'on

appellena expression,

5.5 L'algebre des operations

Nowa dépinisrona Llalgrbne de.s opénations

+ (concaténation) et ¥ (prndult) corme Auit:

X+{] = []+X = X X une exoresslon et [] pantie vide.

2



Chapitre V Machine a néduction matricielie

X+Y = Xy X el Y des expreassrions

X¥0 = [] X une expreasion et [] parntie vide
X*1 = X X une expreassion

(%=1 =)

Xt vwosXa®[bl +47 = i, 550:X4 (Fiism, 1<4Cn)
KtyeawyXp® [0, 5d] = Xi, . 0n,Xasy (421, 420, 4+4¢n)
Ktpss o7 Xa¥[~A, 4] = Xais vew, Xy (L20, 421, i+4¢n)
Krdoids  Mo¥[~d,d] = Xpm st s 8 w5 X (0Lisn, 0<4¢n)
Xty cunn g S L] = Ny (1£isn)

At g o v XnBiwl]) 2 Ya<a (0Li¢n)

5.6 Produit matricied

Etant donné un combinaieunr E paunl S, K, 7T, L, D auquet? on
applique Res aséquerces Xi...X. et Yi...Yn, La néduction du nedex
((E X1 . Xpn)Y1...Yn) a'obiient a parlin du vrodult matraicded,
noté V . Mg, entrne e quatte-uplet V = FY Bgyososkn ¥rinye. ¥a E]

el fa matnice Mg a4 quatre Ligreas definie comme AUALL:

My A E = K
M7 A E BT
ML £ & L
Mp M E =Detm=1
Mp 2 ALE = Detm > |
Msn AL E = 8§

Lle néaultat du produit matriciel eAl afona un  vecteun

L= (Lr L2 ... Li] connespondant au contractum Lrlz...Le.
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Chapitne V Hachine a néduction matrniclelle

Exemple: Réduine ((7 1 2 3} < .1

V.o Mes [ 12,3831 .

<> <D
< LT
4
o B
LB
B 3
- —
<> O
i
e

>
e
i
Lo

[(¥ (*11,2,38
[(((123)3

Donc ((T 1 2 3) 2 5) =» ((1 2 3) 3;

(+1] 2,340#1,-00 (=1 2,38[+2,~0] (*-1 ]
)]

o

on nemanque que Le produil motriciel V. Ms 2z naméne a une
concaténation hortlizontale dear  vocte s Adlultals des produita

matnicieds V.si, 4=1, . ..,m. Plus prnéciarent V. Msa = (£ V 5.

Exemple: Réduine ({(S K K} 1 2)

L U s
.'-"-"*-'
-+
-
<O

U s = (% WS = (K128

e
e
L

&F . o o

<> o =
—
-
|
o
>

[ e
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Chapitre V Machine a réduction matricielle

1
=T
—
g

ko
i
gt
=
- =
£

X
PR KKR[H) 1, 20H,=0) (21 )
)

N1
—
——
p—

.-
r~>
————
e

Donc. ((S K K) 1 2) =» ((K 1 2) (K 1 2)), et La néduction se

poutALlLt commne AuAlL:

(1K1K POV iy =00

fe 1

pan conséquent ((K I L) (K 1 211

et Finatement ((S K K) 1 2) => 1

Remarque.: UDe fLa méme. mondiéen-, ouxl combinateuns définia dana
2 algondtiune d’abatrnaction de VAAL, on peut fpaire aussi
conneApondne une ne présentation matnicietle poun penmetine au

proceAsLs de néduction d’'étre ramene a4 un produit matriciel.

5.7 Un cycle de néduction

Etant donné un erasemble &AL c de combinatewrs
admettant une neprésentaotion matiicieltle, fLa néduction d'une
exX pPReAsLon combinatoine eat néalisée selon Re cycle aulvant:

1. Sétection d'un cione E ¢ C (par exemple Le plus & gauche et Le
plus externne: stnatégle d'ondre nounal), A'il exdate (Adinon La
néduction eat achevée) .

2. Conatrnuction du vectesr Vv connespondant aux arguments de E.

3. Calcul du produit matricilel vV . Me.
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Chapitne V Machine & néduction matricielle

4. Transpormation du vecteurn nésutltat L en une expreAslon
combinatoine .
5, Atden en |

Lle cycle eat donc achavi dés 2 obtention d'une expnression

inneductible.

Basde sun des opénations afgébriques ( ardlthmetiques), La
machine a néduction matalciellz, cat miedx adaptée a Lo machine
Von—Neumann .

Sea canacténistiques asont prometteuses pour Le fangage VAAL:
— Toutes Les matnices Antrodudites sont creuses: au niveaw d’'une.
colonne, 4L n'y a qu'un seul élément difpénent de zéno. Ce qui
penmet une neprésentation plus compacte uldllimant un eapace
nedudt. la taitle desa matnices étant néduite, £Le nombre.
d'opénations du prodult malrnicdel sera minimat . Ce qui Limite
2'accés & La mémoine et fLe temps de aeponse.

- L'’exprnession combinatoine Aous Lo porme de chailne penmed une

nepnésentation vectonielle qui conaonme peu d’'eapace mémoite..

Une companaison sommaine avec La machine a néductlion pan
gnaphe montre Les avantages sviden:a de fa machine & néduction
matriicielle au niveauw de La consommation mémoine, et Laisre.
entrevoin deas pengonmances bien aAupénieunres. Cette afpfpinmation
devrnait étne conginmée par une ComparalAon de penfomance

Aystématique Aun un maténiel adéquat.
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CONCLUSION

Lea mode e mathématiques AAADCA LA oLLEX Loraoao.s
Lonctionnef, tela que Rea théonies combinatodines, basdes Aun fo
notion prnimitive de fonciion en fonl que processus de calensd
ne fetant £a définition ensembliste qud eAl nestrictive, a donné
in nouvel glan & P paocsnommnation donctlionnefle . Mafheunsusemen?. .
La  cunnyhbicotion impoade par ces modeéles, Al eflfe  peamet de
praendrne en chonae fLes Lonctions polundligque.s, poag  des probfémes

poun  Pes Lonctions &4 andté vandabfe, alons que feas Ffangacea

e

honctionnelfa fe Aont qu prndix d'une simpfe structiunation.

La notdion d'arité vaniable, hien qu’'intuitivement Aimple. A'avéne
délicate & déiindin. Une meifleune comprnehension. Adrnon maftrise .
de cette notion, peametl dans £a mesune o £ on peut dévelfoppen un

afoonithme d'abatraction conrneapondont, dlennichin Pa cfarre Ao

ftonctionsa utilisatzizns,

e pradincipal reprnoche habituellement fHoit aux fLanocacea

Aonctinnnefa s alfue au ndveauw dear penloamanceA. tributainea

de. £ machine de Von—Neumann qui n'est pos adéquate au modéle

Lonctionned . En atftendaoni de dispoisen de machines foncfionneffes
du  tupe de fa machdine MaRS (MaR 8§67, noWA  avonA CoOncu une
maching a4 néduction motnicizffc, Cette mochine eAl miceuy

adaptée au modeéefe Von-Neumann dans fa AN QL fe paocessls de

nEdpetion deavient un onodudit motnicief .
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